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Òåîðåìà Ìàðêîâà

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 0.1 (Òåîðåìà Ìàðêîâà)

Çàìûêàíèÿ êîñ A è B èçîòîïíû, åñëè è òîëüêî åñëè ìîæíî ïîëó÷èòü
B èç A öåïî÷êîé ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé (äâèæåíèé Ìàðêîâà):

1 ñîïðÿæåíèåì b → a−1ba ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîëüíîé êîñû a ñ
òåì æå ÷èñëîì íèòåé, ÷òî è b,

2 äâèæåíèåì b → bσ±1n , ãäå b � êîñà èç n íèòåé, òàê ÷òî
ïîëó÷åííàÿ êîñà ñîñòîèò èç n + 1 íèòåé,

3 ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèþ 2).
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Äâèæåíèÿ Ìàðêîâà

Íåîáõîäèìîñòü ýòèõ äâóõ äâèæåíèé î÷åâèäíà. Èçîòîïèè ìåæäó
ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòÿìè çàìûêàíèé êîñ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.
Íà ðèñ. 1.b âîçíèêàåò ïåðâîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà. Ýòîãî
äâèæåíèÿ íå áûâàåò ïðè èçîòîïèè êîñ.

b

a−1

a

∼
a

b

a−1

∼
b

@@
@@

�
�
�

b
σ

∼ b

a á

Ðèñ. 1: Äâà òèïà äâèæåíèé Ìàðêîâà
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Ââåäåíèå

Ìû áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó Ìàðêîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì
L-äâèæåíèé. Èçíà÷àëüíî L-äâèæåíèÿ ïîÿâèëèñü â ðàáîòå
Ëàìáðîïóëó è Ðóðêà [LR], ïîñëå ÷åãî îíè èíòåíñèâíî èñïîëüçîâàëèñü
â òåîðèè âèðòóàëüíûõ êîñ è ìíîãèõ äðóãèõ ãðóïï êîñ (Ëàìáðîïóëó,
Êàóôìàí è äð.)
Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà L-äâèæåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïî òåîðåìå
Àëåêñàíäåðà ïî çàöåïëåíèþ ìîæíî ïîñòðîèòü êîñó. Ìû èñïîëüçóåì
äëÿ ýòîãî L-äâèæåíèÿ. Àíàëèçèðóÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ïðèìåíåíèÿ
òàêèõ äâèæåíèÿõ, ìû áóäåì ïîëó÷èì äâèæåíèÿ Ìàðêîâà.
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L-äâèæåíèÿ íà êîñàõ: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 1.1

L-äâèæåíèå íà êîñàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçðåçàíèå îäíîé äóãè è
âûòÿãèâàíèå êîíöîâ íà áåñêîíå÷íîñòü (ïàðàëëåëüíî îñè Oy) òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ëèáî âñå íîâûå îáðàçîâàâøèåñÿ ïåðåêðåñòêè íîâîé
íèòè áûëè ïðîõîäàìè, ëèáî âñå áûëè ïåðåõîäàìè, ñì. ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2: L-äâèæåíèÿ
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L-äâèæåíèÿ è èçîòîïèè ïîðîæäàþò ýêèâèâàëåíòíîñòü íà êîñàõ,
êîòîðóþ ìû íàçîâåì L- ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü,
÷òî êëàññû L-ýêâèâàëåíòíîñòè íà êîñàõ íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè èçîòîïèè îðèåíòèðîâàííûõ
çàöåïëåíèé S3, ãäå áèåêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì �çàìûêàíèÿ�
êîñû, ïðèâîäÿùåãî ê çàöåïëåíèþ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî L- ýêâèâàëåíòíîñòü � ýòî òî æå, ÷òî è îáû÷íàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü Ìàðêîâà; òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ
òåîðåìó Ìàðêîâà.

Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà êàíîíè÷åñêîì ïðîöåññå ïðåâðàùåíèÿ
êîìáèíàòîðíîé îðèåíòèðîâàííîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ íà
ïëîñêîñòè (ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé) â íåçàìêíóòóþ êîñó. Íàøå
çàïëåòåíèå, êàê è L-äâèæåíèÿ îñíîâàíî íà ñòðîèòåëüíûõ êèðïè÷èêàõ
êîìáèíàòîðíîé èçîòîïèè � òðåóãîëüíûõ äâèæåíèÿõ, èëè
∆-äâèæåíèÿõ.
Ìû èñïîëüçóåì áåñêîíå÷íîñòü êàê òî÷êó îòñ÷åòà äëÿ çàïëåòåíèÿ.
Âûáîð áåñêîíå÷íîñòè â êà÷åñòâå òî÷êè îòñ÷åòà óïðîùàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàðêîâà.
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Òî÷êà îòñ÷åòà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà êîìáèíàòîðíûå äâèæåíèÿ íà
äèàãðàììàõ:

1 ∆-äâèæåíèå: ìû çàìåíÿåì äóãó äâóìÿ äóãàìè, îáðàçóþùèìè
òðåóãîëüíèê, ñ ñîãëàñîâàííîé îðèåíòàöèåé.

2 Ïîäðàçáèåíèå: Ââîäèòñÿ/óäàëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà íà äóãå
äèàãðàììû.

Ðèñ. 3: Äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà
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Ïîäðàçáèåíèÿ

Ïîäðàçáèåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ∆-
äâèæåíèé. Ìû áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïîðîæäåííîå òàêèìè äâèæåíèÿìè, êîìáèíàòîðíîé èçîòîïèåé, èëè
ïðîñòî èçîòîïèåé.
Êîìáèíàòîðíîå ïîíÿòèå èçîòîïèè ýêâèâàëåíòíî ïîíÿòèþ èçîòîïèè â
ãëàäêîé êàòåãîðèè (Îñòàâëÿåì ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).
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Îïðåäåëåíèå L-äâèæåíèé

Îïðåäåëåíèå 1.2 (L-äâèæåíèÿ)

Ïóñòü D � äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ/êîñà è ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà íà äóãå äèàãðàììû D, òàêàÿ ÷òî P íå íàõîäèòñÿ íà îäíîé
âåðòèêàëè ñ êàêèì-ëèáî ïåðåêðåñòêîì èëè ñ äðóãèìè âåðøèíàìè
(çàìåòèì, ÷òî òî÷êà P ñàìà ìîæåò áûòü âåðøèíîé). Çàòåì ïðèìåíèì
ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: âûðåæåì äóãó â òî÷êå P, âûðàâíÿåì êîíöû
ïîäõîäÿùèõ äóã ïî âåðòèêàëè ñ ïîìîùüþ ìàëîé èçîòîïèè è äîáàâèì
ê êîíöàì äâà âåðòèêàëüíûõ îòðåçêà, ëåæàùèå íà âåðòèêàëüíîé
ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé òî÷êó P. Îáå íîâûå äóãè îðèåíòèðîâàíû âíèç è
îáå ïðîõîäÿò ëèáî íèæå, ëèáî âûøå âñåõ äðóãèõ äóã äèàãðàììû.
Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ äâà L-äâèæåíèÿ: íèæíåå L-äâèæåíèå, èëè
Lu-äâèæåíèå, è âåðõíåå L-äâèæåíèå, èëè Lo-äâèæåíèå.
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Ýòî äàåò ñëåäóþùåå àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ äâèæåíèé Lo è
Lu-ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåîðåìà Ìàðêîâà c îäíèì äâèæåíèåì

Òåîðåìà 1.3

Çàìûêàíèå êîñ C : B 7→ Cl(B) èíäóöèðóåò áèåêöèþ ìåæäó
ìíîæåñòâîì êëàññîâ L-ýêâèâàëåíòíîñòè êîñ è ìíîæåñòâîì òèïîâ
èçîòîïèè (îðèåíòèðîâàííûõ) äèàãðàìì çàöåïëåíèé.

B
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Ïðîöåññ çàïëåòåíèÿ

Ìû îïðåäåëèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê C ïîñðåäñòâîì
êàíîíè÷åñêîãî ïðîöåññà çàïëåòåíèÿ, êîòîðûé ïðåâðàùàåò
îðèåíòèðîâàííóþ äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ (ñ íåêîòîðîé
äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé) â êîñó. Îòìåòèì, ÷òî ìû ðàáîòàåì
òîëüêî ñ îðèåíòèðîâàííûìè äèàãðàììàìè. Ïóñòü D � äèàãðàììà
çàöåïëåíèÿ, íå èìåþùàÿ ãîðèçîíòàëüíûõ äóã, è ðàññìîòðèì äóãè íà
äèàãðàììå D, êîòîðûå èìåþò íàêëîí íàâåðõ îòíîñèòåëüíî
îðèåíòàöèè; ìû íàçîâåì òàêèå äóãè ïðîòèâîïîëîæíûìè äóãàìè.
×òîáû ïîëó÷èòü êîñó èç òàêîé äèàãðàììû, íàì íóæíî:

1 ñîõðàíÿòü äóãè, èäóùèå âíèç;

2 óäàëÿòü ïðîèçâîëüíûå äóãè è ñîçäàâàòü âìåñòî íèõ íèòè êîñ.
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Ïîäâèæíûé òðåóãîëüíèê

Îïðåäåëåíèå 1.4

Ïóñòü ðåáðî QP äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ íàïðàâëåíî ââåðõ.
Ïîäâèæíûì òðåóãîëüíèêîì äëÿ íàïðàâëåííîãî ââåðõ ðåáðà QP
äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
T (P) ñ ãèïîòåíóçîé QP è ëåæàùèé íèæå ãèïîòåíóçû. Òðåóãîëüíèê
T (P) èìååò òèï o (òèï u), åñëè QP ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì (ñîîòâ.,
ïðîõîäîì).
Ïîäâèæíûå òðåóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè èõ
ãèïîòåíóçû èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

Ëåììà 1.5

Ïóñòü äàíà äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ D. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîäðàçáèåíèå
D ′ äèàãðàììû D, äëÿ êîòîðîãî (äëÿ ïîäõîäÿùåãî âûáîðà
ðàñïîëîæåíèÿ íàä/ïîä äëÿ ñâîáîäíûõ äóã, îðèåíòèðîâàííûõ ââåðõ))
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òðåóãîëüíèêà: íèêàêèå íåñìåæíûå ïîäâèæíûå
òðåóãîëüíèêè îäíîãî òèïà íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÏðîöåññ çàïëåòåíèÿ: òåîðåìà Àëåêñàíäåðà

Îáùèå äèàãðàììû è îáùåå ∆-äâèæåíèå

Îïðåäåëåíèå 1.6

Îáùàÿ äèàãðàììà � ýòî äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ ñ òî÷êàìè
ïîäðàçáèåíèÿ è ïîäâèæíûìè òðåóãîëüíèêàìè, ðàçìåùåííûìè â
îáùåì ïîëîæåíèè ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè âûñîòû, òàêàÿ ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1 îòñóòñòâóþò ãîðèçîíòàëüíûå äóãè,

2 íèêàêèå äâå ðàçäåëüíûå òî÷êè ïîäðàçáèåíèÿ íå íàõîäÿòñÿ íà
îäíîé âåðòèêàëüíîé ëèíèè, ïîä `ðàçäåëüíûìè' ìû ïîíèìàåì
òî÷êè ïîäðàçáèåíèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè îäíîãî ðåáðà.

3 ëþáûå äâà íåñìåæíûå ïîäâèæíûõ òðåóãîëüíèêà óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ òðåóãîëüíèêà è, åñëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ, òî èìåþò
îáùóþ âíóòðåííîñòü (à íå îäíó òî÷êó).

Îïðåäåëåíèå 1.7

Îáùåå ∆-äâèæåíèå � ýòî ∆-äâèæåíèå ìåæäó äâóìÿ îáùèìè
äèàãðàììàìè.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÏðîöåññ çàïëåòåíèÿ: òåîðåìà Àëåêñàíäåðà

Ëåììà 1.8

Èçîòîïèÿ ìåæäó îáùèìè äèàãðàììàìè çàöåïëåíèé ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî ∆-äâèæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîñëå íåñêîëüêèõ ∆- äâèæåíèé âî âðåìÿ
èçîòîïèè ïîÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ äóãà èëè âåðøèíû ïîïàäàþò íà
îäíó âåðòèêàëüíóþ ëèíèþ, òî ìû óäàëèì èõ, çàìåíèâ îäíó èç âåðøèí
ïî áëèçêóþ ê íåé òî÷êó, ÷òîáû íîâàÿ òî÷êà íå äàâàëà âûðîæäåíèé
èëè íàðóøàëà óñëîâèå 3 âî âñåõ äèàãðàììàõ öåïè èçîòîïèé. Åñëè
äâà íåñìåæíûõ ïîäâèæíûõ òðåóãîëüíèêà ñîïðèêàñàþòñÿ è
íàðóøàåòñÿ óñëîâèå 3 (ðèñ. 6), ìû ïîñòóïàåì, êàê îïèñàíî âûøå.

Ðèñ. 6:

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÏðîöåññ çàïëåòåíèÿ: òåîðåìà Àëåêñàíäåðà

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.8 (ïðîäîëæåíèå)

Îñòàâøèåñÿ âîçìîæíîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7; èõ ìîæíî óáðàòü.
Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ðèñ. 7:

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÏðîöåññ çàïëåòåíèÿ: òåîðåìà Àëåêñàíäåðà

Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà

Ñëåäñòâèå 1.9 (Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà)

Ëþáàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ èçîòîïíà
çàìûêàíèþ êîñû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüìåì ïîäðàçáèåíèå äèãðàììû, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáùåé
äèàãðàììîé, è ïðèìåíèì L-äâèæåíèÿ êî âñåì ðåáðàì, íàïðàâëåííûì
ââåðõ.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Â ñâÿçè ñ ëîêàëüíîé ïðèðîäîé ∆-äâèæåíèé ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äëÿ äàííîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ ìû ïðèìåíèëè L-äâèæåíèÿ äëÿ
âñåõ ðåáåð, íàïðàâëåííûõ ââåðõ, çà èñêëþ÷åíèåì ðåáåð, ëåæàùèì â
ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè âíóòðè êîñû.
Î÷åâèäíî, ÷òî äâå êîñû, îòëè÷àþùèåñÿ íà êîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L-äâèæåíèé, èìåþò èçîòîïíûå çàìûêàíèÿ.
Ïîýòîìó îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ C èç êëàññîâ L-ýêâèâàëåíòíîñòè êîñ â
ìíîæåñòâî èçîòîïè÷åñêèõ òèïîâ äèàãðàìì çàöåïëåíèé êîððåêòíî
îïðåäåëåíà. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ìû
èñïîëüçóåì íàø ïðîöåññ çàïëåòåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé
ôóíêöèè B. À èìåííî, äëÿ äèàãðàììû D îïðåäåëèì B(D) êàê êîñó,
ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû çàïëåòàþùåãî àëãîðèòìà. Íàì
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî B � êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ èç
èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ äèàãðàìì çàöåïëåíèé â êëàññû
L-ýêâèâàëåíòíîñòè êîñ, ïîýòîìó íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ
äî L-ýêâèâàëåíòíîñòè B(D) íå çàâèñèò îò âûáîðà, âîçíèêàþùåãî â
ïðîöåññå çàïëåòåíèÿ, è îò ∆-äâèæåíèé ìåæäó äèàãðàììàìè
çàöåïëåíèé.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåììà 2.1

Åñëè äîáàâèòü íà âîñõîäÿùóþ äóãó α äîïîëíèòåëüíóþ òî÷êó
ïîäðàçáèåíèÿ P è ïîìåòèòü äâå íîâûå âîñõîäÿùèå äóãè α1 è α2 òàê
æå, êàê è α, òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîñû áóäóò L-ýêâèâàëåíòíû.
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( )
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Ðèñ. 8:

Ëåììà 2.2

Êîãäà ìû âñòðå÷àåì ñâîáîäíóþ äóãó ñâåðõó, äëÿ êîòîðîé èìååòñÿ
ñâîáîäà âûáîðà òèïà `u' èëè `o', òî ðåçóëüòèðóþùàÿ êîñà íå çàâèñèò
� ñ òî÷íîñòüþ äî L-ýêèâèâàëåíòíîñòè � îò ýòîãî âûáîðà.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ñëåäñòâèå 2.3

Åñëè ó íàñ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåêðûâàþùèõñÿ ïîäâèæíûõ
òðåóãîëüíèêà íà ñâîáîäíûõ âîñõîäÿùèõ äóãàõ, òàê ÷òî âîçíèêàåò
ñâîáîäíûé âûáîð òèïà äëÿ âñåé öåïè, òî ïî ëåììàì 2.1 è 2.2, ýòîò
âûáîð íå ìåíÿåò � ñ òî÷íîñòüþ äî L-ýêâèâàëåíòíîñòè � èòîãîâóþ
êîñó.

Ñëåäñòâèå 2.4

Åñëè ïðè äîáàâëåíèè òî÷êè ïîäðàçáèåíèÿ íà âîñõîäÿùåé äóãå
ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ çàìåíû ìåòêè íîâîé ïîëó÷àþùåéñÿ
âîñõîäÿùåé äóãè, òàê ÷òî óñëîâèå òðåóãîëüíèêà ïðîäîëæàåò
âûïîëíÿòüñÿ, òî ïî ëåììàì 2.1 è 2.2, ïîëó÷àþùèåñÿ êîñû
L-ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäñòâèå 2.5

Åñëè çàäàíû äâà ïîäðàçáèåíèÿ S1 è S2 äèàãðàììû,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òðåóãîëüíèêà äëÿ ïîäõîäÿùèõ ìåòîê, òî
ïîëó÷àþùèåñÿ êîñû L-ýêâèâàëåíòíû.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåììà 2.6

Åñëè äâå äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ íà ∆-äâèæåíèå, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîñû L-ýêâèâàëåíòíû.

u o u o u

Ðèñ. 9: Ïåðâîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà
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u2

Ðèñ. 10: Âòîðîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Ñîäåðæàíèå

1 L äâèæåíèÿ
Ïðîöåññ çàïëåòåíèÿ: òåîðåìà Àëåêñàíäåðà

2 Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó

3 Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó
Ôîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ.
Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

4 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû èçó÷èëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Ìàðêîâà, ïðåäëîæåííîå Ñ. Ëàìáðîïîëó è Ñ. Ðóðêîì.
Òåïåðü ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ äðóãèì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû
Ìàðêîâà, ïðèíàäëåæàùèì Õ. Ìîðòîíó [Mor1]. Äîêàçàòåëüñòâî
Ìîðòîíà îñíîâûâàåòñÿ íà îðèãèíàëüíîé èäåå ïðîøèâàíèÿ �
àëüòåðíàòèâíîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ çàöåïëåíèÿ â âèäå
çàìûêàíèÿ êîñû (ïîìèìî ïðåäñòàâëåíèÿ Àëåêñàíäåðà è Âîæåëÿ).

Çàìå÷àíèå 3.1

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàæäîå çàìûêàíèå êîñû êàê íàáîð êðèâûõ,
ëåæàùèõ âíóòðè öèëèíäðà è íå ïåðåñåêàþùèõ åãî îñü; îñü êîñû �
ýòî çàìûêàíèå êðèâîé, âíóòðè öèëèäðà ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ
öèëèíäðà.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.2

Ïóñòü K � îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå â R3. Ïóñòü L �
íåçàóçëåííàÿ êðèâàÿ. Ñêàæåì, ÷òî K çàïëåòàåòñÿ âîêðóã L èëè ÷òî
K ∪ L ÿâëÿåòñÿ çàöåïëåíèåì-êîñîé , åñëè K è L ïðåäñòàâëÿþò
çàìûêàíèå íåêîòîðîé êîñû è åå îñü ñîîòâåòñòâåííî (ò.å. K ëåæèò
âíóòðè ïîëíîòîðèÿ S1 × D, ãäå êîîðäèíàòà S1 âîçðàñòàåò, à L � îñü
ïîëíîòîðèÿ), ñì. ðèñ. 11.

Ðèñ. 11: Ïðåäñòàâëåíèå êîñû â ïîëíîòîðèè

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Èìåÿ ïëîñêóþ äèàãðàììó çàìûêàíèÿ êîñû, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü
ñîîòâåòñòâóþùåå çàöåïëåíèå-êîñó ïðîøèâàíèåì äèàãðàììû ïî
íåêîòîðîé îêðóæíîñòè, ñì.ðèñ. 12.

Ðèñ. 12: Ïðîøèòîå çàìûêàíèå êîñû

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Ïóñòü K � ïëîñêàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ êðèâóþ L íà ïëîñêîñòè ïðîåêöèè P
çàöåïëåíèÿ K , òàêóþ ÷òî êðèâàÿ L ïåðåñåêàåò ïðîåêöèþ çàöåïëåíèÿ
K òðàíñâåðñàëüíî è íå ïðîõîäèò ÷åðåç ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû K .

Îïðåäåëåíèå 3.3

Âûáîð ïåðåõîäîâ â äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ K � ýòî äâà ìíîæåñòâà
S = {s1, . . . , sk},F = {f1, . . . , fk} òî÷åê íà ðåáðàõ K (òî÷êè íå
äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ïåðåêðåñòêàìè), òàêèå ÷òî ïðè äâèæåíèè âäîëü
çàöåïëåíèÿ K ñîãëàñíî îðèåíòàöèè, òî÷êè èç S ÷åðåäóþòñÿ ñ
òî÷êàìè èç F ; êðîìå òîãî, êàæäûé èíòåðâàë [s, f ] íå ñîäåðæèò
ïðîõîäîâ, à êàæäûé èíòåðâàë [f , s] íå ñîäåðæèò ïåðåõîäîâ, ò.å. äóãè
[s, f ] ïðîõîäÿò íàä äóãàìè [f , s].

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.4

Ñêàæåì, ÷òî êðèâàÿ L, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà ïëîñêîñòü çàöåïëåíèÿ K
íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé ïðîøèâàåò K ñîãëàñíî âûáîðó ïåðåõîäîâ
(S ,F ), åñëè îíà ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà S è F , ïðè ýòîì äóãè
çàöåïëåíèÿ K , âûõîäÿùèå èç îáëàñòè, ñîäåðæàùåé S , ïðîõîäÿò íàä
L, à äóãè, âûõîäÿùèå èç îáëàñòè, ñîäåðæàùåé F , ïðîõîäÿò ïîä L, ñì.
ðèñ. 13.

K K

L L

F

S F

S

Ðèñ. 13: Ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðàçäåëÿþùåé êðèâîé L

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Çàìå÷àíèå 3.5

Ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû äóãà, ïåðåñåêàþùàÿ L, ñîäåðæàëà ýëåìåíòû
ìíîæåñòâ S èëè F .

Äëÿ çàäàííîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ K è êðèâîé L, îòäåëÿþùåé
òî÷êè ìíîæåñòâ S îò òî÷åê ìíîæåñòâà F , ìû ìîæåì ðàññòàâèòü
ïðîõîäû è ïåðåõîäû â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó K è L òàê, ÷òîáû
íîâàÿ êðèâàÿ L′, ïîëó÷åííàÿ èç L, ïðîøèâàëà çàöåïëåíèå K .

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.6

Åñëè L ïðîøèâàåò çàöåïëåíèå K , òî K çàïëåòàåòñÿ âîêðóã L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì âûáîð ïåðåõîäîâ (S ,F ) äëÿ
äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ K è íåêîòîðóþ êðèâóþ L, ðàçäåëÿþùóþ
ìíîæåñòâà S è F . Âûïðÿìèì êðèâóþ L â ïëîñêîñòè äèàãðàììû P ñ
ïîìîùüþ ãîìåîìåîðôèçìà P íà ñåáÿ: ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû
ïðåîáðàçîâàííàÿ êðèâàÿ L áûëà ïðÿìîé ëèíèåé â íåêîòîðîé îáëàñòè
D, ñîäåðæàùåé K ; L äîëæíà çàìûêàòüñÿ âíå D (íàïðèìåð, êàê
áîëüøàÿ ïîëóîêðóæíîñòü). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè èç S ëåæàò ïî îäíó
ñòîðîíó îò ýòîé ëèíèè, à òî÷êè èç F � ïî äðóãóþ. Òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïîêàçàíî íà ðèñ. 14.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6 (ïðîäîëæåíèå)
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Ðèñ. 14: Âûïðÿìëåíèå L

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïåðåõîäû è
ïðîõîäû äèàãðàììû L ëåæàò íà äâóõ ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ P
(íåïîñðåäñòâåííî íàä è íåïîñðåäñòâåííî ïîä îáðàçàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêöèé).

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6 (ïðîäîëæåíèå)

Èçìåíèì òåïåðü òî÷êó çðåíèÿ è áóäåì ðàññìàòðèâàòü P êàê
ïëîñêîñòü Oxz , à L � êàê îñü Oz , êîòîðóþ ìû çàìûêàåì âäàëè îò
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïåðü ïðÿìóþ L ( áåç åå �áåñêîíå÷íîé
êðóãîâîé ÷àñòè�) êàê îñü öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Òîãäà
ïëîñêîñòü P ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîëóïëîñêîñòè; îäíà èç íèõ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì {θ = 0}, à äðóãàÿ � óðàâíåíèåì {θ = π}. Çäåñü
ïîëóïëîñêîñòü z = 0, x > 0 ñ÷èòàåòñÿ èìåþùåé êîîðäèíàòó θ = 0;
òî÷êè íàä ýòîé ïîëóïëîñêîñòüþ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê òî÷êè ñ
ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïîñòðîèì òåïåðü çàöåïëåíèå, èçîòîïíîå çàöåïëåíèþ K , ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ðàñïîëîæèì âñå íèæíèå äóãè K (ò.å. âñå îòðåçêè [f , s]) íà
ïîëóïëîñêîñòÿõ {θ = −ε} è {θ = π + ε}, à òàêæå âñå äóãè íà âåðõíèõ
ïîëóïëîñêîñòÿõ {θ = ε} è {θ = π − ε}, ãäå ε äîñòàòî÷íî ìàëî.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìîòðèì ìàëûå îòðåçêè íàä òî÷êàìè,
ïðèíàäëåæàùèìè ê S èëè F òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäûé îòðåçîê
ïðîåêòèðîâàëñÿ â òî÷êó íà Oxz .

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6 (ïðîäîëæåíèå)

Ïðåäñòàâèì äóãè, ãäå K ïåðåñåêàåòñÿ ñ L, âåðòèêàëüíûìè äóãàìè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñäåëàëè ïîëÿðíóþ êîîðäèíàòó θ çàöåïëåíèÿ K
íåóáûâàþùåé (âîçðàñòàþùåé èëè ïîñòîÿííîé).

Íà ðèñ. 15 è 16 ìû ïîêàçûâàåì, êàê ïîñòðîèòü óçåë ñ íåóáûâàþùåé
ïîëÿðíîé êîîðäèíàòîé. Ýòîò óçåë èçîòîïåí óçëó, èçîáðàæåííîìó íà
ðèñ. 14.

Ðèñ. 15: Äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ, ïåðåñåêàþùàÿ L

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6 (ïðîäîëæåíèå)

Ðèñ. 16: Ïîëÿðíàÿ êîîðäèíàòà âîçðàñòàåò ïðè äâèæåíèè âäîëü çàöåïëåíèÿ

Ïîñëå íåáîëüøîé äåôîðìàöèè ïîëó÷åííîãî çàöåïëåíèÿ ìû ìîæåì
ñäåëàòü ýòó êîîðäèíàòó ñòðîãî ìîíîòîííîé.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåîáðàçîâàëè çàöåïëåíèå (ïîëó÷åííîå
çàöåïëåíèå ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç K ); ýòî
çàöåïëåíèå áóäåò çàäàâàòü êîñó îòíîñèòåëüíî L. �

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Òåîðåìà 3.7

Êàæäîå çàìûêàíèå K ëþáîé êîñû B äîïóñêàåò ïðîøèâàíèå
íåêîòîðîé êðèâîé L òàêèì îáðàçîì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ êîñîé
îòíîñèòåëüíî L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D2 × I � öèëèíäð. Ðàññìîòðèì B êàê êîñó,
ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè, ëåæàùèå íà âåðõíåì îñíîâàíèè öèëèíäðà, ñ
òî÷êàìè íà íèæíåì îñíîâàíèè. Çàìêíåì òåïåðü òî÷êè íà íèæíåì
îñíîâàíèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîåäèíèì íèæíèå òî÷êè ñ âåðõíèìè
ëèíèÿìè, èäóùèìè ãîðèçîíòàëüíî ïî îñíîâàíèÿì è â íåêîòîðûé
ìîìåíò âåðòèêàëüíî, ñì. ðèñ. 17.

A1

B1

A2

B2

Ðèñ. 17: Êîñà è çàïëåòåííîå çàöåïëåíèå

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.7 (ïðîäîëæåíèå)

Ïðèìåíèì òåïåðü èçîòîïèþ, êîòîðàÿ âûïðÿìëÿåò íèòè è ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì íà âåðõíåì îñíîâàíèè öèëèíäðà. Òàêèì îáðàçîì
ìû ïîëó÷èì çàöåïëåíèå, êîòîðîå äîïóñêàåò ïðîñòóþ ïðîøèâêó,
ñòðîÿùóþñÿ òàê. Ïóñòü h0 � óðîâåíü âûñîòû íèæíåãî îñíîâàíèÿ, à
h1 � âåðõíåãî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íèæíèõ êîíöîâ êîñû B ÷åðåç
A1, à ìíîæåñòâî âåðõíèõ êîíöîâ � ÷åðåç A2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðîâíè h0 è h1 ñîäåðæàò íåêîòîðûå
äîïîëíèòåëüíûå ìíîæåñòâà âåðøèí B1 è B2, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ âû
ñòðîèì çàìûêàíèå êîñû. Áîëåå òî÷íî, òî÷êè èç A1 ñîåäèíåíû
íèòÿìè ñ òî÷êàìè èç A2, à òî÷êè èç B1 ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíûìè
ëèíèÿìè ñ òî÷êàìè èç B2. Òåïåðü ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, ëåæàùóþ
â ïëîñêîñòè óðîâíÿ h = h1+h2

2
è îòäåëÿþùóþ ëèíèè A1A2 îò îòðåçêîâ

B1B2.
Ñïðîåêòèðóåì äèàãðàììó íà îñíîâàíèå öèëèíäðà è âîçüìåì
ìíîæåñòâà A1 â êà÷åñòâå S è A2 â êà÷åñòâå F .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîåêöèÿ îêðóæíîñòè íà ñàìîì
äåëå ÿâëÿåòñÿ ïðîøèâàíèåì çàöåïëåíèÿ. �

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Òåîðåìà

Òåîðåìû 3.6 è 3.7 âìåñòå äàþò òåîðåìó Àëåêñàíäåðà; äîêàçàòåëüñòâà
ýòèõ òåîðåì äàþò êîíêðåòíûé àëãîðèòì (îòëè÷íûé îò àëãîðèòìîâ
Àëåêñàíäåðà è Âîæåëÿ) êàê ïðåäñòàâëÿòü êàæäîå çàöåïëåíèå â âèäå
çàìûêàíèÿ êîñû.
Íàïîìíèì òåîðåìó Ìàðêîâà.

Òåîðåìà 3.8 (Òåîðåìà Ìàðêîâà)

Çàìûêàíèÿ êîñ A è B èçîòîïíû, åñëè è òîëüêî åñëè B ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èç A ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëåäóþùèõ äâèæåíèé
(íàçûâàåìûõ äâèæåíèÿìè Ìàðêîâà):

1 ñîïðÿæåíèå b → a−1ba ïðîèçâîëüíîé êîñîé a ñ òåì æå ÷èñëîì
íèòåé, ÷òî è b,

2 äâèæåíèå b → bσ±1n , ãäå b � êîñà èç n íèòåé; ïîëó÷åííàÿ êîñà
èçìååò n + 1 íèòü (äâèæåíèå ñòàáèëèçàöèè),

3 îáðàòíîå ê äâèæåíèþ 2 (ñòàáèëèçàöèÿ).

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåïåðü ñëîæíóþ ÷àñòü òåîðåìû Ìàðêîâà.
Äëÿ ýòèõ öåëåé ìû îòìåòèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.9

Ñêàæåì, ÷òî äâå çàïëåòàþùèåñÿ äèàãðàììû êîñ K ∪ L è K ′ ∪ L′

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè ñóùåñòâóåò
èçîòîïèÿ âòîðîé èç íèõ, ïåðåâîäÿùàÿ L′ â L, à K ′ ñîâïàäàþùåå ñ K
âåçäå, êðîìå îäíîé äóãè. Çàöåïëåíèå K ñîäåðæèò äóãó α, à K ′

ñîäåðæèò äóãó α′ ñ òåìè æå êîíöàìè, ïðè÷åì:

1 Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû äóãè α ïîñòîÿííû, è ìîíîòîííî ðàñòóò
äëÿ äóãè α′.

2 äóãè α, α′ îãðàíè÷èâàþò äèñê, ïåðåñåêàþùèé L òðàíñâåðñàëüíî
â îäíîé òî÷êå.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.10

Äâå çàïëåòåííûå äèàãðàììû ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè îäíó èç
íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èçîòîïèé è ïðîñòûõ äâèæåíèé Ìàðêîâà.

Ëåììà 3.11

Åñëè çàöåïëåíèÿ K ∪ L è K ′ ∪ L′ ïðîñòî ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíû, òî
îíè ïðåäñòàâëÿþò ïðîøèòîå çàìûêàíèå êîñ, èçîòîïíûõ íåêîòîðûì
êîñàì β ∈ Br(n) è βσ±1n ∈ Br(n + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëÿðíàÿ êîîðäèíàòà òî÷åê
äóãè α ðàâíà θ0. Ðàññìîòðèì äóãó α0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èàòü, ÷òî êîîðäèíàòû ïî÷òè âåçäå ðàâíû θ0, ÷òî â ìàëîé
îêðåñòíîñòè L′ äóãà α0 äåëàåò ïåòëþ, è ÷òî ýòà ïåòëÿ ñîîòâåòñòâóåò
n�é (ïîñëåäíåé) íèòè êîñû α. Ìû ìîæåì ïðîèçîòîïèðîâàòü êîñû K
è K ′ â îêðåñòíîñòè {α = θ0 ± ε} òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîíå÷íûå
òî÷êè äóã α è α0 ëåæàëè â ìàëîé îêðåñòíîñòè L′. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î÷åâèäíà. �

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Óïðàæíåíèå 3.12

Ïîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèÿ äâóõ êîñ èç n íèòåé èçîòîïíû â êëàññå
çàìûêàíèé êîñ èç n íèòåé, åñëè è òîëüêî åñëè êîñû ñîïðÿæåíû.

Ëåììà 3.11 âìåñòå ñ óïðàæíåíèåì 3.12 ïîçâîëÿåò íàì
ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëîæíóþ ÷àñòü òåîðåìû Ìàðêîâà â ñëåäóþùåì
âèäå:

Òåîðåìà 3.13 (òåîðåìà Ìàðêîâà)

Ïóñòü β è γ � äâå êîñû, çàìûêàíèÿ B è Γ êîòîðûõ èçîòîïíû êàê
îðèåíòèðîâàííûå çàöåïëåíèÿ. Ïðîøüåì ýòè çàìûêàíèÿ è ïîñòðîèì
çàïëåòåííûå çàöåïëåíèÿ B ′ è Γ′. Òîãäà B ′ è Γ′ ìàðêîâñêè
ýêâèâàëåíòíû.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Ëåììà 3.14

Ðàññìîòðèì äèàãðàììó îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ K íà
ïëîñêîñòè P è çàôèêñèðóåì âûáîð ïåðåõîäîâ (S ,F ). Òîãäà
ïðîøèâàíèÿ K ðàçëè÷íûìè êðèâûìè L è L′, ðàçäåëÿþùèìè
ìíîæåñòâà S è F ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êðèâûå L è L′ èçîòîïíû â äîïîëíåíèè
P\(S ∪ F ). Â ýòîì ñëó÷àå îäíó èç êðèâûõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â
äðóãóþ ñ ïîìîùüþ äâèæåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ çàäàåò ìàðêîâñêóþ
ýêâèâàëåíòíîñòü.
Â îáùåì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíîå äâèæåíèå, ïðè
êîòîðîì äâå äóãè êðèâîé L ïåðåõîäÿò ÷åðåç òî÷êó èç S (èëè F ). Ýòî
äâèæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ (ýòî áóäåò
âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ).

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Èçëîæèì äîêàçàòåëüñòâî áîëåå ïîäðîáíî.
Ñëó÷àé à).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L è L′ èçîòîïíû â P\(S ∪ F ). Òîãäà K ∪ L è K ∪ L′
ñâÿçàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîãî è âòîðîãî
òèïîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 18.

Тип 1

Тип 2

Ðèñ. 18: Òèïû ïðåîáðàçîâàíèé

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Ïåðâûé òèï ïðåäñòàâëåí ëèáî âòîðûì äâèæåíèåì Ðåéäåìåéñòåðà,
ëèáî �öåïëÿþùåå� äâèæåíèå, êîòîðîå äîáàâëÿåò ïàðó ïåðåêðåñòêîâ
àëüòåðíèðîâàííûì îáðàçîì. Êàê ìû ïîêàæåì íèæå, ýòî äâèæåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ìàðêîâñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ èçîòîïèÿìè âî âñåõ ñëó÷àÿõ,
êðîìå ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 19.

Ðèñ. 19: Íåèçîòîïíîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà II

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâóþ ïðîøèâêó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü âî âòîðóþ ñ
ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé ïåðâîãî òèïà è èçîòîïèé,
ñì. ðèñ. 20.

Тип 1

Изотопия

Тип 1

Ðèñ. 20: Ïðåîáðàçîâàíèå òèïà II ñâîäèòñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì òèïà I

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðîõîäû äèàãðàììû K ïîä êðèâîé L ÷åðåäóþòñÿ
ñ ïåðåõîäàìè K íàä L ïðè äâèæåíèè âäîëü çàöåïëåíèÿ K . Îñòàåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî äâà ïðîøèâàíèÿ, ïîëó÷àåìûå îäíî èç äðóãîãî ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîãî òèïà, ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíû.
Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü çàöåïëåíèÿ K , èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 20
ïðèíàäëåæèò ëèáî âåðõíåé, ëèáî íèæíåé âåòâè. Ïðè ïîñòðîåíèè
ïðîøèâàíèÿ ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáå ÷àñòè çàöåïëåíèÿ K ,
ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò L, íàõîäÿòñÿ íà îäíîì óðîâíå pL (ëèáî
{θ = π ± ε}, ëèáî {θ = ±ε} â çàâèñèìîñòè îò ñòîðîíû ïåðåõîäà).

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Ñîåäèíèì èõ ñ ïîìîùüþ äóãè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 21.

sα α1

Ðèñ. 21: Ïðåîáðàçîâàíèå òèïà I ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ìàðêîâñêîé

ýêâèâàëåíòíîñòüþ

Òåïåðü äóãè α è α′ îãðàíè÷èâàþò äèñê. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷èëè ïðîñòóþ ìàðêîâñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïðîøèâàíèé.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Ñëó÷àé b).
Â îáùåì ñëó÷àå çàìåòèì, ÷òî åñëè êðèâàÿ M ′ â P, ðàçäåëÿþùàÿ
ìíîæåñòâà S è F , ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â êðèâóþ M
ïîñðåäñòâîì ïåðåáðàñûâàíèÿ äâóõ äóã êðèâîé M ′ ÷åðåç òî÷êó S èëè
F (ñì. ðèñ. 22), òî M è M ′ çàäàþò èçîòîïíûå çàöåïëåíèÿ.

s s

Прошивание

Ðèñ. 22: Ïåðåìåùåíèå äâóõ äóã

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Òàêóþ èçîòîïèþ �êðèâîëèíåéíîé� ëèíèè L (èëè, ýêâèâàëåíòíî,
äâèæåíèå òî÷åê èç ìíîæåñòâ S è F ) ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî
øàãîâ. Ìåæäó øàãàìè ìû ïðèìåíÿåì äèñêðåòíûå äâèæåíèÿ,
ìåíÿþùèå êîìáèíàòîðíûé òèï ðàñïîëîæåíèÿ êðèâîé L ïî
îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâàì S è F . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ðàññìîòðåòü äèñêðåòíûé íàáîð òàêèõ ðàñïîëîæåíèé, òàê ÷òî ìåæäó
äâóìÿ ñîñåäíèìè ðàñïîëîæåíèÿìè ïðîèñõîäèò ýëåìåíòàðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì ñëåäóþùåå.

Ïóñòü S è F ñîñòîÿò èç òî÷åê {(−1, ai )} è {(1, ai )} äëÿ íåêîòîðûõ a1, . . . ak ,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü L ëåæèò íà îñè Oy , çàìûêàÿñü ñ ïîìîùüþ áîëüøîé

ïîëóîêðóæíîñòè òàê, ÷òî âíóòðåííîñòü L ñîäåðæèò F . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

K ïàðàëëåëüíî Ox âáëèçè êàæäîé òî÷êè s1, . . . , sk .

Ïóñòü L′ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ S è F è

îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî F . Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ L′ ïåðåñåêàåò ëó÷è

y = ai , x < −1 òðàíñâåðñàëüíî, ñì. ðèñ.23.

s₁ f₁

f₂

f₃
s₃

s₂

Ðèñ. 23: Êðèâàÿ L′

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Çàíóìåðóåì ýòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèé ïî óáûâàíèþ àáñöèññû. Íà
êàæäîì ëó÷å ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ÷åòíî. Ñãðóïïèðóåì èç ïîïàðíî:
(1, 2), (3, 4), . . . . Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà èçîòîïèðóåì L′ âíóòðè
P\(S

⋃
F ), ÷òîáû ìåæäó òî÷êàìè îäíîé ïàðû íå áûëî ïåðåêðåñòêîâ

äèàãðàììû K .

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü áóäåì ñäâèãàòü êðèâóþ L′ âïðàâî òàê, ÷òîáû ïîñëå
âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé âñå òî÷êè ëåæàëè â ëåâîé ÷àñòè
îòíîñèòåëüíî êðèâîé L. Ðàçäåëèì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ìîìåíòû,
êîãäà L′ íå ñîäåðæèò òî÷êè èç S è êîãäà ñîäåðæèò. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ èç ñëó÷àÿ
a). Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íà L′ ñ
êàæäûì ëó÷îì èñ÷åçàþò ïàðàìè, ò.å. êðèâàÿ L′ ïîñëåäîâàòåëüíî
ïåðåõîäèò äâàæäû íàä îäíîé òî÷êîé si . Ýòî äâèæåíèå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ñì. ðèñ. 22.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîøèâêà ñ ïîìîùüþ êðèâîé L′ ìàðêîâñêè
ýêâèâàëåíòíà ïðîøèâêå ñ ïîìîùüþ êðèâîé, ëåæàùåé ïî ïðàâóþ
ñòîðîíó îòíîñèòåëüíî âñåõ òî÷åê si . Ýòà êðèâàÿ èçîòîïíà L â
P\(S

⋃
F ), ò.å. ïðîøèâêà ñ ïîìîùüþ òàêîé êðèâîé ìàðêîâñêè

ýêâèâàëåíòíà ïðîøèâåê ñ ïîìîùüþ L, ñì. ñëó÷àé a). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðîøèâêà ñ ïîìîùüþ L′ ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíà ïðîøèâêå ñ
ïîìîùüþ L. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøåíî.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Ëåììà 3.15

Äëÿ çàäàííîãî âûáîðà ïåðåõîäîâ (S ,F ) äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ K è
òî÷êè s â K , íå ïðèíàäëåæàùåé F , ñóùåñòâóåò âûáîð ïåðåõîäîâ
(S̄ , F̄ ), òàêîé ÷òî s ∈ S̄ ,S ⊂ S̄ , F ⊂ F̄ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòà: ìû äîáàâëÿåì
ýëåìåíòû S èëè F òàì, ãäå ìû õîòèì êîìïåíñèðîâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû F èëè S . Åñëè s ëåæèò íà âåðõíåé äóãå
äëÿ (S ,F ), òî âûáåðåì òî÷êó f íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä s
îòíîñèòåëüíî îðèåíòàöèè K ; òîãäà èíòåðâàë [f , s] ⊂ K íå ñîäåðæèò
ïåðåõîäîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà s ëåæèò íà íèæíåé äóãå, äîáàâèì f ïîñëå
s; òîãäà [s, f ] ⊂ K íå ñîäåðæèò ïðîõîäîâ.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Òåîðåìà 3.16

Ëþáûå äâà ïðîøèâàíèÿ K ∪ L è K ∪ L′ îäíîé äèàãðàììû K
ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû âûáîð ïåðåõîäîâ (S ,F ) ñ
ïðîøèâàíèåì K ∪ L è âûáîð ïåðåõîäîâ (S ′,F ′) ñ ïðîøèâàíèåì
K ∪ L′. Ïî ëåììå 3.15 ñóùåñòâóåò âûáîð ïåðåõîäîâ (S

′′
,F

′′
), òàêîé

÷òî (S ,F ), (S ′,F ′) ⊂ (S
′′
,F

′′
), è äâà ïðîøèâàíèÿ äëÿ äàííîãî âûáîðà

ïåðåõîäîâ, ïåðâîå èç êîòîðûõ ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíî K ∪ L, à
âòîðîå � K ∪ L′. Ïî ëåììå 3.14 ýòè äâà ïðîøèâàíèÿ ìàðêîâñêè
ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå äâà ïðîøèâàíèÿ
ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíû, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Òåîðåìà 3.17

Ëþáûå äâå ïëîñêèå äèàãðàììû èçîòîïíûõ çàöåïëåíèé èìåþò
ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîøèâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, êàê ïîñòðîèòü
ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîøèâàíèÿ äëÿ äèàãðàìì, ñâÿçàííûõ
îäíèì äâèæåíèåì Ðåéäåìåéñòåðà.
Ïî òåîðåìå 3.16 ìû ìîæåì áðàòü ëþáîé âûáîð ïåðåõîäîâ íà ýòèõ
äèàãðàììàõ. Èäåÿ ñîñòîèò â ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïåðåõîäîâ è
ïðîøèâàíèÿ äëÿ êàæäîãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà.

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.17 (ïðîäîëæåíèå)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äëÿ ïåðâûõ äâóõ äâèæåíèé ìîæíî
ðàçäåëÿþùèå êðèâûå âíå ìàëûõ äèñêîâ, ãäå ïðîèñõîäèò äâèæåíèå (â
ñëó÷àå Ω1 ìû âûáèðàåì îäíó âåðøèíó s âíóòðè äèñêà, â ñëó÷àå Ω2

âñå òî÷êè (S ,F ) ëåæàò ñíàðóæè äèñêà).
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äèàãðàììû çàöåïëåíèé, ñâÿçàííûå äâèæåíèåì Ω1

èëè Ω2, èìåþò ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîøèâàíèÿ.
Äëÿ Ω3 ìû ìîæåì âçÿòü îäíó âåðøèíó s è îäíó âåðøèíó f âíóòðè
äèñêà, à âñå äðóãèå âåðøèíû � ñíàðóæè äèñêà, ñì. ðèñ. 24.

~

~

s
s

s
f

s
f

Ðèñ. 24: Âûáîð ïåðåõîäîâ äëÿ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.17 (ïðîäîëæåíèå)

Íà ðèñ. 25 ïîêàçàíî, ÷òî ïðîøèâàíèÿ äèàãðàìì, ñâÿçàííûõ
äâèæåíèåì Ω3, èçîòîïíû, à çíà÷èò, ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíû (ìû
ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îäèí ñëó÷àé, äðóãèå ñëó÷àè Ω3, îðèåíòàöèé è
ðàñïîëîæåíèé L è K ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî).

Ðèñ. 25: Èçîòîïíûå ïðîøèâàíèÿ äèàãðàìì, îòëè÷àþùèõñÿ íà äâèæåíèå Ω3

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.17 (ïðîäîëæåíèå)

Â âåðõíåé ÷àñòè ðèñ. 25, ïîêàçàíî, êàê êðèâóþ L ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü ñ ó÷åòîì äâèæåíèÿ Ω3. Â íèæíåé ÷àñòè ìû
ïîêàçûâàåì, êàê äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ðåàëèçóåòñÿ íà óðîâíå
ïðîõîäîâ�ïåðåõîäîâ ìåæäó L è K . �

Â.Î.Ìàíòóðîâ è È.Ì.Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 9. Òåîðåìà Ìàðêîâà è L-äâèæåíèÿ



L äâèæåíèÿ Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ëàìáðîïóëó-Ðóðêó Òåîðåìà Ìàðêîâà ñîãëàñíî Ìîðòîíó Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÔîðìóëèðîâêà. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðîøèâàíèÿ. Òåîðåìà Ìàðêîâà è ïðîøèâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàðêîâà

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ñëîæíóþ ÷àñòü òåîðåìû Ìàðêîâà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàðêîâà. Ïóñòü K ∪ L, K ′ ∪ L′ � äâà
çàïëåòåííûõ çàöåïëåíèÿ, ïðè÷åì K è K ′ èçîòîïíû êàê çàöåïëåíèÿ.
Ïî òåîðåìå 3.7, çàöåïëåíèå K ∪ L ÿâëÿåòñÿ ïðîøèâàíèåì äèàãðàììû
K , à çàöåïëåíèå K ′ ∪ L′ � ïðîøèâàíèåì K ′. Ïî òåîðåìå 3.17 ìîæíî
âûáðàòü ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíîå ïðîøèâàíèå äëÿ ïåðâîé è âòîðîé
äèàãðàìì. Ïî òåîðåìå 3.16 ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíî K ∪ L, à âòîðîå
� K ′ ∪ L′.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîøèâàíèå K ∪ L ìàðêîâñêè ýêâèâàëåíòíî K ′ ∪ L′,
÷òî çàâåðøàåò òåîðåìó Ìàðêîâà.
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Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò òåîðåìà Ìàðêîâà.
Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë p è q òîðè÷åñêèå
óçëû òèïà (p, q) è (q, p) èçîòîïíû. Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ
äâèæåíèé Ìàðêîâà ïîëó÷èòü èç êîñû, ïðåäñòàâëÿþùåé òðèëèñòíèê
(2, 3), êîñó, ïðåäñòàâëÿþùóþ òðèëèñòíèê (3, 2).

Ïðèìåð 3.18

Ïåðâàÿ êîñà èìååò äâå íèòè è ðàâíà σ−3
1

; âòîðàÿ (íà òðåõ íèòÿõ)
ðàâíà σ−1

1
σ−1
2
σ−1
1
σ−1
2

. Âûïèøåì äâèæåíèÿ Ìàðêîâà, ïðåîáðàçóþùèå
ïåðâóþ êîñó âî âòîðóþ:

σ−3
1

2-å äâèæåíèå−→ σ−3
1
σ−1
2

ñîïðÿæåíèå−→ σ−2
1
σ−1
2
σ−1
1

= σ−1
1

(σ−1
1
σ−1
2
σ−1
1

)
èçîòîïèÿ−→ σ−1

1
σ−1
2
σ−1
1
σ−1
2
.
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Óïðàæíåíèÿ

1 Ïîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèÿ äâóõ êîñ èç n íèòåé èçîòîïíû â
êëàññå çàìûêàíèé êîñ èç n íèòåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êîñû ñîïðÿæåíû.

2 Íàéäèòå äâèæåíèÿ Ìàðêîâà, äîêàçûâàþùèå èçîòîïíîñòü
ñëåäóþùèõ òîðè÷åñêèõ óçëîâ:

1 T (2, 2n + 1) è T (2n + 1, 2)
2 T (3, 4),T (4, 3).
3 T (p, q),T (q, p).
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è:

Êàê ïîñòðîèòü êîñû, ïëåòåíîå çàìûêàíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ

çàäàííûì çàöåïëåíèåì, ñ ïîìîùüþ L-äâèæåíèé?
Àíàëîã òåîðåìû Ìàðêîâà äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé?

Êàêèå èíâàðèàíòû òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî ïîëó÷èòü

ñ ïîìîùüþ L-äâèæåíèé?
Êàêèå èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé ìîæíî èçâëå÷ü èç êîíñòðóêöèè

Ìîðòîíà?
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