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Ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì ïðÿìûå {y = 0, z = 1} è {y = 0, z = 0} â R3 è âûáåðåì
m òî÷åê (1, 0, ε), . . . , (m, 0, ε), ε = 0, 1 íà êàæäîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 1.1

Êîñà èç m íèòåé � ýòî íàáîð m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãëàäêèõ ïóòåé,
ñîåäèíÿþùèõ âûáðàííûå òî÷êè ïåðâîé ïðÿìîé ñ âûáðàííûìè
òî÷êàìè âòîðîé ïðÿìîé (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå) òàê, ÷òî ïðîåêöèÿ
àæäîãî èç ïóòåé íà îñü Oz ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ýòè
ãëàäêèå ïóòè íàçûâàþòñÿ íèòÿìè êîñû.

Ïðèìåð êîñû èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Êîñà
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Îïðåäåëåíèå 1.2

Äâå êîñû B0 è B1 ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èçîòîïíû, ò.å.
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî êîñ Bt , {t ∈ {0, 1}},
íà÷èíàþùååñÿ ñ êîñû B0 è çàâåðøàþùååñÿ êîñîé B1.

Îïðåäåëåíèå 1.3

Ìíîæåñòâî âñåõ êîñ èç m íèòåé îáðàçóåò ãðóïïó. Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ
ñîñòîèò â ïðèñòàâëåíèè îäíîé êîñû íàä äðóãîé è
ïåðåìàñøòàáèðîâàíèè êîîðäèíàòû z . Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì, èëè
åäèíèöåé ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ êîñà, ñîñòîÿùàÿ èç âåðòèêàëüíûõ
ïàðàëëåëüíûõ íèòåé. Îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê çàäàííîé êîñå ÿâëÿåòñÿ
åå çåðêàëüíîå îòðàæåíèå, ñì. ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2: Åäèíèöà è îïåðàöèè ãðóïïû êîñ
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Îïðåäåëåíèå 1.4

Àðòèíîâà ãðóïïà êîñ èç m íèòåé � ýòî ãðóïïà êîñ ñ îïåðàöèåé,
îïðåäåëåííîé âûøå.
Îáîçíà÷åíèå: Br(m).

Ìîæíî ðàññìîòðåòü êîñû, íèòè êîòîðûõ ñîåäèíÿþò òî÷êè ñ
îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè x .

Îïðåäåëåíèå 1.5

Òàêèå êîñû íàçûâàþòñÿ êðàøåííûìè. Êðàøåíûå êîñû îáðàçóþò
ïîäãðóïïó â ãðóïïå êîñ. [Art1]
Îáîçíà÷åíèå: PB(m).

Çàìå÷àíèå 1.6

Êàæäàÿ êîñà β çàäàåò ïåðåñòàíîâêó σβ ïî ôîðìóëå σβ(i) = j , åñëè
êîñà ñîåäèíÿåò òî÷êó (i , 0, 0) ñ (j , 0, 1). Áîëåå òîãî, äàííîå
ñîïîñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï φ èç B(m) â Sm.
Çàìåòèì, ÷òî ker(φ) = PB(m).
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Òîïîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 1.7

Íåóïîðÿäî÷åííûì êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ïîðÿäêà m
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî (ñíàáæåííîå
åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé) âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç m
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê X .
Îáîçíà÷åíèå: B(X ,m).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü óïîðÿäî÷åííîå êîíôèãóðàöèîííîå
ïðîñòðàíñòâî ïîðÿäêà m.
Îáîçíà÷åíèå: F (X ,m).

Òåïåðü ïóñòü X = R2 = C1.

Îïðåäåëåíèå 1.8

Ãðóïïà êîñ èç m íèòåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
π1(B(X ,m)).

Îïðåäåëåíèå 1.9

Ãðóïïà π1(F (X ,m)) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êðàøåííûõ êîñ èç m íèòåé.
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Àëãåáðî�ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè m îò îäíîé
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì
îäíîìó.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî (ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé) èçîìîðôíî Cn: êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû.
Òåïåðü óäàëèì ìíîæåñòâî Σm âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êðàòíûìè êîðíÿìè
(õîòÿ áû îäíèì). Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Cm\Σm.

Îïðåäåëåíèå 1.10

Ãðóïïà êîñ èç m íèòåé � ýòî ãðóïïà π1(Cm\Σm).
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Àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 1.11

Ãðóïïà êîñ èç m íèòåé � ýòî ãðóïïà, çàäàííàÿ êîïðåäñòàâëåíèåì ñ
(m − 1) îáðàçóþùèìè σ1, . . . , σm−1 è ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiσj = σjσi

äëÿ |i − j | ≥ 2 è

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

äëÿ 1 ≤ i ≤ m − 2.
Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Àðòèíà.

Îïðåäåëåíèå 1.12

Ñëîâà èç áóêâ σ's è σ−1 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñëîâà â ãðóïïå êîñ.
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Òåîðåìà 1.13

×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Br(m), äàííûå âûøå, ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà �
ýêâèâàëåíòíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî è àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîãî
îïðåäåëåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m áåç êðàòíûõ êîðíåé è ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1, ãîìåîìîðôíî m-êîíôèãóðàöèîííîìó
ïðîñòðàíñòâó äëÿ C1. Çíà÷èò, èõ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû
èçîìîðôíû.

Äîêàæåì òåïåðü ýêâèâàëåíòíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî è òîïîëîãè÷åñêîãî
îïðåäåëåíèé. Êàê ìû çíàåì, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà íå çàâèñèò îò
âûáîðà áàçîâîé òî÷êè â ñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå
áàçîâîé òî÷êè A â íåóïîðÿäî÷åííîì m�êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âçÿòü íàáîð (1, 2, . . . ,m). Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî R3 êàê ïðîèçâåäåíèå C1 × R1.
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Ñ êàæäîé çàìêíóòîé ïåòëåé, âûõîäÿùåé èç A è ëåæàùåé â B(C1,m),
ñâÿæåì íàáîð êðèâûõ â R3 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ êðèâàÿ
ïðåäñòàâëÿåò äâèæåíèå òî÷êè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C1 ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè t, ãäå t � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, ñì. ðèñ. 3.

t

Ðèñ. 3: Êîñà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òîïîëîãè÷åñêîé êîñå ìû îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâèëè ãåîìåòðè÷åñêóþ êîñó. Î÷åâèäíî, ÷òî äâóì ãîìîòîïíûì
(ðàâíûì) òîïîëîãè÷åñêèì êîñàì îòâå÷àþò èçîòîïíûå (ðàâíûå)
ãåîìåòðè÷åñêèå êîñû. Èòàê, îñòàëîñü äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü
ãåîìåòðè÷åñêîãî è àëãåáðàè÷åñêîãî îïðåäåëåíèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
ïîíÿòèå ïëîñêîé äèàãðàììû êîñû, àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèþ ïëîñêîé
äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ.
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×òîáû óâèäåòü, ÷òî ýòî òàêîå, ñïðîåöèðóåì êîñó íà ïëîñêîñòü Oxz .
Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìû ïîëó÷èì äèàãðàììó, êîòîðóþ ìîæíî
îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1.14

A Ïëîñêàÿ äèàãðàììà êîñû (èç m íèòåé) � ýòî ãðàô, ëåæàùèé â
ïðÿìîóãîëüíèêå [1,m]× [0, 1], ñíàáæåííûé ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé è
èìåþùèé ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1 Òî÷êè (i , 0) è (i , 1), i = 1, . . . ,m, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
âàëåíòíîñòè îäèí; äðóãèå òî÷êè âèäà (x , 0) è (x , 1) íå
ïðèíàäëåæàò ãðàôó.

2 Âñå äðóãèå âåðøèíû ãðàôà (ïåðåêðåñòêè) èìåþò âàëåíòíîñòü
÷åòûðå; ïðîòèâîïîëîæíûå ðåáðà â òàêèõ âåðøèíàõ îáðàçóþò
óãîë π.

3 Óíèêóðñàëüíûå êðèâûå, òî åñòü ëèíèè, ñîñòàâëåííûå èç ðåáåð
ãðàôà ïóòåì ïåðåõîäà îò ðåáðà ê ïðîòèâîïîëîæíîìó ðåáðó è
èäóùèå îò òî÷êè ñ îðäèíàòîé 1 ê òî÷êå ñ îðäèíàòîé 0,
ìîíîòîííû ïî êîîðäèíàòå z .

4 Êàæäàÿ âåðøèíà âàëåíòíîñòè 4 ñíàáæåíà ñòðóêòóðîé
ïðîõîä�ïåðåõîä.
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Òàê æå, êàê è äëÿ ïëîñêèõ äèàãðàìì çàöåïëåíèé, îïðåäåëÿåòÿ
èçîòîïèÿ äèàãðàìì êîñ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé èçîòîïè÷åñêèé êëàññ ãåîìåòðè÷åñêîé êîñû
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïëîñêîé äèàãðàììîé. Áîëåå òîãî, ñ ïîìîùüþ
ìàëîé äåôîðìàöèè ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû âñå ïåðåêðåñòêè êîñû
èìåëè ðàçíûå îðäèíàòû.
Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ãåîìåòðè÷åñêîé ãðóïïû êîñ
ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèõ îáðàçóþùèõ σi :
ýëåìåíò σi äëÿ i = 1, . . . ,m − 1 ñîñòîèò èç m − 2 äóã, ñîåäèíÿþùèõ
(k, 1) è (k , 0), k 6= i , k 6= i + 1, è äâóõ äóã (i , 0)− (i + 1, 1),
(i + 1, 0)− (i , 1), ãäå ïîñëåäíÿÿ äóãà èäåò íàä ïåðâîé, ñì. ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4: Îáðàçóþùèå ãðóïïû êîñ
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Ðàçíûå äèàãðàììû êîñ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé êîñå. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ íà îáðàçóþùèå σ1, . . . , σm.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû äâå ðàâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîñû B1 è B2.
Îïèøåì ïðîöåññ èõ èçîòîïèè â òåðìèíàõ ïëîñêèõ äèàãðàìì. Íà
ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè èçîòîïèÿ ëèáî íå ìåíÿåò ïîðÿäîê
ïåðåêðåñòêîâ ïî îðäèíàòå, ëèáî â êàêîé-òî ìîìåíò îðäèíàòû äâóõ
ïåðåêðåñòêîâ ñîâïàäàþò; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äèàãðàììà ïåðåñòàåò
áûòü ðåãóëÿðíîé.
Íàñ èíòåðåñóþò ìîìåíòû, êîãäà ìåíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ñòðîåíèå
äèàãðàììû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàê ïðîèñõîäèò òîëüêî â òðåõ ñëó÷àÿõ
(îñòàëüíûå ìîæíî ñâåñòè ê ýòèì òðåì). Â ïåðâîì ñëó÷àå (ñì.
ðèñ. 5.a) ïàðà ïåðåêðåñòêîâ èìååò ñîâïàäàþùèå îðäèíàòû. Âî
âòîðîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 5.b) äâå íèòè êàñàþòñÿ.

... ...

a b
Ðèñ. 5: Íàãëÿäíîå îïèñàíèå èçîòîïèè äèàãðàììû êîñû 1
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Â òðåòüåì ñëó÷àå (ðèñ. 6) âîçíèêàåò òðîéíàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ.

Ðèñ. 6: Íàãëÿäíîå îïèñàíèå èçîòîïèè äèàãðàììû êîñû 2

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ
σiσj = σjσi , |i − j | ≥ 2 (ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ äàëüíåé

êîììóòàòèâíîñòüþ) èëè ýêâèâàëåíòíûì åìó ñîîòíîøåíèÿìè
σ±1

i σ±1

j = σ±1

j σ±1

i , |i − j | ≥ 2, âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì aa−1 = 1

(èëè a−1a = 1), à â òðåòüåì ñëó÷àå ìû èìååì îäíî èç ñëåäóþùèõ
òðåõ ñîîòíîøåíèé:

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,

σiσi+1σ
−1

i = σ−1

i+1
σiσi+1, σ−1

i σi+1σi = σi+1σiσ
−1

i+1
.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî âûâåñòè äðóãèå äâà.
Ýòî ïðîñòîå íàáëþäåíèå ìû îñòàâëÿåì ñëóøàòåëþ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.
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Çàìûêàíèÿ êîñ

Îïðåäåëåíèå 2.1

Çàìûêàíèåì êîñû b íàçûâàåòñÿ çàöåïëåíèå Cl(b), êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ èç b ñîåäèíåíèåì íèæíèõ êîíöîâ êîñû ñ âåðõíèìè, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 7: Çàìûêàíèå êîñû

Î÷åâèäíî, ÷òî èçîòîïíûå êîñû ïîðîæäàþò èçîòîïíûå çàöåïëåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 2.2

Çàìûêàíèÿ êîñ èìåþò åñòåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ: âñå íèòè êîñû
îðèåíòèðóþòñÿ ñâåðõó âíèç.

Íåêîòîðûå êîñû ïîðîæäàþò óçëû, à íåêîòîðûå � çàöåïëåíèÿ. ×òîáû
íàéòè ÷èñëî êîìïîíåíò â ñîîòâåòñòâóþùåì çàöåïëåíèè, íóæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðîñòûì íàáëþäåíèåì. Åñòü
åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì ãðóïïû êîñ íà ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê
Σ: Br(n)→ Sn, çàäàííîå ïðàâèëîì σi → si , ãäå si � òðàíñïîçèöèÿ
(i i + 1) â ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê.
Ðàññìîòðèì êîñó B. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ÷èñåë p, ïðèíàäëåæàùèõ
îäíîé îðáèòå ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòà Σ(B) íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n},
âåðõíèå òî÷êè êîñû ñ êîîðäèíàòàìè (p, 0) ïðèíàäëåæàò îäíîé
êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.3

×èñëî êîìïîíåíò â çàìûêàíèè êîñû Cl(B) ðàâíî ÷èñëó îðáèò

äåéñòâèÿ ýëåìåíòà Σ(B).
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ßñíî, ÷òî íå èçîòîïíûå êîñû ìîãóò ïîðîæäàòü èçîòîïíûå
çàöåïëåíèÿ. Ìû âåðíåìñÿ â ýòîìó âîïðîñó ïîçæå.
Èíòåðåñíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà
íèòåé êîñû, çàìûêàíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äàííîå çàöåïëåíèå L.
Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç Braid(L).
Èíòåðåñíàÿ òåîðåìà íà ýòîò ñ÷åò ïðèíàäëåæèò Äæ. Áèðìàí è Ó.
Ìåíàñêî.

Òåîðåìà 2.4

Äëÿ ëþáûõ óçëîâ K1 è K2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Braid(K1#K2) = Braid(K1) + Braid(K2)− 1.
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Íà ðèñ. 8 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè óçåë K1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
çàìûêàíèå êîñû èç n íèòåé, à óçåë K2 � êàê çàìûêàíèå êîñû èç m
íèòåé, òî K1#K2 ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì êîñû èç (n + m − 1). Ýòî
äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî �≤�.

K1 K2

K1#K2

Ðèñ. 8: Ïðåäñòàâëåíèå ñâÿçíîé ñóììû ñ ïîìîùüþ êîñ

Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà �≥� ìîæíî íàéòè â [BM].
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Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà

Òåîðåìà 2.5 (òåîðåìà Àëåêñàíäåðà [Ale])

Êàæäîå çàöåïëåíèå ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì íåêîòîðîé êîñû.

Ìû äàäèì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû: îðèãèíàëüíîå
äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà è äîêàçàòåëüñòâî Âîæåëÿ, êîòîðîå äàåò
áûñòðûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîñû.

Îïðåäåëåíèå 2.6

Ïîëèãîíàëüíîå çàöåïëåíèå � ýòî çàöåïëåíèå, ñîñòàâëåííîå èç
îòðåçêîâ, êàê íà ðèñ. 9.

Ðèñ. 9: Ïîëèãîíàëüíîå çàöåïëåíèå
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Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà

Ìû äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ïîëèãîíàëüíûõ çàöåïëåíèé.
Ðàññìîòðèì äèàãðàììó L îðèåíòèðîâàííîãî ïîëèãîíàëüíîãî
çàöåïëåíèÿ è òî÷êó O â ïëîñêîñòè P äèàãðàììû (íî âíå äèàãðàììû
L). Ñêàæåì, ÷òî L çàïëåòàåòñÿ âîêðóã O åñëè ëþáîå ðåáðî L
îðèåíòèðîâàíî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü îò òî÷êè O.

Îïðåäåëåíèå 2.7

Äëÿ çàäàííûõ L è O, áóäåì íàçûâàòü ðåáðà, îðèåíòèðîâàííûå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîëîæèòåëüíûìè; îñòàëüíûå ðåáðà áóäóò
îòðèöàòåëüíûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà (ïðîäîëæåíèå)

Åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà O, âîêðóã êîòîðîé çàïëåòàåòñÿ äèàãðàììà
çàöåïëåíèÿ, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Àëåêñàíäåðà ñòàíîâèòñÿ âïîëíå
î÷åâèäíûì: ïðîñòî ðàçðåæåì äèàãðàììó âäîëü ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç
O è �âûïðÿìèì äèàãðàììó�, ñì. ðèñ. 10.

Ðèñ. 10: Ïîñòðîåíèå êîñû èç çàïëåòåííîé äèàãðàììû

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó â îáùåì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî
ïåðåñòðîèòü çàäàííóþ ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ â
äèàãðàììó, çàïëåòàþùóþñÿ âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè O.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà: òðþê Àëåêñàíäåðà

Ñíà÷àëà çàôèêñèðóåì òî÷êó O. Äàëåå ïðèìåíèì ñëåäóþùèé òðþê

Àëåêñàíäåðà. Âîçüìåì íåêîòîðîå îòðèöàòåëüíîå ðåáðà AB íàøåãî
ïîëèãîíàëüíîãî çàöåïëåíèÿ è âûáåðåì òî÷êó C íà ïëîñêîñòè
ïðîåêöèè P òàê, ÷òîáû òðåóãîëüíèê ABC ñîäåðæàë O. Çàìåíèì AB
íà ðåáðà AC è CB. Îáà ðåáðà, î÷åâèäíî, áóäóò ïîëîæèòåëüíû, ñì.
ðèñ. 11.

6

q
q

qq
A

B

O C

p p p p p p p p p
p

p p p p p p p p p p 6

q
q

qq
A

B

O C

p p p p p p p p p
p

p p p p p p p p p p 6

q
q

qq
A

B

O C

p p p p p p p p p
p

p p p p p p p p p p
�
�
��

�
�
��

�
�
�
�
�
@
@@�
��

��

?

· · ·

· · ·

�
�
��

�
�
��

@@

?
@
@@�
��

��

?

· · ·

· · ·

�
�
�
�
�
�
��

@@

?
@
@@�
�
�
�
�

?

· · ·

· · ·

a b c

Ðèñ. 11: Òðþê Àëåêñàíäåðà

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà : òðþê Àëåêñàíäåðà

Ìû áóäåì ïîâòîðÿòü ýòó îïåðàöèþ, ïîêà äèàãðàììû íå ñòàíåò
çàïëåòàòüñÿ âîêðóã O, ÷òî çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî.

Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ áîëåå ïîäðîáíî. Â ñëó÷àå, êîãäà
îòðèöàòåëüíîå ðåáðî AB íå ñîäåðæèò ïåðåêðåñòêîâ, òðþê
Àëåêñàíäåðà ðåàëèçóåòñÿ íàïðÿìóþ, ñì. ðèñ. 11.a. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàçîáüåì ðåáðî AB íà äâà ðåáðà è ïðîòàùèì èõ íàä O, ñì. ðèñ. 12.
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Ðèñ. 12: Ñëó÷àé 11.a.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà : òðþê Àëåêñàíäåðà
(ïðîäîëæåíèå)

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü, êîãäà AB ñîäåðæèò îäèí ïåðåõîä ÷åðåç
äðóãîå ðåáðî; ñì. ðèñ. 11.b.
Íàêîíåö, ñîäåðæèò AB îäèí ïðîõîä ïîä äðóãèì ðåáðîì, ìû ìîæåì
ïðîòàùèòü íîâûå ðåáðà ïîä äèàãðàììîé, ñì. ðèñ. 11.c.

Çàìå÷àíèå 2.8

Îïèñàííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àëåêñàíäåðà ñîäåðæèò
êîíêðåòíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîñû èç çàöåïëåíèÿ. Îäíàêî ýòîò
àëãîðèòì îöåíü ìåäëåííûé. Íèæå ìû èçëîæèì áîëåå áûñòðûé
àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîñû ïî çàöåïëåíèþ.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Ìû îïèøåì àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ïüåðîì Âîæåëåì [?].
Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.9

Îðèåíòèðîâàííàÿ êîñà ÿâëÿåòñÿ çàïëåòåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà,
âîêðóã êîòîðîé çàïëåòàåòñÿ äàííàÿ äèàãðàììà.

Çàïëåòåííóþ äèàãðàììó ëåãêî ïðåäñòàâèòü â âèäå çàìûêàíèÿ êîñû.

Çàìå÷àíèå 2.10

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîéñòâî çàïëåòåííîñòè äèàãðàììû íå çàâèñèò îò
ñòðóêòóðû ïåðåêðåñòêîâ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû áóäåì ðàáîòàòü
òîëüêî ñ òåíÿìè çàöåïëåíèé. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì
èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î ïðîõîäàõ è ïåðåõîäàõ ïåðåêðåñòêîâ.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Ïóñòü äàíà äèàãðàììà D îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ L.
Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñãëàæèâàíèÿ ïåðåêðåñòêîâ, ïðîñòî �ñãëàæèâàÿ�
êàæäûé ïåðåêðåñòîê ñîãëàñíî îðèåíòàöèè, êàê íà ðèñ. 13.
Ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ íàáîð îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà.
Îáîçíà÷èì ýòî ñãëàæèâàíèå ÷åðåç σ.
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Ðèñ. 13: Ñãëàæèâàíèÿ ïåðåêðåñòêîâ è îêðóæíîñòè Çåéôåðòà

Îïðåäåëåíèå 2.11

Ñêàæåì, ÷òî âñå îêðóæíîñòè Çåéôåðòà ïëîñêîé äèàãðàììû îáðàçóþò

ãíåçäà, åñëè îíè èíäóöèðóþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ íà ïëîñêîñòè
è îãðàíè÷èâàþò ñèñòåìó âëîæåííûõ äèñêîâ.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âñå îêðóæíîñòè Çåéôåðòà ïëîñêîé äèàãðàììû
îáðàçóþò ãíåçäî, òî ýòà äèàãðàììû ÿâëÿåòñÿ çàïëåòåííîé. Áîëåå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî íèòåé ó êîñû ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ äèàãðàììó D è ðàññìîòðèì åå òåíü. Òåíü
äåëèò ñôåðó (îäíîòî÷å÷íóþ êîìïàêòèôèêàöèþ ïëîñêîñòè) íà
äâóìåðíûå êëåòêè, íàçûâàåìûå ãðàíÿìè. Âíåøíÿÿ ãðàíü ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íóþ òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 2.12

Ãðàíü S íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîé, åñëè ó íåå åñòü äâà ðåáðà a, b,
ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà A1,A2, êîòîðûå
èíäóöèðóþò îäíó îðèåíòàöèþ íà S , è óïîðÿäî÷åííîé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòè Çåéôåðòà A1,A2 îáðàçóþò
íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü.
Ïðèìåíèì äâèæåíèå Ω2 ðåáðàì A1,A2, îáðàçóþùèì
íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 14. Â ýòì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî ãðàíåé ñòàíîâèòñÿ �áîëåå óïîðÿäî÷åííûì�.
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Ðèñ. 14: Ðåäóêöèÿ íåóïîðÿäî÷åííîé ãðàíè

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Óòâåðæäåíèå 2.13

Åñëè âñå ðåáðà ãðàíè Σ ïðèíàäëåæàò äâóì îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà,

òî ýòà ãðàíü óïîðÿäî÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðåáðà ýòîé ãðàíè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå
ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé îêðóæíîñòè Çåéôåðòà èìåþò
îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ.

Ðàññìîòðèì äâà ñîñåäíèõ ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì
îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà. Òîãäà îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå
îðèåíòàöèè. Òàèì îáðàçîì, ëþáûå äâà ðåáðà ãðàíè, ïðèíàäëåæàùèå
ðàçíûì îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà, èìåþò ðàçíóþ îðèåíòàöèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíü óïîðÿäî÷åíà.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Óòâåðæäåíèå 2.14

Åñëè äèàãðàììà D çàöåïëåíèÿ L íå èìååò íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé,

÷òî åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â çàïëåòåííóþ äèàãðàììó ñ ïîìîùüþ

çàìåíû áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó D áåç íåóïîðÿäî÷åííûõ
ãðàíåé. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ãðàíü. Ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ðåáðà ýòîé
ãðàíè ëèáî èìåþò îäíó îðèåíòàöèþ (è çíà÷èò, ïðèíàäëåæàòü îäíîé
îêðóæíîñòè Çåéôåðòà), ëèáî èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè
(è ïðèíàäëåæàò ðàçíûì îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà). Åñëè ìû
îáúåäèíèì ñîñåäíèå ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé îêðóæíîñòè
Çåéôåðòà, â îäíî �äëèííîå� ðåáðî, òî ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé
ìíîãîóãîëüíèê M (èëè öåëóþ îêðóæíîñòü Çåéôåðòà).

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Îðèåíòàöèè ðåáåð ìíîãîóãîëüíèêà M ÷åðåäóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî ðåáåð ìíîãîóãîëüíèêà ÷åòíî (èëè ðàâíî îäíîìó â ñëó÷àå
îêðóæíîñòè Çåéôåðòà). Òàê êàê ãðàíü óïîðÿäî÷åíà, òî âñå ðåáðà
ïðèíàäëåæàò íå áîëåå, ÷åì äâóì îêðóæíîñòÿì. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäàÿ îêðóæíîñòü Çåéôåðòà, îáðàçóþùàÿ ðåáðî ìíîãîóãîëüíèêà M
ñìåæíà ëèáî ñ îäíîé, ëèáî ñ äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè (ëåæàùèìè ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò M). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëàñü áû
íåóïîðÿäî÷åííàÿ ãðàíü ïðèìûêàþùàÿ ê òðåì ðàçëè÷íûì
îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëàãàåòñÿ
ñëóøàòåëþ â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Àëãîðèòì Âîæåëÿ (ïðîäîëæåíèå)

Àëãîðèòì Âîæåëÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ñãëàäèì

ïåðåêðåñòêè ïî ïðàâèëó: → , → . Äàëåå, èñïîëüçóÿ
äâèæåíèå Ω2, èçáàâèìñÿ îò íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé. Íàêîíåö, åñëè
îêðóæíîñòè Çåéôåðòà íå îáðàçóþò ãíåçäî, ïîìåíÿåì áåñêîíå÷íîñòü.
Îïèøåì àëãîðèòì áîëåå ïîäðîáíî.

Ñíà÷àëà ñãëàäèì âñå ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû. Ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî

îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ýòèõ îêðóæíîñòåé ÷åðåç s.

Íåêîòîðûå ïàðû îêðóæíîñòåé ìîãóò îáðàçîâûâàòü íåóïîðÿäî÷åííûå

ãðàíè. Ïîñòðîèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè

Çåéôåðòà; äâå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè ñóùåñòâóåò

íåóïîðÿäî÷åííàÿ ãðàíü, êîòîðàÿ èíöèäåíòíà ñîîòâåòñòâóþùèì äâóì

îêðóæíîñòÿì. Óäàëèì èç ãðàôà âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ �âíåøíåé�

îêðóæíîñòè Çåéôåðòà. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ãðàô ÷åðåç Γ1. Îáîçíà÷èì

îñòàâøóþñÿ s − 1 îêðóæíîñòü ÷åðåç A1,A2, . . . ,As−1 òàê, ÷òîáû Ai

îáðàçîâûâàëà íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü ñ îäíîé èç ïðåäûäóùèõ

îêðóæíîñòåé. Òàêàÿ íóìåðàöèÿ íàéäåòñÿ, åñëè ãðàô Γ1 ñâÿçåí. Â

íåñâÿçíîì ñëó÷àå ïðèìåíèì äàííûé àëãîðèòì ê êàæäîé êîìïîíåíòå, â

ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü åùå áûñòðåå.
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Àëãîðèòì Âîæåëÿ (ïðîäîëæåíèå)

Ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ. Ðàññìîòðèì íåóïîðÿäî÷åííóþ
ãðàíü, îáðàçîâàííóþ îêðóæíîñòÿìè A1 è A2, è ïðèìåíèì äâèæåíèå
Ω2, êàê ïîêàçàíî âûøå. Âìåñòî îêðóæíîñòåé A1 è A2 ìû ïîëó÷èì
äâå îêðóæíîñòè Çåéôåðòà, îäíà èç êîòîðîé ëåæèò â äðóãîé. Êðîìå
òîãî, îíè íå îáðàçóþò íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé, ñì. ðèñ. 15.' $
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Ðèñ. 15: Óäàëåíèå íåóïîðÿäî÷åííîé ãðàíè
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Àëãîðèòì Âîæåëÿ (ïðîäîëæåíèå)

Îáîçíà÷èì âíåøíþþ îêðóæíîñòü ÷åðåç A1 è âíóòðåííþ ÷åðåç A2.
Åñëè �ïðåæíÿÿ A2� îáðàçîâûâàëà íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü ñ
îêðóæíîñòüþ A3, òî íîâàÿ îêðóæíîñòü A1 òàêæå îáðàçóþò
íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü ñ A3 (îáîçíà÷åíèå êîòîðîé íå ìåíÿåòñÿ).
Ïðèìåíèì äâèæåíèå Ω2 ê îêðóæíîñòÿì A1 è A3 è ñíîâà ïîìåíÿåì
îáîçíà÷åíèÿ: âíåøíÿÿ îêðóæíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, à
âíóòðåííþþ � ÷åðåç A3 è ò.ä. Íàêîíåö, (ïîñëå s − 2 îïåðàöèé Ω2)
ìû ïîëó÷èì îäíó âíåøíþþ îêðóæíîñòü A1, êîòîðàÿ íå áóäåò
ïîðîæäàòü íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé. Òåïåðü çàôèêñèðóåì A1, è
ïðèìåíèì òó æå ïðîöåäóðó ê ïàðàì (A2,A3), (A2,A4), è ò.ä. Ïîñëå
ýòîãî ñäåëàåì òî æå äëÿ A3,Ai , i > 3, è òàê äàëåå. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
(s−1)(s−2)

2
âòîðûõ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà è (âîçìîæíî) èçìåíåíèÿ

áåñêîíå÷íîé òî÷êè ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé
A1,A2, . . . ,As−1, ãäå êàæäàÿ îêðóæíîñòü ëåæèò âíóòðè ïðåäûäóùåé
è íèêàêèå äâå îêðóæíîñòè íå îáðàçóþò íåóïîðÿäî÷åííîé ãðàíè.
Ïîêàæåì, ÷òî îñòàâøàÿñÿ îêðóæíîñòü, êîòîðóþ ìû �óäàëèëè� â
ñàìîì íà÷àëå, òîæå íå îáðàçóåò íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé.
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Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ýòà îêðóæíîñòü ñîäåðæèò âíåøíþþ ãðàíü,
îíà ìîæåò îáðàçîâûâàòü íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü òîëüêî ñ A1, íî
òàêîãî áûòü íå ìîæåò. Ïîñëå ýòîãî, ïîìåíÿåì áåñêîíå÷íóþ òî÷êå
(åñëè íåîáõîäèìî). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå C 2

s−2
îïåðàöèé (â ñâÿçíîì

ñëó÷àå; â íåñâÿçíîì îïåðàöèé åùå ìåíüøå) ìû ïîëó÷èì
çàïëåòåííóþ äèàãðàììó.
Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.15

Åñëè äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ D èìååò n ïåðåêðåñòêîâ è s
îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà, òî

1 Àëãîðèòì Âîæåëÿ òðåáóåò íå áîëåå C 2

s−2
âòîðûõ äâèæåíèé

Ðåéäåìåéñòåðà.

2 ×èñëî íèòåé â ïîëó÷àþùåéñÿ êîñå ðàâíî s, à ÷èñëî
ïåðåêðåñòêîâ íå ïðåâîñõîäèò n + (s − 1)(s − 2).

Íà ñëåäóþùèõ äâóõ ñëàéäàõ ïðè ïðèìåíÿåì àëãîðèòì Âîæåëÿ ê óçëó
52.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

σ

Ω₂

σ

Ω₂

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

∞

σ

замена

σ

Ω₂

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 7. Ãðóïïà êîñ



×åòûðå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Çàìå÷àíèå 2.16

Åñòü åùå îäèí àëãîðèòì, ñòðîÿùèé êîñó ïî çàöåïëåíèþ,
ïðåäëîæåííûé Ë.Õ. Êàóôìàíîì è Ñ. Ëàìáðîïîëó â [KaLa].
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Ïëåòåíîå çàìûêàíèå

Äëÿ êîñ β ∈ Br(2n) ñóùåñòâóåò äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ çàöåïëåíèÿ,
òàê íàçûâàåìîå ïëåòåíîå çàìûêàíèå, ñì. ðèñ. 16.

Ðèñ. 16: Ïëåòåíîå çàìûêàíèå

Â [Bir2] ìîæíî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà òåîðåìû Àëåêñàíäåðà
äëÿ ïëåòåíûõ çàìûêàíèé.
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Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó

Ðàññìîòðèì ãðóïïó êîñ Bn (≡ Br(n)) è ïîïûòàåìñÿ ïðåäñòàâèòü èõ
ìàòðèöàìè n × n. Òî÷íåå, ñîïîñòàâèì îáðàçóþùåé σi
áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ îäíèì áëîêîì 2×2, ðàñïîëîæåííûì
â ñòðîêàõ (i , i + 1) è ñòîëáöàõ (i , i + 1) è îñòàëüíûìè áëîêàìè
ðàçìåðà 1× 1 ñ åäèíèöåé, ëåæàùèìè íà äèàãîíàëè. Î÷åâèäíî, ÷òî
áóäóò êîììóòèðîâàòü îáðàçû σi , σj , ãäå |i − j | ≥ 2. Åñëè âçÿòü äëÿ
âñåõ σi îäèí è òîò æå áëîê (2× 2) (â ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ), òî íóæíî
ëèøü ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 äëÿ ìàòðèö 3× 3.
Òàê ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå, ãäå ìàòðè÷íûé áëîê èìååò âèä(

1− t t
1 0

)
.

Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó ãðóïïû êîñ. Îíî áûëî ïðåäëîæåíî
Áóðàó [Bura].
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Çàìå÷àíèå 3.1

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ � î÷åíü èíòåðåñíàÿ òåìà èññëåäîâàíèé â
òåîðèè óçëîâ. Íàïðèìåð, èìååòñÿ ïîõîæåå íà ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó
òàê íàçûâàåìîå ðåäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó. Èçâåñòíî, ÷òî
ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê ìàòðè÷íûé
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû [Bura]. À ïðåäñòàâëåíèå Òåìïåðëè�Ëèáà äàåò
ïîëèíîì Äæîíñà [Jo]. Äàëåå ìû òàêæå ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå
Êðàìåðà�Áèãåëîó.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ êîñ, çàâèñÿùèå îò íåñêîëüêèõ
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ïîðîæäàþò èíâàðèàíòû óçëîâ. Òàê,
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Èâàõîðè�Ãåêêå
ïðèâîäèò ê ïîëèíîìó HOMFLY-PT [Jo2].

Åñëè ðàññìàòðèâàòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âìåñòî ìàòðè÷íîãî, ìû
ïîëó÷èì êâàíòîâûå èíâàðèàíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå òàê íàçûâàåìîìó
óðàâíåíèþ ßíãà�Áàêñòåðà.
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Èñòîðèÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó

Òî÷íîñòü äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿëàñü îòðûòîé ïðîáëåìîé íà
ïðîòÿæåíèè äîëãîãî âðåìåíè. Â [Bir1] Äæîàí Áèðìàí äîêàçàëà, ÷òî
ïðåäñòàâëåíèå òî÷íîå â ñëó÷àå òðåõ íèòåé.
Â [Moo91] Ìóäè íàøåë ïåðâûé ïðèìåð ýëåìåíòà, ëåæàùåãî â ÿäðå
ïðåäñòàâëåíèÿ, äëÿ n = 10.
Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîáëåìà ðåøåíà ïîëîæèòåëüíî äëÿ n ≤ 3 è
îòðèöàòåëüíî äëÿ n ≥ 5; ñì. [Big1]. Ñëó÷àé n = 4 îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Â [Big2] Ñòèâåí Áèãåëîó ïîêàçàë, ÷òî äàííàÿ ïðîáëåìà
ðàâíîñèëüíà âîïðîñó î òîì, ðàçëè÷àåò ëè ïîëèíîì Äæîíñà
òðèâèàëüíûé óçåë, ò.å. Áèãåëîó äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2 ([Big2])

Ïîëèíîì Äæîíñà îò îäíîé ïåðåìåííîé ðàçëè÷àåò òðèâèàëüíûé óçåë,

åñëè è òîëüêî åñëè ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó òî÷íîå äëÿ n = 4.
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Óïðàæíåíèÿ I

1 Ïîêàæèòå, ÷òî PB(m) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â
Br(m), è ÷òî ôàêòîðãðóïïà Br(m)/PB(m) èçîìîðôíà ãðóïïå
ïåðåñòàíîâîê S(m).

2 Âûïèøèòå ñëîâî, ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàììå êîñû íà ðèñ. 17.

L1 L2

Ðèñ. 17:

3 Ïðîâåðüòå, ÷òî σiσi+1σ
−1

i = σ−1

i+1
σiσi+1 è σ

−1

i+1
σiσi+1 = σiσi+1σ

−1

i

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîòíîøåíèé Àðòèíà.
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Óïðàæíåíèÿ II

4 Ïîêàæèòå, ÷òî äâà ñëîâà σ1σ
−1

2
σ−1

3
σ2σ

−1

1
σ2σ

−1

1
è

σ1σ3σ
−1

2
σ−1

3
σ2σ

−1

1
σ−1

2
σ1 çàäàþò îäíó êîñó è èçîòîïíûå

äèàãðàììû êîñ.

5 (*) Íàéäèòå êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ PB(m).
6 Ïîñòðîéòå êîñû äëÿ ñëåäóþùèõ çàöåïëåíèé, èñïîëüçóÿ �òðþê

Àëåêñàíäåðà�:

ïðàâûé è ëåâûé òðèëèñòíèê,
óçåë âîñüìåðêà,
êîëüöà Áîððîìåî.

7 Ïîñòðîéòå êîñû äëÿ ñëåäóþùèõ çàöåïëåíèé, èñïîëüçóÿ
àëãîðèòì Âîæåëÿ:

ïðàâûé è ëåâûé òðèëèñòíèê,
óçåë âîñüìåðêà,
êîëüöà Áîððîìåî.

8 Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó èíâàðèàíòíî ïðè âòîðîì è
òðåòüåì äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà.

9 Íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó äëÿ ñëåäóþùèõ êîñ:
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Óïðàæíåíèÿ III

σ31
σ1σ

−1
2
σ1σ

−1
2

σ1σ
−1
2
σ1σ

−1
2
σ1σ

−1
2
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Èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à: ∆-ãðóïïû è Áðóííîâû êîñû

Ðàññìîòðèì ãðóïïó êðàøåíûõ êîñ PB(X ,m) = π1(F (X ,m)) äëÿ
íåêîòîðîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëåííóþ íà ñ. 6.
Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . ,m} ñóùåñòâóþò ãîìîìîðôèçìû ãðóïï
di : PB(X ,m)→ PB(X ,m − 1), ãäå di (β) is ïîëó÷àåòñÿ èç β ∈ PB(m)
óäàëåíèåì i-é íèòè, ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 18.

1 2 3 1 3

d2

Ðèñ. 18: Êðàøåíàÿ êîñà â R2 è óäàëåíèå âòîðîé íèòè

Èçâåñòíî, ÷òî F (X )π1 = (PB(X ,m), {di}i=1,...,m) ÿâëÿþòñÿ
∆-ãðóïïàìè. Ýëåìåíòû â
Brunn(X ,m) = ∩mi=1

ker(di : PB(X ,m)→ PB(X ,m − 1)) íàçûâàþòñÿ
Áðóííîâûìè êîñàìè.
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Â [BCWW] A. J. Berrick, F. R. Cohen, Y. L. Wong è J. Wu ïîêàçàëè, ÷òî
ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ñôåðû S2 ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ F (S2)π1 è
{Brunn(S2,m)}∞m=1, äðóãèìè ñëîâàìè, Áðóííîâû êîñû ìîãóò âûÿâèòü
òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì ýòè êîñû îïðåäåëåíû.
Óïîìÿíóòîå âûøå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ öåïíûõ
êîìïëåêñîâ, òàê íàçûâàåìûõ êîìïëåêñîâ Ìóðà, êîòîðûå ìîæíî ñâÿçàòü íå
òîëüêî ñ F (S2)π1 è {Brunn(S2,m)}∞m=1, íî è ñ F (X )π1 è {Brunn(S2,m)}∞m=1

äëÿ ïðîèâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X . Òîãäà âîçíèêàåò
ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ:

Âîïðîñ Êàêèì îáðàçîì ìîæíî èçó÷àòü òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X ñ
ïîìîùüþ F (X )π1 è Brunn(X ,m)?

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçó÷åíèå Áðóííîâûõ êîñ ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ
èíòåðåñíîé çàäà÷åé. Â ðàáîòå [3] Áðóííîâû êîñû èçó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè
ãðóïï G k

n , â ÷àñòíîñòè, ãðóïï G 2

n è G 3

n , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâàì ñ õîðîøèì ñâîéñòâîì êîðàçìåðíîñòè 1.
Îäíà èç ëåêöèé áóäåò ïîñâÿùåíà ýòèì ãðóïïàì.

Âîïðîñ Êàêèì îáðàçîì ìîæíî èçó÷àòü òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X ñ

ïîìîùüþ ãðóïï G k
n ?
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