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Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó

Ðàññìîòðèì ãðóïïó êîñ Bn (≡ Br(n)) è ïîïûòàåìñÿ ïðåäñòàâèòü èõ
ìàòðèöàìè n × n. Òî÷íåå, ñîïîñòàâèì îáðàçóþùåé σi
áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ îäíèì áëîêîì 2× 2,
ðàñïîëîæåííûì â ñòðîêàõ (i , i + 1) è ñòîëáöàõ (i , i + 1) è îñòàëüíûìè
áëîêàìè (1× 1) ñ åäèíèöåé, ëåæàùèìè íà äèàãîíàëè. Î÷åâèäíî, ÷òî
áóäóò êîììóòèðîâàòü îáðàçû σi , σj , ãäå |i − j | ≥ 2. Åñëè âçÿòü äëÿ
âñåõ σi îäèí è òîò æå áëîê (2× 2) (â ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ), òî íóæíî
ëèøü ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 äëÿ ìàòðèö 3× 3.
Òàê ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå, ãäå ìàòðè÷íûé áëîê èìååò âèä(

1− t t
1 0

)
.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó ãðóïïû êîñ.
Îíî áûëî ïðåäëîæåíî Áóðàó [Bura].

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

Ñîäåðæàíèå

1 Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó
Òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

2 Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà
Çàìûêàíèÿ êîñ
Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà
Àëãîðèòì Âîæåëÿ

3 Óïðàæíåíèÿ

4 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

Çàìå÷àíèå 1.1

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ � î÷åíü èíòåðåñíàÿ òåìà èññëåäîâàíèé â
òåîðèè óçëîâ. Íàïðèìåð, èìååòñÿ ïîõîæåå íà ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó
òàê íàçûâàåìîå ðåäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó. Èçâåñòíî, ÷òî
ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê ìàòðè÷íûé
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû [Bura]. À ïðåäñòàâëåíèå Òåìïåðëè�Ëèáà äàåò
ïîëèíîì Äæîíñà [Jo]. Äàëåå ìû òàêæå ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå
Êðàìåðà�Áèãåëîó.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ êîñ, çàâèñÿùèå îò íåñêîëüêèõ
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ïîðîæäàþò èíâàðèàíòû óçëîâ. Òàê,
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Èâàõîðè�Ãåêêå
ïðèâîäèò ê ïîëèíîìó HOMFLY-PT [Jo2].

Åñëè ðàññìàòðèâàòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âìåñòî ìàòðè÷íîãî, ìû
ïîëó÷èì êâàíòîâûå èíâàðèàíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå òàê íàçûâàåìîìó
óðàâíåíèþ ßíãà�Áàêñòåðà.
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Èñòîðèÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó

Òî÷íîñòü äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿëàñü îòðûòîé ïðîáëåìîé íà
ïðîòÿæåíèè äîëãîãî âðåìåíè. Â [Bir1] Äæîàí Áèðìàí äîêàçàëà, ÷òî
ïðåäñòàâëåíèå òî÷íîå â ñëó÷àå òðåõ íèòåé.
Â [Moo91] Ìóäè íàøåë ïåðâûé ïðèìåð ýëåìåíòà, ëåæàùåãî â ÿäðå
ïðåäñòàâëåíèÿ, äëÿ n = 10.
Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîáëåìà ðåøåíà ïîëîæèòåëüíî äëÿ n ≤ 3 è
îòðèöàòåëüíî äëÿ n ≥ 5; ñì. [Big1]. Ñëó÷àé n = 4 îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Â [Big2] Ñòèâåí Áèãåëîó ïîêàçàë, ÷òî äàííàÿ ïðîáëåìà
ðàâíîñèëüíà âîïðîñó î òîì, ðàçëè÷àåò ëè ïîëèíîì Äæîíñà
òðèâèàëüíûé óçåë, ò.å. Áèãåëîó äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2 ([Big2])

Ïîëèíîì Äæîíñà îò îäíîé ïåðåìåííîé ðàçëè÷àåò òðèâèàëüíûé óçåë

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó òî÷íîå äëÿ n = 4.
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Òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó äëÿ ñëó÷àÿ n = 3

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ãðóïïû êîñ è
ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn åäèíè÷íûé êîìïëåêñíûé
äèñê D ñ n ïðîêîëàìè x1, . . . , xn íà âåùåñòâåííîé îñè. Ìíîæåñòâî
âñåõ àâòîìîðôèçìîâ Dn, ðàññìàòðèâàåìîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè,
è åñòü ãðóïïà êîñ Bn. Â êà÷åñòâå áàçîâîé òî÷êè d0 âûáåðåì −i .
Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó îïèñûâàåòñÿ òàê. Ãðóïïà π1(Dn) � ýòî
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ n îáðàçóþùèìè. Äëÿ êàæäîé ïåòëè γ ∈ π1(Dn)
ìîæíî ðàññìîòðåòü ÷èñëî îáîðîòîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî ÷èñëó îáðàçóþùèõ â ñëîâå, ïðåäñòàâëÿþùåì γ. Òàêèì
îáðàçîì, èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì h : π1(Dn)→ Z. Òîãäà ìîæíî
ïîñòðîèòü íàêðûòèå π : D̃n → Dn ñ äåéñòâèåì Z íà Dn. Íà
ñëåäóþùåì ñëàéäå ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ íàêðûòèÿ π : D̃n → Dn,
ñì. ðèñ. 1.
Â ãðóïïå Z åñòü îáðàçóþùàÿ q. Ðàññìîòðèì ãðóïïó H1(D̃n). Ñîãëàñíî
âûøåñêàçàííîìó, ýòà ãðóïïà èìååò ñòðóêòóðó ìîäóëÿ íàä Z[q, q−1].
Ïóñòü d̃0 � ïðîîáðàç d0 ïðè ïðîåêöèè π.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

Êîíñòðóêöèÿ íàêðûòèÿ π : D̃n → Dn

x1 x2 x3 x4

d0

Dn

x1 x2 x3 x4

d0

Dn

Dn

x1 x2 x3 x4

d0

Dn

π

d0

разрезаем
вдоль дуг

Ðèñ. 1: Êîíñòðóêöèÿ íàêðûòèÿ π : D̃n → Dn
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Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó âîçíèêàåò èç ãîìîìîðôèçìîâ èç Z[q, q−1] â
ñåáÿ. Òî÷íåå, ïóñòü β̄ � ãîìåîìîðôèçì íà Dn, ïðåäñòàâëÿþùèé êîñó
β ∈ Bn. Èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå β̄ íà π1(Dn) óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó h ◦ β̄ = h. Òàêèì îáðàçîì, åñòü åäèíñòâåííîå ïîäíÿòèå β̂
ýëåìåíòà β̄, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

(D̃n, d̃0)
β̂→ (D̃n, d̃0)

↓ ↓
(Dn, d0)

β̄→ (Dn, d0).

Áîëåå òîãî, β̂ êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì q. Òàêèì îáðàçîì, β̂
èíäóöèðóåò Z[q±1]�ìîäóëüíûé ãîìîìîðôèçìó, êîòîðûé ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç β̂∗. Òîãäà ìû îïðåäåëÿåì ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó
ôîðìóëîé

Burau(β) = β̂∗.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó
ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ñ ïîìîùüþ ìàòðèö n × n. Ïîäðîáíîñòè
ñì. â [Ma].
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì â ñëó÷àå
òðåõ íèòåé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç [Big2].

Îïðåäåëåíèå 1.3

Âèëêà � ýòî âëîæåííîå â D äåðåâî F ñ âåðøèíàìè d0, xi , xj , z , òàêîå
÷òî:

1 F íå ñîäåðæèò îòìå÷åííûõ òî÷åê, çà èñêëþ÷åíèåì
xi , xj ∈ int(D);

2 F ïåðåñåêàåòñÿ ñ ∂Dn òîëüêî â d0;

3 âñå òðè ðåáðà F èíöèäåíòíû z .

Îïðåäåëåíèå 1.4

Ðåáðî F , ñîäåðæàùåå d0, íàçûâàåòñÿ ðó÷êîé âèëêè F . Îáúåäèíåíèå
äðóãèõ äâóõ ðåáåð íàçûâàåòñÿ çóáöîì âèëêè F è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
T (F ). Îðèåíòèðóåì T (F ) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðó÷êà âèëêè F
ïîäõîäèëà ê çóáöó T (F ) ñïðàâà.
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Îïðåäåëåíèå 1.5

Ñòåáëåì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî N â Dn, òàêîå ÷òî

1 ñòåáåëü N îðèåíòèðîâàí d0 ê äðóãîé òî÷êå íà ∂Dn;

2 N ïåðåñåêàåò ∂Dn òîëüêî â êîíå÷íûõ òî÷êàõ;

3 îäíà èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Dn\N ñîäåðæèò ðîâíî îäíó
îòìå÷åííóþ òî÷êó.

d0

z

(a) (b)

d0

Ðèñ. 2: (a) Âèëêà; (b) Ñòåáåëü.
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Ïóñòü F è N � âèëêà è ñòåáåëü ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì
ñïàðèâàíèå 〈N,F 〉 â Z[q±1] òàê. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ïðåäïîëîæèì, ÷òî T (F ) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò N. Ïóñòü
z1, . . . , zk � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ T (F ) è N. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k ,
îáîçíà÷èì ÷åðåç γi äóãó â Dn, êîòîðàÿ èäåò îò d0 ê zi ïî âèëêå F è
âîçâðàùàåòñÿ ê d0 ïî ñòåáëþ N. Ïóñòü ai � öåëîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî
h(γi ) = ai . Ïóñòü εi � çíàê ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó N è F â òî÷êå zi .
Ïîëîæèì

〈N,F 〉 =
k∑

i=1

εiq
ai . (1)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííîå ñïàðèâàíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçîòîïèè
âèëêè è ñòåáëÿ. Êðîìå òîãî, ýòîò ôàêò âûòåêàåò èç îñíîâíîé
ëåììû 1.6 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

Äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè îïèðàåòñÿ íà äâå ëåììû.

Ëåììà 1.6 (Îñíîâíàÿ ëåììà)

Ïóñòü êîñà β : Dn → Dn ëåæèò â ÿäðå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó. Òîãäà

〈N,F 〉 = 〈N, β(F )〉 äëÿ ëþáîãî ñòåáëÿ N è âèëêè F .

Ëåììà 1.7 (Êëþ÷åâàÿ ëåììà)

Â ñëó÷àå n = 3 ðàâåíñòâî 〈N,F 〉 = 0 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà çóáåö T (F ) èçîòîïåí äóãå, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ N.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì ïðèâåäåíû â Ãëàâå 9.4 ìîíîãðàôèè [Man].

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

Äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó â ñëó÷àå
n = 3

Òåïåðü âûâåäåì òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó â ñëó÷àå òðåõ íèòåé
èç ýòèõ äâóõ ëåìì. Ïóñòü êîñà β ëåæèò â ÿäðå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó.
Ïîêàæåì, ÷òî β � òðèâèàëüíàÿ êîñà.

Ðàññìîòðèì ñòåáåëü N, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé âåðòèêàëüíûé
îòðåçîê â Dn, òàêîé ÷òî îòìå÷åííûå òî÷êè x1 è x2 ëåæàò ñëåâà îò N,
à òî÷êà x3 � ñïðàâà îò N. Ïóñòü F � âèëêà, çóáåö êîòîðîé T (F ) �
ýòî îòðåçîê ñ êîíöàìè x1 è x2, íå ïåðåñåêàþùèé N, ñì. ðèñ. 3. Òîãäà
〈N,F 〉 = 0. Ñîãëàñíî îñíîâíîé ëåììå, 〈N, β(F )〉 = 0.
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Ðèñ. 3: Âèëêà è ñòåáåëü â ñëó÷àå òðåõ îòìå÷åííûõ òî÷åê

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÒî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ñîãëàñíî êëþ÷åâîé ëåììå 1.7, êðèâàÿ β(T (F )) èçîòîïíà äóãå, íå
ïåðåñåêàþùåé N. Ïðèìåíÿÿ èçîòîïèþ ê β, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
β(T (F )) = T (F ).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç òðåõ ðåáåð,
ñîåäèíÿþùèõ x1, x2, x3, íåïîäâèæíî ïîä äåéñòâèåì β. Òîãäà êîñà β
íåòðèâèàëüíà, òîëüêî åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî ïîëíûõ îáîðîòîâ D, íî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íå òàê.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì â ñëó÷àå òðåõ
íèòåé.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Ñîäåðæàíèå

1 Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó
Òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

2 Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà
Çàìûêàíèÿ êîñ
Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà
Àëãîðèòì Âîæåëÿ

3 Óïðàæíåíèÿ

4 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Ñîäåðæàíèå

1 Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó
Òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 3

2 Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà
Çàìûêàíèÿ êîñ
Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà
Àëãîðèòì Âîæåëÿ

3 Óïðàæíåíèÿ

4 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Çàìûêàíèÿ êîñ

Îïðåäåëåíèå 2.1

Çàìûêàíèåì êîñû b íàçûâàåòñÿ çàöåïëåíèå Cl(b), êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ èç b ñîåäèíåíèåì íèæíèõ êîíöîâ êîñû ñ âåðõíèìè, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4: Çàìûêàíèå êîñû

Î÷åâèäíî, ÷òî èçîòîïíûå êîñû ïîðîæäàþò èçîòîïíûå çàöåïëåíèÿ.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Çàìå÷àíèå 2.2

Çàìûêàíèÿ êîñ èìåþò åñòåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ: âñå íèòè êîñû
îðèåíòèðóþòñÿ ñâåðõó âíèç.

Íåêîòîðûå êîñû ïîðîæäàþò óçëû, à íåêîòîðûå � çàöåïëåíèÿ. ×òîáû
íàéòè ÷èñëî êîìïîíåíò â ñîîòâåòñòâóþùåì çàöåïëåíèè, íóæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðîñòûì íàáëþäåíèåì. Åñòü
åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì ãðóïïû êîñ íà ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê
Σ: Br(n)→ Sn, çàäàííîå ïðàâèëîì σi → si , ãäå si � òðàíñïîçèöèÿ
(i i + 1) â ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê.
Ðàññìîòðèì êîñó B. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ÷èñåë p, ïðèíàäëåæàùèõ
îäíîé îðáèòå ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòà Σ(B) íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n},
âåðõíèå òî÷êè êîñû ñ êîîðäèíàòàìè (p, 0) ïðèíàäëåæàò îäíîé
êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.3

×èñëî êîìïîíåíò â çàìûêàíèè êîñû Cl(B) ðàâíî ÷èñëó îðáèò

äåéñòâèÿ ýëåìåíòà Σ(B).

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

ßñíî, ÷òî íå èçîòîïíûå êîñû ìîãóò ïîðîæäàòü èçîòîïíûå
çàöåïëåíèÿ. Ìû âåðíåìñÿ â ýòîìó âîïðîñó ïîçæå.
Èíòåðåñíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà
íèòåé êîñû, çàìûêàíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äàííîå çàöåïëåíèå L.
Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç Braid(L).
Èíòåðåñíàÿ òåîðåìà íà ýòîò ñ÷åò ïðèíàäëåæèò Äæ. Áèðìàí è Ó.
Ìåíàñêî.

Òåîðåìà 2.4

Äëÿ ëþáûõ óçëîâ K1 è K2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Braid(K1#K2) = Braid(K1) + Braid(K2)− 1.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Íà ðèñ. 5 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè óçåë K1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
çàìûêàíèå êîñû èç n íèòåé, à óçåë K2 � êàê çàìûêàíèå êîñû èç m
íèòåé, òî K1#K2 ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì êîñû èç (n + m − 1). Ýòî
äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî �≤�.

K1 K2

K1#K2

Ðèñ. 5: Ïðåäñòàâëåíèå ñâÿçíîé ñóììû ñ ïîìîùüþ êîñ

Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà �≥� ìîæíî íàéòè â [BM].
Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà

Òåîðåìà 2.5 (òåîðåìà Àëåêñàíäåðà [Ale2])

Êàæäîå çàöåïëåíèå ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì íåêîòîðîé êîñû.

Ìû äàäèì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû: îðèãèíàëüíîå
äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà è äîêàçàòåëüñòâî Âîæåëÿ, êîòîðîå äàåò
áûñòðûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîñû.

Îïðåäåëåíèå 2.6

Ïîëèãîíàëüíîå çàöåïëåíèå � ýòî çàöåïëåíèå, ñîñòàâëåííîå èç
îòðåçêîâ, êàê íà ðèñ. 6.

Ðèñ. 6: Ïîëèãîíàëüíîå çàöåïëåíèå

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà

Ìû äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ïîëèãîíàëüíûõ çàöåïëåíèé.
Ðàññìîòðèì äèàãðàììó L îðèåíòèðîâàííîãî ïîëèãîíàëüíîãî
çàöåïëåíèÿ è òî÷êó O â ïëîñêîñòè P äèàãðàììû (íî âíå äèàãðàììû
L). Ñêàæåì, ÷òî L çàïëåòàåòñÿ âîêðóã O åñëè ëþáîå ðåáðî L
îðèåíòèðîâàíî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü îò òî÷êè O.

Îïðåäåëåíèå 2.7

Äëÿ çàäàííûõ L è O, áóäåì íàçûâàòü ðåáðà, îðèåíòèðîâàííûå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîëîæèòåëüíûìè; îñòàëüíûå ðåáðà áóäóò
îòðèöàòåëüíûìè.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà (ïðîäîëæåíèå)

Åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà O, âîêðóã êîòîðîé çàïëåòàåòñÿ äèàãðàììà
çàöåïëåíèÿ, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Àëåêñàíäåðà ñòàíîâèòñÿ âïîëíå
î÷åâèäíûì: ïðîñòî ðàçðåæåì äèàãðàììó âäîëü ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç
O è �âûïðÿìèì äèàãðàììó�, ñì. ðèñ. 7.

Ðèñ. 7: Ïîñòðîåíèå êîñû èç çàïëåòåííîé äèàãðàììû

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó â îáùåì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî
ïåðåñòðîèòü çàäàííóþ ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ â
äèàãðàììó, çàïëåòàþùóþñÿ âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè O.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà: òðþê Àëåêñàíäåðà

Ñíà÷àëà çàôèêñèðóåì òî÷êó O. Äàëåå ïðèìåíèì ñëåäóþùèé òðþê

Àëåêñàíäåðà. Âîçüìåì íåêîòîðîå îòðèöàòåëüíîå ðåáðà AB íàøåãî
ïîëèãîíàëüíîãî çàöåïëåíèÿ è âûáåðåì òî÷êó C íà ïëîñêîñòè
ïðîåêöèè P òàê, ÷òîáû òðåóãîëüíèê ABC ñîäåðæàë O. Çàìåíèì AB
íà ðåáðà AC è CB. Îáà ðåáðà, î÷åâèäíî, áóäóò ïîëîæèòåëüíû, ñì.
ðèñ. 8.
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Ðèñ. 8: Òðþê Àëåêñàíäåðà

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà : òðþê Àëåêñàíäåðà

Ìû áóäåì ïîâòîðÿòü ýòó îïåðàöèþ, ïîêà äèàãðàììû íå ñòàíåò
çàïëåòàòüñÿ âîêðóã O, ÷òî çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî.

Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ áîëåå ïîäðîáíî. Â ñëó÷àå, êîãäà
îòðèöàòåëüíîå ðåáðî AB íå ñîäåðæèò ïåðåêðåñòêîâ, òðþê
Àëåêñàíäåðà ðåàëèçóåòñÿ íàïðÿìóþ, ñì. ðèñ. 8.a. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàçîáüåì ðåáðî AB íà äâà ðåáðà è ïðîòàùèì èõ íàä O, ñì. ðèñ. 9.

O

C

B

A

O

C

B

A

Ðèñ. 9: Ñëó÷àé 8.a.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî Àëåêñàíäåðà : òðþê Àëåêñàíäåðà
(ïðîäîëæåíèå)

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü, êîãäà AB ñîäåðæèò îäèí ïåðåõîä ÷åðåç
äðóãîå ðåáðî; ñì. ðèñ. 8.b.
Íàêîíåö, ñîäåðæèò AB îäèí ïðîõîä ïîä äðóãèì ðåáðîì, ìû ìîæåì
ïðîòàùèòü íîâûå ðåáðà ïîä äèàãðàììîé, ñì. ðèñ. 8.c.

Çàìå÷àíèå 2.8

Îïèñàííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àëåêñàíäåðà ñîäåðæèò
êîíêðåòíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîñû èç çàöåïëåíèÿ. Îäíàêî ýòîò
àëãîðèòì îöåíü ìåäëåííûé. Íèæå ìû èçëîæèì áîëåå áûñòðûé
àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîñû ïî çàöåïëåíèþ.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Ìû îïèøåì àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ïüåðîì Âîæåëåì [Vog1].
Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.9

Îðèåíòèðîâàííàÿ êîñà ÿâëÿåòñÿ çàïëåòåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà,
âîêðóã êîòîðîé çàïëåòàåòñÿ äàííàÿ äèàãðàììà.

Çàïëåòåííóþ äèàãðàììó ëåãêî ïðåäñòàâèòü â âèäå çàìûêàíèÿ êîñû.

Çàìå÷àíèå 2.10

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîéñòâî çàïëåòåííîñòè äèàãðàììû íå çàâèñèò îò
ñòðóêòóðû ïåðåêðåñòêîâ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû áóäåì ðàáîòàòü
òîëüêî ñ òåíÿìè çàöåïëåíèé. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì
èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î ïðîõîäàõ è ïåðåõîäàõ ïåðåêðåñòêîâ.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Ïóñòü äàíà äèàãðàììà D îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ L.
Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñãëàæèâàíèÿ ïåðåêðåñòêîâ, ïðîñòî �ñãëàæèâàÿ�
êàæäûé ïåðåêðåñòîê ñîãëàñíî îðèåíòàöèè, êàê íà ðèñ. 10.
Ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ íàáîð îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà.
Îáîçíà÷èì ýòî ñãëàæèâàíèå ÷åðåç σ.
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Ðèñ. 10: Ñãëàæèâàíèÿ ïåðåêðåñòêîâ è îêðóæíîñòè Çåéôåðòà

Îïðåäåëåíèå 2.11

Ñêàæåì, ÷òî âñå îêðóæíîñòè Çåéôåðòà ïëîñêîé äèàãðàììû îáðàçóþò

ãíåçäà, åñëè îíè èíäóöèðóþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ íà ïëîñêîñòè
è îãðàíè÷èâàþò ñèñòåìó âëîæåííûõ äèñêîâ.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âñå îêðóæíîñòè Çåéôåðòà ïëîñêîé äèàãðàììû
îáðàçóþò ãíåçäî, òî ýòà äèàãðàììû ÿâëÿåòñÿ çàïëåòåííîé. Áîëåå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî íèòåé ó êîñû ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ äèàãðàììó D è ðàññìîòðèì åå òåíü. Òåíü
äåëèò ñôåðó (îäíîòî÷å÷íóþ êîìïàêòèôèêàöèþ ïëîñêîñòè) íà
äâóìåðíûå êëåòêè, íàçûâàåìûå ãðàíÿìè. Âíåøíÿÿ ãðàíü ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íóþ òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 2.12

Ãðàíü S íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîé, åñëè ó íåå åñòü äâà ðåáðà a, b,
ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà A1,A2, êîòîðûå
èíäóöèðóþò îäíó îðèåíòàöèþ íà S , è óïîðÿäî÷åííîé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòè Çåéôåðòà A1,A2 îáðàçóþò
íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü.
Ïðèìåíèì äâèæåíèå Ω2 ðåáðàì A1,A2, îáðàçóþùèì
íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11. Â ýòì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî ãðàíåé ñòàíîâèòñÿ �áîëåå óïîðÿäî÷åííûì�.
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Ðèñ. 11: Ðåäóêöèÿ íåóïîðÿäî÷åííîé ãðàíè

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Óòâåðæäåíèå 2.13

Åñëè âñå ðåáðà ãðàíè Σ ïðèíàäëåæàò äâóì îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà,

òî ýòà ãðàíü óïîðÿäî÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðåáðà ýòîé ãðàíè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå
ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé îêðóæíîñòè Çåéôåðòà èìåþò
îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ.

Ðàññìîòðèì äâà ñîñåäíèõ ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì
îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà. Òîãäà îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå
îðèåíòàöèè. Òàèì îáðàçîì, ëþáûå äâà ðåáðà ãðàíè, ïðèíàäëåæàùèå
ðàçíûì îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà, èìåþò ðàçíóþ îðèåíòàöèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíü óïîðÿäî÷åíà.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Óòâåðæäåíèå 2.14

Åñëè äèàãðàììà D çàöåïëåíèÿ L íå èìååò íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé,

÷òî åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â çàïëåòåííóþ äèàãðàììó ñ ïîìîùüþ

çàìåíû áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó D áåç íåóïîðÿäî÷åííûõ
ãðàíåé. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ãðàíü. Ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ðåáðà ýòîé
ãðàíè ëèáî èìåþò îäíó îðèåíòàöèþ (è çíà÷èò, ïðèíàäëåæàòü îäíîé
îêðóæíîñòè Çåéôåðòà), ëèáî èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè
(è ïðèíàäëåæàò ðàçíûì îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà). Åñëè ìû
îáúåäèíèì ñîñåäíèå ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé îêðóæíîñòè
Çåéôåðòà, â îäíî �äëèííîå� ðåáðî, òî ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé
ìíîãîóãîëüíèê M (èëè öåëóþ îêðóæíîñòü Çåéôåðòà).

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Îðèåíòàöèè ðåáåð ìíîãîóãîëüíèêà M ÷åðåäóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî ðåáåð ìíîãîóãîëüíèêà ÷åòíî (èëè ðàâíî îäíîìó â ñëó÷àå
îêðóæíîñòè Çåéôåðòà). Òàê êàê ãðàíü óïîðÿäî÷åíà, òî âñå ðåáðà
ïðèíàäëåæàò íå áîëåå, ÷åì äâóì îêðóæíîñòÿì. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäàÿ îêðóæíîñòü Çåéôåðòà, îáðàçóþùàÿ ðåáðî ìíîãîóãîëüíèêà M
ñìåæíà ëèáî ñ îäíîé, ëèáî ñ äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè (ëåæàùèìè ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò M). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëàñü áû
íåóïîðÿäî÷åííàÿ ãðàíü ïðèìûêàþùàÿ ê òðåì ðàçëè÷íûì
îêðóæíîñòÿì Çåéôåðòà. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëàãàåòñÿ
ñëóøàòåëþ â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Àëãîðèòì Âîæåëÿ (ïðîäîëæåíèå)

Àëãîðèòì Âîæåëÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ñãëàäèì

ïåðåêðåñòêè ïî ïðàâèëó: → , → . Äàëåå, èñïîëüçóÿ
äâèæåíèå Ω2, èçáàâèìñÿ îò íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé. Íàêîíåö, åñëè
îêðóæíîñòè Çåéôåðòà íå îáðàçóþò ãíåçäî, ïîìåíÿåì áåñêîíå÷íîñòü.
Îïèøåì àëãîðèòì áîëåå ïîäðîáíî.

Ñíà÷àëà ñãëàäèì âñå ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû. Ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî

îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ýòèõ îêðóæíîñòåé ÷åðåç s.

Íåêîòîðûå ïàðû îêðóæíîñòåé ìîãóò îáðàçîâûâàòü íåóïîðÿäî÷åííûå

ãðàíè. Ïîñòðîèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè

Çåéôåðòà; äâå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè ñóùåñòâóåò

íåóïîðÿäî÷åííàÿ ãðàíü, êîòîðàÿ èíöèäåíòíà ñîîòâåòñòâóþùèì äâóì

îêðóæíîñòÿì. Óäàëèì èç ãðàôà âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ �âíåøíåé�

îêðóæíîñòè Çåéôåðòà. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ãðàô ÷åðåç Γ1. Îáîçíà÷èì

îñòàâøóþñÿ s − 1 îêðóæíîñòü ÷åðåç A1,A2, . . . ,As−1 òàê, ÷òîáû Ai

îáðàçîâûâàëà íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü ñ îäíîé èç ïðåäûäóùèõ

îêðóæíîñòåé. Òàêàÿ íóìåðàöèÿ íàéäåòñÿ, åñëè ãðàô Γ1 ñâÿçåí. Â

íåñâÿçíîì ñëó÷àå ïðèìåíèì äàííûé àëãîðèòì ê êàæäîé êîìïîíåíòå, â

ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü åùå áûñòðåå.

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÇàìûêàíèÿ êîñ Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Àëãîðèòì Âîæåëÿ

Àëãîðèòì Âîæåëÿ (ïðîäîëæåíèå)

Ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ. Ðàññìîòðèì íåóïîðÿäî÷åííóþ
ãðàíü, îáðàçîâàííóþ îêðóæíîñòÿìè A1 è A2, è ïðèìåíèì äâèæåíèå
Ω2, êàê ïîêàçàíî âûøå. Âìåñòî îêðóæíîñòåé A1 è A2 ìû ïîëó÷èì
äâå îêðóæíîñòè Çåéôåðòà, îäíà èç êîòîðîé ëåæèò â äðóãîé. Êðîìå
òîãî, îíè íå îáðàçóþò íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé, ñì. ðèñ. 12.' $
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Ðèñ. 12: Óäàëåíèå íåóïîðÿäî÷åííîé ãðàíè
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Àëãîðèòì Âîæåëÿ (ïðîäîëæåíèå)

Îáîçíà÷èì âíåøíþþ îêðóæíîñòü ÷åðåç A1 è âíóòðåííþ ÷åðåç A2.
Åñëè �ïðåæíÿÿ A2� îáðàçîâûâàëà íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü ñ
îêðóæíîñòüþ A3, òî íîâàÿ îêðóæíîñòü A1 òàêæå îáðàçóþò
íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü ñ A3 (îáîçíà÷åíèå êîòîðîé íå ìåíÿåòñÿ).
Ïðèìåíèì äâèæåíèå Ω2 ê îêðóæíîñòÿì A1 è A3 è ñíîâà ïîìåíÿåì
îáîçíà÷åíèÿ: âíåøíÿÿ îêðóæíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, à
âíóòðåííþþ � ÷åðåç A3 è ò.ä. Íàêîíåö, (ïîñëå s − 2 îïåðàöèé Ω2)
ìû ïîëó÷èì îäíó âíåøíþþ îêðóæíîñòü A1, êîòîðàÿ íå áóäåò
ïîðîæäàòü íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé. Òåïåðü çàôèêñèðóåì A1, è
ïðèìåíèì òó æå ïðîöåäóðó ê ïàðàì (A2,A3), (A2,A4), è ò.ä. Ïîñëå
ýòîãî ñäåëàåì òî æå äëÿ A3,Ai , i > 3, è òàê äàëåå. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
(s−1)(s−2)

2
âòîðûõ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà è (âîçìîæíî) èçìåíåíèÿ

áåñêîíå÷íîé òî÷êè ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé
A1,A2, . . . ,As−1, ãäå êàæäàÿ îêðóæíîñòü ëåæèò âíóòðè ïðåäûäóùåé
è íèêàêèå äâå îêðóæíîñòè íå îáðàçóþò íåóïîðÿäî÷åííîé ãðàíè.
Ïîêàæåì, ÷òî îñòàâøàÿñÿ îêðóæíîñòü, êîòîðóþ ìû �óäàëèëè� â
ñàìîì íà÷àëå, òîæå íå îáðàçóåò íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàíåé.
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Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ýòà îêðóæíîñòü ñîäåðæèò âíåøíþþ ãðàíü,
îíà ìîæåò îáðàçîâûâàòü íåóïîðÿäî÷åííóþ ãðàíü òîëüêî ñ A1, íî
òàêîãî áûòü íå ìîæåò. Ïîñëå ýòîãî, ïîìåíÿåì áåñêîíå÷íóþ òî÷êå
(åñëè íåîáõîäèìî). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå C 2

s−2
îïåðàöèé (â ñâÿçíîì

ñëó÷àå; â íåñâÿçíîì îïåðàöèé åùå ìåíüøå) ìû ïîëó÷èì
çàïëåòåííóþ äèàãðàììó.
Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.15

Åñëè äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ D èìååò n ïåðåêðåñòêîâ è s
îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà, òî

1 Àëãîðèòì Âîæåëÿ òðåáóåò íå áîëåå C 2

s−2
âòîðûõ äâèæåíèé

Ðåéäåìåéñòåðà.

2 ×èñëî íèòåé â ïîëó÷àþùåéñÿ êîñå ðàâíî s, à ÷èñëî
ïåðåêðåñòêîâ íå ïðåâîñõîäèò n + (s − 1)(s − 2).

Íà ñëåäóþùèõ äâóõ ñëàéäàõ ïðè ïðèìåíÿåì àëãîðèòì Âîæåëÿ ê óçëó
52.
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Çàìå÷àíèå 2.16

Åñòü åùå îäèí àëãîðèòì, ñòðîÿùèé êîñó ïî çàöåïëåíèþ,
ïðåäëîæåííûé Ë.Õ. Êàóôìàíîì è Ñ. Ëàìáðîïîëó â [KaLa].
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Ïëåòåíîå çàìûêàíèå

Äëÿ êîñβ ∈ Br(2n) ñóùåñòâóåò äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ çàöåïëåíèÿ,
òàê íàçûâàåìîå ïëåòåíîå çàìûêàíèå, ñì. ðèñ. 13.

Ðèñ. 13: Ïëåòåíîå çàìûêàíèå

Â [Bir2] ìîæíî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà òåîðåìû Àëåêñàíäåðà
äëÿ ïëåòåíûõ çàìûêàíèé.
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Óïðàæíåíèÿ

1 Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó èíâàðèàíòíî ïðè âòîðîì è
òðåòüåì äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà.

2 Íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó äëÿ ñëåäóþùèõ êîñ:

σ31
σ1σ

−1

2
σ1σ

−1

2

σ1σ
−1

2
σ1σ

−1

2
σ1σ

−1

2

3 Ïîñòðîéòå êîñû äëÿ ñëåäóþùèõ çàöåïëåíèé, èñïîëüçóÿ �òðþê
Àëåêñàíäåðà�:

ïðàâûé è ëåâûé òðèëèñòíèê,
óçåë âîñüìåðêà,
êîëüöà Áîððîìåî.
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Óïðàæíåíèÿ

1 Ïîñòðîéòå êîñû äëÿ ñëåäóþùèõ çàöåïëåíèé, èñïîëüçóÿ
àëãîðèòì Âîæåëÿ:

ïðàâûé è ëåâûé òðèëèñòíèê,
óçåë âîñüìåðêà,
êîëüöà Áîððîìåî.
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Èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à: ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Br(n)

Â ëåêöèè 7 ìû ðàññìàòðèâàëè äåéñòâèå Ãóðâèöà, êîòîðîå ìîæíî
îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì êîñ è �ïðîøèâàíèÿ� äèàãðàìì êîñ.
Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: Ðàññìîòðèì ìîäóëü Vn, ñ îáðàçóþùèìè {v1, . . . , vn} íàä
Z[t±1]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Vn èçîìîðôíî ⊕nZ[t±1] ïî ôîðìóëå
v 7→ (x1, . . . , xn), ãäå v = x1v1 + · · ·+ xnvn. Òåïåðü äëÿ êàæäîé
îáðàçóþùåé σi îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì φσi èç ⊕nZ[t±1] â ñåáÿ ïî
ôîðìóëå

(x1, . . . , xi , xi+1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , (1− t)xi + txi+1, xi , . . . , xn),

ñì ðèñ. 14.
x1 xi xi+1 xn

xi+1 (1− t1)xi+1 + t−1xi

σi

(1− t)xi + txi+1

σ−1
i

xi

x1 xi xi+1 xn

x1 x1 xn

Ðèñ. 14: Îáðàçóþùèå Br(n) è ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå èç ⊕nZ[t±1] â
ñåáÿ
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Èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à: ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Br(n)
(ïðîäîëæåíèå)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî φσi ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìîäóëåé, òàê ÷òî
φσi ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå n × n íàä Z[t±1]

φσi 7→


I

1− t t
1 0

I

 .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó,
îïðåäåëåííûì â íà÷àëå ëåêöèè.

Çàìå÷àíèå 4.1

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëî, ïðèâåäåííîå íà ðèñ. 14, ñîâïàäàåò ñ
ïðàâèëîì ðàñêðàñêè êâàíäëà Àëåêñàíäåðà (Z[t±1], ◦).

Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó, ïîëó÷àåòñÿ èç êîñ, îäíàêî äàåò èíâàðèàíò
óçëîâ. (Ìû ïîëó÷àåì óçëû è çàöåïëåíèÿ êàê çàìûêàíèÿ êîñ).

Ëåêöèÿ 8. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà



Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Çàìûêàíèÿ êîñ è òåîðåìà Àëåêñàíäåðà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à: ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Br(n)
(ïðîäîëæåíèå)

Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Br(n).

Â [CYZ] àâòîðû èçó÷àëè ïðåäñòàâëåíèå êîñ, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ
òðèàíãóëÿöèé äîïîëíåíèÿ ê óçëó. Îíî òåñíî ñâÿçàíî ñ
ãðàíè÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì SL(2,C) è ïðîáëåìîé
îáúåìîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óçëîâ.

Â ãëàâàõ 15.6 è 15.7 ìîíîãðàôèè [FKMN] íàéäåíî íåñêîëüêî
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êðàøåííûõ êîñ, ïîñòðîåííûõ â
êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâàõ äèñêîâ è òðèàíãóëÿöèé.

Ïðîáëåìà

Ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Br(n), èñïîëüçóÿ äèàãðàììû,
êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà è ò.ä., êîòîðûå áû äàâàëè
èíâàðèàíòû óçëîâ.
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