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Ñâÿçíàÿ ñóììà

Îïðåäåëåíèå 1.1

Ïîä êîìïîçèöèåé, êîíêàòåíàöèåé èëè ñâÿçíîé ñóììîé óçëîâ K1 è K2

áóäåì ïîíèìàòü îðèåíòèðîâàííûé óçåë, ïîëó÷åííûé ïðèñîåäèíåíèåì
óçëà K2 ê óçëó K1 ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè, ñì. ðèñ. 1. Îáîçíà÷åíèå:
K1#K2.

K1

K2

K1

K2

K1#K2

Ðèñ. 1: Ñâÿçíàÿ ñóììà óçëîâ
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Ëåììà 1.2

Îïåðàöèÿ ñâÿçíîé ñóììû êîððåêòíî îïðåäåëåíà, òî åñòü êëàññ
èçîòîïèè K1#K2 íå çàâèñèò îò âûáîðà ìåñòà ñîåäèíåíèÿ.

A

B
разрез A

разрез B

C

Ðèñ. 2: Ñâÿçíàÿ ñóììà íå çàâèñèò îò ìåñòà ñîåäèíåíèÿ
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Ëåììà 1.3

Ñâÿçíàÿ ñóììà êîììóòàòèâíà: äëÿ ëþáûõ óçëîâ K1,K2 óçëû K1#K2

è K2#K1 èçîòîïíû.

K1#K2 K2#K1

Ðèñ. 3: K1#K2 è K2#K1 ýêâèâàëåíòíû.

Ìû îñòàâëÿåì äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1.2 è 1.3 â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Òðåáóåìàÿ èçîòîïèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà â êëàññå óçëîâ ñ
óäàëåííûìè íà áåñêîíå÷íîñòü êîíöàìè (äëèííûõ óçëîâ).
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Òåîðåìà 1.4

Ïóñòü óçåë K1 íåòðèâèàëåí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî óçëà K2 ñâÿçíàÿ
ñóììà K1#K2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì óçëîì.

Çàìå÷àíèå 1.5

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî (K1#K2)#K3 = K1#(K2#K3) è, ñëåäîâàòåëüíî,
(K,#) îáðàçóåò ïîëóãðóïïó. Â ÷àñòíîñòè, K#© ýêâèâàëåíòåí K ,
çíà÷èò, © � åäèíè÷íûé ýëåìåíò. Îäíàêî ïî òåîðåìå 1.4
íåòðèâèàëüíûå óçëû íå èìåþò îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ. Â ñèëó äàííîãî
íàáëþäåíèÿ, ìíîæåñòâî óçëîâ (K,#) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì
ìîíîèäîì.

Ìû äàäèì òðè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4. Ïåðâîå èç íèõ íå âïîëíå
ñòðîãî, íî î÷åíü íàãëÿäíî. Âòîðîå îñíîâàíî íà çàìå÷àòåëüíîé èäåå,
ïðèíàäëåæàùåé Äæ.Õ. Êîíâåþ. Ïîñëåäíåå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì èç íåêîòîðîãî áîëåå ñèëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.
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Óìîçðèòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4

Ïóñòü óçåë K1 íåòðèâèàëåí, à K1#K2 òðèâèàëåí. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ

K1#K2, (K1#K2)#(K1#K2), . . . ,

ãäå óçåë K1 ëåæèò âíóòðè øàðà ðàäèóñà 1, óçåë K2 � âíóòðè øàðà
ðàäèóñà 1

2
, óçåë K1 ëåæèò âíóòðè øàðà ðàäèóñà 1

4
è ò.ä.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ðàçìåñòèòü ýòó áåñêîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå, ñì. ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4: Äèêèé óçåë
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Óìîçðèòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4 :
ïðîäîëæåíèå

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äèêèé óçåë1. Îáîçíà÷èì ýòîò óçåë
÷åðåç a. Òàê êàê óçåë K1#K2 òðèâèàëåí, óçåë a òîæå áóäåò
òðèâèàëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó íàñ åñòü òàêîå ðàçëîæåíèå:
a = K1#(K2#K1)#(K2#K1) . . . Òàê êàê ñâÿçíàÿ ñóììà
êîììóòàòèâíà, òî óçåë K2#K1 òðèâèàëåí. Çíà÷èò, òðèâèàëüíûé óçåë
a èçîòîïåí K1. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû.

1Ïîä äèêèì óçëîì ìû ïîíèìàåì íåïðåðûâíîå âëîæåíèå S1 → S3, êîòîðîå íå

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî Äæ.Õ. Êîíâåÿ òåîðåìû 1.4

Îïðåäåëåíèå 1.6

Ïîä ñòàíäàðòíî âëîæåííûì (â R3) òåëîì ñ ðó÷êàìè Sg , g ∈ N, ìû
ïîíèìàåì òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü ãðàôà, âëîæåííîãî â ïëîñêîñòü
R2 ⊂ R3, ñì. ðèñ. 5. '

&

$

%
. . .

g − 1 âåðòèêàëüíûõ ëèíèé
Ðèñ. 5: Ïëàíàðíûé ãðàô

Ïîä ñòàíäàðòíî âëîæåííîé ïîâåðõíîñòüþ ñ ðó÷êàìè ìû ïîíèìàåì
ãðàíèöó ñòàíäàðòíî âëîæåííîãî òåëà ñ ðó÷êàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî Äæ.Õ. Êîíâåÿ òåîðåìû 1.4 :
ïðîäîëæåíèå

Ìû âèäèì, ÷òî ñâÿçíàÿ ñóììà K1#K2 èìååò òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü
T , èçîìîðôíóþ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè óçëà K1, ñì. ðèñ. 6. Ëþáîé
ìåðèäèîíàëüíûé äèñê D äàííîé îêðåñòíîñòè èìååò (ãîìîëîãè÷åñêè)
íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ K1#K2.
Îäíàêî ó òðèâèàëüíîãî óçëà U åäèíñòâåííîé îêðåñòíîñòüþ T ′ ñ
îïèñàííûì âûøå ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå òîðà.
Òàê êàê óçåë K1 íåòðèâèàëåí, òî �óòîëùåíèÿ� óçëîâ T ′ è T íå
èçîòîïíû. Çíà÷èò, K1#K2 � íåòðèâèàëüíûé óçåë.

Ðèñ. 6: Ñâÿçíàÿ ñóììà äâóõ íåòðèâèàëüíûõ óçëîâ íåòðèâèàëüíà
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Ïðîñòûå óçëû

Îïðåäåëåíèå 1.7

Óçåë K íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè äëÿ ëþáûõ óçëîâ L,M, òàêèõ ÷òî
K = L#M, îäèí èç óçëîâ L,M òðèâèàëåí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óçåë
íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.8

Åñëè äëÿ óçëîâ K , L,M âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå K = L#M, òî
ãîâîðÿò, ÷òî óçëû L,M äåëÿò óçåë K .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû óçëîâ
(K, ]), êðîìå òðèâèàëüíîãî óçëà, íå èìåþò îáðàòíîãî ýëåìåíòà.
Ðàññìîòðèì äðóãèå ñâîéñòâà ýòîé ïîëóãðóïïû.
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Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà

Ñåé÷àñ ìû îïðåäåëèì ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà, ââåäåííûå âïåðâûå Õ.
Çåéôåðòîì â [Sei1], ñì. òàêæå [Sei2, CF].

Îïðåäåëåíèå 2.1

Ïóñòü L � îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå. Ïîâåðõíîñòüþ Çåéôåðòà
çàöåïëåíèÿ L íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ äâóìåðíàÿ
ïîâåðõíîñòü â R3, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàöåïëåíèå L, ïðè÷åì
îðèåíòàöèÿ çàöåïëåíèÿ L èíäóöèðîâàíà îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà 2.2

Ó ëþáîãî çàöåïëåíèÿ â R3 ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ äèàãðàììó D çàöåïëåíèÿ L. Ñãëàäèì
ïåðåêðåñòêè çàöåïëåíèÿ, êàê ïîêàçàíî íèæå.

Ðèñ. 7: Ñãëàæèâàíèå ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû

Ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ ìû ïîëó÷èì íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ
çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2: ïðîäîëæåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.3

Ïîëó÷åííûå êðèâûå íàçîâåì îêðóæíîñòÿìè Çåéôåðòà.

Ïðèêëåèì äèñêè ê ýòèì îêðóæíîñòÿì. Õîòÿ íà ïëîñêîñòè
âíóòðåííîñòè îêðóæíîñòåé ìîãóò áûòü âëîæåíû äðóã â äðóãà, äèñêè
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàçìåñòèòü áåç ïåðåñå÷åíèé.

Ðèñ. 8: Îêðóæíîñòè Çåéôåðòà è äèñêè
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2: ïðîäîëæåíèå

Â îêðåñòíîñòè êàæäîãî ïåðåêðåñòêà äâà äèñêà ïîäõîäÿò äðóã ê äðóãó.
Âûáåðåì îòðåçêè íà êðàþ ýòèõ äèñêîâ è ñîåäèíèì èõ ïåðåêðó÷åííîé
ëåíòîé, ñì. ðèñ. 9. Êðàåì ýòîé ëåíòû ÿâëÿþòñÿ äâå äóãè çàöåïëåíèÿ,
èíöèäåíòíûå âûáðàííîìó ïåðåêðåñòêó. Äâà ïîëîæåíèÿ (âåðõíåå è
íèæíåå) íà ðèñ. 9 ïîêàçûâàþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïåðåêðóòêè (â
îäíîì ñëó÷àå âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ ëåæèò âûøå ãîðèçîíòàëüíîé, â
äðóãîì ñëó÷àå � íàîáîðîò).

диск 

диск 

диск 

диск 

диск 

диск 

диск 

диск 

Ðèñ. 9: Ïðèêëåèâàíèå ëåíòû ê äèñêàì

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2: ïðîäîëæåíèå

Ðèñ. 10: Ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü, âîçìîæíî, íåñâÿçíóþ.
Ñîåäèíÿÿ ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû òîíêèìè òðóáêàìè, ëåãêî ïîëó÷èòü
ñâÿçíóþ ïîâåðõíîñòü ñ òîé æå ãðàíèöåé.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2: ïðîäîëæåíèå

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðîâàííàÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, îðèåíòàöèÿ ñãëàæåííîé äèàãðàììû çàäàåò
îðèåíòàöèþ äèñêîâ, è ïðèêëåèâàíèå ëåíò ê äèñêàì ñîãëàñîâàííî ñ
îðèåíòàöèåé. Ïîýòîìó ñêëååííàÿ ïîâåðõíîñòü òàêæå áóäåò
îðèåíòèðîâàíà.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Ëåììà 2.4

×åòíîñòü ÷èñëà îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà â äèàãðàììå
k�êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n ïåðåêðåñòêàìè ñîâïàäàåò ñ
÷åòíîñòüþ n − k .

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü L � äèàãðàììà k�êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ
ñ n ïåðåêðåñòêàìè. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà S(L).
Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü íà êëåòêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû
ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïåðåêðåñòêàì L (ïî äâå âåðøèíû íà
êàæäûé ïåðåêðåñòîê), ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò äóãàì äèàãðàììû; òàêæå
ðåáðî ñîåäèíÿåò ïàðó âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó ïåðåêðåñòêó;
ñì. ðèñ. 12.

Первая клетка

Вторая клетка

Ðèñ. 11: Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Äîêàçàòåëüñòâî : ïðîäîëæåíèå

×èñëî êëåòîê ðàçáèåíèÿ ðàâíî ÷èñëó îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà. Òåïåðü
ïðèêëåèì äèñêè ê êîìïîíåíòàì êðàÿ (êîìïîíåíòàì èñõîäíîãî
çàöåïëåíèÿ). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì çàìêíóòóþ
îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü. Åå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ÷åòíà.
Îíà ðàâíà 2n − 3n + S + k , ãäå n � ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ â äèàãðàììå
L, è S � ÷èñëî îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà ýòîé äèàãðàììû. Ïîñêîëüêó
÷èñëî 2n − 3n + S + k = −n + S + k ÷åòíî, ìû ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Ðîä óçëà

Îïðåäåëåíèå 2.5

Ãîâîðÿò, ÷òî óçåë K èìååò ðîä g , åñëè g � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
ðó÷åê ñðåäè ïîâåðõíîñòåé Çåéôåðòà, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëó K .

Ïîíÿòèå ðîäà óçëà òàêæå áûëî ââåäåíî Õ. Çåéôåðòà â [Sei1].

Çàìå÷àíèå 2.6

Íà ñàìîì äåëå, âû÷èñëåíèå ðîäà óçëà � î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à,
îäíàêî îíà áûëà ðåøåíà Õàêåíîì. Äëÿ ýòîãî îí ðàçâèë òåîðèþ
íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé � ïîâåðõíîñòåé â 3�ìíîãîîáðàçèÿõ,
ðàñïîëîæåííûõ íîðìàëüíî ïî îòíîøåíèþ ê êëåòî÷íîìó ðàçáèåíèþ,
ñì. [Hak]. Ðàñïîçíàâàíèå òðèâèàëüíîãî óçëà (óçëà ðîäà 0) � ÷àñòíûé
ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Ëåììà 2.7

Ôóíêöèÿ g àääèòèâíà; ò.å. äëÿ ëþáûõ óçëîâ K1,K2 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî g(K1) + g(K2) = g(K1#K2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî g(K1#K2) ≤ g(K1) + g(K2).
Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà F1 è F2 ìèíèìàëüíîãî ðîäà äëÿ
óçëîâ K1 è K2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè
ïîâåðõíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñîåäèíèì äâå ïîâåðõíîñòè ëåíòîé
ñîãëàñíî èõ îðèåíòàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü
Çåéôåðòà óçëà K1#K2 ðîäà g(K1) + g(K2). Ñëåäîâàòåëüíî,

g(K1#K2) ≤ g(K1) + g(K2).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî g(K1#K2) ≥ g(K1) + g(K2). Ðàññìîòðèì
ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà ìèíèìàëüíîãî ðîäà F óçëà K1#K2.
Ñóùåñòâóåò (òîïîëîãè÷åñêàÿ) ñôåðà S2, ðàçäåëÿþùàÿ óçëû K1 è K2

â ñâÿçíîé ñóììå K1#K2 â íåêîòîðûõ òî÷êàõ A,B.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïðîäîëæåíèå

Ñôåðà S2 ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü F ïî íåñêîëüêèì ïðîñòûì
çàìêíóòûì êðèâûì è ïî êðèâîé ñ êîíöàìè A,B. Êàæäàÿ îêðóæíîñòü
ðàçäåëÿåò ñôåðó S2 íà äâå ÷àñòè; îäíà èç íèõ íå ñîäåðæèò òî÷åê
êðèâîé AB. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå F ∩ S2 ñîñòîèò èç ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ a1, . . . , ak
è îäíîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé A è B. Îêðåñòíîñòü êàæäîé
êîìïîíåíòû ai â F âûãëÿäèò êàê öèëèíäð. Âûðåæåì íåáîëüøóþ
÷àñòü öèëèíäðà, ñîäåðæàùóþ îêðóæíîñòü ai è çàêëåèì îñòàëüíóþ
÷àñòü öèëèíäðà íåáîëüøèìè äèñêàìè. Åñëè ïîëó÷èâøàÿñÿ
ïîâåðõíîñòü íå ñâÿçíà, âûáåðåì êîìïîíåíòó, ñîäåðæàùóþ K1#K2.
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîé îïåðàöèè ê êàæäîé îêðóæíîñòè ìû
ïîëó÷èì êîìïàêòíóþ ïîâåðõíîñòü F ′, ñîäåðæàùóþ óçåë K1#K2 è
ïåðåñåêàþùóþñÿ ñî ñôåðîé S2 òîëüêî ïî äóãå AB. Îïåðàöèÿ,
îïèñàííàÿ âûøå, ìîæåò òîëüêî óìåíüøàòü ÷èñëî ðó÷åê. Òàêèì
îáðàçîì, g(F ′) ≤ g(F ). Òàê êàê ðîä ïîâåðõíîñòè F ìèíèìàëåí, ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî g(F ′) = g(F ) = g(K1#K2).

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïðîäîëæåíèå

ai F

S2

F'

S2

Ðèñ. 12: Ïåðåñòðîéêà ïîâåðõíîñòè F

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Äîêàçàòåëüñòâî: ïðîäîëæåíèå

Ñôåðà S2 äåëèò ïîâåðõíîñòü F ′ íà ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà óçëîâ K1 è K2. Òàêèì
îáðàçîì,

g(K1) + g(K2) ≤ g(F ′) = g(K1#K2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìû äîêàçàëè íåðàâåíñòâî �≥�, äåëàåì âûâîä îá
àääèòèâíîñòè ðîäà. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 2.8

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íåòðèâèàëüíûé óçåë íå
ìîæåò èìåòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà, ïîñêîëüêó òîëüêî òðèâèàëüíûé
óçåë èìååò ðîä 0, ðîä äðóãèõ óçëîâ ïîëîæèòåëåí. Ýòî òðåòüå
äîêàçàòåëüñòâî íåîáðàòèìîñòè íåòðèâèàëüíûõ óçëîâ � òåîðåìû 1.4.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Ëåììà 2.9

Ïóñòü L è M � óçëû è ïóñòü K � ïðîñòîé óçåë, äåëÿùèé L#M.
Òîãäà ëèáî K äåëèò L, ëèáî K äåëèò M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óçåë L#M âìåñòå ñ ïëîñêîñòüþ p,
ïåðåñåêàþùåé åãî â äâóõ òî÷êàõ A è B è îòäåëÿþùåé óçåë L îò óçëà
M. Ïðè ïåðåõîäå îò R3 ê S3 = R3 ∪∞, ïëîñêîñòü p ïðåâðàùàåòñÿ â
ñôåðó P.
Òàê êàê L#M äåëèòñÿ íà K , ñóùåñòâóåò (òîïîëîãè÷åñêàÿ) äâóìåðíàÿ
ñôåðà S2, ïåðåñåêàþùàÿ óçåë L#M ïî äâóì òî÷êàì.
Åñëè ýòà ñôåðà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñôåðîé P, çàäà÷à ðåøåíà.

L M

PS²

Ðèñ. 13: S2 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ P

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïðîäîëæåíèå

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñôåðà S2 ïåðåñåêàåò
ñôåðó P ïî íåñâÿçíîìó íàáîðó íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ
(îêðóæíîñòåé). Êàæäàÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé íà ñôåðå P ëèáî
ðàçäåëÿåò òî÷êè A è B, ëèáî íåò. Îêðóæíîñòè, íå ðàçäåëÿþùèå
A è B ëåãêî óäàëèòü íåáîëüøîé ïåðåñòðîéêîé ñôåðû, íà÷èíàÿ ñ òåõ
îêðóæíîñòåé, êîòîðûå íå ñîäåðæàò âíóòðè ñåáÿ äðóãèõ êðèâûõ.

PS²

L#M

Ðèñ. 14: S2 ïåðåñåêàåòñÿ ñ P

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïðîäîëæåíèå

Ïðè óäàëåíèè îêðóæíîñòåé ci , ðàçäåëÿþùèõ òî÷êè A è B, íóæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòîòîé óçëà K . Ñôåðà P ðàçáèâàåò ñôåðó
S3 = R3 ∪∞ íà äâà òðåõìåðíûõ øàðà. Ïóñòü BK � øàð,
ñîäåðæàùèé óçåë K . Ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ñôåðû
S2 ∩ BK , ñîäåðæàùóþ ci . Îíà ìîæåò áûòü ëèáî äèñêîì, ëèáî
öèëèíäðîì. Â ñëó÷àå öèëèíäðà êðèâóþ ci ìîæíî óäàëèòü
äåôîðìàöèåé ñôåðû S2 âìåñòå ñ äðóãîé êðèâîé (äðóãèì êîíöîì òîãî
æå öèëèíäðà). Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé äèñê D2

ïåðåñåêàåò óçåë L#M ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Â ñèëó ïðîñòîòû óçëà K
ïîëó÷àåì, ÷òî â øàðå BK óçåë ðàñïîëîæåí öåëèêîì ïî îäíó ñòîðîíó
îò äèñêà D2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óäàëèòü äèñê D2 è êðèâóþ ci ,
åãî îãðàíè÷èâàþùóþ.
Â ñèëó âûøåèçëîæåííîãî, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî åñëè ñâÿçíàÿ ñóììà
L#M äåëèòñÿ íà K , òî îäèí èç óçëîâ L èëè M äåëèòñÿ íà K .

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Çàìå÷àíèå 2.10

Äàííîå ôóíäàìåíòàëüíîå óòâåðæäåíèå àðèôìåòèêè óçëîâ
ïðèíàäëåæèò Øóáåðòó, ñì. [Sch].

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

1 Èçîòîïíûå êëàññû óçëîì îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ ïîëóãðóïïó
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâÿçíîé ñóììû; åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì
ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûé óçåë.

2 Íåòðèâèàëüíûå óçëû íå èìåþò îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ;

3 Èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ðàçëîæåíèå
óçëîâ íà ïðîñòûå óçëû;

4 ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ óçëîâ ñ÷åòíî.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Òåîðèÿ êîðíåé

Â ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ëåììà î äèàìàíòå (ñì.
ëåêöèþ 5). Èíîãäà, êîãäà íóæíî íàéòè ìèíèìàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü
íåêîòîðîãî îáúåêòà (ñêàæåì, ïîâåðõíîñòü, çàòÿãèâàþùóþ óçåë),
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ïðåäñòàâèòåëü áóäåò ìèíèìàëüíûì ñ äðóãèõ
òî÷åê çðåíèÿ.
Ïîçæå ìû óâèäèì ìíîãî ïðèìåðîâ ðàáîòû äàííîãî ïðèíöèïà:
ñêàæåì, êîãäà ìû ïåðåéäåì ê âèðòóàëüíûì óçëàì, ìû óâèäèì, ÷òî
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ ó êëàññè÷åñêîãî óçëà
ðåàëèçóåòñÿ íà åãî êëàññè÷åñêîé äèàãðàììå.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Òàê êàê ÷èñëî èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ãëàäêèõ óçëîâ ñ÷åòíî,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2.11

Ïîëóãðóïïà èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ óçëîâ ñ îïåðàöèåé ñâÿçíîé
ñóììû èçîìîðôíà ïîëóãðóïïå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé
óìíîæåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðîñòûå óçëû ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì ÷èñëàì.

Îäíàêî èçîìîðôèçì, îïèñàííûé âûøå, íå êàíîíè÷åñêèé, ïîñêîëüêó
íåò êàíîíè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå âñåõ óçëîâ
(ïðîñòûõ óçëîâ); òî åñòü íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî �(ïðîñòîé óçåë) ïðàâûé
òðèëèñòíèê ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîìó ÷èñëó 2 èëè ïðîñòîìó ÷èñëó
2017�. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, íóæíî èìåòü âîçìîæíîñòü ðàñïîçíàòü âñå
óçëû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé.
Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ çàäàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà).
Â ðàáîòå [Man5], ïðåäëîæåíî ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå äàííîé
ïîëóãðóïïû; òî åñòü ñòðîèòñÿ ÿâíûé èçîìîðôèçì ìåæäó äàííîé
ãåîìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé è íåêîòîðîé ïîñòðîåííîé àëãåáðàè÷åñêè
�ñêîáî÷íîé ïîëóãðóïïîé�.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû

Îïðåäåëåíèå 3.1

Äâà óçëà K1 è K2 íàçûâàþòñÿ êîáîðäàíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ãëàäêî âëîæåííàÿ â R4 ïîâåðõíîñòü M ∼= S1 × [0, 1] ñ êðàåì K1 t K2.
Åñëè óçåë K êîáîðäàíòåí òðèâèàëüíîìó óçëó, òî K íàçûâàåòñÿ
ñðåçàííûì óçëîì. Ýêâèâàëåíòíî, óçåë K � (ãëàäêî) ñðåçàííûé óçåë,
åñëè K îãðàíè÷èâàåò ãëàäêî âëîæåííûé äâóìåðíûé äèñê D â R4.

K1

K2

M

Ðèñ. 15: K1 è K2 êîáîðäàíòíû

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Çàìå÷àíèå 3.2

Êîãäà ìû îïðåäåëÿåì ñðåçàííîñòü óçëîâ, �ãëàäêîñòü� èëè �ëîêàëüíàÿ
ïëîñêîñòü� (ñì. íèæå) âëîæåíèÿ M ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
òðåáîâàíèåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì çàòÿíóòü äèñêîì
ëþáîé óçåë, âçÿâ åãî êîíóñ, ñì. ðèñ. 16.

Ðèñ. 16: Êîíóñ íàä óçëîì 31

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåììà 3.3

Ïóñòü K � óçåë è K∗ � çåðêàëüíîå îòðàæåíèå K . Òîãäà óçåë K#K∗

ñðåçàííûé.

K

K

K#K*

Ðèñ. 17: K#K∗ � ñðåçàííûé óçåë

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Óñëîâèå Ôîêñà�Ìèëíîðà

Òåîðåìà 3.4 (Óñëîâèå Ôîêñà�Ìèëíîðà)

Ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà ñðåçàííîãî óçëà ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
f (t)f (t−1), ãäå f (t) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [BaVo].

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñðåçàííîñòü

Îïðåäåëåíèå 3.5

Äâà óçëà K1 è K2 íàçûâàþòñÿ êîáîðäàíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííàÿ â R4 ïîâåðõíîñòü M ∼= S1 × [0, 1] ñ êðàåì
K1 t K2. Åñëè óçåë K îãðàíè÷èâàåò ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííûé
äâóìåðíûé äèñê D â R4, òî K íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñðåçàííûì
óçëîì.

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêè ñðåçàííûõ óçëîâ åñòü ïðåêðàñíàÿ òåîðåìà,
äîêàçàííàÿ Ì. Ôðèäìàíîì:

Òåîðåìà 3.6 ([Fre])

Åñëè ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà óçëà K ðàâåí 1, òî óçåë K òîïîëîãè÷åñêè
ñðåçàííûé.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Óçåë Êîíâåÿ

Ðèñ. 18: Óçåë Êîíâåÿ 11n34 òîïîëîãè÷åñêè ñðåçàííûé, íî íå ñðåçàííûé

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåíòî÷íûå óçëû

Îïðåäåëåíèå 3.7

Ïóñòü K � óçåë è S(K ) � åãî (ïîãðóæåííàÿ) ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà.
Åñëè S(K ) ÿâëÿåòñÿ ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ äèñêîì òîëüêî ñ
ëåíòî÷íûìè îñîáåííîñòÿìè, òî óçåë K íàçûâàåòñÿ ëåíòî÷íûì.

K

S(K)

Ðèñ. 19: Ëåíòî÷íàÿ îñîáåííîñòü

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Òåîðåìà 3.8

Êàæäûé ëåíòî÷íûé óçåë ÿâëÿåòñÿ ñðåçàííûì.

Ãðóáî ãîâîðÿ, êàæäóþ ëåíòî÷íóþ îñîáåííîñòü ìîæíî óñòðàíèòü â
R4, ñäâèíóâ âíóòðåííîñòü ëåíòû ïî ÷åòâåðòîé êîîðäèíàòå. Çíà÷èò,
ëåíòî÷íûé äèñê ìîæíî ïðåâðàòèòü âî âëîæåííûé, ÷òî äîêàçûâàåò
òåîðåìó 3.8.

Ãèïîòåçà 3.9 (ãèïîòåçà Ôîêñà)

Êàæäûé ñðåçàííûé óçåë ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íûì.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Óïðàæíåíèÿ

1 Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ñâÿçíîé ñóììû êîððåêòíî îïðåäåëåíà,
òî åñòü èçîòîïè÷åñêèé êëàññ K1#K2 íå çàâèñèò îò ìåñòà
ñîåäèíåíèÿ óçëîâ.

2 Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ñâÿçíîé ñóììû êîììóòàòèâíà: äëÿ
ëþáûõ K1,K2 óçëû K1#K2 è K2#K1 èçîòîïíû.

3 Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èçîòîïè÷åñêèé êëàññ óçëà (çàöåïëåíèÿ)
ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê êðèâóþ (íàáîð êðèâûõ), ëåæàùèõ íà
íåêîòîðîì òåëå ñ ðó÷êàìè, ñòàíäàðòíî âëîæåííîì â R3.

4 Ïîêàæèòå, ÷òî ðîä Çåéôåðòà äëÿ òðèëèñòíèêà ðàâåí 1.

5 Âåðíî ëè, ÷òî åñëè äâà óçëà K1 è K2 êîáîðäàíòíû, òî óçåë
K1]K

∗
2
ÿâëÿåòñÿ ñðåçàííûì? Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è:ñàòåëëèòíûå óçëû

Îïðåäåëåíèå 5.1

Ïóñòü K1 � óçåë â ïîëíîòîðèè (íàçûâàåìûé øàáëîíîì) è
ïîëíîòîðèå çàâÿçàíî â ôîðìå âòîðîãî óçëà (íàçûâàåìîãî
óçëîì-êîìïàíüîíîì) K2. Òîãäà ïîëó÷àþùèéñÿ èç K1 óçåë íàçûâàåòñÿ
ñàòåëëèòíûì óçëîì.

Шаблон Компаньон Сателлитный узел

Ðèñ. 20: Ñàòåëëèòíûé óçåë

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà



Àðèôìåòèêà óçëîâ Ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà Êîáîðäèçìû óçëîâ è ñðåçàííûå óçëû Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è:ñàòåëëèòíûå óçëû
(ïðîäîëæåíèå)

Èçâåñòíî, ÷òî ñâÿçíàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñàòåëëèòíûé óçåë,
ñì. ðèñ. 21.

Pattern Companion Satellite knot

Ðèñ. 21: 31#41

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 6. Àðèôìåòèêà óçëîâ è ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è:ñàòåëëèòíûå óçëû
(ïðîäîëæåíèå)

Òàê êàê íåòðèâèàëüíûé óçåë íå èìååò îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî
îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîé ñóììå, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
cr(K1#K2) = cr(K1) + cr(K2) (cr � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ
ó äèàãðàììû, ïðåäñòàâëÿþùåé äàííûé óçåë).

Ãèïîòåçà 5.2

(Ìèíèàëüíîå) ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ óçëà àääèòèâíî ïî îòíîøåíèþ ê
ñâÿçíîé ñóììå.

Äàííóþ ãèïîòåçó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñàòåëëèòíûõ óçëîâ.

Ãèïîòåçà 5.3

×èñëî ïåðåêðåñòêîâ ñàòåëëèòíîãî óçëà áîëüøå (áîëåå ñëàáûé
âàðèàíò: íå ìåíüøå), ÷åì ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ êîìïàíüîíà.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è: ðàçëîæåíèå ïðîñòûõ óçëîâ

Ïðîñòûå óçëû � ýòî óçëû, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñâÿçíîé ñóììû íåòðèâèàëüíûõ óçëîâ. Â [Lick] Ó.Á.Ð. Ëèêîðèø
ïðåäëîæèë ñïîñîá èçó÷åíèÿ óçëîâ ñ ïîìîùüþ èõ ðàçëîæåíèÿ íà
�áîëåå ìåëêèå� îáúåêòû � äâóõñòðóíûå ïðîñòûå òàíãëû, ñì. ðèñ. 22.

Ðèñ. 22: Ðàçëîæåíèå òðèëèñòíèêà íà äâóõñòðóííûå ïðîñòûå òàíãëû

Òåîðåìà 5.4

Åñëè óçåë ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâóõñòðóííûå ïðîñòûå òàíãëû, òî îí
ïðîñòîé.

Ãèïîòåçà 5.5

Äëÿ ïðîñòîãî óçëà K ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ cr(K ) ≥ 2

3
cr(T ), ãäå T �

ýëåìåíò ðàçëîæåíèÿ K íà äâóõñòðóííûå ïðîñòûå òàíãëû.
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