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Íàïîìèíàíèå : èíâàðèàíò ðàñêðàñîê

Îäèí èç ïðîñòåéøèõ è íàèáîëåå èçâåñòíûõ èíâàðèàíòîâ óçëîâ � ýòî
p-ðàñêðàñêè Ôîêñà, îò êîòîðûõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû òðè öâåòà
a, b, c ∈ Zp äóã, èíöèäåíòíûõ ïåðåêðåñòêó, óäîâëåòâîðÿëè
ñîîòíîøåíèþ c = 2b − a mod p. ×èñëî �ïðàâèëüíûõ� ðàñêðàñîê
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ.

Îáîáùåíèåì ðàñêðàñîê Ôîêñà ÿâëÿþòñÿ ðàñêðàñêè äóã äèàãðàììû
ýëåìåíòàìè êîíå÷íîãî êâàíäëà (Q, ◦), â êîòîðûõ òðè öâåòà
a, b, c ∈ Q äóã, èíöèäåíòûõ ïåðåêðåñòêó, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
c = a ◦ b. ×èñëî ðàñêðàñîê êâàíäëîì ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ.
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Äâà òèïà ðàñêðàñîê

×òîáû ïîñòðîèòü íîâûå èíâàðèàíòû, ðàññìîòðèì äâà òèïà
ðàñêðàñîê:

1 Ðàñêðàñêè äóã äèàãðàììû. Ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé,
åñëè öâåòà äóã, èíöèäåíòíûõ ïåðåêðåñòêó óäîâëåòâîðÿþò ëåâîìó
ñîîòíîøåíèþ íà ðèñ. 1.

2 Ðàñêðàñêè îáëàñòåé. Ðàñêðàñêà îáëàñòåé íàçûâàåòñÿ
ïðàâèëüíîé, åñëè ÷åòûðå öâåòà îáëàñòåé, èíöèäåíòíûõ
ïåðåêðåñòêó óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ pa + b − c − pd = 0,
ãäå p � ôèêñèðîâàííîå îáðàòèìîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ñì.
ðèñ. 1 ñïðàâà.
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Ðèñ. 1: Äâà òèïà ðàñêðàñîê
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Çàìå÷àíèå 1.1

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ òèïàìè ðàñêðàñîê â
òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷èþ ìåæäó êîïðåäñòàâëåíèåì
Âèðòèíãåðà (äóãè) è êîïðåäñòàâëåíèåì Äåíà (îáëàñòè).
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Âçâåøåííûå ðàñêðàñêè

Èäåÿ óñèëèòü èíâàðèàíò ðàñêðàñîê çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
ïðèïèñàòü �âåñ� êàæäîé ðàñêðàñêå è ðàññìîòðåòü ìóëüòèìíîæåñòâî
âåñîâ; ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî ìóëüòèìíîæåñòâà åñòü ÷èñëî
ðàñêðàñîê.

Çàôèêñèðóåì êîëüöî R è åãî îáðàòèìûé ýëåìåíò p ∈ R. Ðàññìîòðèì
ðàñêðàñêè âòîðîãî òèïà (ðàñêðàñêè îáëàñòåé) ýëåìåíòàìè R.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ÷åðåç A.

Íàøà öåëü � îïðåäåëèòü âåñ ïåðåêðåñòêà äëÿ çàäàííîé ðàñêðàñêè
x ∈ A òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ðàñêðàñêè x ∈ A ñóììà âåñîâ w(x)
ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû áûëî èíâàðèàíòíûì ïðè äâèæåíèÿõ
Ðåéäåìåéñòåðà .
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Ïîñòðîåíèå âåñîâ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè

w1(a, b, c , d) = (a− c)(b − d)(a− d)(a + d),

w2(a, b, c , d) = (a− c)(b − d)(a− d)(b + c),

w3(a, b, c , d) = (a− c)(b − d)(b − c)(a + d),

w4(a, b, c , d) = (a− c)(b − d)(b − c)(b + c)

è ìíîãî÷ëåíû (íèæå ìû îáúÿñíèì èõ âûáîð)

f1(p) = (2p + 1)(p2 + 1),

f2(p) = −(p + 2)(p2 + 1),

f3(p) = −p(2p + 1)(p2 + 1),

f4(p) = p(p + 2)(p2 + 1).
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Ïîñòðîåíèå âåñîâ : ïðîäîëæåíèå

Òåïåðü âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû x1, x2, x3, x4 ∈ R.
Ïîëîæèì

f = x1f1 + f2x2 + f3x3 + f4x4. (1)

Îïðåäåëåíèå 1.2

Îïðåäåëèì âåñ ïåðåêðåñòêà êàê ôóíêöèþ

w = x1w1 + x2w2 + x3w3 + x4w4,

à âåñ w(x) ðàñêðàñêè x ∈ A êàê ñóììó âåñîâ âñå ïåðåêðåñòêîâ
äèàãðàììû.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà çâó÷èò òàê:

Òåîðåìà 1.3

Åñëè p � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f , îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (1), òî âåñ
w(x) ðàñêðàñêè x ∈ A ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ (ñ çàäàííîé
ðàñêðàñêîé îáëàñòåé).

Î÷åâèäíî, ÷òî ìóëüòèìíîæåñòâî âåñîâ âñåõ ðàñêðàñîê ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì óçëîâ. Äàëåå, èñïîëüçóÿ äàííîå ìóëüòèìíîæåñòâî, ìû
ðàçëè÷èì ëåâûé è ïðàâûé òðèëèñòíèêè.

Çàìå÷àíèå 1.4

Èíâàðèàíò w(x) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì êîãîìîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà
êâàíäëîâ.
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Íàïîìèíàíèå

Òåîðåìà 1.5

Äâå îðèåíòèðîâàííûå äèàãðàììû D1 è D2 ãëàäêèõ çàöåïëåíèé
ñîîòâåòñòâóþò ýêâèâàëåíòíûì çàöåïëåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äèàãðàììó D1 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â D2 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëîñêèõ èçîòîïèé è òðåõ îðèåíòèðîâàííûõ
äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà Ω1,Ω2,Ω

′
2
,Ω3, ñì. ðèñ. 2.

Ðèñ. 2: Îðèåíòèðîâàííûå äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà Ω1,Ω2,Ω′2,Ω3
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïåðâîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ïåòëè, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ïðè ïåðâîì
äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà. Âî-ïåðâûõ, â ñèëó îáðàòèìîñòè p öâåòà
îáëàñòåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ áèåêöèÿ
ìåæäó ðàñêðàñêàìè íà÷àëüíîé äèàãðàììû è äèàãðàììû ïîñëå
äâèæåíèÿ. Âî-âòîðûõ, äâà èç ÷åòûðåõ öâåòîâ îáëàñòåé îòíîñÿòñÿ ê
îäíîé îáëàñòè (a è c ëèáî b è d), òàê ÷òî âåñ îáðàçîâàííîãî
ïåðåêðåñòêà ðàâåí íóëþ, à çíà÷èò, âåñ ðàñêðàñêè íå ìåíÿåòñÿ.

Ðèñ. 3: ×åòûðå ïåòëè, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ïðè ïåðâîì äâèæåíèè
Ðåéäåìåéñòåðà
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Äîêàçàòåëüñòâî: âòîðîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà

Â ñëó÷àå âòîðîãî äâèæåíèÿ, óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè äàåò
äâà óðàâíåíèÿ pz + y − x − pt = 0 è pt + x − y − pz = 0. Òàê êàê p
îáðàòèìî, îáà óðàâíåíèÿ äàþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ t.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó ïðàâèëüíûìè ðàñêðàñêàìè
äèàãðàìì äî è ïîñëå âòîðîãî äâèæåíèÿ. Ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè äâóõ
ïåðåêðåñòêîâ, ó÷àñòâóþùèõ âî âòîðîì äâèæåíèè äàþò äâà ñëàãàåìûõ
â ñóììó âåñîâ. Òàê êàê ôóíêöèè wi óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
wi (a, b, c , d) = −wi (d , c , b, a), Ýòè äâà ñëàãàåìûõ ñîêðàùàþòñÿ, òàê
÷òî âåñ ðàñêðàñêè íå ìåíÿåòñÿ ïðè âòîðîì äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà.

Ðèñ. 4: Ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè äî è ïîñëå âòîðîãî äâèæåíèÿ
Ðåéäåìåéñòåðà
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Äîêàçàòåëüñòâî: âòîðîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà

Êàê èçâåñòíî, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäèí ñëó÷àé
òðåòüåãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5: Ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè äî è ïîñëå òðåòüåãî äâèæåíèÿ
Ðåéäåìåéñòåðà
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Êàê è ðàíåå, îáðàòèìîñòü p ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå áèåêöèè
ìåæäó ïðàâèëüíûìè ðàñêðàñêàìè äèàãðàìì äî è ïîñëå òðåòüåãî
äâèæåíèÿ. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè òðåòüåì äâèæåíèè
Ðåéäåìåéñòåðà. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü âåñà
ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

w(b3, a2, pb3 + a2 − pa1, a1) +
w(a1, pb3 + a2 − pa1, pb3 + a2 − pb2, b2) +

w(pb3 + a2 − pa1, a2, a2 − p2a1 + p2b2, pb3 + a2 − pb2) −
w(a1, b3, pa1 + b3 − pb2, b2) −

w(b3, a2, a2 − p2a1 + pb
2
, pa1 + b3 − pb2) −

w(pa1 + b3 − pb2, a2 − p2a1 + p2b2, pb3 + a2 − pb2, b2) = 0.

(2)
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Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ 2. Ïóñòü w = wi äëÿ âñåõ
i ∈ {1, 2, 3, 4}. Ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü ëåâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ 2
ê âûðàæåíèþ âèäà fi (p)g(p, a1, a2, b2, b3) äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, 3, 4}, ãäå
g � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à fi áûëè îïðåäåëåíû âûøå.

Íàïîìíèì, ÷òî w =
∑

xiwi . Äðóãèìè ñëîâàìè, ëåâàÿ ÷àñòü
ñîîòíîøåíèÿ 2 ðàâíà∑

(xi (p)fi (p))g(p, a1, a2, b2, b3) = f (p)g(p, a1, a2, b2, b3).

Òàê êàê p � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f , ñîîòíîøåíèå 2 âûïîëíåíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð: òðèëèñòíèê

Èç óïðàæíåíèÿ 10 ëåêöèè 1 ìû çíàåì, ÷òî 3-ðàñêðàñêè Ôîêñà íå
ìîãóò ðàçëè÷èòü ëåâûé è ïðàâûé òðèëèñòíèêè. Ïîêàæåì, ÷òî èõ
ìîæíî ðàçëè÷èòü ñ ïîìîùüþ âåñîâ ðàñêðàñîê.

Ðèñ. 6:
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Ïóñòü R = Z3 è p = 1. Ïóñòü w = w1 (òî åñòü,
x1 = 1, x2 = x3 = x4 = 0). Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê
îáëàñòåé ó ëåâîãî è ïðàâîãî òðèëèñòíèêà öâåòàìè èç R ðàâíî 9.
Â ñëó÷àå ëåâîãî òðèëèñòíèêà ìû ïîëó÷àåì íàáîð âåñîâ

{0, 0, 0, 2, 2, 2, 2, 2, 2},

îäíàêî äëÿ ïðàâîãî òðèëèñòíèêà íàáîð âåñîâ ðàâåí

{0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1}.

Ïîýòîìó îíè íå ýêâèâàëåíòíû.
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Àëãåáðà Êîíâåÿ

Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùåãî ïîäõîäà, ãäå ìû ñâÿçûâàëè ñïåöèàëüíûé
àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò ñ êàæäûì çàöåïëåíèåì, çäåñü ìû ñòðîèì
íåêîòîðûé àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò è ñâÿçûâàåì ñ çàöåïëåíèåì
íåêîòîðûé ýëåìåíò ýòîãî îáúåêòà. Äàííûå ýëåìåíòû îêàçûâàþòñÿ
èíâàðèàíòàìè çàöåïëåíèé.
Ïðåäóïðåæäåíèå. Ñåé÷àñ ìû ââåäåì äâå îïåðàöèè, ◦ è /. Îíè
èìåþò äðóãîé ñìûñë è äðóãèå ñâîéñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàöèÿìè êâàíäëà.
Ïóñòü A � àëãåáðà ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ◦ è /, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: äëÿ âñåõ a, b ∈ A èìååì
(a ◦ b)/b = a, (a/b) ◦ b = a. Äëÿ êàæäîé (äèàãðàììû) çàöåïëåíèÿ L,
ïîñòðîèì ýëåìåíò W (L) àëãåáðû A ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì
÷åðåç an ýëåìåíòû A, ñîîòâåòñòâóþùèå òðèâèàëüíûì çàöåïëåíèÿì ñ
n êîìïîíåíòàìè.
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Àëãåáðà Êîíâåÿ : ïðîäîëæåíèå

Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå àëãåáðàè÷åñêîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ êàæäîé òðîéêè Êîíâåÿ (ò.å. òðåõ äèàãðàìì,

ñîâïàäàþùèõ âíå ìàëîãî äèñêà è âûãëÿäÿùèõ êàê , ,
âíóòðè íåãî; òàêèå äèàãðàììû íàçûâàþòñÿ òðîéêîé Êîíâåÿ):

W ( ) = W ( ) ◦W ( ). (3)

Åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî
ïîòðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé îïåðàöèè /, òàêîé ÷òî

W ( )/W ( ) = W ( ). Òàêèì îáðàçîì, W áóäåò îòîáðàæåíèåì
èç ìíîæåñòâà âñåõ çàöåïëåíèé â ïîñòðîåííûé àëãåáðàè÷åñêèé
îáúåêò. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (3)
ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûìè ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿìè.
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Àëãåáðà Êîíâåÿ : ïðîäîëæåíèå

Ó÷òèòå ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: ïîñêîëüêó êàæäîå çàöåïëåíèå
ìîæíî ñäåëàòü òðèâèàëüíûì (âîñõîäÿùèì) (óïðàæíåíèå 4 ëåêöèè 1)
ñ ïîìîùüþ ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðåêðåñòêîâ, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè W íà
ëþáîì çàöåïëåíèè ñ m êîìïîíåíòàìè è n ïåðåêðåñòêàìè ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç çíà÷åíèå ôóíêöèè W íà òðèâèàëüíîì çàöåïëåíèè ñ
m êîìïíåíòàìè è çíà÷åíèÿ W íà çàöåïëåíèÿõ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì
ïåðåêðåñòêîâ (ñì. [Prz]).
Â ñâîþ î÷åðåäü, îíè òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ai è çíà÷åíèÿ W íà
çàöåïëåíèÿõ ñ ÷èñëîì ïåðåêðåñòêîâ, ìåíüøèì n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ êàæäîãî çàöåïëåíèÿ L ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïåðåêðåñòêîâ,
çíà÷åíèå W (L) ìîæíî âûðàçèòü (âîçìîæíî, ðàçíûìè ñïîñîáàìè)
÷åðåç ai , i = 1, 2, . . . , ñ ïîìîùüþ ◦ è /.
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Àëãåáðà Êîíâåÿ : ïðîäîëæåíèå

Ñåé÷àñ ìû íå çíàåì, áóäåò ëè ôóíêöèÿ W êîððåêòíî îïðåäåëåíà, è
åñëè òàê, áóäåò ëè îíà èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèé. Ïîñìîòðèì íà
àëãåáðó A è íàéäåì îãðàíè÷åíèÿ íà åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì äèàãðàììó òðèâèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n êîìïîíåíòàìè,
êîòîðàÿ èìååò òîëüêî îäèí ïåðåêðåñòîê íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Çíà÷åíèå W íà äàííîì òðèâèàëüíîì çàöåïëåíèè ðàâíî an. Â
çàâèñèìîñòè îò òèïà ïåðåêðåñòêà, ñîîòíîøåíèå (3) ñâîäèòñÿ ê

an = an ◦ an+1 (4)

èëè
an = an/an+1. (5)

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ n ≥ 1.
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Åùå îäíî îãðàíè÷åíèå íà àëãåáðó âûòåêàåò èç �çàìåíû ïîðÿäêà�.
Ðàññìîòðèì äèàãðàììó L è âûáåðåì äâà (ñêàæåì, ïîëîæèòåëüíûõ)
ïåðåêðåñòêà p, q íà íåé, ñì. ðèñ. 7.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lαβ äëÿ α, β ∈ {+,−, 0} äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ,
ñîâïàäàþùóþ ñ L âíå ìàëûõ îêðåñòíîñòåé òî÷åê p, q è èìåþùóþ òèï
α â p è òèï β â q.
Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (3) â p, à çàòåì â q. Ïîëó÷àåì:

W (L++) = W (L−+)◦W (L0+) = (W (L−−)◦W (L−0))◦(W (L0−)◦W (L00)).

Òåïåðü ðàññìîòðèì òî æå ñîîòíîøåíèå ñíà÷àëà â q, à çàòåì p (â
äðóãîì ïîðÿäêå). Èìååì:

W (L++) = W (L+−)◦W (L+0) = (W (L−−)◦W (L0−))◦(W (L−0)◦W (L00)).

Ñðàâíèâàÿ äàííûå òîæäåñòâà, ïîëó÷àåì:

(a ◦ b) ◦ (c ◦ d) = (a ◦ c) ◦ (b ◦ d), (6)

ãäå a = W (L−−), b = W (L0−), c = W (L−0), d = W (L00).
Ìû ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
a, b, c , d , ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè àëãåáðû, êîòîðóþ ìû ñòðîèì.
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Â ñëó÷àå, êîãäà îáà ïåðåêðåñòêà p è q îòðèöàòåëüíûå, ìû ïîëó÷àåì
àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå

(a/b)/(c/d) = (a/c)/(b/d). (7)

Òî÷íî òàê æå, êîãäà îäèí ïåðåêðåñòîê ïîëîæèòåëüíûé, à äðóãîé
îòðèöàòåëüíûé, èìååì óðàâíåíèå

(a/b) ◦ (c/d) = (a ◦ c)/(b ◦ d). (8)

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, ÷òîáû W (L) áûëî
êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ
äîñòàòî÷íûìè.

q p

q p

q p

q p

Ðèñ. 7: Äâà ñïîñîáà ðàçâåäåíèÿ äâóõ ïåðåêðåñòêîâ
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Îïðåäåëåíèå 2.1

Àëãåáðà A ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè ◦ è / (îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó) è
ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ an íàçûâàåòñÿ
àëãåáðîé Êîíâåÿ, åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (4)�(8).

Òåîðåìà 2.2

Äëÿ êàæäîé àëãåáðû Êîíâåÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
W (L) íà äèàãðàììàõ çàöåïëåíèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå an íà
äèàãðàììàõ òðèâèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n êîìïîíåíòàìè è
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3). Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé.
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2

Ãðóáî ãîâîðÿ, èíâàðèàíò W (D) ïîñòðîåí
1 ìû ïðèâîäèì äèàãðàììó D ê òðèâèàëüíîé äèàãðàììå, ïðèìåíÿÿ
ïåðåêëþ÷åíèÿ è ðàçâåäåíèÿ ïåðåêðåñòêîâ, âîçíèêàþùèå â
ñêåéí-ñîîòíîøåíèè

W ( ) = W ( ) ◦W ( ).

2 ìû ïðèñâàèâàåì an ïîëó÷åííûì òðèâèàëüíûì äèàãðàììàì ñ n
êîìïîíåíòàìè. Â êîíöå ìû ïîëó÷èì ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç
{ak}∞k=1

è ◦, è /.
Òàêæå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî çíà÷åíèå èíâàðèàíòà íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà ïðèìåíåíèÿ ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿ ê ïåðåêðåñòêàì äëÿ
ïîëó÷åíèÿ òðèâèàëüíîé äèàãðàììû.
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 : ïðîäîëæåíèå

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2 òåñíî ñâÿçàíî ñ
�ëåììîé î äèàìàíòå�. Ãðóáî ãîâîðÿ, åñëè ìû ïðèìåíÿåì äâà
ïðåîáðàçîâàíèÿ A è B ê îáúåêòó, òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
ïîðÿäêå ïðèìåíåíèÿ: A, ïîòîì B, èëè B, ïîòîì A,� ñîâïàäàþò.
Íèæå ïðèâåäåíà òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà.

Ëåììà 2.3 (Ëåììà î äèàìàíòå [Newman, 1942])

Åñëè îòíîøåíèå → îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íîñòè è ñâîéñòâîì
äèàìàíòà, òî ëþáîé îáúåêò èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

A

A1 A2

A12 = A21

Ðèñ. 8: Ëåììà î äèàìàíòå
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 : ïðîäîëæåíèå I

Èçëîæèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà:
Ââåäåì íà äèàãðàììå L äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó: íóìåðàöèþ êîìïîíåíò
è âûáîð áàçîâîé òî÷êè íà êàæäîé êîìïîíåíòå. Ñòðóêòóðà îäíîçíà÷íî
çàäàåò âîñõîäÿùóþ äèàãðàììó L↑, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ïåðåêëþ÷åíèåì ïåðåêðåñòêîâ èñõîäíîé äèàãðàììû. Ïåðåêðåñòêè, â
êîòîðûõ äèàãðàììû L è L↑ ðàçëè÷àþòñÿ íàçîâåì ïëîõèìè.
Òåïåðü ñîïîñòàâèì äèàãðàììå L ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé ýëåìåíò
W (L) àëãåáðû A, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè:

ýëåìåíò W (L) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí;

ýëåìåíòû W (L) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (3);

ýëåìåíò W (L) íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçîâûõ òî÷åê;

ýëåìåíò W (L) èíâàðèàíòåí ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà;

ýëåìåíò W (L) íå çàâèñèò îò íóìåðàöèè êîìïîíåíò.

Ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì âëîæåííîé
èíäóêöèè:

1 ïî îáùåìó ÷èñëó ïåðåêðåñòêîâ k;
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 : ïðîäîëæåíèå II

2 ïî ÷èñëó ïëîõèõ ïåðåêðåñòêîâ m.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äèàãðàìì ñ k ïåðåêðåñòêàìè ÷åðåç Ck .
Áàçà èíäóêöèè: k = 0. Äëÿ ëþáîé äèàãðàììû L ∈ C0 ïîëàãàåì W (L) = an,
ãäå n � ÷èñëî êîìïîíåíò L.
Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñâîéñòâà âåðíû äëÿ Ck−1. Äëÿ Ck

äîêàæåì ñâîéñòâà ïî ïîðÿäêó èíäóêöèåé ïî m.
Îïðåäåëåíèå W (L): ïðè m = 0 (L = L↑) ïîëàãàåì W (L↑) = an, øàã
èíäóêöèè äåëàåì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3) êàê îïðåäåëåíèå.
Òîæäåñòâà (6)-(8) ãàðàíòèðóþò, ÷òî ýëåìåíò W (L) íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïëîõèõ ïåðåêðåñòêîâ.
Ðàâåíñòâî (3) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòà W (L).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ W (L) îò âûáîðà áàçîâûõ
òî÷åê, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïåðåìåùåíèå îäíîé áàçîâîé òî÷êè ÷åðåç
ïåðåêðåñòîê. Åñëè òèï ïåðåêðåñòêà (õîðîøèé èëè ïëîõîé) íå ìåíÿåòñÿ ïðè
ïåðåìåùåíèè òî÷êè, òî çíà÷åíèå W (L) ñîõðàíÿåòñÿ. Åñëè òèï ïåðåêðåñòêà
ìåíÿåòñÿ, òî îí ÷èñòûé. Ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïî m. Äëÿ m = 0 (L = L↑)
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî W ′(L↑) = W ′(L′↑) ◦W ′(L↑

0
) = an ◦ an+1, òàê êàê
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 : ïðîäîëæåíèå III

äèàãðàììû L′↑ è L↑
0
îêàçûâàþòñÿ âîñõîäÿùèìè è òðèâèàëüíûìè. Øàã

èíäóêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3).
Èíâàðèàíòíîñòü ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà òàêæå äîêàçûâàåòñÿ
èíäóêöèåé ïî m. Çàìåòèì, ÷òî ïîäõîäÿùèì âûáîðîì áàçîâîé òî÷êè
ìîæíî óïðîñòèòü ïðîâåðêó: ñäåëàòü ïåðåêðåñòêè, ó÷àñòâóþùèå â ïåðâîì è
âòîðîì äâèæåíèè õîðîøèìè, à â ñëó÷àå òðåòüåãî äâèæåíèÿ ñäåëàòü
õîðîøèìè äâà ïåðåêðåñòêà èç òðåõ.

Çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðêà íåçàâèñèìîñòè èíâàðèàíòà W (L) îò

íóìåðàöèè êîìïîíåíò.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîëèíîì Äæîíñà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
èíâàðèàíòà W äëÿ íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé àëãåáðû A. Àíàëîãè÷íî,
ïîëèíîì Êîíâåÿ è ïîëèíîì HOMFLY-PT, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç àëãåáðû Êîíâåÿ.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî íà êàæäîé àëãåáðå Êîíâåÿ îïðåäåëåí èíâàðèàíò
îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé W (·) ∈ A. Ñðåäè âñåõ àëãåáð Êîíâåÿ
åñòü îäíà óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà AU . Îíà ïîðîæäàåòñÿ îáðàçóþùèìè
an, n ≥ 1 è íå èìååò äðóãèõ ñîîòíîøåíèé, êðîìå (4)�(8).
Óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò çàöåïëåíèé, ñîîòâåñòâóþùèé
óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå, ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ñèëüíûì ñðåäè
èíâàðèàíòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè äàííîé êîíñòðóêöèè. Îäíàêî
ó íåãî åñòü ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: ñëîæíî ïðîâåðèòü,
ñîîòâåòñòâóþò ëè äâà âûðàæåíèÿ îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó
àëãåáðû AU .
Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî àëãåáð Êîíâåÿ.
Èíâàðèàíòû, êîòîðûå èì ñîîòâåòñòâóþò, óäîáíû äëÿ âû÷èñëåíèé.
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Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è a1 ∈ A
è α, β � íåêîòîðûå îáðàòèìûå ýëåìåíòû â A. Îïðåäåëèì îïåðàöèè
◦, / ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x ◦ y = αx + βy (9)

è

x/y = α−1x − α−1βy , (10)

ãäå

an = (β−1(1− α))n−1a1, n ≥ 1. (11)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.4

Äëÿ ëþáîãî âûáîðà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ α, β è ýëåìåíòà a1 êîëüöî
A ñ îïåðàöèÿìè ◦, /, îïðåäåëåííûìè âûøå, è ýëåìåíòàìè an,
ñì. (11), ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Êîíâåÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðÿìîé ïðîâåðêå àêñèîì.
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Ïðèìåð 2.5

Ïóñòü A = Z[v±1, z±1]. Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà α = v2, β = vz ïðèâîäèò
ê àëãåáðå Êîíâåÿ (Z[v±1, z±1], ◦, /, {an}∞n=1

). Êðîìå òîãî, èíâàðèàíò
W , îïðåäåëåííûé äëÿ äàííîé àëãåáðû Êîíâåÿ
(Z[v±1, z±1], ◦, /, {an}∞n=1

) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîì HOMFLY-PT.
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Ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ

Ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà�Êîíâåÿ

∇( )−∇( ) = z∇( ),

∇(O) = 1

Ïîëèíîì Äæîíñà

a−4X ( )− a4X ( ) = (a2 − a−2)X ( ),

X (O) = 1

ïîëèíîì HOMFLY-PT

v−1P( )− vP( ) = zP( ),

P(O) = 1
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Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ

D( )− D( ) = z(D( )− D( ));

D(©) =

(
1 +

a− a−1

z

)
;

D(X# ) = aD(X ), D(X# ) = a−1D(X ).

Ïîëèíîì Äóáðîâíèê

D( ) + D( ) = z(D( ) + D( ));

D(©) =

(
−1 +

a− a−1

z

)
;

D(X# ) = aD(X ), D(X# ) = a−1D(X ).
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Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ

Çàìåòèì, ÷òî ïîëèíîìû Äæîíñà, Àëåêñàíäåðà è HOMFLY-PT
îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿ. Â 2017 Ë.Õ.
Êàóôìàí è Ñ. Ëàìáðîïîëó [4] ïîñòðîèëè íîâûé ïîëèíîìèàëüíûé
èíâàðèàíò îò 4 ïåðåìåííûõ, êîòîðûé îáîáùàåò ïîëèíîìû
HOMFLY-PT, Äóáðîâíèê è Êàóôìàíà. Ãðóáî ãîâîðÿ, íîâûé ïîëèíîì
ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÄÂÓÕ ñêåéí-ñîîòíîøåíèé: îäíîãî äëÿ
÷èñòûõ ïåðåêðåñòêîâ, äðóãîãî � äëÿ ñìåøàííûõ.

Íà óðîâíå àëãåáð Êîíâåÿ ñî ñêåéí-ñîîòíîøåíèåì ñâÿçàíà ïàðà
îïåðàöèé ◦ è /. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü äâà
ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿ, êàê â [4], íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ïàðû îïåðàöèé. Â
ðàáîòå [7] Ñ. Êèìà áûëî ïîñòðîåíî îáîáùåíèå àëãåáðû Êîíâåÿ ñ
äâóìÿ ïàðàìè áèíàðíûõ îïåðàöèé (ò.å. ñ ÷åòûðüìÿ îïåðàöèÿìè).

Êðîìå òîãî, àëãåáðû Êîíâåÿ ìîæíî îáîáùèòü íà äâóìåðíûå
çàöåïëåíèÿ â R4, çàäàâàåìûå ñ ïîìîùüþ ìå÷åíûõ äèàãðàìì è
äâèæåíèé �øèêàâû. Ïîäðîáíîñòè ñì. â [8].
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Óïðàæíåíèÿ

1 Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì.

2 Ïðîâåðüòå âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòà âçâåøåííûõ ðàñêðàñîê äëÿ
òðèëèñòíèêîâ íà ñ. 16.

3 Ïóñòü A = Z[p±1, q±1]. Îïðåäåëèì áèíàðíûå îïåðàöèè ◦ è / òàê:

a ◦ b = pa + qb and a/b = p−1a− p−1qb.

Ïóñòü {an}∞n=1
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ ðåêóððåíòíîé

ôîðìóëîé
a1 = 1 and (1− p)an = qan+1.

Äîêàæèòå, ÷òî (Z[p±1, q±1], ◦, /, {an}∞n=1
) � àëãåáðà Êîíâåÿ.
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4 Ïóñòü A = Z[p±1, q±1, r±1]. Îïðåäåëèì áèíàðíûå îïåðàöèè ◦
and / òàê:

a ◦ b = pa + qb + r and a/b = p−1a− p−1qb − p−1r .

Ïóñòü {an}∞n=1
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ ðåêóððåíòíîé

ôîðìóëîé
a1 = 1 and (1− p)an = qan+1 + r .

Äîêàæèòå, ÷òî (Z[p±1, q±1, r±1], ◦, /, {an}∞n=1
) � àëãåáðà Êîíâåÿ.

5 * Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå
êîëüöî ñ åäèíèöåé, ñîäåðæàùåå Z[p±1, q±1], è òàêîå ÷òî k

√
f ∈ A äëÿ

âñåõ f ∈ A, çäåñü k
√
f � ôîðìàëüíûé êîðåíü k−é ñòåïåíè, òî åñòü,

( k
√
f )k =

k
√
f k = f è ( k

√
f )( k
√
g) = ( k

√
fg) äëÿ f , g ∈ A. Îïðåäåëèì

áèíàðíûå îïåðàöèè ◦, / ôîðìóëîé

a ◦ b = k
√

pak + qbk , a/b = k
√

p−1ak − p−1qbk

äëÿ a, b ∈ Â. Ïóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

a1 = 1, akn+1 =
(1− p)

q
akn .

Äîêàæèòå, ÷òî (A, ◦, /, {an}∞n=1) � àëãåáðà Êîíâåÿ.
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Óïðàæíåíèÿ :Îáîáùåííàÿ àëãåáðà Êîíâåÿ

Îïðåäåëåíèå 4.1

Ïóñòü Â � ìíîæåñòâî ñ ÷åòûðüìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ◦, ∗, / and
// on Â. Ïóñòü {an}∞n=1

⊂ Â. Øåñòåðêà (Â, ◦, /, ∗, //, {an}∞n=1
)

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé àëãåáðîé Êîíâåÿ òèïà 1, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(A) (a ◦ b)/b = (a/b) ◦ b = a = (a ∗ b)//b = (a//b) ∗ b äëÿ a, b ∈ Â,
(B) an = an ◦ an+1 äëÿ n = 1, 2, · · · ,
(C) (a ◦ b) ◦ (c ◦ d) = (a ◦ c) ◦ (b ◦ d) äëÿ a, b, c , d ∈ Â,
(D) (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = (a ∗ c) ∗ (b ∗ d) äëÿ a, b, c , d ∈ Â,
(E) (a ◦ b) ◦ (c ∗ d) = (a ◦ c) ◦ (b ∗ d) äëÿ a, b, c , d ∈ Â,
(F) (a ∗ b) ∗ (c ◦ d) = (a ∗ c) ∗ (b ◦ d) äëÿ a, b, c , d ∈ Â,
(G) (a ◦ b) ∗ (c ◦ d) = (a ∗ c) ◦ (b ∗ d) äëÿ a, b, c , d ∈ Â.
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Òåîðåìà 4.2

Ïóñòü L - ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé. Ïóñòü
(Â, ◦, /, ∗, //, {an}∞n=1

) � îáîáùåííàÿ àëãåáðà Êîíâåÿ. Ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé èíâàðèàíò êëàññè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé

Ŵ : L → Â, ïîä÷èíÿþùèéñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1 Äëÿ êàæäîãî ÷èñòîãî ïåðåêðåñòêà c âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

Ŵ (Lc+) = Ŵ (Lc−) ◦ Ŵ (Lc
0
). (12)

2 Äëÿ êàæäîãî ñìåøàííîãî ïåðåêðåñòêà c âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå:

Ŵ (Lc+) = Ŵ (Lc−) ∗ Ŵ (Lc
0
). (13)

3 Ïóñòü Tn � òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå ñ n êîìïîíåíòàìè. Òîãäà

Ŵ (Tn) = an. (14)

Èíâàðèàíò Ŵ íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì èíâàðèàíòîì òèïà Êîíâåÿ.
Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 5. Èíâàðèàíòû êðàøåíûõ óçëîâ, àëãåáðû Êîíâåÿ è ñêåéí-èíâàðèàíòû



Èíâàðèàíò Äåâÿòîâà : âçâåøåííûé èíâàðèàíò ðàñêðàñîê Àëãåáðà Êîíâåÿ Ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Óïðàæíåíèÿ:Îáîáùåííàÿ àëãåáðà Êîíâåÿ:ïðîäîëæåíèå

Ïðèìåð 4.3

Ïóñòü Â = Z[p±1, q±1, r ]. Îïðåäåëèì áèíàðíûå îïåðàöèè ◦, ∗, / and
// òàê:

a ◦ b = pa + qb, a/b = p−1a− p−1qb,

a ∗ b = pa + rb, a//b = p−1a− p−1rb.

Îáîçíà÷èì an = ( 1−pq )n−1 äëÿ âñåõ n. Òîãäà (Â, ◦, /, ∗, //, {an}∞n=1
) �

îáîáùåííàÿ àëãåáðà Êîíâåÿ.

Óïðàæíåíèå Âû÷èñëèòå îáîáùåííûé èíâàðèàíò òèïà Êîíâåÿ äëÿ
çàöåïëåíèÿ Õîïôà è êîëåö Áîððîìåî äëÿ îáîáùåííîé àëãåáðû
Êîíâåÿ èç ïðèìåðà 4.3.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è 1

Â ðàáîòå [5] Â.Î. Ìàíòóðîâ îïðåäåëèë àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ
äâóìÿ îïåðàöèÿìè �êðóæî÷åê-çâåçäî÷êà�, òàê íàçûâàåìûé äëèííûé
êâàíäë, à òàêæå èíâàðèàíò ðàñêðàñîê äëèííûõ (âèðòóàëüíûõ) óçëîâ
ñ ïîìîùüþ äëèííîãî êâàíäëà.

Áîëåå òî÷íî, ìû ðàñêðàøèâàåì äóãè âîçëå ïåðåêðåñòêà ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèè �êðóæî÷åê�, åñëè ïðîõîä èäåò ðàíüøå ïåðåõîäà, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì îïåðàöèþ �çâåçäî÷êà�.
Ïîäðîáíîñòè ñì. â [5].

Âîïðîñ

Îáîáùèòü ðàñêðàñêè îáëàñòåé è âçâåøåííûå ðàñêðàñêè äëÿ äëèííûõ
êâàíäëîâ.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è 2

Â ðàáîòå [6] Ä.Ï. Èëüþòêî è Â.Î. Ìàíòóðîâ ïîñòðîèëè ñëåäóþùèé
èíâàðèàíò �ñî çíà÷åíèÿìè â êàðòèíêàõ�. À èìåííî, ðàñêðàñèì (ïîëó)äóãè
ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî áèêâàíäëà è êàæäîé ðàñêðàñêå ñîïîñòàâèì
ôîðìàëüíóþ ñóììó ãðàôîâ, ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ñêåéí-ñîîòíîøåíèé, ïîêàçàííûõ íà 9.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìóëüòèìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç òàêèõ ñóìì äëÿ âñåõ
âîçìîæíûõ ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê, èíâàðèàíòíî ïðè äâèæåíèÿõ
Ðåéäåìåéñòåðà.

a b

b

a

c

c

Aa,b Ba,b

Da,b Ea,b

Ca,b

Fa,b

Ðèñ. 9: Ñêåéí-ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàñêðàñêè áèêâàíäëîì
Âîïðîñ

Ïîïðîáóéòå ïîñòðîèòü èíâàðèàíò ñî çíà÷åíèÿìè â êàðòèíêàõ äëÿ
ðàñêðàñîê îáëàñòåé è âçâåøåííûõ ðàñêðàñîê.

Ïîïðîáóéòå îáîáùèòü àëãåáðó Êîíâåÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíâàðèàíòû â
êàðòèíêàõ.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è 3

Çàìåòèì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû (íàïðèìåð, ïîëèíîì
Àëåêñàíäåðà, ïîëèíîì Äæîíñà è ò.ä.) îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿìè: L+ = pL− + qL0.

Íî êàê ïîêàçàíî â óïðàæíåíèè 5, ñóùåñòâóþò àëãåáðû Êîíâåÿ, ó
êîòîðûõ áèíàðíûå îïåðàöèè íåëèíåéíû

a ◦ b = k
√
pak + qbk , a/b = k

√
p−1ak − p−1qbk ,

è ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿþò èíâàðèàíò ñ íåëèíåéíûìè
ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿìè â ïåðåêðåñòêàõ. Îæèäàåòñÿ, ÷òî èíâàðèàíòû ñ
íåëèíåéíûìè ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿìè äàäóò íîâóþ òî÷êó çðåíèÿ íà
çàöåïëåíèÿ.

Âîïðîñ

Íàéòè ìîäåëè àëãåáð Êîíâåÿ ñ íåëèíåéíûìè áèíàðíûìè
îïåðàöèÿìè.
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