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Èíâàðèàíò ðàñêðàñîê

Ïðåæäå âñåãî, âñïîìíèì î ïðîñòåéøåì èíâàðèàíòå óçëîâ �
èíâàðèàíòå ðàñêðàñîê. Ïî÷åìó óäàåòñÿ ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíóþ
ôóíêöèþ òàêèìè ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè?
Òîò ôàêò, ÷òî äàííûé èíâàðèàíò ñâÿçàí ñ ãîìîìîðôèçìàìè ãðóïïû
óçëà â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó S3 îáúÿñíÿåò íåìíîãîå: àíàëîãè÷íàÿ
êîíñòðóêöèÿ äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà öâåòîâ íå ðàáîòàåò.
Ïîïðîáóåì èñïîëüçîâàòü áîëüøå öâåòîâ. Ïóñòü Γ � ïðîèçâîëüíîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (êîíå÷íîñòü íóæíà, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ïåðåñ÷èòàòü âñå ðàñêðàñêè); ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Γ íàçîâåì öâåòàìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà Γ åñòü áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ α : Γ× Γ→ Γ; åå
ðåçóëüòàò áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a ◦ b ≡ α(a, b).
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Îïðåäåëåíèå 1.1

Ïîä ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé äèàãðàììû D îðèåíòèðîâàííîãî
çàöåïëåíèÿ K â öâåòà ìíîæåñòâà Γ ìû ïîíèìàåò ñïîñîá ñîïîñòàâèòü
öâåò êàæäîé äóãå äèàãðàììû D òàê, ÷òîáû êàæäàÿ äóãà ïåðåõîäà
(öâåòà b) è äóãè ïðîõîäà ïî ïðàâóþ ñòîðîíó (öâåòà a) è ïî ëåâóþ
ñòîðîíó (öâåòà c) îò íåå áûëè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì a ◦ b = c , ñì.
ðèñ. 1.
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c = a ◦ b

Ðèñ. 1: Ïðàâèëî ðàñêðàøèâàíèÿ
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Ñîîòíîøåíèÿ íà îïåðàöèþ ◦

Êàêèå óñëîâèÿ íóæíî ïîòðåáîâàòü îò îïåðàöèè ◦, ÷òîáû ÷èñëî
ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê íå ìåíÿëîñü ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà?

Ïåðâîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèè ðàñêðàñîê îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ Ω1

ñëåäóåò èç ñâîéñòâà èäåìïîòåíòíîñòè a ◦ a = a äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
a ∈ Γ, êîòîðûå ìîãóò èãðàòü ðîëü öâåòà äóãè óçëà. Îäíàêî äëÿ
ïðîñòîòû ìû íå áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî òàêèìè ýëåìåíòàìè è
ïîòðåáóåì, ÷òîáû ∀a ∈ Γ : a ◦ a = a.
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a ◦ a = a

Ðèñ. 2: a ◦ a = a
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Ñîîòíîøåíèÿ íà îïåðàöèþ ◦ : ïðîäîëæåíèå

Âòîðîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà Àíàëîãè÷íî, èíâàðèàíòíîñòü
ïðè äâèæåíèè Ω2 òðåáóåò ëåâîé îáðàòèìîñòè îïåðàöèè ◦: äëÿ ëþáûõ
a è b èç Γ, óðàâíåíèå x ◦ a = b äîëæíî èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x ∈ Γ.

a b a b

ba

x

a b
Ðèñ. 3: Äëÿ ëþáûõ a, b, ∃!x òàêîå ÷òî x ◦ a = b

Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ ê ◦ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç /. Òî÷íåå, ýëåìåíò
b/a îïðåäåëÿåòñÿ êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x ◦ a = b.
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Ñîîòíîøåíèÿ íà îïåðàöèþ ◦ : ïðîäîëæåíèå

Òðåòüå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà

Íàêîíåö, èíâàðèàíòíîñòü ïðè äâèæåíèè Ω3 ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîé
ñàìîäèñòðèáóòèâíîñòè îïåðàöèè ◦, òî åñòü ∀a, b, c ∈ Γ èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî (a ◦ b) ◦ c = (a ◦ c) ◦ (b ◦ c).

a b c a b c

b ◦ c b ◦ c(a ◦ b) ◦ c (a ◦ c) ◦ (b ◦ c)

Ðèñ. 4: Äëÿ ëþáûõ a, b, c, (a ◦ b) ◦ c = (a ◦ c) ◦ (b ◦ c).

Â äàëüíåéøåì, ëþáîå ìíîæåñòâî ñ îïåðàöèåé ◦, óäîâëåòâîðÿþùåé
òðåì îïèñàííûì âûøå ñâîéñòâàì, áóäåò èìåíîâàòüñÿ êâàíäëîì
(äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäîì).
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Êàæäûé êâàíäë çàäàåò ïðàâèëî ðàñêðàøèâàíèÿ äèàãðàìì
çàöåïëåíèé, îïèñàííîå âûøå.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Óòâåðæäåíèå 1.2

×èñëî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ýëåìåíòàìè ïðîèçâîëüíîãî êâàíäëà
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèé.

Çàìå÷àíèå 1.3

Êâàíäëû áûëè íåçàâèñèìî îòêðûòû Ñ.Â. Ìàòâååâûì [6] è Ä.
Äæîéñîì [7]. Â ðàáîòàõ Ìàòâååâà è äðóãèõ ðóññêèõ àâòîðîâ, äàííûé
èíâàðèàíò íîñèò íàçâàíèå äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä; â çàïàäíîé
ëèòåðàòóðå ïðèíÿò òåðìèí êâàíäë.
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Êîïðåäñòàâëåíèå êâàíäëà

Ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ êâàíäëîâ ÿâëÿåòñÿ èõ
çàäàíèå ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé.
Ïóñòü A � àëôàâèò, ñîñòîÿùèé èç áóêâ. Ñëîâî â àëôàâèòå A � ýòî
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ èç A è ñèìâîëîâ (, ), ◦, /.
Òåïåðü ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ìíîæåñòâî D(A) äîïóñòèìûõ ñëîâ,
èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

1 Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé áóêâû a,
äîïóñòèìî.

2 Åñëè ñëîâà W1,W2 äîïóñòèìû, òî ñëîâà (W1) ◦ (W2) è
(W1)/(W2) òàêæå äîïóñòèìû.

3 Íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûõ ñëîâ, ïîìèìî ïîëó÷åííûõ â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë 1 è 2.

Èíîãäà ìû áóäåì îïóñêàòü ñêîáêè, åñëè îíè ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâëåíû èç êîíòåêñòà. Òàê, äëÿ áóêâ a1, a2 ìû áóäåì ïèñàòü
ñëîâî a1 ◦ a2, ïîäðàçóìåâàÿ ñëîâî (a1) ◦ (a2).
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Êîïðåäñòàâëåíèå êâàíäëà: ïðîäîëæåíèå

Ïóñòü R � ýòî ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé; òî åñòü ðàâåíñòâ âèäà
rα = sα, ãäå rα, sα ∈ D(A) è α ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ X . Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà D(A), ïîëàãàÿ
W1 ≡W2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò öåïü
ïðåîáðàçîâàíèé, íà÷èíàþùàÿñÿ ñëîâîì W1 è çàâåðøàþùàÿñÿ W2,
ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëàì 1-5, îïèñàííûì íèæå:

1 x ◦ x ⇐⇒ x ;

2 (x ◦ y)/y ⇐⇒ x ;

3 (x/y) ◦ y ⇐⇒ x ;

4 (x ◦ y) ◦ z ⇐⇒ (x ◦ z) ◦ (y ◦ z);

5 ri ⇐⇒ si .

Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè äîïóñòèìûõ ñëîâ îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Γ〈A|R〉. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
êâàíäëîì ñ îïåðàöèåé ◦.
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Çàìå÷àíèå 1.4

Èìååòñÿ àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ áèêâàíäëà (óïîòðåáëÿåòñÿ òàêæå
òåðìèí rack [5]), ãäå âìåñòî ðåáåð ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóðåáðà. Ïîä
ïîëóðåáðîì ìû ïîíèìàåì ðåçóëüòàò ðàçáèåíèÿ ðåáðà â òî÷êàõ
ïåðåõîäà.
Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäîì ïåðåêðåñòêîì ñâÿçàíû ÷åòûðå ýëåìåíòà
áèêâàíäëà, äâà âõîäÿùèõ è äâà âûõîäÿùèõ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öâåòà äâóõ âõîäÿùèõ ïîëóðåáåð îïðåäåëÿþò
öâåòà èñõîäÿùèõ. Èíâàðèàíòíîñòü ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìû çäåñü íå áóäåì
âûïèñûâàòü.
Òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå êâàíäëîâ, èìååòñÿ ïîíÿòèå
ôóíäàìåíòàëüíîãî áèêâàíäëà è åãî êîïðåäñòàâëåíèÿ.
Êâàíäëû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áèêâàíäëîâ, äëÿ êîòîðûõ öâåò
èñõîäÿùåãî ðåáðà, îáðàçóþùåãî ïåðåõîä, ñîâïàäàåò ñî öâåòîì
âõîäÿùåãî ïåðåõîäà.
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Ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êâàíäëà

Ïóñòü K � îðèåíòèðîâàííûé óçåë â R3, è N(K ) � åãî ìàëàÿ
òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü. Ïóñòü E (K ) = (R3\N(K )) � äîïîëíåíèå ê
ýòîé îêðåñòíîñòè. Çàôèñêèðóåì òî÷êó xK â E (K ). Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî ΓK ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé â E (K ) ñ íà÷àëîì â
òî÷êå xK è êîíöîì íà ∂N(K ) (ýòè óñëîâèÿ äîëæíû ñîõðàíÿòüñÿ ïðè
ãîìîòîïèè). Çàìåòèì, ÷òî îðèåíòàöèÿ íà R3 è K çàäàåò îðèåíòàöèþ
òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè óçëà (ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà). Ïóñòü mb �
îðèåíòèðîâàííûé ìåðèäèàí, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êîíåö äóãè b.
Ïîëîæèì a ◦ b = [bmbb

−1a], ãäå äëÿ x ∈ ΓK áóêâà x îçíà÷àåò ïóòü, à
[x ] � ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ýòîãî ïóòè; ñì ðèñ. 5.
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Ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êâàíäëà: ïðîäîëæåíèå

N(K)

xK

a

a b

b

Ðèñ. 5: Ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îïåðàöèè â êâàíäëå óçëà

Ñâîéñòâà êâàíäëà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Íåñëîæíî óâèäåòü
òàêæå, ÷òî çàìåíà íà÷àëüíîé òî÷êè xK ïðèâîäèò ê èçîìîðôíîìó
êâàíäëó. Äàííîå óòâåðæäåíèå îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Ñâÿçü ìåæäó êâàíäëîì óçëà è ãðóïïîé óçëà

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ êâàíäëà è ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ ãðóïïû
óçëà. Çàòåì ýòî ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëèò îïåðàöèþ êâàíäëà íà
ãðóïïå, è äàííàÿ îïåðàöèÿ ïðèâåäåò íàñ ê äàëüíåéøèì ïðèìåðàì.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå èç êâàíäëà óçëà Γ(K ) â ãðóïïó óçëà
π1(R3\E (K )). Âûáåðåì òî÷êó x âíå òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè óçëà.
Êàæäîìó ýëåìåíòó êâàíäëà γ (ïóòè èç x â ∂E (K )) ñîïîñòàâèì ïåòëþ
γmγ−1, ãäå m � ìåðèäèàí, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êîíåö ïóòè γ.
Äàííîå îòîáðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
îïðåäåëÿåòñÿ êâàíäëîì: ìîæíî âçÿòü ìåðèäèàíû â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, à ñîîòíîøåíèÿ âèäà a ◦ b = c
çàìåíèòü íà bab−1 = c .
Êðîìå òîãî, èìååòñÿ î÷åâèäíîå äåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
íà êâàíäëå: äëÿ ïåòëè g è ýëåìåíòà êâàíäëà γ, ïóòü gγ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êâàíäëà.
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Êâàíäëû íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì

Çàìå÷àíèå 1.5

Çàìåòèì, ÷òî �ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êâàíäëà óçëà� ðàáîòàåò
äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñ íåïóñòûì êðàåì
∂(M). Òî÷íåå, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ
êëàññîâ ïóòåé â E (K ) ñ íà÷àëîì â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå p è êîíöîì
íà ∂(M). Ýòî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ãîìåîìîðôèçìîâ M.
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Àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êâàíäëà

Ïóñòü D � äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî óçëà K . Îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî äóã äèàãðàììû D ÷åðåç AD . Ïóñòü P � ïåðåêðåñòîê,
îáðàçîâàííûé äóãàìè ïðîõîäà a è c è äóãîé ïåðåõîäà b. Íàïèøåì
ñîîòíîøåíèå a ◦ b = c , ãäå a ëåæèò ïî ëåâóþ ñòîðîíó îò b, à c ëåæèò
ïî ïðàâóþ ñòîðîíó îò îðèåíòèðîâàííîé äóãè b. Îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé äëÿ âñåõ ïåðåêðåñòêîâ ÷åðåç RD . Òåïåðü
ðàññìîòðèì êâàíäë Γ〈AD |RD〉 ñ îáðàçóþùèìè AD è ñîîòíîøåíèÿìè
RD .
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Òåîðåìà 1.6

Êâàíäëû ΓK è Γ〈AD |RD〉 èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî Êàæäîé äóãå a íà ïðîåêöèè D ñîïîñòàâèì ïóòü sa â
E (K ), òàêîé ÷òî

1 ïóòü sa ñîåäèíÿåò îòìå÷åííóþ òî÷êó ñ òî÷êîé íà òîðå ∂NK ,
ñîîòâåòñòâóþùåé äóãå a;

2 âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå ïðîåêöèÿ sa ïåðåñåêàåò äèàãðàììó D ïóòü sa
èäåò âûøå óçëà; ñì. ðèñ. 6.
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïðîäîëæåíèå

Î÷åâèäíî, äàííûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ãîìîòîïè÷åñêèé
êëàññ ïóòè sa.

a

sa

x

Ðèñ. 6: Ïóòü sa.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîé îáðàçóþùåé êâàíäëà Γ = 〈AD |RD〉
ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò êâàíäëà ΓK . Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè
ãîìîìîðôèçì φ : Γ〈AD |RD〉 → ΓK .
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïðîäîëæåíèå

×òîáû îïðåäåëèòü îáðàòíûé ãîìîìîðôèçì ψ : ΓK → Γ〈AD |RD〉,
ðàññìîòðèì ïóòü s ∈ ΓK . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîåêöèÿ ïóòè s
ïåðåñåêàåò äèàãðàììó D òðàíñâåðñàëüíî è íå ñîäåðæèò ïåðåêðåñòêîâ
äèàãðàììû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç an, an−1, . . . , a1 äóãè äèàãðàììû D, êîòîðûå èäóò
âûøå s. Ïóñòü a0 îáîçíà÷àåò äóãó, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîíåö s.
Òåïåðü ñîïîñòàâèì ïóòè s ∈ ΓK ýëåìåíò ((. . . (a0ε1a1)ε2 . . . an−1)εnan â
êâàíäëå Γ〈AD |RD〉, ãäå εi îçíà÷àåò /, åñëè s ïåðåñåêàåò ai ñëåâà
íàïðàâî, è ◦ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; ñì. ðèñ. 7.

s

xK

a2

a1

a0

φ(s)=(a0◦a1)/a2

Ðèñ. 7: Îòîáðàæåíèå ψ : ΓK → Γ〈AD ,RD〉.
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïðîäîëæåíèå

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî
(òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ s ýëåìåíòà ΓK ) è ÷òî
îòîáðàæåíèÿ φ è ψ âçàèìíî îáðàòíû. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà
äîêàçàíà.
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Ïîëíîòà êâàíäëà

Ïî Ìàòâååâó, äâà óçëà ýêâèâàëåíòíû, åñëè îäèí ïîëó÷àåòñÿ èç
äðóãîãî îäíîâðåìåííîé çàìåíîé îðèåíòàöèè ó óçëà è îáúåìëþùåãî
ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ïðàâûé è ëåâûé òðèëèñòíèêè
ýêâèâàëåíòíû.

Çäåñü ïîëíîòà êâàíäëà îçíà÷àåò, ÷òî îí ðàçëè÷àåò óçëû ñ òî÷íîñòü
äî ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëåííîé âûøå.

Ãðóáî ãîâîðÿ, êâàíäë � ýòî (ïî÷òè) ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ, òàê
êàê îí ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå è �÷åì-òî
åùå� � ïåðèôåðè÷åñêîé ñòðóêòóðå (ñì. Îïðåäåëåíèå 2.7).

Îäíàêî, òàê êàê êâàíäë íå ðàçëè÷àåò ýêâèâàëåíòíûå óçëû, îí íå
ðàñïîçíàåò ëåâûé è ïðàâûé òðèëèñòíèêè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ
âñòðå÷àåòñÿ ÷àñòî.
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû

Êëþ÷åâûå òî÷êè äîêàçàòåëüñòâà:

1 Äëÿ òðèâèàëüíîãî óçëà ñèòóàöèÿ î÷åâèäíà: ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ãðóïïà äîïîëíåíèÿ ê óçëó åãî ðàñïîçíàåò ïî òåîðåìå Äåíà
(Òåîðåìà 2.3).

2 Åñëè óçåë íåòðèâèàëåí, òî äîïîëíåíèå ê íåìó ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèì (ñì. Îïðåäåëåíèå 2.4) ìíîãîîáðàçèåì (ïî
òåîðåìå Äåíà).

3 Äëÿ êëàññà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ìíîãîîáðàçèé
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïëþñ �÷òî-òî åùå� ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
èíâàðèàíòîì ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëåííîé
âûøå.

4 Êâàíäë ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó è
�÷òî-òî åùå�.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ãîâîðèì îá óçëàõ. Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ
ñïðàâåäëèâû äëÿ çàöåïëåíèé.
Íèæå ìû ïîêàæåì, êàê ïî êâàíäëó âîññòàíîâèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
ãðóïïó.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Ñæèìàåìûå ïîâåðõíîñòè

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1

Ïîâåðõíîñòü F â ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ñæèìàåìîé â îäíîì èç
ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1 Ñóùåñòâóåò íåñòÿãèâàåìàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ k âíóòðè
F è äèñê D â M (âíóòðåííîñòü êîòîðîãî ëåæèò âíóòðè M), òàêàÿ
÷òî D ∩ F = ∂D = k .

2 Ñóùåñòâóåò øàð E â M, òàêîé ÷òî E ∩ F = ∂E .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ íåñæèìàåìîé.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Íåïðèâîäèìûå 3�ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.2

Òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè ëþáàÿ
ñôåðà S2 ⊂ M ñæèìàåìà.
Òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ñ êðàåì íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íî
íåïðèâîäèìûì, åñëè êðàé ∂M íåñæèìàåì.

Ïóñòü K � îðèåíòèðîâàííûé óçåë. Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíóþ
ãðóïïó π äîïîëíåíèÿ R3\N(K ), ãäå N � òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü K .
Î÷åâèäíî, ÷òî ∂N = T ÿâëÿåòñÿ òîðîì; ðàññìîòðèì â íåì
îðèåíòèðîâàííûé ìåðèäèàí m (êðèâàÿ, èìåþùàÿ èíäåêñ çàöåïëåíèÿ
1 ñ óçëîì K ). Íàïîìíèì òåîðåìó Äåíà:

Òåîðåìà 2.3 (Äåí)

Çàöåïëåíèå L ñ m êîìïîíåíòàìè òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà π1(R3\L) èçîìîðôíà ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ m îáðàçóþùèìè.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Äîñòàòî÷íî áîëüøèå ìíîãîîáðàçèÿ è ìíîãîîáðàçèÿ
Õàêåíà

Îïðåäåëåíèå 2.4

Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, åñëè ìîæíî
âëîæèòü â M òåëî ñ ðó÷êàìè òàê, ÷òî èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï èìååò íóëåâîå ÿäðî.

Îïðåäåëåíèå 2.5

Ìíîãîîáðàçèå Õàêåíà � ýòî êîìïàêòíîå íåïðèâîäèìîå äîñòàòî÷íî
áîëüøîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

Çàìå÷àíèå 2.6

Ìíîãîîáðàçèÿ Õàêåíà ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
�âûðåçàíèÿ è ñêëååê�, êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàí Ó. Õàêåíîì, Ã.
Õåìèîíîì è Ñ. Ìàòâååâûì, ïîäðîáíîñòè ñì. [10].
Â ÷àñòíîñòè, äîïîëíåíèÿ ê óçëàì ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè
Õàêåíà!!!

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Åñëè óçåë K íåòðèâèàëåí, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π(T )
âêëàäûâàåòñÿ â π. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Äåíà.

Îïðåäåëåíèå 2.7

Äëÿ íåòðèâèàëüíîãî óçëà K , òðîéêà m ∈ π(T ) ⊂ π íàçûâàåòñÿ
ïåðèôåðè÷åñêîé ñèñòåìîé óçëà K .

Òåîðåìà Âàëüäõàóçåíà1 óòâåðæäàåò:

Òåîðåìà 2.8 ([4])

Ïóñòü M,N � íåïðèâîäèìûå, ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìûå
3�ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü M äîñòàòî÷íî âåëèêî è ïóñòü
ψ : π1(N)→ π1(M) � èçîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé ïåðèôåðè÷åñêóþ
ñèñòåìó. Òîãäà ψ èíäóöèðóåòñÿ íåêîòîðûì ãîìåîìîðôèçìîì
f : N → M.

1ìû åå èñïîëüçóåì ôîðìóëèðîâêó èç [6]
Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Äîêàæåì, ÷òî êâàíäë � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò.
Ïóñòü äàíû óçëû K1,K2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ : Γ(K1)→ Γ(K2) (ïî
Ìàòâååâó) � èçîìîðôèçì êâàíäëîâ. Îáîçíà÷èì äîïîëíåíèÿ ê
òðóá÷àòûì îêðåñòíîñòÿì K1,K2 ÷åðåç EK1 ,EK2 ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè K1,K2 íåòðèâèàëüíû, òî ìíîãîîáðàçèÿ EK1 ,EK2

ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìû, äîñòàòî÷íî áîëüøèå è íåïðèâîäèìûå (ïî
Ëåììå Äåíà).

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû: ïðîäîëæåíèå

Åñëè îäèí èç óçëîâ òðèâèàëåí (ñêàæåì, K1). Òîãäà π(K1) èçîìîðôíî
Z. Òàê êàê ãðóïïà óçëà îïðåäåëÿåòñÿ êâàíäëîì, òî π(K2) òîæå áóäåò
èçîìîðôíà Z. Çíà÷èò, óçåë K2 òðèâèàëåí.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî K1,K2 íåòðèâèàëüíû.
Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà óçëà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êâàíäëó; êðîìå
òîãî, ìåðèäèàí òàêæå ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî êâàíäëó óçëà: ìîæíî
âçÿòü îáðàç ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà êâàíäëà ïðè åãî îòîáðàæåíèè â
ãðóïïó.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû: ïðîäîëæåíèå

Ñòàáèëèçàòîð ìåðèäèàíà (êàê ïóòè èç x â xK , ïðåäñòàâëÿþùåãî
ýëåìåíò êâàíäëà)

{g ∈ π(K ) | ga = a}

â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå ñîâïàäàåò ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé
òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè óçëà π1(T 2) = Z2.

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû π1(T 2) çàäàåòñÿ ïóòåì âèäà
ana−1, ãäå a ïðåäñòàâëÿåò ìåðèäèàí â êâàíäëå (ïóòü îò íà÷àëüíîé
òî÷êè ê òî÷êå íà T 2), à n � ïåòëÿ íà òîðå T 2. Òîãäà ìû èìååì
ana−1 · a = an, ÷òî ãîìîòîïíî a â êâàíäëå.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî g ïóòü ga ãîìîòîïåí a.
Ïðè äàííîé ãîìîòîïèè êîíå÷íàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ íà òîðå ïî
íåêîòîðîìó ïóòè, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç x . Òîãäà èìååì
gaxa−1 = e, òàê ÷òî g ãîìîòîïíî ïåòëå ax−1a−1, ïðèíàäëåæàùåé
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå òîðà T 2.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû: ïðîäîëæåíèå

Òàêèì îáðàçîì, êâàíäë çàäàåò ïåðèôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïóñòü
íåòðèâèàëüíûå óçëû K1,K2 èìåþò îäèíàêîâóþ ïåðèôåðè÷åñêóþ
ñèñòåìó. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï. Ïî òåîðåìå Âàëüäõàóçåíà îí èíäóöèðîâàí
ãîìåîìîðôèçìîì h èç EK1 â EK2 , ïðè÷åì ìåðèäèàí â ïåðâîì
ïðîñòðàíñòâå ïåðåõîäèò â ìåðèäèàí âî âòîðîì. Òîãäà ó íàñ åñòü
èíôîðìàöèÿ, êàê ïðèêëåèòü ïîëíîòîðèÿ N1 è N2 ê EK1 è EK2

ñîîòâåòñòâåííî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðîñòðàíñòâî R3. Ñòÿãèâàÿ
ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ Ni , i = 1, 2, â R3 â òî÷êó, ìû ïîëó÷èì êðèâóþ
λi , ñîâïàäàþùóþ ñ óçëîì Ki . Òàêèì îáðàçîì, óçëû áóäóò èçîòîïíû.
Äëÿ ðåàëèçàöèè êîíñòðóêöèè íóæíî çàôèêñèðîâàòü îðèåíòàöèþ EK1

è EK2 . Òàêæå åñòü âîçìîæíîñòü âûáîðà îðèåíòàöèè ìåðèäèàíà. Åñëè
âûáðàòü ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà è ìåðèäèàíà,
ïîëó÷àþùèåñÿ óçëû áóäóò ýêâèâàëåíòíû.
Îäíàêî ïîñëå ôèêñàöèè îðèåíòàöèè ìåðèäèàíà óçåë
âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è3-ìåðíàÿ òîïîëîãèÿ Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Çàìå÷àíèå 2.9

Â äîêàçàòåëüñòâå ïîëíîòû êâàíäëà óçëà âàæíóþ ðîëü èãðàåò
ñîâïàäåíèå ñòàáèëèçàòîðà ìåðèäèàíà â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
äîïîëíåíèÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè óçëà
π1(T 2) = Z2. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðèôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òðîéêó m ∈ π(T ) ⊂ π(K ), âîò ïî÷åìó ìû ñòîëü âíèìàòåëüíû ê
íåé.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Óïðàæíåíèÿ I

1 Ïóñòü (Γ, ◦) � êâàíäë è / � îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ ê ◦. Ïîêàæèòå,
÷òî (Γ, /) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàíäëîì. Áîëåå òîãî, äîêàæèòå
òîæäåñòâà íà Γ:
(a ◦ b)/c = (a/c) ◦ (b/c)
(a/b) ◦ c = (a ◦ c)/(b ◦ c).

2 Ïóñòü Q = Z[t, t−1]. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ◦ : Q × Q → Q ïî
ôîðìóëå

a ◦ b = ta + (1− t)b.

Äîêàæèòå, ÷òî (Q, ◦) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì êâàíäëà. Ýòîò
êâàíäë íàçûâàåòñÿ êâàíäëîì Àëåêñàíäåðà.

3 Ïóñòü Q � ãðóïïà. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ◦ : Q × Q → Q ïî
ôîðìóëå

a ◦ b = bab−1.

Äîêàæèòå, ÷òî (Q, ◦) ÿâëÿåòñÿ êâàíäëîì. Ýòîò êâàíäë
íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì êâàíäëîì.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 4. Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (êâàíäë) � ïî÷òè ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (êâàíäëû) Ïîëíîòà êâàíäëà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Óïðàæíåíèÿ II

4 Ïóñòü Q � ãðóïïà. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ◦ : Q × Q → Q ïî
ôîðìóëå

a ◦ b = bnab−n.

Äîêàæèòå, ÷òî (Q, ◦) ÿâëÿåòñÿ êâàíäëîì.

5 Ïóñòü Q � ãðóïïà. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ◦ : Q × Q → Q ïî
ôîðìóëå

a ◦ b = ba−1b.

Äîêàæèòå, ÷òî (Q, ◦) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì êâàíäëà. Ýòîò
êâàíäë íàçûâàåòñÿ core quandle.

6 Ïóñòü X � ãðóïïà è x ∈ X � íåêîòîðûé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì
îïåðàöèþ ◦ : X × X → X , ãäå

a ◦ b = ab−1xb.

Äîêàæèòå, ÷òî (X , ◦) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé è òðåòüåé àêñèîìàì
êâàíäëà, íî íå ïåðâîé àêñèîìå. Òî åñòü (X , ◦) � rack.
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Óïðàæíåíèÿ III

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàñêðàñîê äèàãðàììû ñ ïîìîùüþ (X , ◦)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ íà ðèñ. 8.

Ðèñ. 8:

7 Ïóñòü X êîíå÷íî è ◦, ∗ � áèíàðíûå îïåðàöèè íà X .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

x ◦ x = x ∗ x
îòîáðàæåíèÿ ∗x , ◦x : X × X → X è îòîáðàæåíèå
S : X × X → X × X , ãäå

S(x , y) = (y ∗ x , x ◦ y),

âçàèìíî-îäíîçíà÷íû.
(x ◦ y) ◦ (z ◦ y) = (x ◦ z) ◦ (y ∗ z)
(x ◦ y) ∗ (z ◦ y) = (x ∗ z) ◦ (y ∗ z)
(x ∗ y) ∗ (z ∗ y) = (x ∗ z) ∗ (y ◦ z)
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Óïðàæíåíèÿ IV

Òîäà (X , ◦, ∗) íàçûâàåòñÿ áèêâàíäëîì. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
ðàñêðàñîê ïîëó-ðåáåð óçëîâ áèêâàíäëîì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9,
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ.

x

y

y ∗ x

x ◦ y x

y x ◦ y

y ∗ x

Ðèñ. 9: Ðàñêðàñêà áèêâàíäëîì â ïåðåêðåñòêå
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Øèðîêî èçâåñòíî, ÷òî òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï, â îñîáåííîñòè ãðóïï
Ëè, ïðåäîñòàâèëà ìîùíûå ìåòîäû äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ðàáîòå [8] Ð.Ë. Ðóáèíøòåéí äàë îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî

êâàíäëà.

Áîëåå òî÷íî, ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå
íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì µ : X × X → X , îáîçíà÷åíèå µ(a, b) = a ◦ b,
òàêèì ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ X îòîáðàæåíèå a→ a ◦ b ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì X . Ïðîñòðàíñòâî X (ñ îòîáðàæåíèåì µ) íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì êâàíäëîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

1 (a ◦ b) ◦ c = (a ◦ c) ◦ (b ◦ c),

2 a ◦ a = a,

äëÿ âñåõ a, b, c ∈ X . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì òîïîëîãè÷åñêèå

èíâàðèàíòû óçëîâ.

Âîïðîñ

Ìû óïîìèíàëè, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êâàíäëà ïðèëîæèìî ê

ïðîèçâîëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ êðàåì. Êàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì

èñïîëüçîâàòü òîïîëîãè÷åñêèå êâàíäëû ïî îòíîøåíèþ íå òîëüêî ê

çàöåïëåíèÿì, íî è ïðîèçâîëüíûì ìíîãîîáðàçèÿì?
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Êâàíäë óçëà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïîëíûì èíâàðèàíòîì è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîãèå èíâàðèàíòû óçëîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåãî. Íàïðèìåð,
ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è ò.ä. Ïîëèíîì
Àëåêñàíäåðà äîïóñêàåò êàòåãîðèôèêàöèþ â âèäå ãîìîëîãèé Ôëîåðà,
êîòîðûå ñîäåðæàò áîëåå áîãàòóþ èíôîðìàöèþ îá óçëàõ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïîëèíîìîì.

Âîïðîñ

Êàê êàòåãîðèôèöèðîâàòü êâàíäëû?

Ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà ïîëó÷àåòñÿ íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ êâàíäëîâ, íî
òàêæå ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòåé Çåéôåðòà èëè ñêåéí-ñîîòíîøåíèé
(ïîäðîáíîñòè ñì. â ãëàâå 5 â [1] ëèáî ãëàâå 6 â [2]). Â ÷àñòíîñòè, êàê
ìû âèäåëè â ëåêöèè 2, ñ ïîìîùüþ ñêåéí-ñîîòíîøåíèé ìîæíî
óñèëèòü ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà.

Âîïðîñ

Êàê ïîñòðîèòü èíâàðèàíòû ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè
ñêåéí-ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîëèíîìà Àëåêñàíäåðà?
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Â ðàáîòå [9] Â.Î. Ìàíòóðîâ îïðåäåëèë àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ
äâóìÿ îïåðàöèÿìè, òàê íàçûâàåìûé äëèííûé êâàíäë, è èíâàðèàíò
ðàñêðàñîê äëèííûõ (âèðòóàëüíûõ) óçëîâ ñ ïîìîùüþ äëèííîãî
êâàíäëà. Äëèííûé êâàíäë ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî ñâÿçíàÿ ñóììà
äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ íå êîììóòàòèâíà (â îòëè÷èå îò
êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ). Ïîäðîáíîñòè ñì. â [9].

Âîïðîñ

Ïîïðîáóéòå îïðåäåëèòü ïîõîæèå íà êâàíäëû ñòðóêòóðû äëÿ óçëîâ è
çàöåïëåíèé, â òîì ÷èñëå â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ.
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