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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X è ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
x0 ∈ X . Âûáåðåì íåêîòîðóþ òî÷êó a íà îêðóæíîñòè S1. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : S1 → X , òàêèõ ÷òî
f (a) = x0. Ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ òàêèõ îòîáðàæåíèé
èìååò ñòðóêòóðó ãðóïïû. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå äâóõ òàêèõ
îòîáðàæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîíêàòåíàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïóòåé. Îáðàòíûé ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñõîäíûé ïóòü,
ïðîõîäèìûé â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå îïåðàöèè,
ðàññìàòðèâàåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, êîððåêòíî îïðåäåëåíû.

Îïðåäåëåíèå 1.1

Ãðóïïà, îïèñàííàÿ âûøå, íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç π1(X , x0).
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Ëåììà 1.2

Äëÿ ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X ãðóïïà π1(X , x0) íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè x0, ò.å. π1(X , x0) ∼= π1(X , x1).

Äîêàçàòåëüñòâî ìû îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.3

Íå ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîãî ñïîñîáà çàäàòü èçîìîðôèçì
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, îïðåäåëåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ
òî÷åê.

Òåîðåìà 1.4

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâèìî â âèäå
îáúåäèíåíèÿ X = X1 ∪ X2, ãäå êàæäîå èç ìíîæåñòâ X1, X2,
X0 = X1 ∩ X2 íåïóñòî, îòêðûòî è ëèíåéíî ñâÿçíî. Âûáåðåì òî÷êó
A ∈ X0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïû π1(X1,A) è π1(X2,A) çàäàþòñÿ
êîïðåäñòàâëåíèÿìè 〈a1, . . . |f1 = e, . . . 〉 è 〈b1, . . . |g1 = e, . . . 〉
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü îáðàçóþùèå c1, c2 . . . ãðóïïû π1(X0,A)
(ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè êàê π1(X1,A), òàê è π1(X2,A))
âûðàæàþòñÿ êàê ci = ci (a1, . . . ) è ci = ci (b1, . . . ) ÷åðåç îáðàçóþùèå
ãðóïï π1(X1,A) è π1(X2,A) ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5 (Òåîðåìà âàí Êàìïåíà)

Ãðóïïà π1(X ,A) èìååò êîïðåäñòàâëåíèå

〈ai , bi , |fi = e, gi = e, ci (a) = ci (b)〉.
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Îïðåäåëåíèå 1.6

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè
π1(X ) = {e}.

Ñëåäñòâèå 1.7

Åñëè ïðîñòðàíñòâà X1 è X2, ðàññìàòðèâàåìûå â òåîðåìå âàí
Êàìïåíà, îäíîñâÿçíû, òî èõ îáúåäèíåíèå X òîæå îäíîñâÿçíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû âàí Êàìïåíà ïîñ÷èòàåì
ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû 2�ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 1.8

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñâÿçíîé îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé
äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g (g > 0) èìååò êîïðåäñòàâëåíèå

〈a1, b1, . . . , ag , bg |a1b1a1−1b1−1 . . . agbgag−1bg−1 = e〉.
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Ãðóïïà óçëà

Ïóñòü K � çàöåïëåíèå â R3.
Ïóñòü MK = R3\K � äîïîëíåíèå ê çàöåïëåíèþ K . Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðè ãëàäêîé èçîòîïèè K â R3 äîïîëíåíèå òàêæå ïîäâåðãàåòñÿ
èçîòîïèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû
äîïîëíåíèÿ, òàêèå êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà, áóäóò äàâàòü
èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿ ê çàöåïëåíèþ íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé çàöåïëåíèÿ (óçëà):

π(K ) = π1(MK ).
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Ãðóïïà çàöåïëåíèÿ � íåïîëíûé èíâàðèàíò

Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî äîïîëíåíèå ê óçëó (òî÷íåå, ê åãî ìàëîé
òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè â R3) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì óçëîâ ñ
òî÷íîñòüþ äî çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.
Îäíàêî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ çàöåïëåíèé íåâåðíî (ñì.
Óïðàæíåíèå 2). Ïåðåä ïîñòðîåíèåì êîíòðïðèìåðà, äîêàæåì
ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.2

Ïóñòü D3 ⊂ R3 � òðåõìåðíûé øàð è γ ⊂ D3 � ïîëíîòîðèå, ñì.
ðèñ. 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïîäìíîæåñòâà R3\T â ñåáÿ,
îòîáðàæàþùåå êðèâûå AB è CD (ðèñ. 1.a) â AB è CD (ðèñ. 1.b) è
òîæäåñòâåííîå âíå øàðà D3.

CA

�

D B

a

CA

�

D B

b

Ðèñ. 1: Çàìåíà ïåðåêðåñòêà
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Äëÿ áîëåå ïîíÿòíîãî îïèñàíèÿ ïðåäñòàâèì, ÷òî âíóòðåííèé äèàìåòð
ïîëíîòîðèÿ γ î÷åíü áîëüøîé (òîãäà �âíóòðåííÿÿ� ãðàíèöà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûñîêèé öèëèíäð) ïî ñðàâíåíèþ ñî âíåøíèì.
Òîãäà ñ öåíòðå áóäåò öèëèíäð, îêðóæåííûé ïîëíîòîðèåì, ñì. ðèñ. 2.
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b
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c

Ðèñ. 2: Ïåðåêðó÷èâàíèå âåðõíåé ÷àñòè öèëèíäðà
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ðàçðåæåì ýòîò öèëèíäð ïîñåðåäèíå è ïåðåêðóòèì âåðõíþþ ÷àñòü,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Äàííàÿ îïåðàöèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé
ïîñëå âûðåçàíèÿ ïîëíîòîðèÿ γ èç D3. Ïîñëå 180�ãðàäóñíîãî
ïîâîðîòà ìû ïîëó÷èì êîíôèãóðàöèþ, êàê íà ðèñ. 2.b. Çàòåì
ïåðåêðóòèì âåðõíþþ ÷àñòü åùå ðàç. Òàê ìû ïîëó÷èì âëîæåíèå íà
ðèñ. 2.c. Ïðè ýòîì òî÷êè ðàçðåçà âåðíóëèñü â íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ.
Çíà÷èò, ìîæíî ñêëåèòü îáå ÷àñòè, òàê ÷òîáû âñå ïðîñòðàíñòâî
îñòàëîñü ïðåæíèì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ãîìåîìîðôèçì
ìíîãîîáðàçèÿ D3\γ â ñåáÿ. Ýòîò ãîìåîìîðôèçì ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîìåîìîðôèçìàT R3\γ íà ñåáÿ, òîæäåñòâåííîãî âíå D3. Äàííûé
ãîìåîìîðôèçì äåëàåò çàìåíó ïåðåêðåñòêà.
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Òåì íå ìåíåå, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿ ê çàöåïëåíèþ
ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñèëüíûì èíâàðèàíòîì. Íàïðèìåð, îíà ðàñïîçíàåò
òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå ñ ëþáûì ÷èñëîì êîìïîíåíò. Äàííûé
ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû Äåíà.

Òåîðåìà 2.3 (Äåí)

Çàöåïëåíèå L ñ m êîìïîíåíòàìè òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà π1(R3\L) èçîìîðôíà ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ m îáðàçóþùèìè.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Äåíà ñâîäèò çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ
òðèâèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ê ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîáîäíîé
ãðóïïû (ñðåäè íåêîòîðîãî êëàññà ãðóïï). Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ òðèâèàëüíîé ãðóïïû íåðàçðåøèìà.
Òåîðåìà Äåíà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.
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Ëåììà 2.4

Ïóñòü M � ýòî 3�ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì è ïóñòü γ �
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà êðàå ∂M. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîãðóæåííûé
äâóìåðíûé äèñê D → M, òàêîé ÷òî ∂D = γ, òî ñóùåñòâóåò
âëîæåííûé äèñê D ′ ⊂ M ñ òîé æå ãðàíèöåé ∂D ′ = γ.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèíàäëåæèò Äåíó [4], îäíàêî åãî
äîêàçàòåëüñòâî èìåëî ïðîáåëû. Ïåðâîå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî
ïðåäëîæåíî Ïàïàêèðüÿêîïóëîñîì [6], èñïîëüçîâàâøåãî ïðåêðàñíóþ
òåõíèêó áàøåí äâóëèñòíûõ íàêðûòèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äåíà

Èìåÿ óçåë K ⊂ R3 ñ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ N(K ), ðàññìîòðèì ãðóï-
ïó π1(R3\N(K ),A), ãäå A ∈ T (K ) = ∂N(K ). Ìåðèäèàí µ, ò.å êðèâàÿ
íà T (K ), êîòîðàÿ ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè íà óçëå K è èìååò
êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ 1 ñ óçëîì K , íå ñòÿãèâàåòñÿ â äîïîëíåíèè ê
óçëó. Ïàðàëëåëü λ � ýòî ïðîñòàÿ êðèâàÿ â T , �ïàðàëëåëüíàÿ óçëó K �
è èìåþùàÿ êîýôôèöèåíò 0 c K . Êðèâûå µ è λ ïîðîæäàþò ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ãðóïïó òîðà T .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà óçëà K èçîìîðôíà Z. Èçîìîðôèçì çàäà-
åòñÿ êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ ñ óçëîì K : γ 7→ lk(γ,K ). Òàê êàê
lk(λ,K ) = 0, ïàðàëëåëü λ ãîìîòîïíà 0 â π1(R3\N(K )). Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàéäåòñÿ ïîãðóæåííûé äèñê ñ êðàåì λ. Ïî Ëåììå 2.4 òîãäà ñó-
ùåñòâóåò âëîæåííûé â R3\N(K ) äèñê ñ êðàåì λ. Ñòÿãèâàÿ N(K ) íà
K , ìû ïîëó÷èì äèñê, êðàåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ K . Ýòîò äèñê çàäàåò
èçîòîïèþ K ê òðèâèàëüíîìó óçëó. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 2.5

Òåîðåìà Äåíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðóïïà óçëà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî
ñèëüíûì èíâàðèàíòîì. Îäíàêî, îíà íå ïîçâîëÿåò ðàçëè÷èòü ìåæäó
ñîáîé çåðêàëüíûå óçëû. Âïåðâûå íåýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó äâóìÿ
çåðêàëüíûìè óçëàìè, à èìåííî, ëåâûì è ïðàâûì òðèëèñòíèêîì áûëà
äîêàçàíà Äåíîì [5].
Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Äåíà èñïîëüçîâàëàñü íå
òîëüêî ãðóïïà óçëà, íî è ìåðèäèàí è ïàðàëëåëü T (K ), êîòîðûå
îáðàçóþò òàê íàçûâàåìóþ ïåðèôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó äîïîëíåíèÿ ê
óçëó. Îíà è ïîçâîëÿåò ðàçëè÷èòü äâà òðèëèñòíèêà. Áîëåå òîãî,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà óçëà ñ ïåðèôåðè÷åñêîé ñèñòåìîé
îáðàçóþò ïîëíûé èíâàðèàíò óçëîâ.
Ïîçäíåå ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîé ñòðóêòóðå.
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Êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ÿâíî îïèñàòü ãðóïïó çàöåïëåíèÿ. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå çàöåïëåíèå L è íåêîòîðóþ åãî ïëîñêóþ äèàãðàììó L̄.
Âûáåðåì òî÷êó x íàä ïëîñêîñòüþ äèàãðàììû. Ãðóïïà çàöåïëåíèÿ
ñîñòîèò èç ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïåòåëü ñ íà÷àëîì â x . Â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ âîçüìåì ïåòëè, âûõîäÿùèå èç x è öåïëÿþùèå äóãè L̄.
Îðèåíòàöèÿ ïåòëè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà, ñì. ðèñ. 3.q
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Ðèñ. 3: Ïåòëÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãå äèàãðàììû
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Êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà

Òåïåðü íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû çàöåïëåíèÿ.
Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ïåòëÿìè, îòâå÷àþùèì äóãàì,
èíöèäåíòíûì íåêîòîðîìó ïåðåêðåñòêó, èìååò âèä b = cac−1, ãäå
ïåðåõîä c ðàçäåëÿåò äóãè ïðîõîäà a è b, ñì. ðèñ. 4.

-

6

6

a

b

c
b = cac−1

Ðèñ. 4: Ñîîòíîøåíèå â ïåðåêðåñòêå
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Êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
äîïîëíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê äàííûì ñîîòíîøåíèÿì.
Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ïåòëè íà ïëîñêîñòü äèàãðàììû L̄ è íåêîòîðóþ
èçîòîïèþ ýòîé ïåòëè. Ïðè äåôîðìàöèè âûðàæåíèå ïåòëè ÷åðåç
îáðàçóþùèå ìåíÿåòñÿ òîëüêî, êîãäà ïðîåêöèÿ ïåòëè ïðîõîäèò ÷åðåç
ïåðåêðåñòîê äèàãðàììû, ñì. ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5: Ñîîòíîøåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè èçîòîïèè
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Êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà

Ïåòëÿ â ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 5 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå êàê
c−1bc, à ïåòëÿ â ïðàâîé ÷àñòè � êàê a.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ñëåäóþùåå êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
çàöåïëåíèÿ: äóãè äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò îáðàçóþùèì, à
ïåðåêðåñòêè � ñîîòíîøåíèÿì ãðóïïû: ïîëàãàåì cac−1 = b äëÿ
ñìåæíûõ äóã a è b, ðàçäåëåííûõ äóãîé c , ïðè÷åì b íàõîäèòñÿ ñëåâà
îò c ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè äóãè c .

Îïðåäåëåíèå 2.6

Äàííîå êîïðåäñòàâëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû äîïîëíåíèÿ ê
çàöåïëåíèþ íàçûâàåòñÿ êîïðåäñòàâëåíèåì Âèðòèíãåðà.
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Êîïðåäñòàâëåíèå Äåíà

Äðóãîé ñïîñîá îïèñàòü ãðóïïó çàöåïëåíèÿ ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ è
ñîîòíîøåíèé íîñèò íàçâàíèå êîïðåäñòàâëåíèÿ Äåíà. Â ýòîì
êîïðåäñòàâëåíèè ðîëü îáðàçóþùèõ èãðàþò îáëàñòè, íà êîòîðûå
äèàãðàììà äåëèò ïëîñêîñòü, à ñîîòíîøåíèÿ îòâå÷àþò ïåðåêðåñòêàì
äèàãðàììû, ñì. ðèñ. 6.

A

B C

D

Ðèñ. 6: r(c) = AB−1CD−1

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà çàöåïëåíèÿ çàäàåòñÿ êàê

π1(R3\K ) = 〈{Îáëàñòè}|r(c) = 1〉.
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Ãðóïïà óçëà è èíâàðèàíò ðàñêðàñîê

Òåîðåìà 2.7

Äëÿ ëþáîãî óçëà K èíâàðèàíò CI (K ) + 3 ðàâåí ÷èñëó
ãîìîìîðôèçìîâ èç π1(R3\K ) ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó S3.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì óçåë K è ïðîèçâîëüíóþ åãî ïëîñêóþ äèàãðàììó. ×òîáû
ïîñòðîèòü ãîìîìîðôèçì èç π1(R3\K ) â S3, äîñòàòî÷íî óêàçàòü
îáðàçû âñåõ îáðàçóþùèõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãàì óçëà K .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õîòÿ áû îäíà îáðàçóþùàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íåêîòîðîé äóãå s, îòîáðàæàåòñÿ â ÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó. Òîãäà äëÿ
ëþáàÿ äóãà s ′, îòäåëåííàÿ îò s ïåðåõîäîì, îòîáðàæàåòñÿ â
ñîïðÿæåííûé ýëåìåíò, ò.å. òîæå â ÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó. Òàê êàê K
óçåë, �÷åðåç ïðîõîäû� ìîæíî ïåðåéòè îò s ê ëþáîé äðóãîé äóãå.
Çíà÷èò, âñå îáðàçóþùèå ãðóïïû óçëà îòîáðàçÿòñÿ â ÷åòíûå
ïåðåñòàíîâêè. Òàê êàê ãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê A3 êîììóòàòèâíà,
ãîìîìîðôèçì ïåðåâîäèò âñå îáðàçóþùèå, ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì, â
îäèí ýëåìåíò â A3. Åñòü ðîâíî òðè òàêèõ ãîìîìîðôèçìà.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Áóäåì ñ÷èòàòü òåïåðü, ÷òî õîòÿ áû îäíà äóãà (à çíà÷èò, è âñå äóãè)
ïåðåõîäèò â íå÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó. Íå÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê òðè:
(12), (23), (31). Ñîïðÿæåíèå îäíîé îäíîé òðàíñïîçèöèè ñ ïîìîùüþ
äðóãîé äàåò òðåòüþ òðàíñïîçèöèþ. Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîëíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó ðàñêðàñêè.
Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçìû ãðóïïû π1(R3\K ) â S3, êðîìå òðåõ
�÷åòíûõ�, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëüíûìè ðàñêðàñêàìè âûáðàííîé äèàãðàììû óçëà K .
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà Ãðóïïà óçëà Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèÿ

1 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñâÿçíîãî X ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
π1(X , x0) íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x0, ò.å.
π1(X , x0) ∼= π1(X , x1).

2 Ïîêàæèòå, ÷òî çàöåïëåíèÿ L1 è L2 íà ðèñ. 7 íå èçîòîïíû, íî
äîïîëíåíèÿ ê íèì ãîìåîìîðôíû.

L1

a

L2

b

Ðèñ. 7: Íåèçîòîïíûå çàöåïëåíèÿ ñ ãîìåîìîðôíûìè äîïîëíåíèÿìè

3 (ïîâûøåííàÿ ñëîæíîñòü) Íàéòè äâà íåèçîòîïíûõ (è íå
çåðêàëüíûõ) óçëà ñ èçîìîðôíûìè ãðóïïàìè óçëà.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà Ãðóïïà óçëà Óïðàæíåíèÿ

4 Ïîêàæèòå, òî ãðóïïà òðèâèàëüíîãî óçëà èçîìîðôíà
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå îêðóæíîñòè, è îáå ýòè ãðóïïû
èçîìîðôíû Z.

5 Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà òðèâèàëüíîãî n�êîìïîíåíòíîãî
çàöåïëåíèÿ èçîìîðôíà ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ n îáðàçóþùèìè.

6 Íàéäèòå ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
êîïðåäñòàâëåíèÿ Âèðòèíãåðà äâóõ äèàãðàìì èçîòîïíûõ
çàöåïëåíèé çàäàþò îäíó è òó æå ãðóïïó.

7 Íàéäèòå êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà äëÿ òðèëèñòíèêà è
äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû ñ êîïðåäñòàâëåíèÿìè 〈a, b|aba = bab〉 è
〈c , d |c3 = d2〉 èçîìîðôíû.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà Ãðóïïà óçëà Óïðàæíåíèÿ

8 Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(A1 ∨ A2) áóêåòà
(îáúåäèíåíèÿ A1 è A2 ñ îäíîé îòîæäåñòâëåííîé òî÷êîé)
èçîìîðôíà ñâîáîäíîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï π1(A1) è π1(A2),
êîãäà îáà ïðîñòðàíñòâà A1 è A2 ëèíåéíî ñâÿçíû. Ïîêàæèòå, äëÿ
ëåâîãî è ïðàâîãî òðèëèñòíèêîâ T1 è T2, ãðóïïû ñâÿçíûõ
îáúåäèíåíèé T1#T1 è T1#T2 èçîìîðôíû.

9 Íàéäèòå êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà äëÿ óçëà âîñüìåðêà.

10 Íàéäèòå êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà äëÿ êîëåö Áîððîìåî.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå ïðîáëåìû

Ìîæíî èçìåíèòü ãðóïïó óçëà â êîïðåäñòàâëåíèè Âèðòèíãåðà,
ðàññìàòðèâàÿ â ïåðåêðåñòêàõ ñîîòíîøåíèÿ âèäà b = cnac−n âìåñòî
b = cac−1. Ãðóïïà, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ òàêèì îáðàçîì, îòëè÷àåòñÿ îò
ãðóïïû óçëà, íî âñå åùå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.

a

b=cac−1

c a

b=cnac−n

c a

b=acxc−1

c

Ñîîòíîøåíèÿ b = acxc−1 (äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà
x) â ïåðåêðåñòêàõ óæå íå çàäàþò èíâàðèàíòíóþ ãðóïïó. Îäíàêî ýòà
ãðóïïà áóäåò èíâàðèàíòîì äëÿ îñíàùåííûõ óçëîâ.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå ïðîáëåìû

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Â.Ñ. Êóëèêîâ ââåë ïîíÿòèå C -ãðóïïû [7]. Áîëåå
òî÷íî, C -ãðóïïà çàäàåòñÿ êîïðåäñòàâëåíèåì

〈X = {x1, . . . , xn}|w−1i,j xiwi,j = xj〉,

ãäå wi,j � ñëîâî â X±. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ C -ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé äîïîëíåíèÿ ê íåêîòîðîìó n-ìåðíîìó
(n ≥ 2) çàìêíóòîìó îðèåíòèðîâàííîìó ìíîãîîáðàçèþ, âëîæåííîìó â
Sn+2, ò.å. ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé äîïîëíåíèÿ ê ìíîãîìåðíîìó
óçëó.
Â.Ã. Áàðäàêîâ, Ì.Â. Íåùàäèì è Ì. Ñèíãõ [8] ïîñòðîèëè ãðóïïó,
îáðàçóþùèå êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò äóãàì, à ñîîòíîøåíèÿ �
ïåðåêðåñòêàì, ïðè÷åì êàæäûé ïåðåêðåñòîê äàåò äâà ñîîòíîøåíèÿ.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå ïðîáëåìû

Êàêèå ãðóïïû, äîïóñêàþùèå êîïðåäñòàâëåíèå ñ
äóãàìè-îáðàçóþùèìè è ïåðåêðåñòêàìè-ñîîòíîøåíèÿìè,
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé
Ðåéäåìåéñòåðà?

Ïîñòðîèòü ïîõîæóþ íà ãðóïïó óçëà àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ
äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè, êîòîðàÿ îòëè÷àëà áû óçåë îò
îáðàòíîãî ê íåìó.
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