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Îïðåäåëåíèå 1.1

Äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà Ω2, Ω3 è îáðàòíûå ê íèì íàçûâàþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè äâèæåíèÿìè. Åñëè äèàãðàììà óçëà D ′ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç äèàãðàììû D ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé
Ðåéäåìåéñòåðà, òî ãîâîðÿò, ÷òî D è D ′ ðåãóëÿðíî ýêâèâàëåíòíû.
Êëàññû ðåãóëÿðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì íàçûâàþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè óçëàìè.
Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì ïî äâèæåíèÿì Ωfr

1 , Ω2, Ω3

íàçûâàþòñÿ îñíàùåííûìè óçëàìè.

Ðèñ. 1: Äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà Ωfr
1 , Ω2, Ω3
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Îïðåäåëåíèå 1.2

Ïóñòü D � äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ.
Ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû äåëÿòñÿ íà äâà òèïà: ïîëîæèòåëüíûå è
îòðèöàòåëüíûå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.
Îáîçíà÷èì çíàê ïåðåêðåñòêà c ÷åðåç sign(c).
Ñóììà w(D) = Σc : ïåðåêðåñòîê â Dsign(c) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì
çàêðó÷åííîñòè äèàãðàììû D.

+1 −1

Ðèñ. 2: Ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé ïåðåêðåñòêè
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Îïðåäåëåíèå 1.3

Ïóñòü K � íåîðèåíòèðîâàííûé óçåë (ëèáî çàöåïëåíèå) è D �
äèàãðàììà óçëà K . Äèàãðàììó D ìîæíî ðàçâåñòè â ïåðåêðåñòêå c
äâóìÿ ñïîñîáàìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.

B B

A

A

разведение типа A разведение типа B

Ðèñ. 3: Ðàçâåäåíèÿ â ïåðåêðåñòêå c
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Èñïîëüçóÿ ðàçâåäåíèÿ äèàãðàììû â ïåðåêðåñòêàõ, ïîñòðîèì
èíâàðèàíò 〈·〉, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

〈Dc〉 = a 〈DA〉+ b 〈DB〉,
〈L t©〉 = δ · 〈L〉 .

×òîáû çíà÷åíèå 〈·〉 áûëî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âòîðîãî
äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, íåîáõîäèìû ðàâåíñòâà ab = 1 è
aa + bb + abδ = 0, ñì. ðèñ. 5, òî åñòü b = a−1 è
〈L t©〉 = (−a2 − a−2) 〈L〉. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈·〉 èíâàðèàíòíî
òàêæå îòíîñèòåëüíî òðåòüåãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà.

=a +b

=aa +ab +ba +bb

=(aa+δab+bb) +ba =
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Òðþê Êàóôìàíà
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Ðèñ. 4: Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî Ω3 (òðþê Êàóôìàíà)

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 2. Ñêîáêà Êàóôìàíà è ïîëèíîì Äæîíñà



Ñêîáêà Êàóôìàíà è ïîëèíîì Äæîíñà Òåîðåìà Êàóôìàíà�Ìóðàñóãè

Òåîðåìà 1.4 ([4])

Ïóñòü D � äèàãðàììà íåîðèåíòèðîâàííîãî óçëà èëè çàöåïëåíèÿ K .
Òîãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïîëèíîì 〈D〉 (ïîëèíîì Ëîðàíà îò a),
êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1 〈A〉 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé;

2 åñëè â ñâÿçíîé äèàãðàììå D íåò ïåðåêðåñòêîâ, òî 〈D〉 = 1;

3 åñëè äèàãðàììà D ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ðàçäåëüíûå ÷àñòè D1 è
D2, ò.å. D = D1 t D2, òî

〈D〉 = −(a2 + a−2) 〈D1〉 〈D2〉 ;

4 Ïóñòü äèàãðàììû DA è DB ïîëó÷àþòñÿ èç äèàãðàììû D
ïðèìåíåíèåì ðàçâåäåíèé òèïà A è B â íåêîòîðîì êëàññè÷åñêîì
ïåðåêðåñòêå c , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî:

〈D〉 = a 〈DA〉+ a−1 〈DB〉 .

Èíâàðèàíò 〈·〉 íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Êàóôìàíà.
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Ðèñ. 5: 〈çàöåïëåíèå Õîïôà〉 = −a4 − a−4
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Ôîðìóëà äëÿ ñêîáêè Êàóôìàíà

Çàìå÷àíèå 1.5

Ïóñòü D � äèàãðàììà íåîðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ K ñ n
ïåðåêðåñòêàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû
çàíóìåðîâàíû.
Ñîñòîÿíèå s � ýòî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ A è B
äëèíû n. Ñîñòîÿíèþ s ∈ {A,B}n ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîå ðàçâåäåíèå
s(D) äèàãðàììû D: i-ïåðåêðåñòîê ðàçâîäèòñÿ ïî òèïó si .
Îáîçíà÷èì: α(s) � ÷èñëî áóêâ A â ñîñòîÿíèè s, β(s) � ÷èñëî áóêâ B
â s, γ(s) � ÷èñëî êîìïîíåíò â äèàãðàììå s(D). Òîãäà

〈D〉 =
∑

s∈{A,B}n
aα(s)−β(s)(−a2 − a−2)γ(s)−1.

Íàïðèìåð, äëÿ çàöåïëåíèÿ Õîïôà (ðèñ. 5) ñêîáêà Êàóôìàíà ðàâíà

〈D〉 = a2(−a2 − a−2) + 1 + 1 + a−2(−a2 − a−2) = −a4 − a−4.
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Çàìå÷àíèå 1.6

Îòìåòèì, ÷òî 〈|D|〉 íå èíâàðèàíòíî ïðè ïåðâîì äâèæåíèè
Ðåéäåìåéñòåðà. Îäíàêî 〈|D|〉 ìîæíî ïðåâðàòèòü â èíâàðèàíò ïðè
ïîìîùè íîðìàëèçàöèè ìíîãî÷ëåíà 〈|D|〉.

Òåîðåìà 1.7

Ïóñòü D � äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ K , |D| �
äèàãðàììà íåîðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç D
çàáûâàíèåì îðèåíòàöèè. Òîãäà ìíîãî÷ëåí X (D) = (−a)−3w(D) 〈|D|〉,
ãäå w(D) � ÷èñëî çàêðó÷åííîñòè D, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé, íàçûâàåìûì ïîëèíîìîì Äæîíñà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü äèàãðàììà D ′ ïîëó÷àåòñÿ èç D äîáàâëåíèåì ïåðåêðåñòêà c ′ ñ
ïîìîùüþ äâèæåíèÿ Ω1. Òîãäà w(D ′) = w(D) + sign(c ′) è

〈|D ′|〉 = (−a)3sign(c
′) 〈|D|〉 (ïðîâåðüòå!). Ñëåäîâàòåëüíî,

X (D ′) = (−a)−3(w(D)+sign(c′)) · (−a)3sign(c
′) 〈|D|〉 = (−a)−3w(D) 〈|D|〉 = X (D).
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Îïðåäåëåíèå 2.1

Ïóñòü D äèàãðàììà íåîðèåíòèðîâàííîãî óçëà. Äëèíà ñêîáêè
Êàóôìàíà � ýòî ÷èñëî span(〈D〉) = maxdega 〈D〉 −mindega 〈D〉 .

Ëåììà 2.2

Ïóñòü D � ñâÿçíàÿ äèàãðàììà óçëà ñ n ïåðåêðåñòêàìè. Òîãäà

span(〈D〉) ≤ 4n.

Òåîðåìà 2.3

Ïóñòü D ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíèðîâàííîé äèàãðàììîé óçëà (ò.å.
äèàãðàììîé, ïðè îáõîäå êîòîðîé ïðîõîäû ÷åðåäóþòñÿ ñ ïåðåõîäàìè)
áåç òî÷åê ðàñïàäåíèÿ (ò.å. ïåðåêðåñòêîâ, ïðè óäàëåíèè êîòîðûõ
äèàãðàììà êàê ãðàô ñòàíîâèòñÿ íåñâÿçíîé) ñ n ïåðåêðåñòêàìè. Òîãäà
span(〈D〉) = 4n.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.2

Âñïîìíèì ôîðìóëó

〈D〉 =
∑

s∈{A,B}n
aα(s)−β(s)(−a2 − a−2)γ(s)−1.

Ïóñòü sa � ñîñòîÿíèå ñî âñåìè ðàçâåäåíèÿìè A, à sb � ñ ðàçâåäåíèÿìè B.
Òîãäà

span(〈D〉) ≤ max
s

(α(s)− β(s) + 2(γ(s)− 1))−min
s

(α(s)− β(s)− 2(γ(s)− 1)) =

(α(sa)−β(sa)+2(γ(sa)−1))−(α(sb)−β(sb)−2(γ(sb)−1)) = 2n+2(γ(sa)+γ(sb)−2).

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü M, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì ê ãðàôó
D (γ(sa) + γ(sb)) äèñêîâ âäîëü îêðóæíîñòåé ñîñòîÿíèé sa è sb. Òîãäà
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà M ðàâíà

χ(M) = n − 2n + (γ(sa) + γ(sb)) = (γ(sa) + γ(sb))− n ≤ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

span(〈D〉) ≤ 2n + 2(γ(sa) + γ(sb)− 2) ≤ 2n + 2(n + 2− 2) = 4n.
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Ãèïîòåçû Òåéòà

Òåîðåìà 2.4 (Ïåðâàÿ ãèïîòåçà Òåéòà)

Ïóñòü K � çàöåïëåíèå è D � åãî àëüòåðíèðîâàííàÿ äèàãðàììà áåç
òî÷åê ðàñïàäåíèÿ. Òîãäà D ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äèàãðàììîé
çàöåïëåíèÿ K .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü D � àëüòåðíèðîâàííàÿ äèàãðàììà áåç òî÷åê ðàñïàäåíèÿ ñ n
ïåðåêðåñòêàìè. Ïî Òåîðåìå 2.3 èìååì span(〈D〉) = 4n. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàììó D ′ ñ n′ ïåðåêðåñòêàìè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
èç D ñ ïîìîùüþ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà. Òàê span(〈·〉) ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì, òî

span(〈D〉) = 4n = span(〈D ′〉) ≤ 4n′,

è ñëåäîâàòåëüíî, n ≤ n′. Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììà D
ìèíèìàëüíà.
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Ãèïîòåçû Òåéòà: ïðîäîëæåíèå

Òåîðåìà 2.5 (Âòîðàÿ ãèïîòåçà Òåéòà)

Ïóñòü D1 è D2 � äâå àëüòåðíèðîâàííûå äèàãðàììû áåç òî÷åê
ðàñïàäåíèÿ îäíîãî çàöåïëåíèÿ K . Òîãäà w(D1) = w(D2).

Ïåðâàÿ ãèïîòåçà Òåéòà áûëà äîêàçàíà Ë.Õ. Êàóôìàíîì [3], Ê.
Ìóðàñóãè [5, 6] è Ì.Á. Òèñòëòóýéòîì [7, 8].

Òåîðåìà 2.6 (Òðåòüÿ ãèïîòåçà Òåéòà, [9, 10])

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D1 è D2 � äâå àëüòåðíèðîâàííûå äèàãðàììû áåç
òî÷åê ðàñïàäåíèÿ îäíîãî çàöåïëåíèÿ K . Òîãäà äèàãðàììó D1 ìîæíî
ïðåâðàòèòü â D2 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ôëèïîâ, ñì. ðèñ. 6.

A
A

Ðèñ. 6: Ôëèï
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Îïðåäåëåíèå 2.7

Îáîçíà÷èì êàê s(D) äèàãðàììó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàçâåäåíèåì
äèàãðàììû D ñîãëàñíî ñîñòîÿíèþ s. Îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèÿ,
âêëþ÷àþùèå òîëüêî A-ðàçâåäåíèÿ (ñîîòâ., B-ðàçâåäåíèÿ)
ïåðåêðåñòêîâ êàê sa (ñîîòâ., sb). Ïóñòü |s(D)| � ÷èñëî êîìïîíåíò â
s(D).

Îïðåäåëåíèå 2.8 (Àäåêâàòíîñòü)

Äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ D íàçûâàåòñÿ àäåêâàòíîé, åñëè
|sa(D)| > |s(D)| äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé s ñ îäíèì B-ðàçâåäåíèåì è
|sb(D)| > |s(D)| äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé s ñ îäíèì A-ðàçâåäåíèåì.

адекватная диаграмма неадекватная диаграмма
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Îïðåäåëåíèå 2.7

Îáîçíà÷èì êàê s(D) äèàãðàììó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàçâåäåíèåì
äèàãðàììû D ñîãëàñíî ñîñòîÿíèþ s. Îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèÿ,
âêëþ÷àþùèå òîëüêî A-ðàçâåäåíèÿ (ñîîòâ., B-ðàçâåäåíèÿ)
ïåðåêðåñòêîâ êàê sa (ñîîòâ., sb). Ïóñòü |s(D)| � ÷èñëî êîìïîíåíò â
s(D).

Îïðåäåëåíèå 2.8 (Àäåêâàòíîñòü)

Äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ D íàçûâàåòñÿ àäåêâàòíîé, åñëè
|sa(D)| > |s(D)| äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé s ñ îäíèì B-ðàçâåäåíèåì è
|sb(D)| > |s(D)| äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé s ñ îäíèì A-ðàçâåäåíèåì.

адекватная диаграмма неадекватная диаграмма

sa(D)
sb(D)

sa(D)
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Ëåììà 2.9

Äëÿ ëþáîé äèàãðàììû D èìååì

maxdega 〈D〉 ≤ c(D) + 2|sa(D)| − 2,

mindega 〈D〉 ≥ −c(D)− 2|sb(D)|+ 2.

Â ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà D àäåêâàòíà, íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â
ðàâåíñòâà.

Ñëåäñòâèå 2.10

Ïóñòü D � äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ K . Åñëè D àäåêâàòíà, òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äèàãðàììîé çàöåïëåíèÿ K .

Ëåììà 2.11

Ëþáàÿ àëüòåðíèðîâàííàÿ äèàãðàììà áåç òî÷åê ðàñïàäåíèÿ
àäåêâàòíà.

Ìû îñòàâëÿåì äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.11 â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Ìóòàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.12

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óçåë K ðàçëàãàåòñÿ êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7. Òîãäà
óçåë K ′ íà ðèñ. 7 íàçûâàåòñÿ ìóòàöèåé óçëà K .

Ëåììà 2.13

Ñêîáêà Êàóôìàíà íå ðàçëè÷àåò óçëû-ìóòàíòû.

A B p(A) B

K

p(A): A A A

K’

Ðèñ. 7: K ′ ÿâëÿåòñÿ ìóòàöèåé óçëà K
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Ñâÿçíàÿ ñóììà

K1 K2 K1#K2
Ðèñ. 8: Ñâÿçíàÿ ñóììà K1]K2 îðèåíòèðîâàííûõ äèàãðàìì óçëîâ K1 è K2
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Ñàòåëëèòíûé óçåë

компаньон

шаблон

шаблон

Ðèñ. 9: Ñàòåëëèòíûé óçåë çàäàåòñÿ êîìïàíüîíîì è øàáëîíîì
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Óïðàæíåíèÿ I

1 Âû÷èñëèòå ÷èñëî çàêðó÷åííîñòè ñòàíäàðòíûõ äèàãðàìì
ñëåäóþùèõ çàöåïëåíèé:

ïðàâîå è ëåâîå çàöåïëåíèå Õîïôà
ïðàâûé è ëåâûé òðèëèñòíèê
óçåë âîñüìåðêà
çàöåïëåíèå Óàéòõåäà
çàöåïëåíèå Áîððîìåî

2 Âû÷èñëèòå ñêîáêó Êàóôìàíà è ïîëèíîì Äæîíñà ñëåäóþùèõ
çàöåïëåíèé:

ïðàâîå è ëåâîå çàöåïëåíèå Õîïôà
ïðàâûé è ëåâûé òðèëèñòíèê
óçåë âîñüìåðêà
çàöåïëåíèå Óàéòõåäà
çàöåïëåíèå Áîððîìåî

3 Ïóñòü äèàãðàììà D ′ ïîëó÷àåòñÿ èç îðèåíòèðîâàííîé äèàãðàììû
D ñ ïîìîùüþ îäíîãî óâåëè÷èâàþùåãî äâèæåíèÿ Ω1. Ïîêàæèòå,
÷òî 〈D ′〉 = (−a)±3 〈D〉 .

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 2. Ñêîáêà Êàóôìàíà è ïîëèíîì Äæîíñà



Ñêîáêà Êàóôìàíà è ïîëèíîì Äæîíñà Òåîðåìà Êàóôìàíà�Ìóðàñóãè

Óïðàæíåíèÿ II

4 Ïîêàæèòå, ÷òî ñêîáêà Êàóôìàíà çåðêàëüíîãî îáðàçà çàöåïëåíèÿ
L ïîëó÷àåòñÿ èç ñêîáêè Êàóôìàíà çàöåïëåíèÿ L çàìåíîé
ïåðåìåííîé a→ a−1.

5 Äîêàæèòå ðàâåíñòâî X (−K ) = X (K ), ãäå −K � óçåë ñ
îáðàùåííîé îðèåíòàöèåé.

6 Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîì Äæîíñà íåñâÿçíîé ñóììû çàöåïëåíèé
K1 t K2 ðàâåí X (K1 t K2) = (−a2 − a−2)X (K1) · X (K2).

7 Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîì Äæîíñà ñâÿçíîé ñóììû çàöåïëåíèé
K1]K2 ðàâåí X (K1]K2) = X (K1) · X (K2).

8 Äîêàæèòå, ÷òî ñêîáêà Êàóôìàíà äëÿ ëþáîãî çàöåïëåíèÿ íå
ðàâíà íóëþ êàê ïîëèíîì.

9 Ïîêàæèòå, ÷òî äèàãðàììà óçëà K1#K2 íà ðèñ. 8 ÿâëÿåòñÿ
àäåêâàòíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíèðîâàííîé.
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Óïðàæíåíèÿ III

10 Äîêàæèòå ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìà Äæîíñà:

a−4X (L+)− a4X (L−) = (a2 − a−2)X (L0),

ãäå L+,L− è L0 � òðè îðèåíòèðîâàííûå äèàãðàììû,
èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 10.

L+ L- L0
Ðèñ. 10: Äèàãðàììû ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿ L+, L−, L0

11 Äîêàæèòå, ÷òî ñêîáêà Êàóôìàíà íå ðàçëè÷àåò óçëû-ìóòàíòû.

12 (ïîâûøåííàÿ ñëîæíîñòü) Äîêàæèòå ìèíèìàëüíîñòü àäåêâàòíûõ
äèàãðàìì, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïîëèíîì Äæîíñà. (Óêàçàíèå.
Îöåíèòå äëèíó ïîëèíîìà Äæîíñà äëÿ ñàòåëëèòíûõ óçëîâ ñ
äàííûì êîìïàíüîíîì.)
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Çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó óçëà K êîíå÷íûì íàáîðîì öâåòîâ (íàïðèìåð,
p öâåòàìè ñ ïðàâèëîì ðàñêðàñêè c = 2a− b). Òåïåðü ïîïðîáóåì
íàéòè èíâàðèàíòû ðàñêðàøåííûõ óçëîâ, ïðèïèñûâàÿ íåêîòîðûå
çíà÷åíèÿ ðàñêðàøåííîé äèàãðàììå. Äèàãðàììå óçëà Kñ
ðàñêðàøåííûìè äóãàìè ìû ñîïîñòàâëÿåì ýëåìåíòû Aij â íåêîòîðîì
êîëüöå, êàê ïîêàçàíî íèæå:

a b

b

a

c

c

Aa,b Ba,b

Ca,b Da,b

Ðèñ. 11: Êðàøåííàÿ ñêîáêà

Âîïðîñ: Ìîæíî ëè óñèëèòü ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò ñ ïîìîùüþ
äàííîãî ïîäõîäà?
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Îòêðûòûå ïðîáëåìû

Ðàñïîçíàåò ëè ïîëèíîì Äæîíñà òðèâèàëüíûé óçåë?
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