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Òåîðèÿ óçëîâ Ëåæàíäðà, âïåðâûå ïðåäñòàâëåííàÿ Äìèòðèåì Ôóêñîì
è Ñåðãååì Òàáà÷íèêîâûì, ëåæèò íà ñòûêå òåîðèè óçëîâ, òåîðèè
âîëíîâûõ ôðîíòîâ è êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè.
Ëåæàíäðîâû óçëû â R3 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîìåðíûé ñëó÷àé
ëåæàíäðîâûõ ìíîãîîáðàçèé (â îáùåì ñëó÷àå ëåæàíäðîâî
ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé k-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â
(2k + 1)-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, óäîâëåòâîðÿþùåì íåêîòîðûì
óñëîâèÿì). Òåîðèÿ óçëîâ Ëåæàíäðà èíòåðåñíà òåì, ÷òî îíà
ïîçâîëÿåò ââåñòè íîâóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ óçëîâ: ïîìèìî
òîïîëîãè÷åñêîé èçîòîïèè, ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå òîíêóþ
èçîòîïèþ â ïðîñòðàíñòâå óçëîâ Ëåæàíäðà.
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Îäèí èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé �
íàéòè îãèáàþùóþ êðèâóþ äëÿ ñåìåéñòâà ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ãëàäêîì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå â
ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.
Åñëè ìû ðàññìîòðèì ïîëå, ñêàæåì, ïëîñêîñòåé â R3 èëè, áîëåå
îáùî, ãèïåðïëîñêîñòåé â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R2n+1,
îãèáàþùàÿ ïîâåðõíîñòü íå âñåãäà ñóùåñòâóåò.
Â îáùåì ïîëîæåíèè, íàçûâàåìîì �ìàêñèìàëüíî íåèíòåãðèðóåìûì
ñëó÷àåì�, ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ïîâåðõíîñòè, êàñàòåëüíîé ê ýòèì
ãèïåðïëîñêîñòÿì â êàæäîé òî÷êå, ðàâåí n.
Äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 ìû ïîëó÷àåì ïðîñòî êðèâûå â R3, ò.å. óçëû
(êîòîðûå ìîãóò áûòü êàñàòåëüíûìè ê äàííîìó ñåìåéñòâó
ïëîñêîñòåé).
Ìàêñèìàëüíî íåèíòåãðèðóåìûå ïîëÿ ãèïåðïëîñêîñòåé òåñíî ñâÿçàíû
ñ êîíòàêòíûìè ñòðóêòóðàìè.
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Äàâàéòå îïðåäåëèì ïîíÿòèå êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû.

Îïðåäåëåíèå 1.1

Êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà (ôîðìà) íà íå÷åòíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
M2n+1 � ýòî ãëàäêàÿ 1�ôîðìà ω íà M, òàêàÿ ÷òî ω ∧ dω ∧ · · · ∧ dω︸ ︷︷ ︸

n

íåâûðîæäåííàÿ ôîðìà.

Èìåÿ êîíòàêòíóþ ôîðìó, â êàæäîé òî÷êå ïîëó÷àåì ãèïåðïëîñêîñòü â
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå: ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v , òàêèõ ÷òî
ω(v) = 0.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé R3 è ôîðìû ω = −xdy + dz . Î÷åâèäíî, ÷òî â
êàæäîé òî÷êå (x , y , z) ÿäðî ôîðìû ãåíåðèðóåòñÿ äâóìÿ âåêòîðàìè
(1, 0, 0) è (0, 1, x). Îáîçíà÷èì ýòî ïîëå ïëîñêîñòåé ÷åðåç τ .

Îïðåäåëåíèå 1.2

Ëåæàíäðîâî çàöåïëåíèå � ýòî ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ â R3, êîòîðûå â êàæäîé òî÷êå êàñàþòñÿ τ .

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ ëåæàíäðîâà çàöåïëåíèÿ íà ïëîñêîñòü,
ò.å. åãî ïëîñêóþ äèàãðàììó. Îêàçûâàåòñÿ, ïðîåêöèè íà ðàçíûå
ïëîñêîñòè îáëàäàþò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äàæå â R3 ñóùåñòâóþò íåýêâèâàëåíòíûå
êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû, òàêèå êàê òóãàÿ è ïåðåêðó÷åííàÿ. Äëÿ êàæäîé
êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû ñóùåñòâóåò ñâîÿ òåîðèÿ óçëîâ Ëåæàíäðà.
Ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè è îãðàíè÷èìñÿ ïðèâåäåííîé
âûøå ñòðóêòóðîé.
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Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ëåæàíäðîâà çàöåïëåíèÿ L íà
ïëîñêîñòü Oyz . Ïóñòü γ � ïðîåêöèÿ êîìïîíåíòû L. Ðàññìîòðèì
γ̇ = (0, ẏ , ż). Ïî îïðåäåëåíèþ xẏ = ż , è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
êîîðäèíàòà x ëåæàíäðîâîé êðèâîé L ðàâíà îòíîøåíèþ ∂z

∂y , èëè,

äðóãèìè ñëîâàìè, àáñöèññà ðàâíà íàêëîíó êàñàòåëüíîé ê êðèâîé.
Åäèíñòâåííîå íåóäîáñòâî çäåñü â òîì, ÷òî ẏ íå ìîæåò áûòü ðàâíî
íóëþ.
Ýòîãî ýôôåêòà ìîæíî èçáåæàòü, ïîçâîëÿÿ x áûòü ðàâíûì ∞; ò.å.
ðàññìàòðèâàÿ R2 × S1 âìåñòî R3. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
âîçíèêàåò ïðåêðàñíàÿ òåîðèÿ ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé (êàê è â
ëþáîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, êîòîðîé ðàññëàèâàåòñÿ íàä
äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ M2 ñî ñëîåì S1, íàïðèìåð, åäèíè÷íîå
ðàññëîåíèå UT∗M íàä M). Îäíàêî çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì óçëû è
çàöåïëåíèÿ â R3; òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ïðèíÿòü îãðàíè÷åíèå
ẏ ̸= 0.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÊîíòàêòíûå ñòðóêòóðû Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïëîñêîñòè Oyz íàøà êðèâàÿ íå èìååò
�âåðòèêàëüíûõ� êàñàòåëüíûõ ëèíèé. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíîñòü èçìåíèòü çíàê ẏ � ýòî íàëè÷èå êàñïà; ñì. ðèñ. 1.

A cusp

Figure 1: Êàñï ïðè ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèè

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÊîíòàêòíûå ñòðóêòóðû Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Â îáùåì, êàñï èìååò ôîðìó ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû: òèïè÷íûì
ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ ( 3t

2
, t2, t3) (êàñï íàõîäèòñÿ â òî÷êå

(0,0,0)).
Ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé (ãëàäêîé âåçäå,
êðîìå êàñïîâ, ãäå ẏ ìåíÿåò çíàê), ìîæíî ëåãêî âîññòàíîâèòü
ëåæàíäðîâó êðèâóþ â R3, ïîëàãàÿ

x =
ż

ẏ
.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âçÿòü êðèâóþ γ â îáùåì ïîëîæåíèè (òîëüêî ñ
äâîéíûìè òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ), òî ïîëó÷èòñÿ çàöåïëåíèå L
èìåþùåå ïðîåêöèþ γ. Èòàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåíè çàöåïëåíèÿ,
èçîòîïíîãî L, íóæíî ïðîñòî ñãëàäèòü âñå êàñïû.
Êðîìå òîãî, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó
ïåðåêðåñòêà çàöåïëåíèÿ. À èìåííî, êîîðäèíàòà x-áîëüøå äëÿ òîãî
ó÷àñòêà êðèâîé, ãäå íàêëîí êàñàòåëüíîé áîëüøå.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÊîíòàêòíûå ñòðóêòóðû Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Ìîæíî ñëåãêà èñêàçèòü ïðîåêöèþ γ (íå ìåíÿÿ èçîòîïè÷åñêèé òèï
ñîîòâåòñòâóþùåãî ëåæàíäðîâà çàöåïëåíèÿ) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ ó÷àñòêà êðèâîé γ̃ èìåëè íàïðàâëåíèÿ ñ
ñåâåðà-çàïàäà íà þãî-âîñòîê è ñ ñåâåðî-âîñòîêà íà þãî-çàïàä; ñì.
ðèñ. 2

x

Oxy

Figure 2: Âîññòàíîâëåíèå òèïà ïåðåêðåñòêà ïî ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèè

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÊîíòàêòíûå ñòðóêòóðû Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Â ýòîì ñëó÷àå âåòâü, èäóùàÿ ñ ñåâåðî-âîñòîêà íà þãî-çàïàä,
îáðàçóåò ïåðåõîä.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû çíàåì, êàê ïîñòðîèòü ïëîñêèå äèàãðàììû
çàöåïëåíèé ïî äèàãðàììàì ïðîåêöèé ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé íà
Oyz .
Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà îïèñàíà â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.3

Äëÿ êàæäîãî êëàññà èçîòîïèè çàöåïëåíèÿ ñóùåñòâóåò ëåæàíäðîâî
çàöåïëåíèå L, ïðåäñòàâëÿþùåå ýòîò êëàññ.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÊîíòàêòíûå ñòðóêòóðû Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Òåïåðü äàâàéòå ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè âçÿòü ïðîåêöèþ íà
Oxy .
Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü êàæäóþ êîìïîíåíòó
çàöåïëåíèÿ îòäåëüíî.
Ïóñòü γ - êðèâàÿ ïðîåêöèè. Åñëè âçÿòü îòðåçîê ýòîé êðèâîé,
íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå A è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â òî÷êå B, ìû
ïîëó÷èì èç ż = xẏ ÷òî zA − zB =

∫
A
xdy . Åñëè âçÿòü èíòåãðàë ïî

âñåé êðèâîé γ (îò A äî A), òî óâèäèì, ÷òî∮
γ

xdy = 0,

èëè ïî òåîðåìå Ãàóññà - Îñòðîãðàäñêîãî,

S(Mγ) = 0, (1)

ãäå S îçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü, à Mγ � îáëàñòü,
îãðàíè÷åííàÿ γ (ñî çíàêàìè).
Óðàâíåíèå (1) � ýòî åäèíñòâåííîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå çàìêíóòîñòè ëåæàíäðîâîé êðèâîé.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÊîíòàêòíûå ñòðóêòóðû Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ïåðåêðåñòêàõ äëÿ
ëåæàíäðîâà óçëà, ìû äîëæíû âçÿòü ïåðåêðåñòîê P è ïîñ÷èòàòü
èíòåãðàë âäîëü γ îò P, ëåæàùåé íà îäíîé âåòâè γ, äî P íà äðóãîé
âåòâè γ. Åñëè çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà ïîëîæèòåëüíîå, òî ïåðâàÿ
âåòâü ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïðîõîä.
Åñëè ðàññìîòðåòü n-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå, ìîæíî ëåãêî çàäàòü
ïåðåêðåñòêè äëÿ êàæäîé èç åãî êîìïîíåíò. Äàëåå èìååòñÿ n − 1
ñòåïåíü ñâîáîäû â ðàñïîëîæåíèè êîìïîíåíò.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå çàöåïëåíèÿ ñòðóêòóðà ïåðåêðåñòêîâ íå
ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà îäíîçíà÷íî.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç [Che2, ChPu]. Ìû äàäèì
îïðåäåëåíèÿ òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ óçëîâ; êîíñòðóêöèè äëÿ çàöåïëåíèé
ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ãëàäêèé óçåë â ñòàíäàðòíîì êîíòàêòíîì ïðîñòðàíñòâå
R3 = {q, p, u} ñ êîíòàêòíîé ôîðìîé α = du − pdq (íîâûå
êîîðäèíàòû u, p, q çàìåíÿþò z , x , y ñîîòâåòñòâåííî).

Îïðåäåëåíèå 2.1

Ãëàäêèé óçåë L íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâûì, åñëè îãðàíè÷åíèå α íà L
îáíóëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2

Äâà ëåæàíäðîâûõ óçëà íàçûâàþòñÿ ëåæàíäðîâî èçîòîïíûìè, åñëè
îäèí èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ñ ïîìîùüþ
äèôôåîìîðôèçìà g â R3, òàêîãî, ÷òî g∗α = ϕα, ãäå ϕ > 0.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Åñòü äâà óäîáíûõ ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ óçëîâ Ëåæàíäðà ïóòåì
ïðîåöèðîâàíèÿ èõ íà ðàçíûå ïëîñêîñòè. Ïðîåêöèÿ π : R3 → R2,
(q, p, u) → (q, p) íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâîé ïðîåêöèåé, à ïðîåêöèÿ
σ : (q, p, u) → (q, u) íàçûâàåòñÿ ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèåé.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Ïî ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèè ìîæíî âîññòàíîâèòü ëåæàíäðîâ óçåë
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ïðîñòî ñãëàæèâàåì âñå êàñïû è çàäàåì
ïåðåêðåñòêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì: ïåðåõîä � ýòî âåòâü,
èìåþùàÿ áîëüøèé íàêëîí. Ïîñêîëüêó ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íå
èìååò âåðòèêàëüíûõ êàñàòåëüíûõ, ïåðåêðåñòîê îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåí; ñì. ðèñ. 3.
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Figure 3: Âîññòàíîâëåíèå äèàãðàììû ïî ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèè

Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íàçûâàåòñÿ σ�îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè âñå
ïåðåêðåñòêè èìåþò ðàçëè÷íûå êîîðäèíàòû q.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà òàê. Ïîñëå íåáîëüøîãî
âîçìóùåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììó, íå èìåþùóþ
âåðòèêàëüíûõ êàñàòåëüíûõ â ïåðåêðåñòêàõ. Òåïåðü çàìåíèì âñå
îêðåñòíîñòè òî÷åê ñ âåðòèêàëüíûìè êàñàòåëüíûìè íà êàñïû. Âñå
�õîðîøèå� ïåðåñå÷åíèÿ ïðîñòî çàìåíÿþòñÿ íà ïåðåêðåñòêè. A âñå
�ïëîõèå� ïåðåêðåñòêè çàìåíÿþòñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.

Figure 4: Ïîñòðîåíèå ôðîíòàëüíîé äèàãðàììû

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæäûé óçåë ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ôðîíòàëüíóþ ïðîåêöèþ, ò.å. ó êàæäîãî óçëà åñòü ëåæàíäðîâ

ïðåäñòàâèòåëü. Çíà÷èò, ìû äîêàçàëè òåîðåìó 1.3.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Figure 5: Ëåâûé è ïðàâûé òðèëèñòíèêè

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû äèàãðàììû è ôðîíòû äëÿ äâóõ òðèëèñòíèêîâ.
Àñèììåòðèÿ ýòèõ äâóõ äèàãðàìì âûòåêàåò èç ñîãëàøåíèÿ î
�õîðîøèõ� ïåðåêðåñòêàõ.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Â îáû÷íîì ñëó÷àå ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ ãëàäêàÿ (íå èìååò êàñïîâ
èëè äðóãèõ îñîáåííîñòåé, â îòëè÷èå îò ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèè). Êàê
è â ñëó÷àå ñ ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèåé, ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ
ïîçâîëÿåò íàì âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó ïåðåêðåñòêîâ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñàì òîïîëîãè÷åñêèé óçåë.
Áîëåå òî÷íî, ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ íàçûâàåòñÿ π-îáùåé, åñëè âñå åå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ òðàíñâåðñàëüíûìè äâîéíûìè òî÷êàìè.
Èìåÿ ïëîñêóþ äèàãðàììó L óçëà, äàâàéòå çàôèêñèðóåì íà íåé
íåêîòîðóþ òî÷êó P, îòëè÷íóþ îò ïåðåñå÷åíèÿ, è ïîëîæèì u(P) = 0.
Òåïåðü ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü êîîðäèíàòó u äëÿ âñåõ òî÷åê L.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî du = pdq âäîëü êðèâîé, ìû âèäèì, ÷òî
ðàçíîñòü uA − uB ðàâíà îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè îáëàñòè,
îãðàíè÷åííîé ÷àñòüþ êðèâîé îò A äî B.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó íàñ åñòü íåêîòîðàÿ ïðîåêöèÿ L
(êîìáèíàòîðíàÿ äèàãðàììà óçëîâ) è ìû õîòèì, ÷òîáû îíà áûëà
ëàãðàíæåâîé, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè
ïðîéòè âäîëü óçëà èç íåêîòîðîé òî÷êè A â ñàìó ñåáÿ, ïîëó÷èòñÿ
óðàâíåíèå äëÿ îáëàñòåé, âûðåçàííûõ L. Âñå òèïû ïåðåêðåñòêîâ
ðåãóëèðóþòñÿ óðàâíåíèÿìè.

Óïðàæíåíèå 2.3

Âûïèøèòå ýòè óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî íåêîòîðûå ïðîåêöèè íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü êàê
ëàãðàíæåâû.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Íàïðèìåð, çàïëåòåííàÿ äèàãðàììà (ñì. ðèñ. 6) íå ìîæåò áûòü
ëàãðàíæåâîé, ïîòîìó ÷òî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðàÿ
äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ: ìû îáõîäèì êàæäóþ îáëàñòü
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ðàç, è êàæäàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà íå ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ.

F

D

C

BA

E

A+B+C+D+E+2F 0

for positive

A,B,C,D,E,F

Figure 6: Çàïëåòåííàÿ äèàãðàììà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ëàãðàíæåâîé

Â ýòîì ñìûñëå ëàãðàíæåâû äèàãðàììû ïðîòèâîïîëîæíû çàïëåòåíûì
äèàãðàììàì.

Çàìå÷àíèå 2.4

Òðåòüÿ ïðîåêöèÿ (q, p, u) → (p, u) íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ ÏðèìåðûÔðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

Ëåæàíäðîâ óçåë L ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ π�îáùèì, åñëè âñå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåííîé êðèâîé π(L) � ýòî òðàíñâåðñàëüíûå
äâîéíûå òî÷êè. Â äàííîì ñëó÷àå ýòà ïðîåêöèÿ, íàäåëåííàÿ
ñòðóêòóðîé ïðîõîäîâ-ïåðåõîäîâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèàãðàììó
óçëîâ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâîé äèàãðàììîé.

p

u

q

Figure 7: Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ è ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Êîíå÷íî, íå êàæäàÿ àáñòðàêòíàÿ äèàãðàììà óçëîâ â R2 ÿâëÿåòñÿ
äèàãðàììîé ëåæàíäðîâà óçëà èëè îðèåíòèðîâàííî äèôôåîìîðôíî
òàêîé äèàãðàììå.
Äëÿ äàííîãî ëåæàíäðîâà óçëà L ⊂ R3 åãî σ-ïðîåêöèÿ, èëè ôðîíò
σ(L) ⊂ R3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíóþ êðèâóþ áåç
âåðòèêàëüíûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Ëåæàíäðîâû óçëû è çàöåïëåíèÿ â èõ ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèè
äîïóñêàþò êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå, êàê è îáû÷íûå óçëû è
çàöåïëåíèÿ. À èìåííî, ñóùåñòâóåò íàáîð ýëåìåíòàðíûõ äâèæåíèé,
ïðåîáðàçóþùèõ îäíó ôðîíòàëüíóþ ïðîåêöèþ ëåæàíäðîâà
çàöåïëåíèÿ â êàæäóþ äðóãóþ ïðîåêöèþ òîãî æå çàöåïëåíèÿ.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1 (Ôóêñ, Òàáà÷íèêîâ [FT])

Äâà ôðîíòà ïðåäñòàâëÿþò ëåæàíäðîâî ýêâèâàëåíòíûå çàöåïëåíèÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â
äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äâèæåíèé 1-3, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 8.
Ïðè äîáàâëåíèè 4-ãî äâèæåíèÿ ïîëó÷àåì îáû÷íóþ (òîïîëîãè÷åñêóþ)
ýêâèâàëåíòíîñòü çàöåïëåíèé.

1)

2)

3)

4)

Figure 8: Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî êàñàòåëüíîå äâèæåíèå (êîãäà äâå ëèíèè
ïðîõîäÿò äðóã ÷åðåç äðóãà) íå ÿâëÿåòñÿ ëåæàíäðîâîé èçîòîïèåé: ýòî
êàñàíèå â R2 îáðàçóåò ïåðåñå÷åíèå â R3 (òðåòüÿ êîîðäèíàòà
îïðåäåëÿåòñÿ íàêëîíîì êàñàòåëüíîé). Òàêèì îáðàçîì, ýòî äâèæåíèå
èçìåíÿåò èçîòîïè÷åñêèé òèï ëåæàíäðîâà óçëà è íå ÿâëÿåòñÿ âòîðûì
äâèæåíèåì Ðåéäåìåéñòåðà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå çàöåïëåíèé ïðÿìîóãîëüíûìè
äèàãðàììàìè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óäîáíûé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ
ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé: èç ìíîæåñòâà äâèæåíèé ìû èñêëþ÷àåì
íåêîòîðûå ñòàáèëèçàöèè.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

×èñëî Áåííåêèíà (òàêæå íàçûâàåìîå ÷èñëîì Òåðñòîíà�Áåííåêèíà)
β(L) çàöåïëåíèÿ L � ýòî êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ìåæäó L è s(L),
ãäå s � íåáîëüøîé ñäâèã çàöåïëåíèÿ â íàïðàâëåíèè u.
×èñëî Ìàñëîâà m(L) � ýòî ÷èñëî âðàùåíèÿ ïðîåêöèè L íà
ïëîñêîñòü (q, p).
Èçìåíåíèå îðèåíòàöèè íà L èçìåíÿåò çíàê m(L) è ñîõðàíÿåò β(L).
Îáà ýòè èíâàðèàíòà ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êîìáèíàòîðíî ñ
ïîìîùüþ ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèè ëåæàíäðîâà óçëà. À èìåííî, ÷èñëî
Ìàñëîâà ðàâíî ïîëîâèíå ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëàìè ïîëîæèòåëüíûõ è
îòðèöàòåëüíûõ êàñïîâ; ñì. ðèñ. 9.

Óïðàæíåíèå 4.1

Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ÷èñëà Ìàñëîâà.
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Figure 9: Ïîëîæèòåëüíûå êàñïû Îòðèöàòåëüíûå êàñïû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 4.2

Ïåðåêðåñòîê íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îðèåíòàöèè äâóõ
âåòâåé ôðîíòà íàïðàâëåíû â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòè, è
îòðèöàòåëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; ñì. ðèñ. 10.
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Figure 10: Ïîëîæèòåëüíûå ïåðåêðåñòêè Îòðèöàòåëüíûå
ïåðåêðåñòêè

×èñëî Áåííåêèíà ðàâíî
1

2
(# êàñïû)+(# ïîëîæèòåëüíûå ïåðåêðåñòêè)�(# îòðèöàòåëüíûå

ïåðåêðåñòêè).

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Óïðàæíåíèå 4.3

Ïîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ÷èñëà Áåííåêèíà.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Ïî îïðåäåëåíèþ, êàæäûé ëåæàíäðîâ óçåë ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
óçëîì; êðîìå òîãî, äâà ýêâèâàëåíòíûõ ëåæàíäðîâûõ óçëà ÿâëÿþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè óçëàìè. Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíò
êàæäîãî óçëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíò óçëîâ Ëåæàíäðà. Â òîì
÷èñëå èíâàðèàíòû óçëîâ êîíå÷íîãî òèïà. Áîëåå òîãî, ìîæíî ëåãêî
îïðåäåëèòü èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà óçëîâ Ëåæàíäðà è ïîêàçàòü,
÷òî âñå èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà, ïðèõîäÿùèå èç �òîïîëîãè÷åñêèõ
óçëîâ�, èìåþò êîíå÷íûé òèï â ñìûñëå Ëåæàíäðà.

Óïðàæíåíèå 5.1

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî Ìàñëîâà è ÷èñëî Áåííåêèíà ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòàìè êîíå÷íîãî òèïà: ïåðâîå èç íèõ èìååò ïîðÿäîê íîëü, à
âòîðîå � îäèí.

Íàèáîëåå âàæíîå äîñòèæåíèå (êëàññèôèêàöèÿ) èíâàðèàíòîâ
êîíå÷íîãî òèïà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Òåîðåìà 5.2 (Ôóêñ, Òàáà÷íèêîâ)

Âñå èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà óçëîâ Ëåæàíäðà ìîæíî ïîëó÷èòü èç
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà è ÷èñåë Ìàñëîâà è
Áåííåêèíà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà äëÿ
ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé íå òàê áîãàòà. Ìû ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóþò áîëåå ñèëüíûå èíâàðèàíòû, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü
â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.
Òåîðåìà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ

Òåîðåìà 5.3

Äëÿ ëþáûõ äâóõ äèàãðàìì ëåæàíäðîâûõ óçëîâ L è L′ îäíîãî è òîãî
æå òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, èìåþùèõ îäèíàêîâûé èíäåêñ Ìàñëîâà è
÷èñëà Òåðñòîíà�Áåííåêèíà, ñóùåñòâóåò äèàãðàììà D òîïîëîãè÷åñêè
òðèâèàëüíîãî ëåæàíäðîâà óçëà, òàêàÿ, ÷òî L#D = L′#D êàê
ëåæàíäðîâû óçëû.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3 Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Ìû ðàññìàòðèâàåì D êàê äèàãðàììó, ñîñòîÿùóþ èç
äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà çèãçàãîâ (ñì. ðèñ. 8.4)). Ðåàëèçóåì
òîïîëîãè÷åñêóþ èçîòîïèþ ìåæäó D è D ′ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äâèæåíèé. Ñ òðåòüèìè äâèæåíèåì Ðåéäåìåéñòåðà ïðîáëåì íåò, íî
äëÿ ïåðâîãî èëè âòîðîãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, íàì ìîæåò
ïîíàäîáèòüñÿ êàñï. Ýòîò êàñï ìîæíî âçÿòü èç D. Ìû ìîæåì âçÿòü
D äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü âûïîëíèòü âñå
âîçìîæíûå ïåðâûå è âòîðûå äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà.
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ èçîòîïèè, ìû ìîæåì âåðíóòü âñå
�âñïîìîãàòåëüíûå� êàñïû èç D îáðàòíî. □
ì
Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà
ëåæàíäðîâû óçëû íå òàê óæ ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ
óçëîâ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñîâåðøåííî íîâûå è
ìîùíûå èíâàðèàíòû.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Àëãåáðà ×åêàíîâà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîãîâîðèì î äèôôåðåíöèàëüíîé
ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå (ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðå ñ
åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì) ëåæàíäðîâà óçëà, ïðåäëîæåííîé ×åêàíîâûì.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãîìîëîãèè ýòîé àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè
ëåæàíäðîâûõ óçëîâ. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ëàãðàíæåâûìè
äèàãðàììàìè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ.
Ñîïîñòàâèì êàæäîìó π-îáùåìó ëåæàíäðîâó óçëó K DGA (A, ∂) íàä
Z2 (ñì. [Che]).

Çàìå÷àíèå 6.1

Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Ýëèàøáåðãîì,
Ãèâåíòàëåì è Õîôåðîì, ñì. [EGH, Eli]).

Ïóñòü L � ëàãðàíæåâà äèàãðàììà ëåæàíäðîâîãî óçëà. Îáîçíà÷èì
ïåðåêðåñòêè ýòîé äèàãðàììû ÷åðåç {a1, . . . , an}.
Ðàññìîòðèì òåíçîðíóþ àëãåáðó T (a1, . . . , an) ñ îáðàçóþùèìè
a1, . . . , an. Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ Zm(L)-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé
(ñâîáîäíîé, àññîöèàòèâíîé è ñ åäèíèöåé).

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Àëãåáðà ×åêàíîâà

Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëèì ãðàäóèðîâêó â ýòîé àëãåáðå. Ïóñòü aj �
ïåðåêðåñòîê L. Ïóñòü z+, z− � ïðîîáðàçû aj â R3 ïðè ëàãðàíæåâîé
ïðîåêöèè, ïðè÷åì z+ èìååò áîëüøóþ êîîðäèíàòó u, ÷åì z−.
Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå âåòâè ëàãðàíæåâîé
ïðîåêöèè â òî÷êå aj îðòîãîíàëüíû.
Ýòè òî÷êè äåëÿò äèàãðàììó L íà äâå ÷àñòè, γ1 è γ2, è ìû
îðèåíòèðóåì êàæäóþ èç ýòèõ ÷àñòåé îò z+ ê z−.
Äëÿ ϵ ∈ {1, 2}, ÷èñëî âðàùåíèÿ êðèâîé π(γϵ) ðàâíî

Nϵ

2
+ 1

4
, ãäå

Nϵ ∈ Z. Î÷åâèäíî, ÷òî N1 − N2 ðàâíî ±m(L). Òàêèì îáðàçîì, N1 è
N2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí è òîò æå ýëåìåíò ãðóïïû Zm(L),
êîòîðûé ìû îïðåäåëèì êàê ãðàäóèðîâêó aj .
Îïðåäåëèì òåïåðü äèôôåðåíöèàë ∂. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k
ðàññìîòðèì èçîãíóòûé âûïóêëûé k-óãîëüíèê Πk ⊂ R2, âåðøèíû
êîòîðîãî xk

0
, . . . , xkk−1

ïðîíóìåðîâàíû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Àëãåáðà ×åêàíîâà

Ôîðìà dq ∧ dp çàäàåò îðèåíòàöèþ íà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wk(L)
íàáîð ãëàäêèõ ïîãðóæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè f : Πk → R2, òàêèõ,
÷òî f (∂Πk) ⊂ L. Çàìåòèì, ÷òî f ∈ Wk(L) îçíà÷àåò, ÷òî
f (xk

i ) ∈ {a1, . . . , an}.
Ðàññìîòðèì ýòè ïîãðóæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáèíàòîðíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè (ïàðàìåòðèçàöèè) è îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç W̃k(L). Äèàãðàììà L äåëèò îêðåñòíîñòü êàæäîãî
ïåðåêðåñòêà íà ÷åòûðå ñåêòîðà. Äâà èç íèõ ïîìå÷åíû êàê ïîëîæèòåëüíûå
(â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñïîñîáó, èñïîëüçóåìîìó ïðè îïðåäåëåíèè ñêîáêè
Êàóôìàíà), à äâà äðóãèõ ñ÷èòàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Äëÿ êàæäîé
âåðøèíû xk

i ìíîãîóãîëüíèêà Πk ïîãðóæåíèå f ∈ W̃k(L) îòîáðàæàåò
îêðåñòíîñòü Πk ëèáî â ïîëîæèòåëüíûé, ëèáî â îòðèöàòåëüíûé ñåêòîð; â
ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì íàçûâàòü xk

i ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì,
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî W+
k (L), ñîñòîÿùåå èç ïîãðóæåíèé f ∈ W̃k(L) òàêèõ,

÷òî âåðøèíà xk
0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíîé äëÿ f ; à

âñå îñòàëüíûå âåðøèíû îòðèöàòåëüíû. Ïóñòü

W+
k (L, aj) = {f ∈ W+

k (L)|f (xk
0 ) = aj}. Ïîëîæèì

A1 = {a1, . . . , an} ⊗ Z2 ⊂ A,Ak = A⊗k
1
. Òîãäà A = ⊕∞

l=0Al .

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Àëãåáðà ×åêàíîâà

Îïðåäåëèì ∂ =
∑

k≥0
∂k, ãäå ∂k(Ai ) ∈ Ai+k−1 è

∂k(aj) =
∑

f∈W+
k+1(L,aj )

f (xk+1
1 ) · · · f (xk+1

k ).

Ïðîäîëæèì ýòîò äèôôåðåíöèàë íà àëãåáðó A ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîñòè è
ïðàâèëà Ëåéáíèöà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãëàñèò, ÷òî (A, partial)
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé.

Òåîðåìà 6.2

Äèôôåðåíöèàë ∂ êîððåêòíî îïðåäåëåí. Èìååì deg∂ = −1 è ∂2 = 0.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà (ñì. [Che], à òàêæå [Che2]) ñëåäóþùàÿ.

Òåîðåìà 6.3

Ïóñòü (A, ∂), (A′, ∂′) � DGA (π�îáùèõ) äèàãðàìì ëåæàíäðîâûõ óçëîâ L, L′.
Åñëè L è L′ ëåæàíäðîâî èçîòîïíû, òî êîëüöà ãîìîëîãèé H(A, ∂) è
H(A′, ∂′) èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðÿìîé ïðîâåðêå.

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû

Ëåêöèÿ. Ëåæàíäðîâû óçëû è èõ èíâàðèàíòû



Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî) ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà óçëà Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ Ïðèìåðû

Èíâàðèàíòû, îïèñàííûå â ýòîì ðàçäåëå, ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî
êîìáèíàòîðíûìè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ôðîíòàëüíîé
ïðîåêöèè. Õîòÿ îíè êîìáèíàòîðíû è äîêàçàòåëüñòâî èõ
èíâàðèàíòíîñòè ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, ïðîñòî ïðîâåðèâ âñå
äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, îíè èìåþò ãëóáîêèå ãîìîëîãè÷åñêèå
îñíîâàíèÿ.
Ïóñòü äàí σ-îáùèé îðèåíòèðîâàííûé ëåæàíäðîâ óçåë L. Îáîçíà÷èì
÷åðåç C (L) ìíîæåñòâî åãî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàñïàì σL.
èíäåêñ Ìàñëîâà µ : L/C (L) → Γ = Zm ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííîé
ôóíêöèåé, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîé ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé
êîíñòàíòû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðàâèëà: çíà÷åíèå µ èçìåíÿåòñÿ
â òî÷êàõ C (L) íà ±1, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11. Ïåðåêðåñòîê
íàçûâàåòñÿ ïåðåêðåñòêîì Ìàñëîâà, åñëè µ ïðèíèìàåò îäèíàêîâîå
çíà÷åíèå íà îáåèõ åãî âåòâÿõ.

µ= i

µ= i+1

µ= i

µ= i+1

Figure 11: Èçìåíåíèå èíäåêñà Ìàñëîâà â êàñïàõ
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Σ = σ(L) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
çàìêíóòûõ êðèâûõ X1, . . . ,Xn, êîòîðûå èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî
ïåðåñå÷åíèé è ñàìîïåðåñå÷åíèé. Íàçîâåì íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð
{X1, . . . ,Xn} ðàçëîæåíèåì Σ.
Ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì
óñëîâèÿì.
1. Êàæäàÿ êðèâàÿ Xi îãðàíè÷èâàåò òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûé äèñê:
Xi = ∂Bi .
2. Äëÿ êàæäîãî i è q ∈ R ìíîæåñòâî Bi (q) = {u ∈ R | (q, u) ∈ Bi}
ÿâëÿåòñÿ ëèáî äóãîé, ëèáî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè u, òàêîé, ÷òî
(q, u) � êàñï â σL, ëèáî ïóñòîå.
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Óñëîâèÿ 1 è 2 îçíà÷àþò, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ Xi èìååò ðîâíî äâà
êàñïà (è, ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî êðèâûõ ðàâíî ïîëîâèíå ÷èñëà
êàñïîâ). Êàæäûé Xi ðàçäåëåí êàñïàìè íà äâå ÷àñòè, íà êîòîðûõ
êîîðäèíàòà q ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé. Âáëèçè ïåðåñå÷åíèÿ
x ∈ Xi ∩Xj , ðàçëîæåíèå Σ ìîæåò âûãëÿäåòü îäíèì èç òðåõ ñïîñîáîâ,
ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêå 12. Ïåðâûé òèï ïåðåñå÷åíèÿ,
ïîêàçàííûé íà ðèñ. 12.a, àâòîìàòè÷åñêè èñêëþ÷àåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ óñëîâèÿìè 1,2. Âòîðîé òèï ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 12.b) íàçûâàåòñÿ
ïåðåêëþ÷àþùèì. Òðåòèé òèï (ðèñ. 12.c) íàçûâàåòñÿ
íåïåðåêëþ÷àþùèì.
3. Åñëè (q0, u) ∈ Xi ∩Xj ïåðåêëþ÷àþùèé äëÿ íåêîòîðîãî i ̸= j , òî äëÿ
êàæäîãî q ̸= q0, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê q, ìíîæåñòâî Bi (q) ∩ Bj(q)
ëèáî ñîâïàäàåò ñ Bi (q), ëèáî ñ Bj(q), ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.
4. Êàæäîå ïåðåêëþ÷àþùåå ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåêðåñòêîì
Ìàñëîâà.

Îïðåäåëåíèå 7.1

Ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1-3 è ãðàäóèðîâàííûì äîïóñòèìûì, åñëè îíî òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.
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Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñóùåñòâóåò òðè òèïà ïåðåñå÷åíèé â
çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ Xi , ïîêàçàííûå íà ðèñ. 12.
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Figure 12: Òðè òèïà ïåðåñå÷åíèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Adm(Σ) (ñîîòâåòñòâåííî, Adm+(Σ) ) ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ (ñîîòâåòñòâåííî, ãðàäóèðîâàííûõ äîïóñòèìûõ)
ðàçëîæåíèé Σ. Äëÿ D ∈ Adm(Σ) îáîçíà÷èì ÷åðåç Sw(D) ìíîæåñòâî
åãî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïîëîæèì Θ(D) = #(D)−#Sw(D).
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Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó îá
èíâàðèàíòàõ ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ.

Òåîðåìà 7.2

Åñëè σ-îáùèå ëåæàíäðîâû óçëû L, L′ ⊂ R3 ëåæàíäðîâî èçîòîïíû, òî
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

g : Adm(σ(L)) → Adm(σ(L′)),

òàêîå ÷òî
g(Adm+(σ(L))) = Adm+(σ(L

′))

è Θ(g(D)) = Θ(D) äëÿ âñåõ D ∈ Adm(σ(L)).
Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëà #(Adm(σ(L))) è #(Adm+(σ(L))) ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòàìè ëåæàíäðîâîé èçîòîïèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ðàçëîæåíèÿìè â ñëó÷àå, êîãäà L è L′ îòëè÷àþòñÿ äâèæåíèåì
Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà; ñì. ðèñ. 8.
Äëÿ ïåðâîãî äâèæåíèÿ ïåðåêðåñòîê äâèæåíèÿ äîëæåí áûòü
ïåðåêëþ÷àþùèì, à äâà êàñïà äîëæíû ñïàðèâàòüñÿ.
Äëÿ âòîðîãî äâèæåíèÿ íè îäèí èç ïåðåêðåñòêîâ äâèæåíèÿ íå ìîæåò
áûòü ïåðåêëþ÷åíèåì, ïîýòîìó ñòðóêòóðà ðàçëîæåíèé íå ìåíÿåòñÿ.
Äëÿ òðåòüåãî øàãà åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ïåðåêðåñòêàìè
äèàãðàìì L è L′ èíäóöèðóåò áèåêöèþ ìåæäó ðàçëîæåíèÿìè.□
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Ñîäåðæàíèå

1 Ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ëåæàíäðîâû êðèâûå
Êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû
Ïëîñêèå ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

2 Ïðîåêöèè ëåæàíäðîâûõ óçëîâ è èõ ñâîéñòâà
Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
Ëàãðàíæåâà ïðîåêöèÿ

3 Äâèæåíèÿ Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà (Ñâÿòêîâñêîãî)

4 ×èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà

5 Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ëåæàíäðîâûõ óçëîâ

6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà (DGA) ëåæàíäðîâà
óçëà

7 Èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ

8 Ïðèìåðû
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Êàê èíâàðèàíòû ×åêàíîâà, òàê è èíâàðèàíòû ×åêàíîâà�Ïóøêàðÿ íå
ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà.
×òîáû ïîêàçàòü ýòî (ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ôóêñà�Òàáà÷íèêîâà),
äîñòàòî÷íî íàéòè ïàðó óçëîâ Ëåæàíäðà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò îäèí
è òîò æå òîïîëîãè÷åñêèé óçåë (òàêèì îáðàçîì, èìåþò âñå
îäèíàêîâûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà) è èìåþò
îäèíàêîâûå ÷èñëà Ìàñëîâà è Áåííåêèíà. Òàêàÿ ïàðà óçëîâ
íàçûâàåòñÿ ïàðîé ×åêàíîâà. Èõ ôðîíòàëüíûå ïðîåêöèè ïîêàçàíû íà
ðèñóíêå 13. Ëåâàÿ äèàãðàììà èìååò îäíî ãðàäóèðîâàííîå
äîïóñòèìîå ðàçëîæåíèå ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè â ïåðåêðåñòêàõ 1 è 4.
Ïðàâàÿ äèàãðàììà èìååò äâà ãðàäóèðîâàííûõ äîïóñòèìûõ
ðàçëîæåíèÿ ñ íàáîðàìè ïåðåêëþ÷àþùèõ ïåðåêðåñòêîâ {1, 2} è
{1, 2, 4, 5}.

1 2 3 4
1

2

3

4
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Figure 13: Ïàðà ×åêàíîâà. Ïåðåêðåñòêè Ìàñëîâà ïîìå÷åíû òî÷êàìè è
çàíóìåðîâàíû.
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