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Îñíàùåííûå çàöåïëåíèÿ

Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ îñíàùåííûõ çàöåïëåíèé
â 3-ñôåðå. Ôàêòè÷åñêè, èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðèêëåèâàíèå
ðó÷êè â 4-ìåðíîìó øàðó, êðàåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàøà 3-ñôåðà.

Îïðåäåëåíèå 1.1

Îñíàùåííîå çàöåïëåíèå � ýòî çàöåïëåíèå â R3, êîìïîíåíòàì
êîòîðîãî ïðèïèñàíû öåëûå ÷èñëà.

Êàæäîå îñíàùåííîå çàöåïëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëåíòû:
äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ ðàññìîòðèì ëåíòó â åå
îêðåñòíîñòè, òàê ÷òî êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ìåæäó êðàÿìè ëåíòû
ðàâåí ìåòêå êîìïîíåíòû, ñì. ðèñ. 1. Îäèí êðàé ëåíòû äîëæåí
ëåæàòü â òîðè÷åñêîé îêðåñòíîñòè âòîðîãî êðàÿ è ïåðåñåêàòü êàæäûé
ìåðèäèîíàëüíûé äèñê ïîñëåäíåãî òîëüêî îäèí ðàç.
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Îñíàùåííûå çàöåïëåíèÿ
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lk(K1,K2) = 3

lk(K1,K2) = 0

Ðèñ. 1: Îñíàùåííûå óçëû è ñîîòâåòñòâóþùèå ëåíòû

Îïðåäåëåíèå 1.2

Äâà îñíàùåííûõ çàöåïëåíèÿ èçîòîïíû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ëåíòû
èçîòîïíû.
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Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè

Ïî îñíàùåííîìó çàöåïëåíèþ L ìîæíî ïîñòðîèòü 3-ìíîãîîáðàçèå
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû K çàöåïëåíèÿ L ðàññìîòðèì åå îñíàùåíèå
n(K ). Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ëåíòó: ìû áåðåì óçåë K ′,
êîëëèíåàðíûé K , òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ
ìåæäó K è K ′ áûë ðàâåí n. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòîò âûáîð
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè): èçìåíÿÿ
îðèåíòàöèè K è K ′ îäíîâðåìåííî, ìû íå ìåíÿåì êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûáðàëè êðèâóþ äëÿ (êàæäîé) êîìïîíåíòû
çàöåïëåíèÿ.

Ñëåäóþùèé øàãîì ïîñòðîåíèÿ òàêîé. Ìû âûðåçàåì âñå ïîëíîòîðèÿ
� òðóá÷àòûå îêðåñòíîñòè êîìïîíåíò, à çàòåì âêëåèâàåì íîâûå òàê,
÷òîáû èõ ìåðèäèàíû îòîáðàæàëèñü â âûáðàííûå êðèâûå, èìåíóåìûå
ïàðàëëåëÿìè.
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Ðèñ. 2: Îñíàùåííûé óçåë è ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåñòðîéêå
âäîëü óçëà
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1.3

Êàæäîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ñòàíäàðòíîé 3-ìåðíîé ñôåðû ñ ïîìîùüþ îñíàùåííîé ïåðåñòðîéêè.

Ôàêòè÷åñêè, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáîå îðèåíòèðîâàííîå
3-ìíîãîîáðàçèå èç ëþáîãî äðóãîãî îðèåíòèðîâàííîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ
ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé öåëî÷èñëåííîé ïåðåñòðîéêè.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ìíîãîîáðàçèå
ìîæíî ñêëåèòü èç äâóõ òåë ñ g ðó÷êàìè ïî íåêîòîðîìó
ãîìåîìîðôèçìó êðàÿ Sg ; êàæäûé ãîìåîìîðôèçì Sg ìîæíî ñâåñòè ê
`ýëåìåíòàðíûì ãîìåîìîðôèçìàì"; ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü
ðåàëèçîâàíû ñ ïîìîùüþ òîðè÷åñêèõ ïåðåñòðîåê, êàê óêàçàíî âûøå.
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Òåîðåìà Äåíà�Ëèêîðèøà

Çäåñü ñëåäóåò óïîìÿíóòü âàæíóþ òåîðåìó Äåíà è Ëèêîðèøà.

Òåîðåìà 1.4 (Äåí�Ëèêîðèø)

Êàæäûé ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè Sg
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê êîìïîçèöèÿ ñêðó÷èâàíèé Äåíà è
ãîìåîìîðôèçìîâ, èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó.

Ïîñêîëüêó êàæäîå ñêðó÷èâàíèå Äåíà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
îñíàùåííóþ ïåðåñòðîéêó, äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 1.5

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.4 (ñ íåêîòîðûìè ïðîáåëàìè)
ïîëó÷åíî Äåíîì â [1]. Ïåðâîå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî íàéäåíî
Ëèêîðèøåì [8].
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Êàê ðèñîâàòü ëåíòû

Îñíàùåííîå çàöåïëåíèå ëåãêî çàäàòü ïëîñêîé äèàãðàììîé
çàöåïëåíèÿ: îñíàùåíèå çäåñü îçíà÷àåò êîýôôèöèåíò ñàìîçàöåïëåíèÿ
êîìïîíåíòû (åãî ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ äâèæåíèé Ω1; êàæäîå
äâèæåíèå ìåíÿåò îñíàùåíèå íà ±1). Åñëè ìû õîòèì ðàññìîòðèâàòü
çàöåïëåíèÿ âìåñòå ñ îñíàùåíèåì, ìû äîëæíû âçÿòü ñëåäóþùèé
íàáîð äâèæåíèé íà ïëîñêèõ äèàãðàììàõ: äâèæåíèÿ Ω2,Ω3, à òàêæå
äâîéíîå ïåðåêðó÷èâàíèå Ω′

1
; ñì. ðèñ. 3.

Ω'1

Ðèñ. 3: Äâîéíîå ïåðåêðó÷èâàíèå
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Äâèæåíèÿ Êèðáè

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíûå çàöåïëåíèÿ ìîãóò êîäèðîâàòü îäíî è òî æå
3-ìíîãîîáðàçèå (ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà). Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ñóùåñòâóþò äâà äâèæåíèÿ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò 3-ìíîãîîáðàçèå.
Ïåðâîå äâèæåíèå Êèðáè � ýòî äîáàâëåíèå (óäàëåíèå) èçîëèðîâàííîé
îêðóæíîñòè ñ îñíàùåíèåì ±1, ñì. ðèñ. 4.

±1

Ðèñ. 4: Ïåðâîå äâèæåíèå Êèðáè
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Äâèæåíèÿ Êèðáè

Âòîðîå äâèæåíèå ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî
äâèæåíèÿ ìû ïðîòÿãèâàåì îäíó êîìïîíåíòó ñ îñíàùåíèåì k âäîëü
äðóãîé (ïðè ýòîì îñíàùåíèå l îñòàåòñÿ íåèçìåííûì).
Ïðåîáðàçîâàííàÿ êîìïîíåíòà áóäåò èìåòü îñíàùåíèå k + l .

k

l

l

k+l

Ðèñ. 5: Âòîðîå äâèæåíèå Êèðáè
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Äâèæåíèÿ Êèðáè

Òåîðåìà 2.1 (Êèðáè [7])

Äâà îñíàùåííûõ çàöåïëåíèÿ ïîðîæäàþò îäíî è òî æå
3-ìíîãîîáðàçèå, åñëè îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â
äðóãîå ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé Êèðáè è
îñíàùåííûõ èçîòîïèé.

Çàìå÷àíèå 2.2

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå 3-ìíîãîîáðàçèå
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî 4-ìíîãîîáðàçèÿ. Òî
åñòü îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî äëÿ
èçó÷åíèÿ 3-ìíîãîîáðàçèé, íî è äëÿ èçó÷åíèÿ 4-ìíîãîîáðàçèé.

Íî ðàçëè÷íûå 4-ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò èìåòü îäíó è òó æå ãðàíèöó.
Íàïðèìåð, åñëè ìû âîçüìåì ñâÿçíóþ ñóììó ñ CP2, êðàé íå
èçìåíèòñÿ. Ýòî ñâÿçíîå ñóììèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ �ðàñøèðåíèåì�;
îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ �óìåíüøåíèåì�. Îíî âîçíèêàåò, êîãäà
ìû ïðèìåíÿåì ïåðâîå äâèæåíèå Êèðáè.
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè

2 Äâèæåíèÿ Êèðáè

3 Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà

4 Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

5 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

6 Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

7 Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû

8 Óïðàæíåíèÿ
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Â íàñòîÿùåé ñåêöèè ìû ïëàíèðóåì äàòü íàáðîñîê ââåäåíèÿ ê
çíàìåíèòîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà.
Ïåðâàÿ ñòàòüÿ Âèòòåíàâ äàííîé îáëàñòè [14] áûëà ïîñâÿùåíà
êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòîâ çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ. Îäíàêî
ìàòåìàòèêè íå áûëè ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðåíû óðîâíåì ñòðîãîñòè
ýòîé ðàáîòû. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ýòîé òåîðèè ñîçäàíû
áëàãîäàðÿ Âèðî, Òóðàåâó è Ðåøåòèõèíó [12, 13]. Çäåñü ìû ñëåäóåì
ðàáîòå Ëèêîðèøà [9], ãäå îí óïðîñòèë ðàáîòó ýòèõ òðåõ àâòîðîâ äëÿ
ñëó÷àÿ 3-ìíîãîîáðàçèé (áåç âëîæåííûõ çàöåïëåíèé).

Îñíîâíàÿ èäåÿ îïèñàíèÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñêîáêè Êàóôìàíà
(êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà ïðè èçîòîïèè ëåíò) è ïðèìåíåíèè åå ê
íåêîòîðûì ñëîæíûì êîìáèíàöèÿì çàöåïëåíèé òàê, ÷òîáû
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò áûë èíâàðèàíòåí ïðè äâèæåíèÿõ Êèðáè.
Â ÷àñòíîñòè, ÷òîáû ïîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü ïðè âòîðîì äâèæåíèè
Êèðáè, èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé ýëåìåíò, èäåìïîòåíò
Äæîíñà�Âåíöëÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê ñòðóêòóðå è
ïðèìåíåíèþ àëãåáð Òåìïåðëè�Ëèáà â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé,
îïåðàòîðíûõ àëãåáðàõ è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.
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Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì â òåîðèè
îïåðàòîðíûõ àëãåáð. Îíà èìååò ìíîãî îáùåãî ñ àëãåáðîé Ãåêêå.
Îäíàêî îíà ðåàëèçîâàíà êàê ñêåéí-àëãåáðà. Ìû îïèøåì, êàê ñêîáêà
Êàóôìàíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ
3-ìíîãîîáðàçèé ñ ïîìîùüþ àëãåáðû Òåìïåðëè�Ëèáà.
Ïóñòü M3 - ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâëåííîå ñ ïîìîùüþ îñíàùåííîãî
çàöåïëåíèÿ â S3. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåíòû íà ïëîñêîñòè (èëè
ïðîñòî ïëîñêèå äèàãðàììû), ÷òîáû îïðåäåëèòü îñíàùåíèå. Èçîòîïèè
ýòèõ äèàãðàìì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî Ω2,Ω3 è äâîéíîãî
çàêðó÷èâàíèÿ Ω′

1
, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 3.
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Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìûõ
ñêåéí-ìîäóëåé. Íèæå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êîòîðûå
áóäóò ïîëåçíû â áóäóùåì.
Ñ êàæäîé äèàãðàììîé D îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ àññîöèèðóåòñÿ
ñêîáêà Êàóôìàíà ⟨D⟩ ñ ïåðåìåííîé a. Äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ
a0 ∈ C èç a çíà÷åíèå ⟨D⟩ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåíîðìàëèçîâàííàÿ
ñêîáêà Êàóôìàíà, âû÷èñëåííàÿ â a0, ïðè óñëîâèè, ÷òî ⟨⃝⟩ ðàâíà
åäèíèöå, à íå −a2

0
− a−2

0
. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C,

ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé äèàãðàìì çàöåïëåíèé.
Â ïðîñòðàíñòâå V ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V0, ïîðîæäåííîå
âåêòîðàìè òèïà

{ − a0 − a−1

0
, D ⊔⃝+ (a−2

0
+ a2

0
)D}.

Ïóñòü S = V /V0. Íàáîð S íàçûâàåòñÿ ñêåéí-ìîäóëåì äëÿ R2. Â
åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè p : V → V /V0 = S ýëåìåíò D ïðåîáðàçóåòñÿ
â λe1, ãäå λ � ýòî çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ⟨D⟩ ïðè a = a0, è e1 ∈ S �
ýòî îáðàç äèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç îäíîé îêðóæíîñòè.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ei � äèàãðàììà, ñîñòîÿùàÿ èç i ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Èç ïîñòðîåíèÿ ⟨D⟩ ñëåäóåò, ÷òî
D =

∑
λiEi + w1 è

∑
λiEi = λE1 + w2, ãäå w1,w2 ∈ V0, à λ - ýòî

çíà÷åíèå ⟨D⟩ â a0.
Òåïåðü ïóñòü e � íåíóëåâîé ýëåìåíò S . Òîãäà p(D) = f (D)e, ãäå
f (D) ∈ C. Äëÿ e óäîáíî âûáðàòü ýëåìåíò e0, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïóñòîé äèàãðàììå. Òàêîé âûáîð áàçîâîãî ýëåìåíòà áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü óìíîæåíèþ äëÿ f â îòíîøåíèè îïåðàöèè ñâÿçíîé
ñóììû.
Ñëåäîâàòåëüíî,

f (D1 ∪ D2) =
∑
i,j

(c i )λi × (c j)µj

=
∑
i

(c i )λi ×
∑
j

(c j)µj = f (D1)f (D2).
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Ïîñòðîåíèå S äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå. Ïóñòü F �
îðèåíòèðîâàííàÿ 2-ïîâåðõíîñòü ñ ãðàíèöåé ∂F (âîçìîæíî, ∂F = ∅).
Ôèêñèðóåì 2n òî÷åê íà ∂F (â ñëó÷àå ïóñòîãî ∂F , n = 0).
Äèàãðàììîé íà F íàçîâåì ãðàô (âîçìîæíî, íå ñâÿçíûé èëè
ñîäåðæàùèé îêðóæíîñòè) Γ íà F òàêîé, ÷òî Γ ∩ ∂F ñîñòîèò òî÷íî èç
2n âûáðàííûõ òî÷åê; ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè âåðøèíàìè
Γ âàëåíòíîñòè îäèí; âñå îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò âàëåíòíîñòü
÷åòûðå è íàäåëåíû ñòðóêòóðîé ïåðåêðåñòêà (êàê â â ñëó÷àå äèàãðàìì
óçëîâ). Ýòè äèàãðàììû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè
(áåç èçìåíåíèÿ êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû è äâèæåíèÿ êîíå÷íûõ
òî÷åê).

Ðèñ. 6: Äèàãðàììà íà ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì
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Çàôèêñèðóåì a0 ∈ C è ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V (F , 2n)
íàä C, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èçîòîïè÷åñêèõ
êëàññîâ äèàãðàìì. Ïóñòü V0(F , 2n) - ïîäìíîæåñòâî V (F , 2n),
ïîðîæäàåìîå âåêòîðàìè òèïà

{ − a0 − a−1

0
, D ⊔⃝+ (a−2

0
+ a2

0
)D}.

Ïîëîæèì S(F , 2n) = V (F , 2n)/V0(F , 2n). Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì
S(F , 0) ÷åðåç S(F ).

Çàìå÷àíèå 3.1

Âàæíî ó÷èòûâàòü îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè, ÷òîáû èìåòü

âîçìîæíîñòü ðàçëè÷àòü ïåðåêðåñòêè è .
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Òåîðåìà 3.2

Îáðàç P(D) äèàãðàììû D ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè íà S(F , 2n)
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Ω′

1
(ñì. ðèñ. 3), Ω2,Ω3.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
èíâàðèàíòíîñòè ñêîáêè Êàóôìàíà.

Òåîðåìà 3.3

Áàçèñ S(F , 2n) ñîñòîèò èç îáðàçîâ (ïðè åñòåñòâåííîì èçîìîðôèçìå)
âñåõ èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ äèàãðàìì Di , íå ñîäåðæàùèõ íè
ïåðåñå÷åíèé, íè ñòÿãèâàåìûõ êðèâûõ.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Óòâåðæäåíèå 3.4

S(S2) ∼= S(R2) ∼= C.

Óòâåðæäåíèå 3.5

Ïðîñòðàíñòâî S(I × S1) èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó àëãåáðû íàä
C. Ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà C[α].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.3, â êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî âçÿòü
ñåìåéñòâî äèàãðàìì, ñîñòîÿùèõ èç n îêðóæíîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ
îñíîâàíèþ öèëèíäðà I × S1. Óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì
ïðèñîåäèíåíèÿ íèæíåãî îñíîâàíèÿ îäíîãî öèëèíäðà ê âåðõíåìó
îñíîâàíèþ äðóãîãî öèëèíäðà è èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà âûñîòû
öèëèíäðà. Ïóñòü α � îáðàç (â åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè) äèàãðàììû,
ñîñòîÿùåé èç îäíîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé âäîëü ïàðàëëåëè
öèëèíäðà. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ î÷åâèäíà. □
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî S(D2, 2n). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3,
áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äóã ñ
êîíå÷íûìè òî÷êàìè íà ∂D. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ áàçèñà ðàâíî n-ìó
÷èñëó Êàòàëàíà cn. Ýòè ÷èñëà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 cn+1 =
∑n

i=0
cicn−i ;

2 cn = 1

n+1
C n
2n.
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Ïðîñòðàíñòâî S(D2, 2n) èìååò ñòðóêòóðó àëãåáðû, îäíàêî ýòà
ñòðóêòóðà íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. ×òîáû îïðåäåëèòü óìíîæåíèå,
ðàññìîòðèì äèñê D2 ñ ôèêñèðîâàííûìè 2n òî÷êàìè êàê êâàäðàò,
èìåþùèé n ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê íà îäíîé ñòîðîíå è n òî÷åê íà
äðóãîé ñòîðîíå. Ïîñëå ýòîãî óìíîæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïðîñòûì
íàëîæåíèåì îäíîãî êâàäðàòà íà äðóãîé è èçìåíåíèåì ìàñøòàáà; ñì.
ðèñ. 7.

Ðèñ. 7: Óìíîæåíèå â àëãåáðå Òåìïåðëè�Ëèáà

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû Óïðàæíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.6

Àëãåáðà, îïðåäåëåííàÿ âûøå, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Òåìïåðëè - Ëèáà.
Îáîçíà÷åíèå: TLn.

Ïóñòü ei � ýëåìåíò TLn, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå, ïîêàçàííîé íà
ðèñ. 8.

n-i-1 strands

i-1 strands

. 
. 
.

. 
. 
.

Ðèñ. 8: Ýëåìåíò ei

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû Óïðàæíåíèÿ

Äàëåå, ïóñòü 1n ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì TLn, ñîîòâåòñòâóþùèì
äèàãðàììå, ñîñòîÿùåé èç n ïàðàëëåëüíûõ äóã.

Òåîðåìà 3.7

Ýëåìåíò 1n � åäèíèöà TLn. Ýëåìåíòû e1, . . . , en−1 ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé áàçèñ àëãåáðû TLn.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäóþùèé íàáîð ñîîòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì ïîðîæäàþùèì íàáîðîì äëÿ TLn:

1 e2i = ei (−a2
0
− a−2

0
);

2 eiei+1ei = ei .

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Ñîäåðæàíèå

1 Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè

2 Äâèæåíèÿ Êèðáè

3 Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà

4 Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

5 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

6 Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

7 Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû

8 Óïðàæíåíèÿ

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ

×òîáû ïðîäîëæèòü, ñëåäóåò ââåñòè èäåìïîòåíòíûé ýëåìåíò f (n) â
àëãåáðå Òåìïåðëè�Ëèáà TLn, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì
Äæîíñà�Âåíöëÿ.
Ïóñòü An � ïîäàëãåáðà â TLn, ïîðîæäåííàÿ e1, . . . , en−1 (áåç 1n).
Òîãäà ýëåìåíò f (n) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

f (n)An = Anf
(n) = 0; (1)

1n − f (n) ∈ An. (2)

Òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû
ïðåäïîëàãàåì íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ a0 ∈ C.

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ

Òåîðåìà 4.1

Ïóñòü a4k
0

̸= 1 äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n − 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò f (n) ∈ TLn, óäîâëåòâîðÿþùèé îïèñàííûì
âûøå ñâîéñòâàì. Ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì:
f (n) · f (n) = f (n).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå f (n) äàåò åäèíñòâåííîñòü è
èäåìïîòåíòíîñòü. À èìåííî, åäèíñòâåííîñòü îçíà÷àåò
åäèíñòâåííîñòü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà 1n − f (n) â An. Áîëåå òîãî,
ïîñêîëüêó 1n − f (n) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì An, ìû èìååì
(1− f (n))(1− f (n)) = (1− f (n)). Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû ëåãêî
âûâîäèì èäåìïîòåíòíîñòü f (n).

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Ïîñòðîåíèå f (n)

Êîíñòðóêöèÿ f (n) èñïîëüçóåò èíäóêöèþ n. Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà
êîíñòðóêöèÿ è íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà. Îïðåäåëèì ýëåìåíò ∆n ∈ (R2)
êàê çàìûêàíèå f (n); ñì. ðèñ. 9. Áîëåå òî÷íî, f (n) � ýòî ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ äèàãðàìì; íóæíî âçÿòü èõ çàìûêàíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 9, à çàòåì âçÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ.
Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíò Sn(α) ∈ S(S1 × I ): ýòî
`çàìûêàíèå"f (n) â êîëüöî; ñì. ðèñ. 10. Çäåñü α îáîçíà÷àåò
îáðàçóþùóþ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ S(S1 × I ). Î÷åâèäíî, ÷òî ∆n

ïîëó÷àåòñÿ èç Sn ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè S(S1 × I ) → S(R2)
(âíóòðåííÿÿ îêðóæíîñòü çàêëåèâàåòñÿ äèñêîì).

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Ïîñòðîåíèå f (n)

n strands . 
. 
.

f (n)

Ðèñ. 9: Ýëåìåíò ∆n

n strands . 
. 

.

f (n)

Ðèñ. 10: Ýëåìåíò Sn

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Ïîñòðîåíèå f (n)

Ýëåìåíòû ∆n ìîæíî îïðåäåëèòü ïî èíäóêöèè
∆n+1 = (−a−2

0
− a2

0
)∆n −∆n−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∆1 = −a2
0
− a−2

0
. Êðîìå òîãî, åñëè a

4(n+1)
0

̸= 1, òî

∆n ̸= 0; òî÷íåå, ∆n =
(−1)n(a

2(n+1)
0 −a

−2(n+1)
0 )

a20−a−2
0

.

Ìû ïðèâåäåì òîëüêî êîíêðåòíóþ èíäóêòèâíóþ ôîðìóëó äëÿ f (n):

f (n+1) = f
(n)
1

− ∆n−1

∆n
f
(n)
1

enf
(n)
1

,

ãäå f
(n)
1

îáîçíà÷àåò ýëåìåíò èç An, ïîëó÷åííûé èç f (1) (âñå
ñëàãàåìûå ñ êîýôôèöèåíòàìè) ïóòåì äîáàâëåíèÿ (n − 1)
ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè, ñì. ðèñ. 11.
Ýëåìåíòû Sn(α) ìîæíî ïîñòðîèòü èíäóêòèâíî ïî ôîðìóëå:

Sn+1(α) = αSn − Sn−1.

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Ïîñòðîåíèå f (n)

f
(n+1)

-

f
(n)

=
Δn-1
Δn

f
(n)
f
(n)

n+1
n

1

Ðèñ. 11: f (n+1) = f
(n)
1

− ∆n−1

∆n
f
(n)
1

enf
(n)
1

,

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Ñîäåðæàíèå

1 Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè

2 Äâèæåíèÿ Êèðáè

3 Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà

4 Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

5 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

6 Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

7 Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû

8 Óïðàæíåíèÿ

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé n-òàíãë ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ ñêîáêè

= A + A−1

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ýëåìåíò àëãåáðû Òåìïåðëè�Ëèáà.

Îïðåäåëåíèå 4.2

Ïóñòü
n

=
1

{n}!
Σσ∈Sn(A

−3)t(σ)
σ∼

ãäå {n}! = Σσ∈Sn(A
−4)t(σ) = Πn

k=1
( 1−A−4k

1−A−4 ). Çäåñü Sn îáîçíà÷àåò
ñèììåòðè÷íóþ ãðóïïó èç n áóêâ, òàê ÷òî σ ∈ Sn ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåñòàíîâêó 1, 2, ..., n,, à σ̃ îáîçíà÷àåò
ïîëó÷åííûé n-òàíãë, ïîëó÷àåìûé èç ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ σ êàê ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé, òàê ÷òî êàæäàÿ
ïåðåñòàíîâêà çàìåíÿåòñÿ êîñîé â âèäå σi (îáðàòèòå âíèìàíèå íà
ïîëîæèòåëüíîñòü) äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1.

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà



Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè Äâèæåíèÿ Êèðáè Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ÓïðàæíåíèÿÈäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêà a = (1, 3, 2) ñîîòâåòñòâóåò êîñå σ = .

Öåëîå ÷èñëî t(σ) � ýòî êîëè÷åñòâî òðàíñïîçèöèé â ìèíèìàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè ïåðåñòàíîâêè σ. Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå
t(σ) = 2.

1 (1,2) (1,2)(2,3)

(2,3) (2,3)(1,2) (1,2)(2,3)(1,2)

Ðèñ. 12: Êîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåñòàíîâêå σ ∈ S3

Èíâàðèàíòû Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà
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×ëåí {n}! � ýòî âåðñèÿ q−äåôîðìàöèè ôàêòîðèàëà, ãäå
√
q = A.

Ïðè A = 1 èëè −1, {n}! � îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ ôàêòîðèàëà.

Óòâåðæäåíèå 4.3

Åñëè gn ∈ TLn îáîçíà÷àåò îáðàç

n

â àëãåáðå Òåìïåðëè�Ëèáà

TLn, òî

1 g2n = gn
2 gnei = eign = 0 äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

fn−1 =

n

= gn.
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Ïðèìåð

g2 = =
1

{2}!
[ + A−3 ]

=
1

1+ A−4
[ + A−3[A + A−1 ]]

=
1

1+ A−4
[(1+ A−4 + A−2 ]]

= +
1

A2 + A−2

= f1 (ãäå d = −A2 − A−2).
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.3

Èç êàíîíè÷åñêîé èíäóêòèâíîé êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâà êîñ ëåãêî
âèäåòü, ÷òî {σ̃|σ ∈ Sn} äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} ìîæíî
çàïèñàòü, êàê íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà êîñ W è
ìíîæåñòâà W ′ = {wσi |w ∈ W }. (Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî íè îäíî ïðåäñòàâëåíèå êîñû â W íå çàêàí÷èâàåòñÿ íà σi

èëè σ−1

i èç-çà ìèíèìàëüíîñòè.) Â ðåçóëüòàòå èìååì

{n}!gn = Σw∈W (A−3)t(w)w + (A−3)t(w)+1wσi .

Ïîñêîëüêó wσiei = (−A3)wei â TLn, òî gnei = 0 äëÿ
i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (2).
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.3

Äàëåå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò 1n â g̃n = Σσ∈Sn σ̂ òî÷íî ðàâåí
{n}!, òàê ÷òî êîýôôèöèåíò 1n â gn ðàâåí 1. ×òîáû ýòî óâèäåòü,
çàìåòüòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî σ̂i åãî ðàçëîæåíèå â TLn ñîäåðæèò îäíó
êîïèþ 1n . Ñëåäîâàòåëüíî, σ̂ âíîñèò âêëàä (A−3)t(σ)(A−1)t(σ) â
êîýôôèöèåíò ïðè 1n. Ìíîæèòåëü (A−1)t(σ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
ìåòîê ñîñòîÿíèé 1 â ðàçëîæåíèè ñêîáêè, êîòîðîå ïðèâîäèò ê
ñîñòîÿíèþ 1n. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò 1n â g̃n ðàâåí ñóììå
Σσ∈Sn(A

−3)t(σ) = {n}!, êàê óòâåðæäàëîñü. Òàêèì îáðàçîì, ìû çíàåì,
÷òî gn ìîæíî çàïèñàòü â âèäå gn = 1n + U , ãäå U � ýòî ñóììà
ïðîèçâåäåíèé ei . Ñëåäîâàòåëüíî,

g2n = gn(1n + U) = gn + gnU = gn + 0 = gn,

ïîñêîëüêó gnei = 0 äëÿ i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Òàêèì îáðàçîì, g2n = gn
è äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. □

1Ìåòêà ñîñòîÿíèÿ s � ýòî ìíîæèòåëü âèäà Ak , , ñîîòâåòñòâóþùèé s .

Íàïðèìåð, äëÿ äèàãðàììû ñ 3 ïåðåñå÷åíèÿìè, ñîñòîÿíèå ñ äâóìÿ

A-ðàçâåäåíèÿìè è îäíèì B-ðàçâåäåíèåì èìååò ìåòêó A2A−1 = A.
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè

2 Äâèæåíèÿ Êèðáè

3 Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà

4 Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

5 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

6 Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

7 Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû

8 Óïðàæíåíèÿ
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Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü èíâàðèàíò
Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Ñîïîñòàâèì êàæäîé äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ D ñ êîìïîíåíòàìè
K1, . . . ,Kn ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

⟨·, · · · , ·⟩D : S1 × · · · × Sn → S(R2),

ãäå Si ∼= S(I × S1). ×òîáû îïðåäåëèòü ýòî îòîáðàæåíèå, äîñòàòî÷íî
îïðåäåëèòü ýëåìåíòû ⟨αk1

1
, . . . , αkn

n ⟩D ∈ S(R2), ãäå αi � îáðàçóþùàÿ
Si , ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàçóþùåé α àëãåáðû S(I × S1).
Áóäåì ðàáîòàòü ñ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè íåîðèåíòèðîâàííûõ
çàöåïëåíèé.
×òîáû ïîëó÷èòü äèàãðàììó (è, íàêîíåö, ÷èñëî), ñîîòâåòñòâóþùóþ
ýëåìåíòó ⟨αk1

1
, . . . , αkn

n ⟩D , ðàññìîòðèì ëåíòû Bi , ñîîòâåòñòâóþùèå Ki ,
è íà êàæäîé ëåíòå Bi , íàðèñóåì ki êîïèé íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ,
ïàðàëëåëüíî åå ãðàíèöå.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñíàùåííûå äèàãðàììû D è D ′ ýêâèâàëåíòíû ñ
ïîìîùüþ Ω′

1
,Ω2,Ω3. Òîãäà äèàãðàììû ⟨αk1

1
, . . . , αkn

n ⟩D è

⟨αk1
1
, . . . , αkn

n ⟩D′ òàêæå ïîëó÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñ ïîìîùüþ Ω′
1
, Ω2 è

Ω3. Òàêèì îáðàçîì, îáðàçû ýòèõ äâóõ äèàãðàìì â S(R2) ñîâïàäàþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííîå âûøå ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
� èíâàðèàíò îñíàùåííûõ çàöåïëåíèé.

Çàìå÷àíèå 5.1

Çàìåòèì, ÷òî ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñî
çíà÷åíèÿìè â C, òî åñòü îíî ñîäåðæèò ÷èñëà, à íå ìíîãî÷ëåíû.
Ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò 3-ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûé áû
ðàñøèðÿë ìíîãî÷ëåí Äæîíñà,� áîëüøàÿ ïðîáëåìà.
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Òåïåðü ïîñòðîèì ñëåäóþùèé èíâàðèàíò, èñïîëüçóÿ ⟨·, . . . , ·⟩. Íî
ïîñêîëüêó ìû ñòðîèì èíâàðèàíò 3-ìíîãîîáðàçèé, íàì òàêæå ñëåäóåò
ïîçàáîòèòüñÿ î äâèæåíèÿõ Êèðáè.
×òîáû ïîëó÷èòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî âòîðîãî äâèæåíèÿ
Êèðáè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýëåìåíò

ω =
r−2∑
0

∆nSn(α) ∈ S(I × S1),

ãäå r ≥ 3 � öåëîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 5.2

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0 òàêîâî, ÷òî a4
0
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì

èç åäèíèöû ñòåïåíè r . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèàãðàììû D è D ′

ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà âòîðûì äâèæåíèåì Êèðáè. Òîãäà èìååì:

⟨ω, ω, . . . , ω⟩D = ⟨ω, ω, . . . , ω⟩D′ .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2

Âòîðîå äâèæåíèå Êèðáè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íà ðèñ. 13.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äâå äèàãðàììû â (B) íà ðèñ. 13
ýêâèâàëåíòíû â S(R2). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïðîâåðèì, êàê îíè
ñâÿçàíû â S(I × S1), à çàòåì ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèè
S(I × S1) → S(R2) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî.

(a)

(b)

Ðèñ. 13:
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Ëåììà 5.3

Ðàçíîñòü äâóõ äèàãðàìì â (B) íà ðèñ. 13 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
äèàãðàìì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò f (n−1) â êà÷åñòâå
ïîääèàãðàììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî f (n+1) ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíî êàê
íà ðèñ. 14.

f
(n+1)

-

f
(n)

=
Δn-1
Δn

f
(n)
f
(n)

Ðèñ. 14:

Èç f nf n = f n ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî íà ðèñ. 15.

f
(n+1)

-

f
(n)

=
Δn-1
Δn

1

n

1

n

f
(n)

1

n-1

Ðèñ. 15:
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Åñëè ∆n ̸= 0, òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî íà ðèñ. 16.

f
(n+1)

+

f
(n)

=Δn-1Δn

1

n

1

n

f
(n)

1

n-1

Δn

Ðèñ. 16:

Âðàùàÿ íà 180◦, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî íà ðèñ. 17.
f
(n+1)

+

f
(n)

=Δn-1Δn

f
(n)

Δn

n

1

1

n-1

n

1

Ðèñ. 17:

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñóììà ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ðèñ. 16
äëÿ n = 1, . . . , r − 2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì, ïðåäñòàâëåííûì êàê (a) íà
ðèñ. 18.
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Â ÷àñòíîñòè, w ðàâíî ñóììå ýëåìåíòîâ â âèäå (c) íà ðèñ. 18.

Δn

f
(n)

ω

1

(c)(b)(a)

ω

1

Ðèñ. 18:

Àíàëîãè÷íî, ñóììà ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ðèñ. 17 äëÿ
n = 1, . . . , r − 2 ðàâíà ýëåìåíòó (b) íà ðèñ. 18. Ðàçíèöà â ïðàâûõ
÷àñòÿõ ðèñóíêà. 16 è íà ðèñ. 17 ñîâïàäàåò ñ ðàçíèöåé èõ ëåâûõ
ñòîðîí, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçíèöà èõ ëåâûõ ñòîðîí
äëÿ n = 1, . . . , r − 2 ïðåäñòàâëåíà ýëåìåíòàìè íà ðèñ. 19.□

Δr-2

f
(r-1)

Δr-2

f
(r-1)

Ðèñ. 19:
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, ïîñêîëüêó a4r
0

= 1 è a4
0
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì

êîðíåì, ìû èìååì ∆n ̸= 0 äëÿ n = 1, . . . , r − 2, íî ∆r−1 = 0, è âñå
ýòè ñëàãàåìûå èñ÷åçàþò. Ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ëåììû ìû ìîæåì
çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2.

Ëåììà 5.4

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆r−1 = 0. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò d â S(R),
ñîäåðæàùèé f (r−1), òðèâèàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 3.4 S(R2) ∼= S(S2). Áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ãðàíèöû öèëèíäðà íå ïåðåñåêàþòñÿ
íà âñåõ äèàãðàììàõ, êîòîðûìè ðàçäåëåí ýëåìåíò d . Òîãäà d
ïðåäñòàâëåíî â S(R2) êàê çàìûêàíèå f (r−1)x , êîãäà ìû çàêëåèâàåì
äâå ãðàíèöû äèñêîì; çäåñü x � ýòî íåêîòîðûé ýëåìåíò TLr−1, ñì.
ðèñ. 20.

f
(r-1)
f
(r-1)

x x

x

Ðèñ. 20:
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Ïîñêîëüêó x = λ1r−1 + x ′, ãäå x ′ ∈ Ar−1, ïîëó÷àåì f (r−1)x = λf (r−1).
Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç S2 â S(R2). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì λf (r−1) ïðè âëîæåíèè I × S1 â
R2. Ñëåäîâàòåëüíî, d = λ∆r−1 = 0. □
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåðâîå äâèæåíèå Êèðáè. Íàì ïîíàäîáèòñÿ
ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ.
Äëÿ ëþáîé n-êîìïîíåíòíîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ L ìîæíî
ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷íóþ (n × n)-ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ (ðàíåå ìû îðèåíòèðîâàëè âñå êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ).
Äëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìû áåðåì êîýôôèöèåíò
ñàìîçàöåïëåíèÿ (êîòîðûé ðàâåí îñíàùåíèþ). Îáîçíà÷èì
ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ÷åðåç B. Ïîñêîëüêó B ñèììåòðè÷íà, âñå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû äåéñòâèòåëüíû. Ïóñòü b+ -
÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé B, à b− - ÷èñëî
îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
èíâàðèàíòîâ ñâÿçåé íàì ïîíàäîáèòñÿ íå ñàìà ìàòðèöà B, à òîëüêî
b+, b−.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èçìåíåíèå îðèåíòàöèè íåêîòîðûõ êîìïîíåíòîâ B
ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ B → B ′ = XTBX äëÿ íåêîòîðîãî
îðòîãîíàëüíîãî X , òàêèì îáðàçîì, ýòî íå ìåíÿåò b+ è b−.
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Äàâàéòå òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî b+ è b− èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
âòîðîãî äâèæåíèÿ Êèðáè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.5

Ïðè âòîðîì äâèæåíèè Êèðáè ìàòðèöà B èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: B ′ = XTBX , ãäå X - íåêîòîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ
âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà.
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Ðàññìîòðèì òðè ñòàíäàðòíûå îñíàùåííûå äèàãðàììû U+,U−,U0,
ïîêàçàííûå íà ðèñ. 21. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðèâèàëüíûé óçåë ñ
îñíàùåíèåì 1, 0, è −1 ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå, êîãäà
⟨ω⟩U+⟨ω⟩U− ̸= 0, äëÿ êàæäîé äèàãðàììû D ìîæíî ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùåå êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

Ðèñ. 21:

I (D) = ⟨ω, . . . , ω⟩D⟨ω⟩−b+
U+

⟨ω⟩−b−
U−

.
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Óòâåðæäåíèå 5.6

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî I (D) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì
3-ìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåëÿåìîãî D, åñëè ⟨ω⟩U+⟨ω⟩U− ̸= 0.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü
ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà a0. À èìåííî, óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ,
åñëè a0 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè 4r èëè
ïðèìèòèâíûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè 2r äëÿ íå÷åòíîãî r . Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ a4

0
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì èç åäèíèöû (òàê

÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 5.2).
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.6 î÷åíü ñëîæíîå è ñîñòîèò èç
ìíîæåñòâà øàãîâ. Çäåñü ìû ñîáèðàåìñÿ ïðèâåñòè òîëüêî òîò øàã,
êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå.
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Ëåììà 5.7

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0 � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êàê óêàçàíî âûøå. Òîãäà
ìû èìååì:

1 ïðè 1 ≤ n ≤ r − 3 êàæäàÿ äèàãðàììà, ñîäåðæàùàÿ Dn (ñì.
ðèñ. 22), ðàâíà íóëþ.;

2 äëÿ n = r − 2 â ñëó÷àå, êîãäà a0 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì
ñòåïåíè 4r , êàæäàÿ äèàãðàììà, ñîäåðæàùàÿ Dn, òàêæå ðàâíà
íóëþ, à â äðóãîì ñëó÷àå (ñòåïåíü 2r äëÿ íå÷åòíîãî r) äèàãðàììó
Dn ìîæíî çàìåíèòü íà ⟨ω⟩U f (n).
(Çäåñü ïîä �äèàãðàììàìè"ìû ïîäðàçóìåâàåì èõ îáðàçû â S(R2)).

f (n)

Ðèñ. 22: Äèàãðàììà Dn
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Ñîáèðàÿ ðåçóëüòàòû òåîðåì 5.2 è 5.5 è óòâåðæäåíèÿ 5.6, ìû
ïîëó÷àåì îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.8

Åñëè a0 ∈ C ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðèìèòèâíûì êîðíåì èç åäèíèöû
ñòåïåíè 4r , ëèáî ïðèìèòèâíûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè 2r äëÿ
íå÷åòíûõ r è r ≥ 3, òî

W (M3) = I (D) = ⟨ω, . . . , ω⟩D⟨ω⟩−b+
U+

⟨ω⟩−b−
U−

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì êîìïàêòíûõ òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ (çäåñü D � äèàãðàììà îñíàùåííîãî
çàöåïëåíèÿ, çàäàþùàÿ M3).

Ýòîò èíâàðèàíò íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Âèòòåíà - Ðåøåòèõèíà -
Òóðàåâà äëÿ 3-ìíîãîîáðàçèé.
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Ïðèìåð 5.9

Ñôåðà S3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïóñòîé äèàãðàììîé; òàêèì
îáðàçîì, I (S3) = 1.
Ìíîãîîáðàçèå S1 × S2, çàäàåòñÿ äèàãðàììîé U. Ìàòðèöà
êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ äëÿ U ðàâíà B = (b11), ãäå b11 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, b+ = b− = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, I (S1 × S2) = ⟨ω⟩U .
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè

2 Äâèæåíèÿ Êèðáè

3 Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà

4 Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

5 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

6 Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

7 Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû

8 Óïðàæíåíèÿ
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Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, îïèñàííîå
âûøå, òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ,
óçëîâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ìû îïðåäåëèì ýòè èíâàðèàíòû
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå M3 áåç êðàÿ.
Ìíîãîîáðàçèå M3 ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñôåðû S3 ïåðåñòðîéêîé ïî
îñíàùåííîìó çàöåïëåíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñòü ãîìåîìîðôèçì

f : S3\LM → M3\L̃M ,

ãäå L̃M � çàöåïëåíèå â M3. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, çàöåïëåíèå L̃M íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ L (ýòîãî ìîæíî
äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîãî âîçìóùåíèÿ). Ïóñòü LL = f −1(L) �
ïðîîáðàç L ⊂ M3 â ñôåðå S3. Åñëè L îñíàùåíî, òî LL òàêæå
îñíàùåíî. Òàêèì îáðàçîì, îñíàùåííîå çàöåïëåíèå L â M3 ìîæíî
çàäàòü ïàðîé îñíàùåííûõ çàöåïëåíèé (LL, LM) â ñôåðå S3;
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò â LL ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò â L.
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Îáñóäèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êîãäà äâå ïàðû (LL, LM) è (L′L, L
′
M)

ïîðîæäàþò îäíî îñíàùåííîå çàöåïëåíèå L â M3? Ïåðåñòðîéêà
ñôåðû âäîëü îñíàùåííûõ çàöåïëåíèé LM è L′M äîëæíî ïîðîæäàòü
îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå M3; òàêèì îáðàçîì, L′M ìîæíî ïîëó÷èòü
èç LM ñ ïîìîùüþ äâèæåíèé Êèðáè è èçîòîïèè. Áîëåå òîãî, âî âðåìÿ
èçîòîïèè çàöåïëåíèå LM íå äîëæíî ïåðåñåêàòüñÿ ñ LL. Äåëî â òîì,
÷òî èçîòîïèÿ, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò LM â L′M , èíäóöèðóåò
ãîìîìîðôèçì

f : S3\LM → M3\L̃M .

ßñíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äâèæåíèå Êèðáè íå çàòðàãèâàåò ìàëîé
îêðåñòíîñòè çàöåïëåíèÿ LL. Ïîñëå òîãî, êàê ìû âûïîëíèëè äâèæåíèÿ
Êèðáè è èçîòîïèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî L′M = LM . Òàêèì îáðàçîì,
ìû ìîæåì ïðèìåíÿòü äâèæåíèÿ Êèðáè è èçîòîïèè ê LL ∪ LM , åñëè
LL ïîäâåðãàåòñÿ òîëüêî èçîòîïèè.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ïðîÿñíèòü ñâÿçü ìåæäó LL è L′L â
ñëó÷àå, êîãäà LM = L′M . Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñëå ïåðåñòðîéêè S3 âäîëü
LM , ìû ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå M3, ãäå îáðàçû çàöåïëåíèé LL è L′L
èçîòîïíû. Âî âðåìÿ ýòîé èçîòîïèè èçîáðàæåíèÿ LL è L′L ìîãóò
ïåðåñåêàòü îáðàç LM . Òàêèì îáðàçîì, ýòà èçîòîïèÿ íå ñâîäèòñÿ ê
èçîòîïèè LL è L′L â S3. Òî÷íåå, åñëè â M3 êîìïîíåíòà KK çàöåïëåíèÿ
KL ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîìïîíåíòîé KM çàöåïëåíèÿ LM , à çàòåì ñôåðà S3

ïîäâåðãàåòñÿ âòîðîìó äâèæåíèþ Êèðáè: à èìåííî, ê ëåíòå KL

äîáàâëÿåòñÿ ëåíòà, ïàðàëëåëüíàÿ KM .
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå äâà âàæíûõ îáñòîÿòåëüñòâà:

1 ÷èñëî êîìïîíåíò ó LL è L′L îäèíàêîâî;

2 ïðè âòîðîì äâèæåíèè Êèðáè íèêîãäà íå äîáàâëÿþòñÿ ëåíòû,
ïàðàëëåëüíûå êîìïîíåíòàì L.

Îñíàùåííîãî çàöåïëåíèå LL ∪ LM çàäàåòñÿ îñíàùåííîé äèàãðàììû
DL ∪ DM . Äëÿ LM ðàññìîòðèì ìàòðèöó B êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ. Ïóñòü b+ è b− � ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ è
îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòîé ìàòðèöû; à n �
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò â L. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû

p1(α), . . . , pn(α) ∈ S(I × S1) ∼= C[α]

(çäåñü ìû èñïîëüçóåì ïðåäûäóùåå îáîçíà÷åíèå).
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Òåîðåìà 6.1

Ïóñòü r ≥ 3 � öåëîå ÷èñëî, a � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à a0 òàêîå, ÷òî:
ëèáî a0 � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè 4r èëè r
íå÷åòíî, à a0 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè 2r .
Òîãäà êîìïëåêñíîå ÷èñëî

W (M3, L) = ⟨p1(α), . . . , pn(α), ω, . . . ω⟩DL⊔DM
⟨ω⟩−b+

U+
⟨ω⟩−b−

U−
(3)

èíâàðèàíò îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ L â M3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî n �
èíâàðèàíò: ýòî ÷èñëî êîìïîíåíò L. Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè
÷èñëà (3) ïðè äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ çàöåïëåíèÿ LL ∪ LM
ïî÷òè òàêîå æå, êàê äîêàçàòåëüñòâî äëÿ èíâàðèàíòà Âèòòåíà.
Åäèíñòâåííûì äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.
Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî äâèæåíèÿ Êèðáè íèêîãäà íå íóæíî
äîáàâëÿòü ëåíòû, ïàðàëëåëüíûå LL. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì èñïîëüçîâàòü
àëüòåðíàòèâíóþ ìàðêèðîâêó: p1(α), . . . pn(α) ∈ S(I × S1), à íå òîëüêî
ω. □
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Çàìå÷àíèå 6.2

Ôîðìóëà (3) îïðåäåëÿåò íå åäèíñòâåííûé èíâàðèàíò, à áåñêîíå÷íóþ
ñåðèþ èíâàðèàíòîâ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: α0, p1, p2, . . . , pn;
÷èñëî α0 äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì.
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè

2 Äâèæåíèÿ Êèðáè

3 Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà

4 Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

5 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

6 Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

7 Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû

8 Óïðàæíåíèÿ
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Ë. Êàóôìàí è Õ. Äàé [3, 5], (ñì. òàêæå äèññåðòàöèþ Äàé [2])
îáîáùèëè òåîðèþ Êèðáè äëÿ ñëó÷àÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ïîñòðîèëè
òàê íàçûâàåìûå �âèðòóàëüíûå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ� è
îáîáùèëè èíâàðèàíòû, îïèñàííûå çäåñü, íà âèðòóàëüíûé ñëó÷àé.
Äðóãîå îïðåäåëåíèå �âèðòóàëüíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé� áûëî
äàíî Ñ.Â.Ìàòâååâûì ([10]).
Äåëî â òîì, ÷òî âñå îïèñàííûå âûøå êîíñòðóêöèè äîïóñêàþò
íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå.
×òîáû îïðåäåëèòü âèðòóàëüíîå 3-ìíîãîîáðàçèå, íóæíî ðàññìîòðåòü
äèàãðàììû âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé (òàê æå, êàê â êëàññè÷åñêîì
ñëó÷àå). Ïîñëå ýòîãî ìåæäó íèìè äîïóñêàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü,
ïîðîæäåííàÿ îáîáùåííûìè äâèæåíèÿìè Ðåéäåìåéñòåðà (êðîìå Ω1)
è äâóìÿ äâèæåíèÿìè Êèðáè.
×òî êàñàåòñÿ ïåðâîãî äâèæåíÿ Êèðáè, ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî ÿñíà: ìû
ïðîñòî äîáàâëÿåì îêðóæíîñòü ñ îñíàùåíèåì 1.
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×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî ïåðåìåùåíèÿ Êèðáè, åäèíñòâåííîå, ÷òî ìû
äîëæíû ñäåëàòü òî÷íî, - ýòî îïðåäåëèòü åãî äëÿ êîìïîíåíò,
èìåþùèõ âèðòóàëüíîå ïåðåñå÷åíèå. Ýòî äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ
âèðòóàëüíîå äâèæåíèå ðó÷êè; îíî ïîêàçàíî íà ðèñ. 23.

Ðèñ. 23: Âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ðó÷êè

Ýòè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàþò âèðòóàëüíûå òðåõìåðíûå
ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîñëå òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âîçíèêàåò
ñëåäóþùèé âîïðîñ.
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Òåïåðü âîçíèêàåò äîâîëüíî èíòåðåñíûé ìîìåíò.
Âî-ïåðâûõ, ãèïîòåçà Ïóàíêàðå, î÷åâèäíî, íå âåðíà â ýòîì ñìûñëå.
Êðîìå òîãî, åñëè äàíû äâå êëàññè÷åñêèå äèàãðàììû K1 è K2,
ïðåäñòàâëÿþùèå ýêâèâàëåíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ (â ñìûñëå
âèðòóàëüíîé òåîðèè Êèðáè); ïðåäñòàâëÿþò ëè îíè îäíè è òå æå
êëàññè÷åñêèå 3-ìíîãîîáðàçèÿ â îáû÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà?
Òåïåðü, ÷òî íàì íóæíî ñäåëàòü, ýòî îïðåäåëèòü èíâàðèàíò
Âèòòåíà�Ðåøåòèõèíà�Òóðàåâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Íà ñàìîì
äåëå, ó íàñ óæå åñòü âñå, ÷òî íàì íóæíî äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ: à
èìåííî, ìû èñïîëüçóåì íîðìàëèçîâàííóþ ñêîáêó Êàóôìàíà è
èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ, ñìîòðèòå òåîðåìó 5.8. Áîëåå ïîäðîáíàÿ
èíôîðìàöèÿ â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [2].
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíàùåííûå ïåðåñòðîéêè

2 Äâèæåíèÿ Êèðáè

3 Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà

4 Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíò Äæîíñà�Âåíöëÿ
Èäåìïîòåíòû êàê ñóììà òàíãëîâ

5 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

6 Èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

7 Âèðòóàëüíûå 3-ìíîãîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû

8 Óïðàæíåíèÿ
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Óïðàæíåíèÿ

1 Âûðàçèòå J1, J2 è J3 êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ei â
TLn.

Ðèñ. 24: Ðèñóíîê âçÿò èç ðàáîòû [4].

2 Ïîêàæèòå, ÷òî Jnx = xJn äëÿ âñåõ x ∈ TLn.

3 Âû÷èñëèòå èäåìïîòåíòû Äæîíñà�Âåíöëÿ f (2) è f (3).
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