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Îïðåäåëåíèå 1.1

Óçëîì íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå âëîæåíèå îêðóæíîñòè S1 â ïðîñòðàíñòâî
R3 (ëèáî â ñôåðó S3), à òàêæå îáðàç ýòîãî âëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2

Äâà óçëà K1 è K2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, èëè èçîòîïíûìè ,
åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì R3 (ëèáî
S3) â ñåáÿ, êîòîðûé ïåðåâîäèò K1 â K2.

1 2 3 4

Ðèñ. 1: Ïðèìåðû óçëîâ

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 1: Óçëû, äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, èíâàðèàíò ðàñêðàñîê, èíäåêñ çàöåïëåíèÿ
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Çàìå÷àíèå 1.3

Â òåîðèè óçëîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ �ãëàäêèå� âëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé.
Åñëè äîïóñòèòü âñåãî ëèøü íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé â
R3, òî ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñ òàê íàçûâàåìûìè äèêèìè óçëàìè âðîäå
òîãî, ÷òî èçîáðàæåí íèæå.

Ðèñ. 2: Äèêèé óçåë

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 1: Óçëû, äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, èíâàðèàíò ðàñêðàñîê, èíäåêñ çàöåïëåíèÿ
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Îïðåäåëåíèå 1.4

Çàöåïëåíèå � ýòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ
óçëîâ K1 t · · · t Kn. Èíûìè ñëîâàìè, çàöåïëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãëàäêîå âëîæåíèå íàáîðà îêðóæíîñòåé S1 t · · · t S1 â R3. Óçëû Ki

íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè çàöåïëåíèÿ.

1 2 3 4

Ðèñ. 3: Ïðèìåðû çàöåïëåíèé

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 1: Óçëû, äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, èíâàðèàíò ðàñêðàñîê, èíäåêñ çàöåïëåíèÿ
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Îïðåäåëåíèå 1.5

Äâà çàöåïëåíèÿ L = K1 t · · · t Km è L′ = K ′
1
t · · · t K ′m ýêâèâàëåíòû

ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1 m = n

2 ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì R3,
êîòîðûé ïåðåâîäèò Ki â K ′i äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}.
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Îïðåäåëåíèå 1.6

Äëÿ çàöåïëåíèÿ L ∈ R3 ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ L
íà ïëîñêîñòü âäîëü íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ v . Îáðàç ïðîåêöèè
íàçûâàåòñÿ òåíüþ. Â êàæäîé äâîéíîé òî÷êå òåíè ìîæíî çàäàòü
ñòðóêòóðó ïðîõîäà-ïåðåõîäà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. Òåíü ñ
çàäàííûìè ïðîõîäàìè-ïåðåõîäàìè íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé
çàöåïëåíèÿ.

переход

проход

Ðèñ. 4: Ïåðåêðåñòîê äèàãðàììû
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Òåîðåìà 1.7

Äâå äèàãðàììû D1 è D2 ãëàäêèõ çàöåïëåíèé ñîîòâåòñòâóþò ýêâèâà-
ëåíòíûì çàöåïëåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãðàììó D1 ìîæ-
íî ïðåîáðàçîâàòü â D2 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëîñ-
êèõ èçîòîïèé è òðåõ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà Ω1,Ω2,Ω3, ñì. ðèñ. 5.

Ðèñ. 5: Äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà Ω1,Ω2,Ω3
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Îðèåíòèðîâàííûå çàöåïëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.8

Îðèåíòðèðîâàííûé óçåë (èëè çàöåïëåíèå) � ýòî ãëàäêîå âëîæåíèå
îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè (èëè íàáîðà îðèåíòèðîâàííûõ
îêðóæíîñòåé)â R3. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, íà êàæäîé êîìïîíåíòå
îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ çàäàíî íàïðàâëåíèå îáõîäà.

Ðèñ. 6: Îðèåíòèðîâàííûå çàöåïëåíèÿ
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Òåîðåìà 1.9

Äâå îðèåíòèðîâàííûå äèàãðàììû D1 è D2 ãëàäêèõ çàöåïëåíèé
ñîîòâåòñòâóþò ýêâèâàëåíòíûì çàöåïëåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äèàãðàììó D1 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â D2 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëîñêèõ èçîòîïèé è òðåõ îðèåíòèðîâàííûõ
äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà Ω1,Ω2,Ω

′
2
,Ω3, ñì. ðèñ. 7.

Ðèñ. 7: Îðèåíòèðîâàííûå äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà Ω1,Ω2,Ω′
2,Ω3

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 1: Óçëû, äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, èíâàðèàíò ðàñêðàñîê, èíäåêñ çàöåïëåíèÿ



Óçëû è çàöåïëåíèÿ

Îáðàùåíèå îðèåíòàöèè

L1 L2 L1 -L2

Ðèñ. 8: Îáðàùåíèå îðèåíòàöèè

Îïðåäåëåíèå 1.10

Îðèåíòèðîâàííûé óçåë K íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè îí
ýêâèâàëåíòåí óçëó −K ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óçåë K íåîáðàòèìûé.
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Ïðèìåð 1.11

817 -817

Ðèñ. 9: Íåîáðàòèìûé óçåë 817

Ìíîãèå èíâàðèàíòû óçëîâ íå â ñîñòîÿíèè îòëè÷èòü óçåë K îò åãî
îáðàùåíèÿ −K . Ñóùåñòâîâàíèå (áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) íåîáðàòèìûõ
óçëîâ áûëî äîêàçàíî Õ.Ô. Òðîòòåðîì ñ èñïîëüçîâàíèåì �pretzel
knots� è �ãðóïïû óçëà�.
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Îïðåäåëåíèå 1.12

Ïóñòü L = L1 t · · · t Ln � äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ ñ
n êîìïîíåíòàìè.
Êàæäîìó ïåðåêðåñòêó äèàãðàììû ñîïîñòàâèì çíàê +1 èëè −1 â
ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 10.
Îáîçíà÷èì òàê îïðåäåëåííûé çíàê ïåðåêðåñòêà c êàê sign(c).
Äëÿ êîìïîíåíò Li è Lj ,i 6= j , êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ lk(Li , Lj)
ìåæäó íèìè åñòü ñóììà çíàêîâ lk(Li , Lj) = 1

2
Σc∈Li∩Lj sign(c).

+1 −1

Ðèñ. 10: Ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé ïåðåêðåñòêè

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 1: Óçëû, äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, èíâàðèàíò ðàñêðàñîê, èíäåêñ çàöåïëåíèÿ
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Ïðèìåð 1.13

+1 +1 +1 +1

L

Ðèñ. 11: lk(L1, L2) = 1

2
Σsign(c) = 2
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Çàìå÷àíèå 1.14

Êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ âïåðâûå áûë îïðåäåëåí Ê.Ô. Ãàóññîì,
êîòîðûé äàë ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ â âèäå äâîéíîãî
èíòåãðàëà, èíòåãðàëà Ãàóññà:

lk(L1, L2) =
1

4π

∮
γ1

∮
γ2

r1 − r2
|r1 − r2|3

· (dr1 × dr2)

=
1

4π

∫∫
S1×S1

(γ̇1(s), γ̇2(t), γ1(s)− γ2(t))

|γ1(s)− γ2(t)|3
ds dt,

ãäå γ1, γ2 : S1 → R3. Âïîñëåäñòâèè ýòà ôîðìóëà áûëà îáîáùåíà
Ì.Ë. Êîíöåâè÷åì â âèäå òàê íàçûâàåìîãî èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à.
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Òåîðåìà 1.15

Ïóñòü L = L1 t · · · t Ln � îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå ñ n
êîìïîíåíòàìè. Äëÿ ëþáûõ i , j ∈ {1, . . . , n} êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ
lk(Li , Lj) èíâàðèàíòåí ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà.

Li Lj L'i L'j
c

c'

lk(Li , Lj) = lk(L′i , L
′
j) + sign(c) + sign(c ′) = lk(L′i , L

′
j)

Ðèñ. 12: lk(L1, L2) = lk(L′
1, L

′
2) ïðè âòîðîì äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà
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Îïðåäåëåíèå 1.16

Ïóñòü D � äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ è A(D) � ìíîæåñòâî äóã
äèàãðàììû. Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p p-ðàñêðàñêîé Ôîêñà (èëè ïðîñòî
p-ðàñêðàñêîé) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : A(D)→ Zp, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ ðèñ. 13.
Ðàñêðàñêà âèäà f (a) = r äëÿ âñåõ a ∈ A(D) è íåêîòîðîãî r ∈ Zp

íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé.
Äèàãðàììà D, äîïóñêàþùàÿ íåòðèâèàëüíóþ p-ðàñêðàñêó íàçûâàåòñÿ
p-ðàñêðàøèâàåìîé.
×èñëî p-ðàñêðàñîê Ôîêñà äèàãðàììû D îáîçíà÷àåòñÿ êàê cp(D).

a b

c
c ≡ 2b− amod p

Ðèñ. 13: Óñëîâèå p-ðàñêðàñêè
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Ïðèìåð 1.17

0
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1
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2
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a

0 1

2

Ðèñ. 14: Ðàñêðàñêè òðèëèñòíèêà ýëåìåíòàìè Z3
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Òåîðåìà 1.18

Ïóñòü D � äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p
÷èñëî ðàñêðàñîê cp(D) èíâàðèàíòíî ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà.

a a a a

c

c=2a-a=a

a b a b

d

d=2b-a
e

e=2b-d=a

Ðèñ. 15: cp(D) èíâàðèàíòíî ïðè âòîðîì äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà
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Îòñòóïëåíèå 1

Çàìå÷àíèå 1.19

Ìîæíî ðàññìîòðåòü óçëû R4, òî åñòü âëîæåíèÿ S1 â R4. Îäíàêî
èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé óçåë â R4 èçîòîïåí òðèâèàëüíîìó óçëó R4, òî
åñòü êðàþ 2-ìåðíîãî äèñêà â R3 ⊂ R4 (äîêàæèòå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äâóìåðíûå �ïîâåðõíîñòè� â R4 äàþò íåòðèâèàëüíóþ òåîðèþ
çàóçëåííûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 1: Óçëû, äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, èíâàðèàíò ðàñêðàñîê, èíäåêñ çàöåïëåíèÿ
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Îòñòóïëåíèå 2

Çàìå÷àíèå 1.20

Çàöåïëåíèå íà ðèñ. 16 íàçûâàåòñÿ êîëüöà Áîððîìåî. Ýòî çàöåïëåíèå
îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè óäàëèòü îäíó èç
êîìïîíåíò, ïîëó÷èòñÿ òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå, îäíàêî ñàìî
çàöåïëåíèå Áîððîìåî íåòðèâèàëüíî. Çàöåïëåíèÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì
íàçûâàþòñÿ Áðóííîâûìè çàöåïëåíèÿìè. Äîêàçàòåëüñòâî
íåòðèâèàëüíîñòè Áðóííîâûõ çàöåïëåíèé â îáùåì ñëó÷àå � äåëî
íåïðîñòîå. Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì ãîìîòîïèé
çàöåïëåíèé.

Ðèñ. 16: Êîëüöà Áîððîìåî
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Óïðàæíåíèÿ

1 Íàéòè ïðèìåð äèàãðàììû D òðèâèàëüíîãî óçëà, ê êîòîðîé
íåëüçÿ ïðèìåíèòü óìåíüøàþùèõ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà Ω1 è
Ω2, à òàêæå äâèæåíèÿ Ω3.

2 Ïîêàçàòü, ÷òî óçåë òðèëèñòíèê (êàê ïðàâûé, òàê è ëåâûé)
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì óçëîì.

3 Ïîêàçàòü, ÷òî óçåë âîñüìåðêà èçîòîïåí ñâîåìó çåðêàëüíîìó
îòðàæåíèþ.

4 Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ äèàãðàììà �óçëà� ñ 0, 1 èëè 2
ïåðåêðåñòêàìè ðàñïóòûâàåòñÿ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé
òðèâèàëüíîãî óçëà.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 1: Óçëû, äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà, èíâàðèàíò ðàñêðàñîê, èíäåêñ çàöåïëåíèÿ



Óçëû è çàöåïëåíèÿ

5 Äèàãðàììà óçëà íàçûâàåòñÿ íèñõîäÿùåé, åñëè ïðè äâèæåíèè ïî
íåé îò íåêîòîðîé òî÷êè êàæäûé ïåðåêðåñòîê ïðîõîäèòñÿ â
ïåðâûé ðàç ïî ïåðåõîäó, à âî âòîðîé ðàç � ïî ïðîõîäó. Ïîêàçàòü,
÷òî íèñõîäÿùàÿ äèàãðàììà óçëà ýêâèâàëåíòíà òðèâèàëüíîé
äèàãðàììå. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáóþ äèàãðàììó óçëà ìîæíî ïóòåì
çàìåíû ïðîõîäîâ íà ïåðåõîäû â íåêîòîðûõ ïåðåêðåñòêàõ ìîæíî
ïðåâðàòèòü â äèàãðàììó òðèâèàëüíîãî óçëà.

6 Îïðåäåëèì ÷èñëî çàóçëåííîñòè óçëà êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
çàìåí ïåðåêðåñòêîâ, ïðåâðàùàþùèõ åãî â òðèâèàëüíûé óçåë.

Ïðîâåðüòå, ÷òî ÷èñëà çàóçëåííîñòè òðèëèñòíèêà è óçëà
âîñüìåðêà íå ïðåâîñõîäÿò 1.
Ïðîâåðüòå, ÷òî ÷èñëî çàóçëåííîñòè óçëà 74, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñ. 17 íå ïðåâîñõîäèò 2. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî çàóçëåííîñòè äëÿ
74 ðàâíî 2?

74

Ðèñ. 17: Óçåë 74
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7 Ïðîâåðüòå èíâàðèàíòíîñòü êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ lk(Li , Lj)
ïðè òðåòüåì äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà.

8 Ïóñòü L = L1 t L2 � îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå. Ïîêàæèòå,
÷òî lk(L1, L2) = lk(L2, L1).

9 Ïóñòü L = L1 t L2 � îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå. Ïîêàæèòå,
÷òî −lk(L1, L2) = lk(−L1, L2).

10 Âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò

çàöåïëåíèÿ Õîïôà
êîëåö Áîððîìåî (äëÿ ëþáûõ äâóõ)
çàöåïëåíèÿ Óàéòõåäà

11 Âû÷èñëèòå ÷èñëî 3-ðàñêðàñîê äëÿ:

ïðàâîãî è ëåâîãî òðèëèñòíèêîâ
óçëà âîñüìåðêà
êîëåö Áîððîìåî
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12 Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî p-ðàñêðàñîê çàöåïëåíèÿ ðàâíî pn äëÿ
íåêîòîðîãî n ∈ N. (Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ëèíåéíîé
àëãåáðîé.)

13 Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî çàóçëåííîñòè áîëüøå èëè ðàâíî
log

3
(c3(K ))− 1.

14 (Ïðîáëåìà)

Îöåíèòü ÷èñëî äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà, íåîáõîäèìîå äëÿ
ïåðåõîäà ìåæäó ýêâèâàëåíòíûìè äèàãðàììàìè ñ n è m
ïåðåêðåñòêàìè.
Îöåíèòü ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ â ïðîìåæóòî÷íîé äèàãðàììå ïðè
ïåðåõîäå îò äèàãðàììû ñ n ïåðåêðåñòêàìè ê ýêâèâàëåíòíîé
äèàãðàììå ñ m ïåðåêðåñòêàìè.
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