
Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè Óïðàæíåíèÿ

Ëåêöèÿ. Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà

Ëåêöèÿ. Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà



Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè Óïðàæíåíèÿ

Ñîäåðæàíèå

1 Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà
Èíâàðèàíò s
Ñâîéñòâà s

2 Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ
Ýëåìåíòàðíûå êîáîðäèçìû
Èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ
Êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå
×åòûðåõìåðíûé ðîä

3 Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè
Ïîëîæèòåëüíûå óçëû

4 Óïðàæíåíèÿ

Ëåêöèÿ. Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà



Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè ÓïðàæíåíèÿÈíâàðèàíò s Ñâîéñòâà s

Ñîäåðæàíèå

1 Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà
Èíâàðèàíò s
Ñâîéñòâà s

2 Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ
Ýëåìåíòàðíûå êîáîðäèçìû
Èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ
Êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå
×åòûðåõìåðíûé ðîä

3 Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè
Ïîëîæèòåëüíûå óçëû

4 Óïðàæíåíèÿ

Ëåêöèÿ. Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà



Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè ÓïðàæíåíèÿÈíâàðèàíò s Ñâîéñòâà s

Ïóñòü K - óçåë â S3. Ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñâÿçàííàÿ ñ K , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê Q⊕Q. Ýòà ñïåêòðàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæíûì îáúåêòîì, íî
ìû ìîæåì èçâëå÷ü èç íåå íåêîòîðûå áîëåå ïðîñòûå èíâàðèàíòû K .

Ïóñòü smax è smind (ñ smax ≥ smin) � q-ãðàäóèðîâêè äâóõ
ñîõðàíèâøèõñÿ êîïèé Q, êîòîðûå îñòàþòñÿ â ÷ëåíå E∞ ñïåêòðàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàê è âñå q-ãðàäóèðîâêè óçëà, smax è smin �
íå÷åòíûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì K , smax è smin èíâàðèàíòû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C � öåïíîé êîìïëåêñ. Ôèëüòðàöèÿ êîíå÷íîé
äëèíû íà C � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäêîìïëåêñîâ

0 = Cn ⊂ Cn−1 ⊂ Cn−2 ⊂ · · · ⊂ Cm = C .

Ñ òàêîé ôèëüòðàöèåé ìû ñâÿçûâàåì ãðàäóèðîâêó, îïðåäåëåííóþ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x ∈ C èìååò ãðàäóèðîâêó i ⇔ x ∈ Ci íî x ̸∈ Ci+1.
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Îòîáðàæåíèå ìåæäó äâóìÿ îòôèëüòðîâàííûìè öåïíûìè
êîìïëåêñàìè f : C → C ′ ñîãëàñîâàíî ñ ôèëüòðàöåé, åñëè f (Ci ) ⊂ C ′

i .
Ñêàæåì, ÷òî f � ýòî ôèëüòðîâàííîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè k , åñëè
f (Ci ) ⊂ C ′

i+k .

Ôèëüòðàöèÿ {Ci} íà C çàäàåò ôèëüòðàöèþ {Si} íà H∗(C ) òàê:

êëàññ [x ] ∈ H∗(C ) ëåæèò â Si , åñëè îí èìååò ïðåäñòàâèòåëü â Ci .

Åñëè f : C → C ′ ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîâàííûì öåïíûì îòîáðàæåíèåì
ñòåïåíè k , òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
f∗ : H∗(C ) → H∗(C

′) òàêæå ôèëüòðîâàííîå ñòåïåíè k .

Ôèëüòðàöèÿ êîíå÷íîé äëèíû {Ci} íà C èíäóöèðóåò ñïåêòðàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé
ãðàäóèðîâàííîé ãðóïïå èíäóöèðîâàííîé ôèëüòðàöèåé {Si}. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ãðóïïà, êîòîðàÿ âûæèâàåò ïðè êëàññèôèêàöèè i â
ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé Si/Si+1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ãðàäóèðîâêó íà Kh′(K ), èíäóöèðîâàííóþ
q-ãðàäóèðîâêîé íà CKh′(K ). Òî÷íåå, äëÿ α ∈ Kh′(K ),

s(α) = max{q(v)|[v ] = α, v ∈ CKh′(K )}. (1)

Òîãäà ïðèâåäåííîå âûøå íåôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî

De�nition 1.1

Set

smin(K ) = min{s(x) | x ∈ Kh′(K ), x ̸= 0}
smax(K ) = max{s(x) | x ∈ Kh′(K ), x ̸= 0}.

Òàê êàê ãîìîëîãèè Kh òðèâèàëüíîãî óçëà U äâóìåðíû è èìåþò
íîñèòåëü â q-ãðàäóèðîâêå ±1, òî smax(U) = 1, smin(U) = −1.
Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî smax è smin � èíâàðèàíòû óçëîâ âûòåêàåò
èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Proposition 1.2

Îòîáðàæåíèÿ ρ′i∗ è (ρ′i∗)
−1 ñîãëàñîâàíû ñ èíäóöèðîâàííîé

ôèëüòðàöèåé s íà Kh′.
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Íàøà ïåðâàÿ çàäà÷à â ýòîì ðàçäåëå � äîêàçàòü

Proposition 1.3

smax(K ) = smin(K ) + 2

÷òî îïðàâäûâàåò

De�nition 1.4

s(K ) = smax(K )− 1 = smin(K ) + 1

Òàê êàê smax è smin íå÷åòíû, s(K ) âñåãäà ÷åòíî.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ, íàì íóæíû íåêîòîðûå
ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Lemma 1.5

Ïóñòü n � ÷èñëî êîìïîíåíò L.

1 Èìååòñÿ ðàçëîæåíèå Kh′(L) ∼= Kh′o(L)⊕ Kh′e(L), ãäå Kh′o(L)
ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè ñ q-ãðàäóèðîâêîé, ñðàâíèìîé ñ 2+ n
mod 4, à Kh′e(L) ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè ñ q-ãðàäóèðîâêîé,
ñðàâíèìîé ñ n mod 4.

2 Åñëè o � îðèåíòàöèÿ L, òî so + so ëåæèò â îäíîì èç äâóõ
ñëàãàåìûõ, à so − so ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì ñëàãàåìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ Ëè [17], çàïèøåì

m′ = m +Φm

∆′ = ∆+Φ∆

ãäå m è ∆ ñîõðàíÿþò q-ãðàäóèðîâêó, à Φm è Φ∆ óâåëè÷èâàþò åå íà
4. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
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Äëÿ âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïóñòü ι : CKh′(L) → CKh′(L) �
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà CKh′e è
óìíîæåíèåì íà −1 íà CKh′o . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ι(so) = ±so .
×òîáû óâèäåòü ýòî, îïðåäåëèì íîâóþ ãðàäóèðîâêó íà V , â êîòîðîé X
ñîîòâåòñòâóåò 0, à 1 � 2. Ïóñòü i : V → V çàäàåòñÿ ÷åðåç i(X) = X,
i(1) = −1, òàê ÷òî i(a) = b è i(b) = a. Òîãäà èíäóöèðîâàííîå
îòîáðàæåíèå i⊗n : V⊗n → V⊗n äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíòàõ
ñ íîâîé ãðàäóèðîâêîé 0 mod 4, è êàê óìíîæåíèå íà −1 íà ýëåìåíòàõ
ñ ãðàäóèðîâêîé 2 mod 4. Íîâàÿ ãðàäóèðîâêà îòëè÷àåòñÿ îò
q-ãðàäóèðîâêè íà Do ñäâèãîì, òàê ÷òî

ι(so) = ±i⊗n(so) = ±so

Ñëåäîâàòåëüíî, so + ι(so) = so ± so ëåæèò â îäíîì ñëàãàåìîì, à
so − ι(so) = so ∓ so � â äðóãîì. □
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Corollary 1.6

s(so) = s(so) = smin(K )

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.5, èìååòñÿ ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ
ñóììó Kh′(K ) ∼= Kh′o(K )⊕ Kh′e(K ), ãäå Kh′o(K ) ïîðîæäåíî
ýëåìåíòàìè ñ q-ãðàäóèðîâêîé 3 mod 4, à Kh′e(L) ïîðîæäåíî
ýëåìåíòàìè ñ q-ãðàäóèðîâêîé 1 mod 4.
Èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî so + so ëåæèò â îäíîì ñëàãàåìîì, à
so − so � â äðóãîì.
Òàê êàê ðàíã Kh′(K ) ðàâåí 2, so + sō è so − sō ÿâëÿþòñÿ
îáðàçóþùèìè.
Çàìåòèì, ÷òî s(a+ b) = min{s(a), s(b)}.
Òàê êàê so = 1

2
((so + sō) + (so − sō)),

s(so) = min{s(so + sō), s(so − sō)}.

Òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò α ∈ Kh′(K ) ïîðîæäàåòñÿ so + sō è so − sō , è
s(a+ b) = min{s(a), s(b)} äëÿ a, b ∈ Kh′(K ), òî s(so) ≤ s(α) äëÿ âñåõ
α ∈ Kh′(K ). Èç ïðåäûäóùèõ íàáëþäåíèé ñëåäóåò, ÷òî
s(so) = smin(K ). □
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Corollary 1.7

smax(K ) > smin(K ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó CKh′(K ) ðàçëàãàåòñÿ êàê ïðÿìàÿ
ñóììà, ñâÿçàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå
ðàçëàãàåòñÿ. Ãîìîëîãèÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî ðàâíà Q, ïîýòîìó â
êàæäîì íàõîäèòñÿ îäèí èç âûæèâøèõ ÷ëåíîâ ñïåêòðàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äâà ñëàãàåìûõ èìåþò ðàçíûå q-ãðàäóèðîâêè,
ïîýòîìó îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû òàêæå äîëæíû èìåòü ðàçíûå
q-ãðàäóèðîâêè. □
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Lemma 1.8

Äëÿ óçëîâ K1, K2 èìååòñÿ êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → Kh′(K1#K2)
p∗→ Kh′(K1)⊗ Kh′(K2)

∂→ Kh′(K1#K2) → 0

Îòîáðàæåíèÿ p∗ è ∂ ôèëüòðîâàííûå ñòåïåíè −1.

K2K1

K2K1

K2K1

=

CKh

CKh

( )

)(

Ckh ( (

Figure 1: Êîðîòíàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ CKh′(K1#K2).
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Äîêàçàòåëüñòâî (óòâåðæäåíèÿ 1.3.) Ðàññìîòðèì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäûäóùåé ëåììû ñ K1 = K è òðèâèàëüíûì
K2 = U. Îáîçíà÷èì êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå K ÷åðåç sa è sb,
ñîãëàñíî èõ ìåòêå ðÿäîì ñ òî÷êîé ñâÿçíîé ñóììû, à êàíîíè÷åñêèå
ãåíåðàòîðû U ÷åðåç a è b. Òî åñòü, sa ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
ãåíåðàòîðîì K , â êîòîðîì êðàéíÿÿ ïðàâàÿ äóãà, ãäå ìû äåëàåì
ñâÿçíóþ ñóììó ñ U, ïîìå÷åíà a, è àíàëîãè÷íî çàäàåòñÿ sb, ñì. ðèñ. 2.
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Figure 2: Êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå sa è sb äëÿ K
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Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî s(sa − sb) = smax(K ). Èç
ðèñóíêà 3 âèäíî, ÷òî ∂((sa − sb)⊗ a) = sa.
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Figure 3: Ïî îïðåäåëåíèþ sa èìååì ∂((sa − sb)⊗ a) = sa, ãäå

∂ : Kh′(K1)⊗ Kh′(K2) → Kh′(K1#K2)

Òàê êàê ∂ ôèëüòðîâàííîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè −1, çàêëþ÷àåì, ÷òî

s((sa − sb)⊗ a) ≤ s(sa) + 1.

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî

smax(K )− 1 = s(sa − sb)− 1 ≤ s(sa − sb) + s(a) ≤ s((sa − sb)⊗ a)

ïîëó÷àåì
smax(K )− 1 ≤ smin(K ) + 1.

Ïîñêîëüêó ìû óæå çíàåì, ÷òî smax(K ) ̸= smin(K ), ýòî äàåò æåëàåìûé
ðåçóëüòàò. □
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Ïðîâåðèì, ÷òî s âåäåò ñåáÿ õîðîøî ïî îòíîøåíèþ ê çåðêàëüíîìó
îòîáðàæåíèþ è ñâÿçíîé ñóììå.

Proposition 1.9

Ïóñòü K � çåðêàëüíûé óçåë äëÿ K . Òîãäà

smax(K ) = −smin(K )

smin(K ) = −smax(K )

s(K ) = −s(K )

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � îòôèëüòðîâàííûé êîìïëåêñ ñ
ôèëüòðàöèåé C = C0 ⊃ C1 ⊃ . . . ⊃ Cn = {0}. Òîãäà íà äâîéñòâåííîì
êîìïëåêñå C∗ åñòü ôèëüòðàöèÿ {0} = C∗

0
⊂ C∗

−1
⊂ . . . ⊂ C∗

−n = C∗,
ãäå C∗

−i = {x ∈ C∗ | ⟨x , y⟩ = 0,∀y ∈ Ci}.
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×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, çàìåòèì, ÷òî ôèëüòðîâàííûé
êîìïëåêñ CKh′(K ) èçîìîðôåí (CKh′(K ))∗. Äåéñòâèòåëüíî, èìååòñÿ
èçîìîðôèçì

r : (V ,m′,∆′) → (V ∗,∆′∗,m′∗)

êîòîðûé îòîáðàæàåò 1 è X â X∗ è 1∗. Òîãäà, åñëè s ÿâëÿåòñÿ
ñîñòîÿíèåì äèàãðàììû K , ìû îïðåäåëÿåì R(s) êàê ñîñòîÿíèå K ,
ïîëó÷åííîå ïóòåì ïðèìåíåíèÿ r êî âñåì ìåòêàì s. Íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå R : CKh′(K ) → (Kh′(K ))∗ ÿâëÿåòñÿ
æåëàåìûì èçîìîðôèçìîì.
CKh(K ) ∼= (CKh(K ))∗.
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Òåïåðü ìû ñîøëåìñÿ íà ñëåäóþùèé îáùèé ðåçóëüòàò,
äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî îñòàâëåíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ:

Lemma 1.10

Åñëè C1 è C2 ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè ôèëüòðîâàííûìè
êîìïëåêñàìè íàä ïîëåì, òîãäà ñâÿçàííûå ñ íèìè ñïåêòðàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè E 1

n è E 2

n ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè â òîì ñìûñëå,
÷òî E 1

n
∼= (E 2

n )
∗.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äâå óöåëåâøèõ îáðàçóþùèõ â E 1

∞ èìåþò
ãðàäóèðîâêè smin è smax , óöåëåâøèå îáðàçóþùèå â E 2

∞ áóäóò èìåòü
ãðàäóèðîâêè −smax è −smin. □
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Proposition 1.11

s(K1#K2) = s(K1) + s(K2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ êîðîòêîé òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç ëåììû 1.8. Îáîçíà÷èì êàíîíè÷åñêèå
îáðàçóþùèå Ki ÷åðåç s

i
a è sib, ñîãëàñíî èõ ìåòêå ðÿäîì ñ òî÷êîé

âçÿòèÿ ñóììû. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî Kh′(K1#K2) èìååò
êàíîíè÷åñêóþ îáðàçóþùóþ so , êîòîðàÿ îòîáðàæàåòñÿ â sa ⊗ sb ïîä
äåéñòâèåì p∗. Òàêèì îáðàçîì,

s(so)− 1 ≤ s(s1a ⊗ s2b)

smin(K1#K2)− 1 ≤ smin(K1) + smin(K2)

Ïðèìåíÿÿ òîò æå àðãóìåíò ê K 1 è K 2, è èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî
smin(K ) = −smax(K ), ìû âèäèì, ÷òî

smax(K1#K2) + 1 ≥ smax(K1) + smax(K2)

smin(K1#K2) + 3 ≥ smin(K1) + smin(K2) + 4.
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Òàêèì îáðàçîì,

smin(K1#K2) = smin(K1) + smin(K1) + 1

smax(K1#K2) = smax(K1) + smax(K1)− 1.

Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. □
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Ïóñòü L0 è L1 � çàöåïëåíèÿ â R3. Îðèåíòèðîâàííûé êîáîðäèçì îò
L0 äî L1 � ýòî ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü
S ⊂ R3 × [0, 1], òàêàÿ ÷òî S ∩ (R3 × {i}) = Li .
Íèæå ìû îïðåäåëèì è èçó÷èì îòîáðàæåíèå ϕS : Kh′(L0) → Kh′(L1),
èíäóöèðîâàííîå òàêèì êîáîðäèçìîì. Íàøà êîíñòðóêöèÿ ñëåäóåò
ðàçäåëó 6.3 èç [10], ãäå Õîâàíîâ îïèñûâàåò àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå
äëÿ òåîðèè ãîìîëîãèé Kh.
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Ìû ðàçëîæèì êîáîðäèçì S íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ
êîáîðäèçìîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí îäíèì ïåðåõîäîì îò
îäíîé ïëîñêîé äèàãðàììû ê äðóãîé. (ïîäðîáíîñòè ñì. [?]). Äëÿ
i ∈ [0, 1] ïîëîæèì

Li = S ∩ (R3 × {i})
Si = S ∩ (R3 × [0, i ]).

Ïîñëå íåáîëüøîé èçîòîïèè S ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Li
ÿâëÿåòñÿ çàöåïëåíèåì â R3 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé i , êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà. Îðèåíòàöèÿ íà S çàäàåò îðèåíòàöèþ íà Si , à çíà÷èò, íà Li .
Îáîçíà÷èì ýòó îðèåíòàöèþ ÷åðåç oi . (Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñîãëàøåíèåì o0 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé
îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé íà L0 ñ ïîìîùüþ S). Ñìîòðèòå ðèñ. 4.

L1 L2

Figure 4: Ðàçëîæåíèå êîáîðäèçìà
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Äàëåå, ìû ôèêñèðóåì ïðîåêöèþ p : R3 → R2. Ïîñëå íåáîëüøîé
èçîòîïèè S ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíóþ
ïðîåêöèþ Li äëÿ âñåõ çíà÷åíèé i , êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, è ÷òî ýòîò
íàáîð ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïåðâûì íàáîðîì, ãäå
L íå ÿâëÿåòñÿ çàöåïëåíèåì.
Èçîòîïè÷åñêèé òèï îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêîé äèàãðàììû Li îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì, çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé, êîãäà L
ïîäâåðãàåòñÿ ëîêàëüíûì äâèæåíèÿì. Ýòè äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
ýëåìåíòàðíûì êîáîðäèçìàì, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà:
äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà è äâèæåíèÿ Ìîðñà. Ïðèìåðû êîáîðäèçìîâ
äëÿ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà ïðèâåäåíû íà ðèñ. ??.

Figure 5: Ýëåìåíòàðíûå äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùèå äâèæåíèÿì

Ðåéäåìåéñòåðà
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Ýëåìåíòàðíûå êîáîðäèçìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèÿì
Ðåéäåìåéñòåðà, íå èçìåíÿþò òîïîëîãèþ ïîâåðõíîñòè Si . Äâèæåíèÿ
Ìîðñà ñîîòâåòñòâóþò äîáàâëåíèþ 0, 1 èëè 2-ðó÷êè ê Si . Îíè
èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 6.

0−handle 1−handle 2−handle

Figure 6: Äâèæåíèÿ Ìîðñà
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Êîáîðäèçìó S ìåæäó L0 è L1, ñîïîñòàâèì îòîáðàæåíèå
ϕS : Kh′(L0) → Kh′(L1), ñîãëàñîâàííîå ñ ôèëüòðàöèåé íà Kh′. Êðîìå
òîãî, ìû õîòåëè áû, ÷òîáû ýòî ñîïîñòàâëåíèå áûëî
ôóíêòîðèàëüíûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè S ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé
äâóõ êîáîðäèçìîâ S1 è S2, òî ϕS � ýòî êîìïîçèöèÿ ϕS1 è ϕS2 .
Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà S �
ýëåìåíòàðíûé êîáîðäèçì.
Åñëè S � ýëåìåíòàðíûé êîáîðäèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé i-ìó
äâèæåíèþ Ðåéäåìåéñòåðà èëè åãî îáðàòíîìó, ìû îïðåäåëÿåì ϕS êàê
ρ′i∗ èëè îáðàòíîå ê íåìó. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2, ýòî
ôèëüòðîâàííîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 0.

Ëåêöèÿ. Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà



Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè ÓïðàæíåíèÿÝëåìåíòàðíûå êîáîðäèçìû Èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ Êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå ×åòûðåõìåðíûé ðîä

Åñëè S � ýëåìåíòàðíûé êîáîðäèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé äâèæåíèþ
Ìîðñà, îïðåäåëèì ϕS êàê îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå
ψ : CKh′(L0) → CKh′(L1), ãäå ψ � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ TQFT A′ ê
ñîîòâåòñòâóþùåìó îòîáðàæåíèþ êóáîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
äâèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ 0-ðó÷êè èëè 2-ðó÷êè, ìû
ïðèìåíÿåì ι′ èëè ϵ′, ñîîòâåòñòâåííî, ê ñëàãàåìîìó â êàæäîé
âåðøèíå êóáà. Åñëè æå îíî ñîîòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ 1-ðó÷êè, ìû
ïðèìåíÿåì ëèáî m′, ëèáî ∆′, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèâîäèò ëè
äâèæåíèå ê ñëèÿíèþ èëè ðàçäåëåíèþ â ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíå.
Òîãäà ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Proposition 2.1

ϕS � ýòî ôèëüòðîâàííîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1 äëÿ äîáàâëåíèÿ 0-
èëè

Â îáùåì ñëó÷àå, ðàçëîæèì êîáîðäèçì S â êîìïîçèöèþ
ýëåìåíòàðíûõ êîáîðäèçìîâ: S = S1 ∪ S2 . . . ∪ Sk è îïðåäåëèì
èíäóöèðîâàííûé ìîðôèçì ϕS : Kh′(L0) → Kh′(L1) êàê êîìïîçèöèþ
ϕSk

◦ . . . ◦ ϕS1 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîâàííûì îòîáðàæåíèåì
ñòåïåíè χ(S).
Îòîáðàæåíèå ϕS çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà èçîòîïèè S rel ∂S íî
ïîñêîëüêó íàì íå íóæåí ýòîò ôàêò, ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà
íåì çäåñü.
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Îòîáðàæåíèÿ ϕS âåäóò ñåáÿ õîðîøî ïî îòíîøåíèþ ê êàíîíè÷åñêèì
îáðàçóþùèì.

Ïóñòü V � ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì 1 è X
ñ ãðàäóèðîâêîé 1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì áàçèñ {a, b} â V ,

a = X+ 1, b = X− 1.

Òîãäà îòîáðàæåíèÿ m′ : V ⊗ V → V è ∆′ : V → V ⊗ V ïðèìóò âèä:

m′(a⊗ a) = 2a; m′(a⊗ b) = m′(b⊗ a) = 0; m′(b⊗ b) = −2b; (2)

∆′(a) = a⊗ a; ∆′(b) = b⊗ b. (3)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ϵ : V → Q è ι : Q → V
óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì

ϵ′(a) = ϵ′(b) = 1, ι(1) =
(a− b)

2
.
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De�nition 2.2

Êîáîðäèçì S èç L0 â L1 ñëàáî ñâÿçåí, åñëè ó ëþáîé êîìïîíåíòû S
åñòü ãðàíè÷íàÿ êîìïîíåíòà, ÿâëÿþùàÿñÿ êîìïîíåíòîé L0.

ß. Ðàñìóññåí äîêàçàë ñëåäóþùåå.

Proposition 2.3 (J.A. Rasmussen)

Ïóñòü S � îðèåíòèðîâàííûé ñëàáîñâÿçàííûé êîáîðäèçì èç L0 â L1.
Òîãäà ϕS([so0 ]) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì êðàòíûì [so1 ].
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3 Ôàêòè÷åñêè, ìû äîêàæåì áîëåå
ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
çíà÷åíèåì äëÿ êîáîðäèçìà S , òàê ÷òî Li çàöåïëåíèå. Ðàçäåëèì
êîìïîíåíòû Si íà äâà âèäà: êîìïîíåíòû ïåðâîãî òèïà, ïåðåñåêàþùèå
L0, è îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âòîðîãî òèïà. Ñêàæåì, ÷òî îðèåíòàöèÿ
o íà Si ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè îíà ñîãëàñóåòñÿ ñ îðèåíòàöèåé S
íà êîìïîíåíòàõ ïåðâîãî òèïà. (Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì oI äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ êàê äîïóñòèìîé îðèåíòàöèè íà Si , òàê è îðèåíòàöèè,
êîòîðóþ îíà èíäóöèðóåò íà Li ).

Claim

ϕSi ([so0 ]) =
∑
I

aI [soI ]

ãäå {oI} ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îðèåíòàöèé íà Si , è
êàæäûé êîýôôèöèåíò aI
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3: ïðîäîëæåíèå

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñëàáîé ñâÿçíîñòè ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà äîïóñòèìàÿ îðèåíòàöèÿ íà S1, ïîýòîìó
óòâåðæäåíèå 2.3 âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî.

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ Si , òî îíî
ñïðàâåäëèâî è äëÿ Si ′ , ãäå S ′

i � êîìïîçèöèÿ Si ñ îäíèì
ýëåìåíòàðíûì êîáîðäèçìîì Se .

äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà: Åñëè ýòîò êîáîðäèçì ñîîòâåòñòâóåò
äâèæåíèþ Ðåéäåìåéñòåðà, òî ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ ??.
Íèæå ìû ïðîâåðèì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ êàæäîãî äâèæåíèÿ
Ìîðñà.
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Äîáàâëåíèå 0-ðó÷êè: Â ýòîì ñëó÷àå ϕSe (soI ) = soI ⊗ 1

2
(a− b), ãäå

âòîðîé ìíîæèòåëü â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè îòíîñèòñÿ ê ìåòêàì íà
íîâîé îêðóæíîñòè. Si ′ ñîäåðæèò íîâóþ êîìïîíåíòó âòîðîãî òèïà �
äèñê, îãðàíè÷åííûé íîâîé îêðóæíîñòüþ, à soI ⊗ a è soI ⊗ b ÿâëÿþòñÿ
êàíîíè÷åñêèìè îáðàçóþùèìè äëÿ äâóõ âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé íà
Si ′ , êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ oI íà âñåõ êîìïîíåíòàõ, êðîìå íîâîé.
Ñìîòðèòå ðèñ. 7.

Se

soI 7→ soI ⊗ 1
2 (a− b)

φSe

Figure 7: Îòîáðàæåíèå ϕSe ïðè äîáàâëåíèè 0-ðó÷êè

Ëåêöèÿ. Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà



Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè ÓïðàæíåíèÿÝëåìåíòàðíûå êîáîðäèçìû Èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ Êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå ×åòûðåõìåðíûé ðîä

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3: ïðîäîëæåíèå

Äîáàâëåíèå 1-ðó÷êè:: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðèåíòàöèÿ oI íà ñàìîì
äåëå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé oi , èíäóöèðîâàííîé Si . Òîãäà äâå äóãè,
ó÷àñòâóþùèå â äâèæåíèè, èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè,
ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå ??, îíè äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ ìåòêó.
Òàê êàê

m′(a⊗ a) = 2a ∆′(a) = a⊗ a

m′(b⊗ b) = −2b ∆′(b) = b⊗ b

ïîëó÷àåì, ÷òî ϕSe (soi ) � íåíóëåâîå êðàòíîå soi′ .
Â îáùåì ñëó÷àå îðèåíòàöèÿ oI ëèáî ñîâìåñòèìà ñ íåêîòîðîé
îðèåíòàöèåé oe íà Se , ëèáî íåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå äâå äóãè,
ó÷àñòâóþùèå â äâèæåíèè, èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ è
îäèíàêîâóþ ìåòêó, à ϕSe (soI ) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì êðàòíûì so′

I
, ãäå o′

I

� îðèåíòàöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ íà Li ′ ñ ïîìîùüþ oe . Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå äâå äóãè ñîíàïðàâëåíû è èìåþò ðàçíûå ìåòêè, ïîýòîìó
ϕSe (soI ) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3: ïðîäîëæåíèå

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ êîìïîíåíòàìè Si ïðè
äâèæåíèè. Åñëè äâèæåíèå ðàçáèâàåò îäíó êîìïîíåíòó Li íà äâå Li ′ ,
òî êîëè÷åñòâî è òèï êîìïîíåíò Si îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Â ýòîì
ñëó÷àå íàáîð äîïóñòèìûõ îðèåíòàöèé íà Si åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íàáîðîì äîïóñòèìûõ îðèåíòàöèé íà Si ′ . Âñåãäà
íàéäåòñÿ îðèåíòàöèÿ íà Se , ñîâìåñòèìàÿ ñ oI , è ϕSe (soI ) ÿâëÿåòñÿ
íåíóëåâûì êðàòíûì so′

I
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äâèæåíèå ñëèâàåò äâå êîìïîíåíòû Li â îäíó
Li ′ , åñòü íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé. Åñëè ñëèÿíèå âêëþ÷àåò òîëüêî
îäíó êîìïîíåíòó Si , ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà îïèñàííîé âûøå: âñåãäà
ñóùåñòâóåò îðèåíòàöèÿ íà Se , ñîâìåñòèìàÿ ñ oI , è ϕSe (soI ) ÿâëÿåòñÿ
íåíóëåâûì êðàòíûì so′

I
. Òîò æå àðãóìåíò ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà Se

îáúåäèíÿåò äâå êîìïîíåíòû Si , ïðèíàäëåæàùèõ ê ïåðâîìó òèïó.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3: ïðîäîëæåíèå

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëèÿíèå îáúåäèíÿåò äâå êîìïîíåíòû Si ,
îäíà èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó òèïó. Òîãäà íàáîð
äîïóñòèìûõ îðèåíòàöèé íà Si ′ òîëüêî âäâîå ìåíüøå íàáîðà
äîïóñòèìûõ îðèåíòàöèé íà Si . Åñëè oI ðàñøèðÿåòñÿ äî äîïóñòèìîé
îðèåíòàöèè o′

I íà Si ′ , òî ϕSe (soI ) = so′
I
, èíà÷å ϕSe (soI ) = 0.

Äîáàâëåíèå 2-ðó÷êè: Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìàÿ îðèåíòàöèÿ oI íà Si
ïðîäîëæàåòñÿ äî åäèíñòâåííîé äîïóñòèìîé îðèåíòàöèè o′

I íà Si ′ .
Ïîñêîëüêó ϵ′(a) = ϵ′(b) = 1, ϕSe (soI ) = so′

I
. ×òîáû äîêàçàòü ýòî

óòâåðæäåíèå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äâå äîïóñòèìûå îðèåíòàöèè
íà S ′

i íå ìîãóò èíäóöèðîâàòü îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ íà Li ′ . Íî åñëè
áû ýòî áûëî òàê, Si èìåëà áû çàìêíóòóþ êîìïîíåíòó, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ñëàáîé ñâÿçàííîñòè S . □
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Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Corollary 2.4

Åñëè S ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì êîáîðäèçìîì ìåæäó óçëàìè K0 è K1, òî
ϕS ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ o íà S . Òîãäà {so0 , so0}
� áàçèñ Kh′(K1). Åãî îáðàç ïîä äåéñòâèåì ϕS {k1so1 , k2so1},
(k1, k2 ̸= 0), � áàçèñ Kh′(K2). □
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3 Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè
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Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Theorem 2.5 ([22])

|s(K )| ≤ 2g∗(K ).

Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû 2.5.) Ïóñòü K ⊂ S3 îãðàíè÷èâàåò
îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà g â B4. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îðèåíòèðóåìûé ñâÿçíûé êîáîðäèçì ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè −2g
ìåæäó K è òðèâèàëüíûì óçëîì U â R3 × [0, 1]. Ïóñòü
x ∈ Kh′(K )− {0} � êëàññ, äëÿ êîòîðîãî s(x) ìàêñèìàëåí. Òîãäà
ϕS(x) � íåíóëåâîé ýëåìåíò Kh′(U). Äàëåå ϕS � ôèëüòðîâàííîå
îòîáðàæåíèå ñòåïåíè −2g , òàê ÷òî

s(ϕS(x)) ≥ s(x)− 2g . (4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, smax(U) = 1, òàê ÷òî

s(ϕS(x)) ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, s(x) ≤ 2g + 1, çíà÷èò, smax(K ) ≤ 2g + 1 è s(K ) ≤ 2g .
×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî s(K ) ≥ −2g , ïðèìåíèì òîò æå àðãóìåíò ê K
(îãðàíè÷èâàþùåìó ïîâåðõíîñòü S ðîäà g) è âîñïîëüçóåìñÿ
ðàâåíñòâîì s(K ) = −s(K ).□
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Remark 2.6

Èç óðàâíåíèÿ 42 â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.5 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
ñòåïåíü èçîìîðôèçìà ϕS(x) ôèëüòðîâàííûõ êîìïëåêñîâ î÷åíü
âûñîêà è òðåáóåòñÿ ìíîãî ðó÷åê.

Theorem 2.7

Îòîáðàæåíèå s èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì èç Conc(S3) â Z, ãäå
Conc(S3) îáîçíà÷àåò ãðóïïó êîíêîðäàíòíîñòè óçëîâ â S3.

Äîêàçàòåëüñòâî(òåîðåìû 2.7.) Åñëè K1 è K2 êîíêîðäàíòíû, òî
K1#K2 ñðåçàí, çíà÷èò,

0 = s(K1#K2) = s(K1)− s(K2).

Òàêèì îáðàçîì, s çàäàåò êîððåêòíîå îòîáðàæåíèå èç Conc(S3) â Z.
Òî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèé 1.9 è 1.11. □
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Â [18] Ëèâèíãñòîí ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêåéí-íåðàâåíñòâî â ñëåäóþùåé
ëåììå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòà óçëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî
ñâîéñòâàì òåîðåì 2.5 è 2.7.

Corollary 2.8

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K+ è K− ÿâëÿþòñÿ óçëàìè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ
îäíèì èçìåíåíèåì ïåðåêðåñòêà � îò ïîëîæèòåëüíîãî ïåðåêðåñòêà â
K+ äî îòðèöàòåëüíîãî â K−. Òîãäà

s(K−) ≤ s(K+) ≤ s(K−) + 1
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Remark 2.9

Ïî òåîðåìå 2.5 èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà äàåò íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ
ñðåçàííîãî ðîäà, â ÷àñòíîñòè, åñëè s(K ) ̸= 0, òî K íå ÿâëÿåòñÿ
ñðåçàííûì. Íî, åñëè s(K ) = 0, òî ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè K ñðåçàííûì óçëîì.
Â ÷àñòíîñòè, ñïåöèàëèñòû ïî òåîðèè óçëîâ äîëãîå âðåìÿ íå ìîãëè
îïðåäåëèòü ñðåçàííîñòü óçëà Êîíâåÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. ??.
Íåäàâíî, â 2018 ãîäó, Ëèçà Ïè÷÷èðèëëî ïîêàçàëà, ÷òî ýòî íå óçåë
Êîíâåÿ íå ñðåçàííûé.

Figure 8: Óçåë Êîíâåÿ
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Èíâàðèàíò s
Ñâîéñòâà s
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Ýëåìåíòàðíûå êîáîðäèçìû
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3 Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè
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4 Óïðàæíåíèÿ
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Åñëè óçåë K ïîëîæèòåëåí, òî s(K ) ìîæíî âû÷èñëèòü
íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì,
ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ îáðàçóþùóþ so äëÿ ïîëîæèòåëüíîé
äèàãðàììû K . Êàæäûé ïåðåêðåñòîê â K ïîëîæèòåëüíûé, çíà÷èò, åãî
îðèåíòèðîâàííîå ðàçâåäåíèå åñòü 0-ðàçâåäåíèå. Òàêèì îáðàçîì,
ñîñòîÿíèå so èìååò ãîìîëîãè÷åñêóþ ãðàäóèðîâêó 0, à â CKh′(K ) íåò
ýëåìåíòîâ ñ ãðàäóèðîâêîé −1. Ñëåäîâàòåëüíî, so ñîâïàäàåò ñî ñâîèì
êëàññîì ãîìîëîãèé, òàê ÷òî

smin(K ) = s([so ]) = q(so)

0-resolution

So

0

0

0 0

Figure 9: Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî óçëà 0-ðàçâåäåíèå è îðèåíòèðîâàííîå

ðàçâåäåíèå ñîâïàäàþò.
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×òîáû âû÷èñëèòü q(so), ìû âîçâðàùàåìñÿ ê áàçèñó {v−, v+}. Â
ðàçëîæåíèè so åñòü åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëüíîé
q-ãðàäóèðîâêîé, à èìåííî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì êàæäàÿ îêðóæíîñòü
îðèåíòèðîâàííîãî ðàçâåäåíèÿ ïîìå÷åíà v−. Åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ
äèàãðàììà K èìååò n ïåðåêðåñòêîâ, à åå îðèåíòèðîâàííîå
ðàçâåäåíèå èìååò k îêðóæíîñòåé, òî

q(so) = p(so) + gr(so) + n+ − n−

= −k + 0+ n − 0

so
s(K ) = −k + n + 1.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àëãîðèòì Çåéôåðòà ñòðîèò ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà
S äëÿ K ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé k − n, òàê ÷òî

2g(K ) ≤ 2g(S) = n − k + 1 = s(K ) ≤ 2g∗(K )

Ïîñêîëüêó g∗(K ) ≤ g(K ), âñå ïðèâåäåííûå âûøå íåðàâåíñòâà
äîëæíû áûòü ðàâåíñòâàìè. Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
çàâåðøàåòñÿ 3.1.

Theorem 3.1

Åñëè K � ïîëîæèòåëüíûé óçåë, òî s(K ) = 2g∗ = 2gK , ãäå g(K ) -
îáû÷íûé (çåéôåðòîâñêèé) ðîä K .
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Ñîäåðæàíèå

1 Èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà
Èíâàðèàíò s
Ñâîéñòâà s

2 Ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ
Ýëåìåíòàðíûå êîáîðäèçìû
Èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ
Êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå
×åòûðåõìåðíûé ðîä

3 Âû÷èñëåíèÿ è ñâÿçü ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè
Ïîëîæèòåëüíûå óçëû

4 Óïðàæíåíèÿ
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Óïðàæíåíèÿ

1 Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ êóáà íà ðèñ. 10,
êîòîðûå îïðåäåëåíû äëÿ ãîìîëîãèé Ëè, êîììóòèðóþò.

1

2
{0,0}

{1,0}

{0,1}

{1,1}

Figure 10: Êóá [0, 1]2, ñîîòâåòñòâóþùèé çàöåïëåíèþ Õîïôà

2 Ïóñòü L � çàöåïëåíèå Õîïôà. Âû÷èñëèòå Kh′(L) è ïðîâåðüòå
òåîðåìó ??.
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Óïðàæíåíèÿ

3 Ïóñòü R = Z[h, t] è V = R[X]/(X2 − hX− t).
Îòîáðàæåíèå m : V ⊗ V → V :{

1⊗ X 7→ X, 1⊗ 1 7→ 1,

X⊗ 1 7→ X,X⊗ X 7→ hX+ t.
(5)

Îòîáðàæåíèå ∆ : V → V ⊗ V{
1 7→ 1⊗ X+ X⊗ 1− h1⊗ 1

X 7→ X⊗ X+ t1⊗ 1.
(6)

Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàë êàê ñóììó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì ñî çíàêàìè, ðàñïîëîæåííûìè òàê, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà è ãîìîëîãèé Ëè.
Ïîêàæèòå, ÷òî áèôóðêàöèîííûé êóá {0, 1}n êîììóòèðóåò.
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