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Öåëü áëèæàéøèõ ëåêöèé � îáñóäèòü îäíî èç ïåðâûõ ÿðêèõ
ïðèëîæåíèé ãîìîëîãèé Õîâàíîâà � èíâàðèàíò Ðàñìóññåíà.

Ìû áóäåì ñëåäîâàòü èçëîæåíèþ ñòàòüè [22].

Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì ãîìîëîãèè Ëè, êîòîðûå èìåþò òîò æå
âèä, ÷òî è ãîìîëîãèè Õîâàíîâà (íî ñ äðóãèì äèôôåðåíöèàëîì), è
èìåþò âñåãî ê äâå íåòðèâèàëüíûå îáðàçóþùèå â ñëó÷àå óçëà (è 2k

îáðàçóþùèõ â ñëó÷àå k-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ). Òåîðèÿ Ëè íå
ÿâëÿåòñÿ áèãðàäóèðîâàííîé, îíà ãðàäóèðîâàíà ãîìîëîãè÷åñêîé
ãðàäóèðîâêîé è èìååò ôèëüòðàöèþ ïî êâàíòîâîé ãðàäóèðîâêå.

Äàëåå, ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
íà÷àëüíûé ÷ëåí ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. [20]),
êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ãîìîëîãèÿì Ëè. Ôàêò ñõîäèìîñòè
óñòàíàâëèâàåòñÿ ÷èñòî àáñòðàêòíî, à ôèëüòðàöèÿ äâóõ (èëè 2k â
ñëó÷àå çàöåïëåíèÿ) âûæèâàþùèõ ÷ëåíîâ ñîñòàâëÿåò ñóòü äåëà.

Ëåêöèÿ 2. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ãîìîëîãèè Ëè



Ââåäåíèå Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ãîìîëîãèè Ëè

Ýòè ôèëüòðàöèè ðàçëè÷àþòñÿ íà 2, è èõ ñðåäíåå ðàâíî
çíà÷åíèþ èíâàðèàíòà Ðàñìóññåíà óçëà K , s(K ). Âîîáùå, âû÷èñëåíèå
èíâàðèàíòà Ðàñìóññåíà � î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à; îäíàêî â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ åãî ìîæíî ðàññ÷èòàòü âðó÷íóþ.

Îäíèì èç íàèáîëåå ïîëåçíûõ ñâîéñòâ èíâàðèàíòà Ðàñìóññåíà
ÿâëÿåòñÿ åãî õîðîøåå ïîâåäåíèå ïðè êîáîðäèçìàõ. Çäåñü ìû äîëæíû
ñäåëàòü îòñòóïëåíèå î äâóõ êàòåãîðèÿõ ñðåçàííîñòè.
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Ñðåçàííîñòü óçëà â íåïðåðûâíîé êàòåãîðèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü óçåë K ∈ S3, è ìû õîòèì, ÷òîáû îí
áûë ãðàíèöåé ïîâåðõíîñòè Σ ⊂ B4 : ∂B4 = S3, ∂Σ = Σ ∩ S3 = K . Ìû
õîòèì ðàáîòàòü ñ ÷åòûðåõìåðíûì ðîäîì (ðîäîì ñðåçàííîñòè) g∗(K )
K êàê ñ ìèíèìàëüíûì ðîäîì ïîâåðõíîñòè, çàòÿãèâàþùåé óçåë, íî
çäåñü íóæíî ñäåëàòü îãîâîðêó. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî íåëüçÿ
ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó òîëüêî â íåïðåðûâíîé êàòåãîðèè.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî óçëà K ìû ìîæåì âçÿòü êîíóñ íàä íèì
èç öåíòðà øàðà B3. Ïîñêîëüêó óçåë K ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè,
êîíóñ íàä íèì C (K ) âñåãäà ãîìåîìîðôåí øàðó. Òàêèì îáðàçîì, â
íåïðåðûâíîé êàòåãîðèè çàäà÷à ñðåçàííîñòè òðèâèàëüíà.

Ðèñ. 1: Îñîáàÿ òî÷êà êîíóñà íàä óçëîì
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Ñðåçàííîñòü â ãëàäêîé è êóñî÷íî-ëèíåéíîé êàòåãîðèè

Â äàëüíåéøåì ïîä g∗ ïîíèìàåòñÿ ñðåçàííûé ðîä â ãëàäêîé êàòåãîðèè .
Îñíîâíàÿ òåîðåìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 1.1 ([22])

|s(K)| ≤ 2g∗(K).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ êðàñèâàÿ òåîðåìà Ôðèäìàíà äëÿ ëîêàëüíî
ïëîñêîé êàòåãîðèè. 1 2

Òåîðåìà 1.2 ([9])

Åñëè ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà óçëà K òðèâèàëåí, òî óçåë ÿâëÿåòñÿ ñðåçàííûì

â ëîêàëüíî ïëîñêîé êàòåãîðèè.

1Ïóñòü d-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå N âëîæåíî â n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M (ãäå
d < n). Äëÿ x ∈ N ñêàæåì, ÷òî N ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêèì â x , åñëè
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ M òî÷êè x , òàêàÿ ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ïàðà
(U,U ∩ N) ãîìåîìîðôíà ïàðå (Rn,Rd ) ñî ñòàíäàðòíûì âêëþ÷åíèåì Rd â Rn. Òî
åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì U → Rn, òàêîé ÷òî îáðàç U ∩ N ñîâïàäàåò ñ Rd .

2Åñòü òðè îïðåäåëåíèÿ ñðåçàííîãî ðîäà óçëîâ äëÿ ðàçíûõ êàòåãîðèé:
íåïðåðûâíûé g(K), ãëàäêèé g∗(K), è ëîêàëüíî ïëîñêèé (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
gPL(K)). Äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
0 = g(K) ≤ gPL(K) ≤ g∗(K).
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Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó 1.2; óïîìÿíåì òîëüêî, ÷òî
äîêàçàòåëüñòâî òåñíî ñâÿçàíî ñ õèðóðãèåé ðó÷åê Êýññîíà,
ïîÿâèâøèõñÿ â äîêàçàòåëüñòâå Ì. Ôðèäìàíîì ãèïîòåçû Ïóàíêàðå â
ðàçìåðíîñòè 4 â íåïðåðûâíîé êàòåãîðèè [9]: a çàìêíóòîå îäíîñâÿçíîå
4-ìíîãîîáðàçèå ñ òðèâèàëüíîé âòîðîé ãðóïïîé ãîìîëîãèé
ãîìåîìîðôíî S4.

Òåîðåìû 1.1 è 1.2 ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ïðèìåðàì óçëîâ,
ñðåçàííûõ â íåïðåðûâíîé, íî íå â ãëàäêîé êàòåãîðèè ãëàäêèõ: ÷òîáû
íàéòè òàêèå óçëû, äîñòàòî÷íî óìåòü âû÷èñëÿòü èíâàðèàíò
Ðàñìóññåíà è ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà; îáå çàäà÷è êîìáèíàòîðíûå.

Íà ñàìîì äåëå Ðàñìóññåí äîêàçàë â ñâîåé ñòàòüå áîëåå ñèëüíîå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.3

Îòîáðàæåíèå s èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì èç Conc(S3) â Z, ãäå
Conc(S3) îáîçíà÷àåò ãðóïïó êîíêîðäàíòíîñòè óçëîâ â S3.
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Ñóùåñòâóåò êëàññ óçëîâ, äëÿ êîòîðûõ s(K ) äàåò òî÷íóþ
èíôîðìàöèþ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî óçåë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè
îí äîïóñêàåò ïëîñêóþ äèàãðàììó ñî âñåìè ïîëîæèòåëüíûìè
ïåðåêðåñòêàìè.

Òåîðåìà 1.4

Åñëè K � ïîëîæèòåëüíûé óçåë, òî s(K ) = 2g∗ = 2g(K ), ãäå g(K ) �
îáû÷íûé ðîä óçëà K (ðîä Çåéôåðòà).
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Ïóñòü äàíà äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ L ñ ïåðåêðåñòêàìè,
çàíóìåðîâàííûìè öåëûìè ÷èñëàìè îò 1 äî k ; ìû îáðàçóåì êóá
âîçìîæíûõ ðàçâåäåíèé L. Êàê è â ëåêöèè î ãîìîëîãèÿõ Õîâàíîâà,
êàæäîé âåðøèíå v êóáà [0, 1]k ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïëîñêàÿ
äèàãðàììà Dv , ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàçâåäåíèÿ i-ãî ïåðåêðåñòêà
L ñîãëàñíî i-é êîîðäèíàòå v . Òîãäà Dv � ýòî íàáîð îêðóæíîñòåé, ñì.
ðèñ. 2.

1

2
{0,0}

{1,0}

{0,1}

{1,1}

Ðèñ. 2: Êóá ðàçâåäåíèé [0, 1]2 äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ Õîïôà
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Ïóñòü e � ðåáðî êóáà; êîîðäèíàòû äâóõ åãî êîíöîâ îòëè÷àþòñÿ â
îäíîé êîìïîíåíòå, ñêàæåì, l-é. Êîíåö, ó êîòîðîãî â ýòîé êîìïîíåíòå
ñòîèò 0, ìû íàçûâàåì íà÷àëüíûì êîíöîì è îáîçíà÷àåì åãî ve(0).
Äðóãîé êîíåö áóäåì íàçûâàòü òåðìèíàëüíûì êîíöîì è îáîçíà÷àòü
ve(1). Ìû ñîïîñòàâëÿåì ðåáðó e êîáîðäèçì Se : Dve(0) → Dve(1),
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîáîðäèçìîì ïðîèçâåäåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì
îêðåñòíîñòè l-ãî ïåðåñå÷åíèÿ, ãäå ýòî ñåäëîâîé êîáîðäèçì ìåæäó
0-ðàçâåäåíèåì è 1-ðàçâåäåíèåì, ñì. ðèñ. 3. Òåïåðü ïîñòðîèì
êîìïëåêñ Ëè ïî àíàëîãèè ñ êîìïëåêñîì Õîâàíîâà.

e

v(0) v(1)

S

e e
D

e

D

Ðèñ. 3: Êîáîðäèçì Se : Dve (0) → Dve (1), ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó e
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Ñîïîñòàâèì 1 + 1-ìåðíóþ TQFT A 3 êóáó ðàçâåäåíèé. Èíûìè
ñëîâàìè, êàæäàÿ âåðøèíà v çàìåíÿåòñÿ ãðóïïîé A(Dv ), à êàæäîå
ðåáðî e çàìåíÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì A(Sc) : A(Dve(0))→ A(Dve(1)).
Ãðóïïîé öåïåé êîìïëåêñà Õîâàíîâà CKh(L) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ñóììà
ãðóïï A(Dv ) ïî âñåì âåðøèíàì v , à äèôôåðåíöèàë íà ñëàãàåìîì
A(Dv ) � ýòî ñóììà îòîáðàæåíèé ðåáåð A(Sc) ïî âñåì ðåáðàì e,
íà÷àëüíûì êîíöîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ v . Êàê îáû÷íî, ïîëîæèì

d(x) =

c0(v)∑
i=1

(−1)s(ei )A(Sei ).

Êîáîðäèçìû Sc áûâàþò äâóõ âèäîâ: äâå îêðóæíîñòè ìîãóò ñëèòüñÿ â
îäíó ëèáî îäíà îêðóæíîñòü ìîæåò ðàçáèòüñÿ íà äâå îêðóæíîñòè; èì
ñîîòâåòñòâóþò îòîáðàæåíèÿ m : V⊗V → V è ∆ : V → V ⊗ V â
êîìïëåêñå Õîâàíîâà.

3Ìîíîèäàëüíûé ôàêòîð èç êàòåãîðèè C1+1 â êàòåãîðèþ R-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ
1+1-ìåðíîé TQFT.
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Ïóñòü X � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû L. Ïóñòü V �
ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äâóìÿ
áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè 1 è X ñòåïåíè 1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå m : V ⊗ V → V :{

1⊗ X 7→ X, 1⊗ 1 7→ 1,

X⊗ 1 7→ X,X⊗ X 7→ 0
(1)

è îòîáðàæåíèå ∆ : V → V ⊗ V{
1 7→ 1⊗ X + X⊗ 1

X 7→ X⊗ X.
(2)

Êàæäàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà äàåò êîóìíîæåíèå ∆ èëè óìíîæåíèå m, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.

V ⊗ V

V

m

V ⊗ V

V

∆

Ðèñ. 4: Ñåäëî, êîóìíîæåíèå ∆ è óìíîæåíèå m
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Íàïðèìåð, äëÿ çàäàííîãî êîáîðäèçìà èç S1 t S1 â S1 ïîëó÷àåì
ìîðôèçì èç V ⊗ V â V

V ⊗ V
∆⊗Id−−−→ V ⊗ V ⊗ V

Id⊗m−−−→ V ⊗ V
m−→ V .

V ⊗ V V ⊗ VV ⊗ V ⊗ V V
∆⊗ Id Id⊗m m

Ðèñ. 5: Êîáîðäèçì èç S1 t S1 â S1 è ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì èç V ⊗ V
â V
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Åñëè îòîáðàæåíèÿ m è ∆ óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, òî
äèôôåðåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùåãî öåïíîãî êîìïëåêñà êîððåêòíî
îïðåäåëåí, à åãî ãðóïïû ãîìîëîãèé (ïîñëå íåêîòîðîé íîðìàëèçàöèè)
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà.
Îäíàêî, åñëè ìû õîòèì èìåòü äåëî íå òîëüêî ñ èíâàðèàíòàìè óçëîâ,
íî è ñ êîáîðäèçìàìè, íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äâà äðóãèõ
îòîáðàæåíèÿ ι è ε. Äîáàâëåíèþ 0-ðó÷êè (ðîæäåíèþ îêðóæíîñòè íà
äèàãðàììå) ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå ι : Q→ V , à äîáàâëåíèþ
2-ðó÷êè (óíè÷òîæåíèþ îêðóæíîñòè) ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå
ε : V → Q:

ε(X) = 1, ε(1) = 0, ι(1) = 1.

ε ι

V

Q

Q

V

Ðèñ. 6: Êîáîðäèçìû, ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿì ι è ε

Ëåêöèÿ 2. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ãîìîëîãèè Ëè



Ââåäåíèå Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ãîìîëîãèè Ëè Ãîìîëîãèè Ëè Âû÷èñëåíèå Kh′

Îòîáðàæåíèå A çàìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé
TQFT.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäóèðîâêà íà V çàäàåòñÿ êàê p(1) = 1,p(X) = −1 è
ñîîòâåòñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ íà òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ìû
çíàåì, ÷òî åñëè v � îäíîðîäíûé ýëåìåíò V⊗n, òî
p(A(Sc)(v)) = (v)− 1. Êâàíòîâàÿ ãðàäóèðîâêà q íà ãîìîëîãèÿõ
Õîâàíîâà îïðåäåëÿåòñÿ íîðìèðîâêîé q(v) = p(v) + gr(v) + n+ − n−,
ãäå n± � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ
äèàãðàììû L. Íàïîìíèì, ÷òî gr(v) = |v | − n−, ãäå v � êîëè÷åñòâî 1
ñðåäè êîîðäèíàò ðàçâåäåíèÿ v .
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Â [16] Ëè ðàññìîòðåëà àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ, íî ñ äðóãîé TQFT
A′ âìåñòî A. Áàçîâûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà äëÿ ýòèõ äâóõ TQFT
îäèíàêîâû, íî îòîáðàæåíèÿ m′ : V ⊗ V → V è ∆′ : V → V ⊗ V ,
èíäóöèðîâàííûå êîáîðäèçìàìè, íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ:

m′(1⊗ 1) = m′(X⊗ X) = 1; m′(1⊗ X) = m′(X⊗ 1) = X (3)

à òàêæå

∆′(1) = 1⊗ X + X⊗ 1; ∆′(X) = X⊗ X + 1⊗ 1. (4)

Îòîáðàæåíèÿ ι è ε, ñîîòâåòñòâóþùèå ðó÷êàì, òàêèå æå, êàê è
ðàíüøå.
Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé êîìïëåêñ ÷åðåç CKh′(L), à åãî ãîìîëîãèè
÷åðåç Kh′(L).
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Ãðóïïà ãîìîëîãèé Kh′(L) óäèâèòåëüíî ïðîñòà [16]. ×òîáû óáåäèòüñÿ
â ýòîì, äîñòàòî÷íî ââåñòè íîâûé áàçèñ {a, b} äëÿ V , ãäå
a = X + 1, b = X− 1.
Â ýòîì áàçèñå îòîáðàæåíèÿ m′ è ∆′ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m′(a⊗ a) = 2a; m′(a⊗ b) = m′(b⊗ a) = 0; m′(b⊗ b) = −2b;

∆′(a) = a⊗ a; ∆′(b) = b⊗ b.

Òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ε′(a) = ε′(b) = 1, ι(1) =
(a− b)

2
.

Èñïîëüçóÿ ýòîò áàçèñ, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 2.1 ([16])

Äëÿ l-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ L åãî ãîìîëîãèè Kh′(L) èìåþò
ðàíã 2l .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ
îðèåíòàöèé L è ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ Kh′(L), êîòîðûå ìû
íàçîâåì êàíîíè÷åñêèìè îáðàçóþùèìè. Äëÿ çàäàííîé îðèåíòàöèè o
äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ L ïóñòü Do îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå
îðèåíòèðîâàííîå ðàçâåäåíèå.
Ïîìåòèì îêðóæíîñòè â Do ñèìâîëàìè a è b ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.
Êàæäîé îêðóæíîñòè C ñîïîñòàâèì èíâàðèàíò ïî ìîäóëþ 2, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòíîñòü ÷èñëà îêðóæíîñòåé â Do , îòäåëÿþùèõ
C îò áåñêîíå÷íîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîâåäåì ëó÷, èñõîäÿùèé èç
òî÷êè ýòîé îêðóæíîñòè, è ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ñ
äðóãèìè îêðóæíîñòÿìè ïî ìîäóëþ 2. Ê ýòîìó ÷èñëó äîáàâèì 1, åñëè
C èìååò îðèåíòàöèþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è 0, åñëè îíà èìååò
îðèåíòàöèþ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ñì. ðèñ. 7.
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С n раз С n раз

Ðèñ. 7: Èíâàðèàíò äëÿ ëåâîé îêðóæíîñòè ðàâåí n + 1, òàê êàê C
îðèåíòèðîâàíà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à èíâàðèàíò äëÿ ïðàâîé
îêðóæíîñòè ðàâåí n, òàê êàê C îðèåíòèðîâàíà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Ñîïîñòàâèì C ìåòêó a, åñëè èíâàðèàíò ðàâåí 0, è ìåòêó b, åñëè
èíâàðèàíò ðàâåí 1. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå ÷åðåç so .

Óïðàæíåíèå 1

Ïóñòü L � çàöåïëåíèå Õîïôà. Âû÷èñëèòå Kh′(L) è ïðîâåðüòå
òåîðåìó 2.1.
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Ïîñòðîåííûå îáðàçóþùèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè.
Íàçâàíèå "êàíîíè÷åñêàÿ îáðàçóþùàÿ"îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
ðåçóëüòàòîì, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî áóäåò äàíî ïîçæå.

Óòâåðæäåíèå 2.2

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L è L̄ ñâÿçàíû i-ì äâèæåíèåì Ðåéäåìåéñòåðà.
Òîãäà îðèåíòàöèÿ o íà L èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ ō íà L̄, à ρ′i∗([so ])
ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì êðàòíûì [so ].

a aa b

b)a)

Ðèñ. 8: Ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ñîñòîÿíèÿ {so}.
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Çàêîí÷èì ýòîò ðàçäåë ýëåìåíòàðíûì, íî âàæíûì íàáëþäåíèåì.

Ëåììà 2.3 (Êîãåðåíòíûå îðèåíòàöèè)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà äèàãðàììå äëÿ ñîñòîÿíèÿ so åñòü îáëàñòü,
ñîäåðæàùàÿ ðîâíî äâå äóãè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8. Òîãäà ëèáî
îðèåíòàöèè äóã ñîâïàäàþò, à èõ ìåòêè ðàçíûå (ðèñ. 8.a), èëè
îðèåíòàöèè ðàçíûå, à ìåòêè ñîâïàäàþò (ðèñ. 8.b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: ëèáî äâå äóãè
ïðèíàäëåæàò îäíîé îêðóæíîñòè Do , ëèáî îíè ïðèíàäëåæàò äâóì
îêðóæíîñòÿì, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ âíóòðè äðóãîé, ëèáî îíè
ïðèíàäëåæàò äâóì îêðóæíîñòÿì, íè îäíà èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèòñÿ
âíóòðè äðóãîé. Â êàæäîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ. �

Ñëåäñòâèå 2.4

Åñëè äâå îêðóæíîñòè äèàãðàììó ñîñòîÿíèÿ so ïåðåñåêàþòñÿ, òî èõ
ìåòêè ðàçëè÷íû.
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Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå îòîæäåñòâëåíèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì öåïåé
CKh(L) è CKh′(L), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü q-ãðàäóèðîâêó íà
ïîñëåäíåì ïðîñòðàíñòâå. Èç ôîðìóë (3) è (4) âèäíî, ÷òî
ãðàäóèðîâêà âåäåò ñåáÿ íå ñîâñåì õîðîøî ïî îòíîøåíèþ ê
äèôôåðåíöèàëó d ′. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàöèÿ ∆′(X) äàæå íå
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé.4 Îäíàêî ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè v ∈ CKh′(L) �
îäíîðîäíûé ýëåìåíò, òî q-ãðàäóèðîâêà êàæäîãî ìîíîìà â d ′(v)
áîëüøå èëè ðàâíà q-ãðàäóèðîâêå v. Äðóãèìè ñëîâàìè, q-ãðàäóèðîâêà
îïðåäåëÿåò ôèëüòðàöèþ íà êîìïëåêñå CKh′(L). Ýòî çàìå÷àíèå
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.5

Èìååòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ÷ëåíîì E2, ðàâíûì
Kh(L), ñõîäÿùàÿñÿ ê Kh′(L). ×ëåíû E2 è âûøå ýòîé ñïåêòðàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè çàöåïëåíèÿ L.

4p(X⊗ X) = −2, íî p(1⊗ 1) = 2
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Ôèëüòðàöèÿ öåïíûõ êîìïëåêñîâ

Ïðåäïîëîæèì, ó íàñ åñòü ôèëüòðîâàííûé öåïíîé êîìïëåêñ

· · · ↪→ Fp−1C• ↪→ FpC• ↪→ Fp+1C• ↪→ · · · ,

ãäå FpC• (òàêæå ïèøåòñÿ êàê Cp,•) � p-ÿ ôèëüòðàöèÿ öåïíîãî êîìïëåêñà
C•. Áîëåå òî÷íî, ýòî öåïíîé êîìïëåêñ ôèëüòðîâàííûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ Cn = Cp,n ⊇ Cp−1,n ⊇ · · · ⊇ C1,n ⊇ C0,n = 0,

· · · → Cn+1 → Cn → Cn−1 → · · ·

ãäå äèôôåðåíöèàëû ó÷èòûâàþò ôèëüòðàöèþ:

d(FpCn) ⊆ FpCn−1.

Êîíå÷íî, ïîñêîëüêó C• � öåïíîé êîìïëåêñ, d2 = 0.
Èç ôèëüòðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû ìîæåì ñôîðìèðîâàòü
¾àññîöèèðîâàííîå ãðàäóèðîâàííîå¿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ êàæäîãî
ïðîñòðàíñòâà â öåïíîì êîìïëåêñå

Cn
∼=

Cp,n

Cp−1,n
⊕ Cp−1,n

Cp−2,n
⊕ · · · ⊕ C1,n

C0,n
.

Îáîçíà÷èì àññîöèèðîâàííîå ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

÷åðåç GpCn = Cp,n/Cp−1,n.
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Ôèëüòðîâàííûé öåïíîé êîìïëåêñ

Äèôôåðåíöèàëû d äëÿ îòôèëüòðîâàííîãî öåïíîãî êîìïëåêñà
èíäóöèðóþò äèôôåðåíöèàëû íà àññîöèèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðîâ, ÷òî äàåò íàì öåïíîé êîìïëåêñ
ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. À èìåííî, âîçüìåì
x ∈ GpCn. Òîãäà x = x ′ + Cp−1,n äëÿ íåêîòîðîãî x ′ ∈ Cp,n. Òàêèì
îáðàçîì, d(x) = d(x ′ + Cp−1,n) = d(x ′) + d(Cp−1,n), è, ïîñêîëüêó
äèôôåðåíöèàëû d ó÷èòûâàþò ôèëüòðàöèþ, d(x ′) ∈ Cp,n−1 è
d(Cp−1,n) ⊆ Cp−1,n−1. Òàêèì îáðàçîì, d(x) ∈ FpCn−1. Áîëåå òîãî,
d2 = 0.
Äëÿ ôèëüòðîâàííîãî öåïíîãî êîìïëåêñà F•C• îïðåäåëèì

GpCp+q êàê (p, q)− èëè (p + q)-öåïè ôèëüòðàöèè ñòåïåíè p
(òàêèì îáðàçîì, p + q åñòü ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü).
Z r
p,q = {x ∈ GpCp+q | dx = 0 mod Fp−rC•}

= {x ∈ FpCp+q | dx ∈ Fp−rCp+q−1}/Fp−1Cp+q, � ïðîñòðàíñòâî
r -öèêëîâ ãðàäóèðîâêè (p, q),
B r
p,q = d(Fp−rCp+q+1) � ïðîñòðàíñòâî r -ãðàíèö ãðàäóèðîâêè

(p, q).

Äàëåå, ïîëîæèì Z∞p,q = Z (GpCp+q) è B∞p,q = d(Cp,p+q+1).
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Ôèëüòðîâàííûé öåïíîé êîìïëåêñ

Óòâåðæäåíèå 2.6

Äèôôåðåíöèàëû èñõîäíîãî ôèëüòðîâàííîãî êîìïëåêñà C•
èíäóöèðóþò äèôôåðåíöèàëû d r : Z r

p,q → Z r
p−r ,q+r−1 íà r -öèêëàõ.

Óòâåðæäåíèå 2.7

Èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âêëþ÷åíèé

B0

p,q ↪→ B1

p,q ↪→ · · ·B∞p,q ↪→ Z∞p,q ↪→ · · ·Z 1

p,q ↪→ Z 0

p,q.

Óòâåðæäåíèå 2.8

Z r+1

p,q = ker{d r : Z r
p,q → Z r

p−r ,q+r−1}
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Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå 2.9

Îïðåäåëèì r -é ÷ëåí ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàäóèðîâêè (p, q)
êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî r -öèêëîâ ïî r -ãðàíèöàì

E r
p,q = Z r

p,q/B
r
p,q.

Òàê êàê äèôôåðåíöèàëû íà ôèëüòðîâàííîì êîìïëåêñå C• ìîæíî
îãðàíè÷èòü äî äèôôåðåíöèàëîâ d r : Z r

p,q → Z r
p−r,q+r−1, äèôôåðåíöèàëû

òàêæå èíäóöèðóþò îòîáðàæåíèå r -ãîìîëîãèé d r : E r
p,q → E r

p−r,q+r−1. Êðîìå
òîãî, ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, E r+1

p,q ñîâïàäàåò ñ d r -ãîìîëîãèÿìè â
÷ëåíå E r

p,q:

E r+1

p,q =
ker(d r : E r

p,q → E r
p−r,q+r−1)

im(d r : E r
p+r,q−r+1

→ E r
p,q)

Óòâåðæäåíèå 2.10

Íóëåâîé ÷ëåí ñîâïàäàåò ñ àññîöèèðîâàííûì ãðàäóèðîâàííûì êîìïëåêñîì

E 0

p,q = GpCp+q, à è ïåðâûé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîìîëîãèè

àññîöèèðîâàííîãî ãðàäóèðîâàííîãî êîìïëåêñà E 1

p,q = Hp+q(GpC•).
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Ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.11

Ïóñòü {E r
p,q}r,p,q � ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ãäå äëÿ êàæäîãî p, q

ñóùåñòâóåò r(p, q), òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ r ≥ r(p, q) E r
p,q
∼= E

r(p,q)
p,q . Â ýòîì

ñëó÷àå áèãðàäóèðîâàííûé îáúåêò E∞ = {E∞p,q} = {E r(p,q)
p,q } íàçûâàåòñÿ

ïðåäåëüíûì ÷ëåíîì ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 2.12

Ïóñòü ôèëüòðàöèÿ F•C• íà öåïíîì êîìïëåêñå C• îãðàíè÷åíà, ò.å. äëÿ
êàæäîãî n ∈ Z ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà U(n), L(n) ∈ Z òàêèå, ÷òî

Fp<L(n)Cn = 0 è Fp>U(n)Cn = Cn. Òîãäà ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôèëüòðîâàííîãî öåïíîãî êîìïëåêñà F•C• èìååò ïðåäåëüíûé ÷ëåí, ò.å.

ñõîäèòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 2.13

Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôèëüòðîâàííîãî êîìïëåêñà F•C•
ñõîäèòñÿ, òî åå ïðåäåëüíûé ÷ëåí èçîìîðôåí ãîìîëîãèÿì èñõîäíîãî

ôèëüòðîâàííîãî êîìïëåêñà.
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5. Ïîäðîáíåå ñì. [12].

Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî
âûøå íàáëþäåíèÿ. Ôèëüòðàöèÿ íà CKh′ ïðèâîäèò ê ñïåêòðàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê Kh′. Äèôôåðåíöèàë â åãî ÷ëåíå
E 1 � ýòî ÷àñòü d ′, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò (à íå ïîâûøàåò) q-ãðàäóèðîâêó.
Ñðàâíèâàÿ äèôôåðåíöèàëû äëÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà è äëÿ
êîìïëåêñà Ëè, ìû âèäèì, ÷òî ÷ëåí E 1 ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì CKh.
Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Ëè îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé
Ðåéäåìåéñòåðà äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è ãîìîëîãèé
Õîâàíîâà. Â [16] Ëè îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèÿ
ρ′i : CKh′(L)→ CKh′(L̄), êîòîðûå èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìû â
ãîìîëîãèÿõ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ èíäóöèðóþò
èçîìîðôèçìû â ÷ëåíå E 2 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òåì
ñàìûì çàâåðøàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5.
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Óïðàæíåíèÿ I

1 Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ êóáà íà ðèñ. 9,
îïðåäåëåííûå äëÿ ãîìîëîãèé Ëè íà ñòðàíèöå 19, êîììóòèðóþò.

1

2
{0,0}

{1,0}

{0,1}

{1,1}

Ðèñ. 9: Êóá [0, 1]2, ñîîòâåòñòâóþùèé çàöåïëåíèþ Õîïôà

2 Óáåäèòåñü, ÷òî óðàâíåíèÿ (3) è (4) âûïîëíÿþòñÿ.

3 Ïóñòü L � çàöåïëåíèå Õîïôà. Âû÷èñëèòü Kh′(L) è ïðîâåðèòü
òåîðåìó 2.1.
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Óïðàæíåíèÿ II

4 Ïóñòü R = Z[h, t] è V = R[X]/(X2 − hX− t).
Îòîáðàæåíèå m : V ⊗ V → V çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè{

1⊗ X 7→ X, 1⊗ 1 7→ 1,

X⊗ 1 7→ X,X⊗ X 7→ hX + t,

à îòîáðàæåíèå ∆ : V → V ⊗ V � ôîðìóëàìè{
1 7→ 1⊗ X + X⊗ 1− h1⊗ 1

X 7→ X⊗ X + t1⊗ 1.

Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàë êàê ñóììó ÷àñòíûõ äèôôåðåíöèàëîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì, ñî çíàêàìè, îïðåäåëÿåìûìè òàê æå,
êàê äëÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà è Ëè. Ïîêàæèòå, ÷òî
áèôóðêàöèîííûé êóá {0, 1}n àíòèêîììóòàòèâåí.
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