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Íàñòîÿùàÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøàþùåìó ïðîðûâó â òåîðèè óçëîâ,
ñîâåðøåííîìó â ñàìîì êîíöå 20-ãî âåêà: ãîìîëîãèÿì Õîâàíîâà.

Õîâàíîâ ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ èäåþ: îáîáùèòü ïîíÿòèå ñêîáêè
Êàóôìàíà, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå ôîðìàëüíûå êîìïëåêñû è èõ
ãðóïïû ãîìîëîãèé.
Ñíà÷àëà ìû äàäèì íåáîëüøóþ ìîäèôèêàöèþ ìíîãî÷ëåíà Äæîíñà è
ñêîáêè Êàóôìàíà, ïðåäëîæåííóþ Õîâàíîâûì. (Íåíîðìèðîâàííûé)
ìíîãî÷ëåí Äæîíñà ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêîé êîìïëåêñà Õîâàíîâà [7].
Ãîìîëîãèÿ Õîâàíîâà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèìåðîì èäåè
êàòåãîðèôèêàöèè: âìåñòî ïîëèíîìèàëüíîãî èíâàðèàíòà (êîòîðûé
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî êàê íàáîð êîýôôèöèåíòîâ) ñ ëþáîé
äèàãðàììîé óçëîâ àññîöèèðóåòñÿ êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ãðóïïû
ãîìîëîãèé êîòîðîãî èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé
Ðåéäåìåéñòåðà è ÷üÿ (ãðàäóèðîâàííàÿ) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Äæîíñà.
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Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ êàòåãîðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ åå ôóíêòîðèàëüíîñòü.
Åñëè åñòü òîëüêî (èíâàðèàíòíîå) ÷èñëî, ñêàæåì, 5, íåâîçìîæíî åãî
îòîáðàçèòü â äðóãîå ÷èñëî, ñêàæåì, 3; îäíàêî 5-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
ìîæíî îòîáðàçèòü â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû
ïîëó÷àåì ãîðàçäî áîëåå ãëóáîêóþ èíâàðèàíòíóþ ñòðóêòóðó, ÷åì
ïðîñòî (ãðàäóèðîâàííàÿ) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòî íàáîðîì ÷èñëåë (ìíîãî÷ëåíîì).
Ïîñëå êàòåãîðèôèêàöèè ëþäè èçîáðåëè äàëüíåéøèå
óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ, ñêàæåì, ñïåêòðèôèêàöèþ è
ãîìîòîïè÷åñêèé òèï Õîâàíîâà, ãäå ñ äèàãðàììîé óçëîâ ìû
ñâÿçûâàåì íåêîòîðîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ñïåêòð),
ãîìîòîïè÷åñêèé òèï êîòîðîãî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé
Ðåéäåìåéñòåðà. Ýòî ïðèâîäèò ê ãîðàçäî áîëåå ãëóáîêîé ñòðóêòóðå
èíâàðèàíòîâ, ÷åì íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Äðóãàÿ èäåÿ êàòåãîðèôèêàöèè ïîÿâèëàñü îäíîâðåìåííî â ðàáîòå
Îæâàòà è Ñàáî: îíè êàòåãîðèôèöèðîâàëè ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà.
Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîÿëî â òîì, ÷òî ãîìîëîãèè Õîâàíîâà áûëè
îïðåäåëåíû ÷èñòî êîìáèíàòîðíûì ñïîñîáîì, â òî âåðìÿ êàê
ãîìîëîãèè Îæâàòà-Ñàáî (êîòîðûå îíè íàçûâàëè ãîìîëîãèåé
Õåãîðà�Ôëîåðà) áåðåò ñâîå íà÷àëî â ãåîìåòðèè.
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Ñêîáêà Êàóôìàíà

Íàïîìíèì àêñèîìû ñêîáêè Êàóôìàíà:

1 Ñêîáêà Êàóôìàíà ïóñòîãî ìíîæåñòâà (çàöåïëåíèÿ ñ 0
êîìïîíåíòàìè) ðàâíà 1.

2 〈L t©〉 = (q + q−1)〈L〉.

3 Äëÿ ëþáûõ òðåõ äèàãðàìì L = , LA = , LB =

íåîðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé, èìååì

〈L〉 = 〈LA〉 − q〈LB〉.

Îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå A âåðøèíû êàê 0-ñãëàæèâàíèå, à ñîñòîÿíèå B
� êàê 1-ñãëàæèâàíèå. Åñëè âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû, òî êàæäûé
ñïîñîá ñãëàæèâàíèÿ äëÿ âñåõ ïåðåñå÷åíèé äèàãðàììû ñ÷èòàåòñÿ
âåðøèíîé n-ìåðíîãî êóáà {0, 1}X , ãäå X � ìíîæåñòâî âåðøèí
äèàãðàììû.
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Ñêîáêà Êàóôìàíà

Ïóñòü ó äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ L åñòü n+ ïîëîæèòåëüíûõ è n−
îòðèöàòåëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ; îáîçíà÷èì ñóììó n+ + n− ÷åðåç n
(îáùåå ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ â äèàãðàììå).
Îáîçíà÷èì íåíîðìèðîâàííûé ïîëèíîì Äæîíñà ÷åðåç

Ĵ(L) = (−1)n−qn++2n−〈L〉.

Îïðåäåëèì ïîëèíîì Äæîíñà (îáîçíà÷àåìûé êàê J â ñîîòâåòñòâèè ñ
[3]) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(L) =
Ĵ(L)

q + q−1
.

Òàêèì îáðàçîì,

J(L) = (−1)n−qn+−2n−
∑
s

−qβ(s)(q + q−1)γ(s)−1.
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Çàìå÷àíèå 1.1

Íîðìàëèçîâàííûé ïîëèíîì Äæîíñà J îòëè÷àåòñÿ îò ïîëèíîìà
Äæîíñà�Êàóôìàíà çàìåíîé ïåðåìåííîé: a =

√
(−q−1). À èìåííî,

(−a)−3(n+−n−)
∑
s

aα(s)−β(s)(−a2 − a−2)γ(s)−1

= (−1)na−3(n+−n−)
∑
s

a−2β(s)+n · (q + q−1)γ(s)−1

= (−1)na4n−−2n+

∑
s

(−q)β(s)(q + q−1)γ(s)−1

= (−1)n−qn+−2n−
∑
s

(−q)β(s)(q + q−1)γ(s)−1.
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Èäåÿ êàòåãîðèôèêàöèè Õîâàíîâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
çàìåíèòü ìíîãî÷ëåíû ãðàäóèðîâàííûìè âåêòîðíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè ñ íåêîòîðîé �ãðàäóèðîâàííîé ðàçìåðíîñòüþ�. Ýòî
äåëàåò ìíîãî÷ëåí Äæîíñà ãîìîëîãè÷åñêèì îáúåêòîì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ãðàäóèðîâàííàÿ ðàçìåðíîñòü ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü
èíâàðèàíò, êîòîðûé äîëæåí áûòü ïîñòðîåí, êàê ìíîãî÷ëåí îò äâóõ
ïåðåìåííûõ.
Ìû ïîñòðîèì �ñêîáêó Õîâàíîâà� (íåíîðìèðîâàííûé êîìïëåêñ,
êîòîðûé èãðàåò òó æå ðîëü äëÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà, ÷òî è ñêîáêà
Êàóôìàíà äëÿ ìíîãî÷ëåíà Äæîíñà). Îí áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
äâîéíûìè êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè.
ì
Äàâàéòå íà÷íåì ñ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.
ì
Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî M (èëè ñâîáîäíûé ìîäóëü M íàä
êîëüöîì R) èìåþò çàäàííóþ êâàíòîâóþ ãðàäóèðîâêó q. Òîãäà
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå M =

⊕
i Mi , ãäå Mi �

îäíîðîäíûé êîìïîíåíò ãðàäóèðîâêè i . Ïîä ãðàäóèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà M ìû ïîäðàçóìåâàåì ìíîãî÷ëåí
qdimM =

∑
i q

idimMi .
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Äëÿ òàêèõ êîìïëåêñîâ ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííî îïðåäåëåííûå
îïåðàöèè ñäâèãà âûñîòû C 7→ C[k] è ñäâèãà ãðàäóèðîâêè C 7→ C{l}
çàäàííûå ïî ïðàâèëó: (C[k])i,j = C i−k,j ; (C{l})i,j = C i,j−l . Â ïåðâîì
ñëó÷àå âìåñòå ñ öåïÿìè ñîîòâåòñòâåííî ñäâèãàþòñÿ âñå
äèôôåðåíöèàëû (ò.å. äèôôåðåíöèàë ∂i , êîòîðûé îòîáðàæàë C i,∗ â
C i+1,∗, òåïåðü áóäåò äåéñòâîâàòü èç C i−k,∗ â C i+1−k,∗). Ïîä
ãðàäóèðîâàííîé Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé êîìïëåêñà C i,j ìû
ïîäðàçóìåâàåì ïåðåìåííóþ ñóììó ãðàäóèðîâàííûõ ðàçìåðíîñòåé
öåïíûõ ïðîñòðàíñòâ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ãðàäóèðîâàííûõ
ðàçìåðíîñòåé ãðóïï ãîìîëîãèé. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ öåïåé èìååì:

χq(C i,j) =
∑
i

(−1)iqdim C i =
∑
i,j

(−1)iqjdim C i,j .

Äëÿ òàêèõ êîìïëåêñîâ äëÿ êàæäîé áèãðàäóèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè
(i , j) ñóùåñòâóåò ãðóïïà (êî)ãîìîëîãèé H ij(C), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ôàêòîð-ìîäóëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäóëÿ öèêëîâ ïîäìîäóëåì
ãðàíèö.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÑêîáêà Êàóôìàíà Áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû

Îïðåäåëåíèå 1.2

Äâà ãðàäóèðîâàííûõ (áèãðàäóèðîâàííûõ) êîìïëåêñà C è C′
íàçûâàþòñÿ êâàçè-èçîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò äâà
(áè)ãðàäóèðîâàííûõ îòîáðàæåíèÿ f : C → C′, g : C′ → C ñ
îòîáðàæåíèåì u, óìåíüøàþùèì âûñîòó íà 1 è ñîõðàíÿþùèì âòîðóþ
ãðàäóèðîâêó, òàêèå ÷òî f ◦ g = IdC′ , and g ◦ f − IdC = d ◦ u + u ◦ d .
Çäåñü IdC : C → C, IdC′ : C′ → C′ îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå.

Ãîìîëîãèè êâàçè-èçîòîïíûõ êîìïëåêñîâ èçîìîðôíû.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ñêîáêà Êàóôìàíà
Áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû

2 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
Êîìïëåêñ Õîâàíîâà
Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

3 Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà

4 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà

5 Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé

6 Óïðàæíåíèÿ

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ñêîáêà Êàóôìàíà
Áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû

2 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
Êîìïëåêñ Õîâàíîâà
Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

3 Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà

4 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà

5 Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé

6 Óïðàæíåíèÿ

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Ïóñòü L, n è n± îïðåäåëåíû êàê âûøå. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî
ïåðåêðåñòêîâ â äèàãðàììå L. Ïóñòü V îáîçíà÷àåò ãðàäóèðîâàííîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè v± ñòåïåíè
±1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà qdimV = q + q−1.

Îïðåäåëåíèå 2.1

Êóáîì áèôóðêàöèé íàçîâåì êóá {0, 1}X , ãäå êàæäîé âåðøèíå
ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð îêðóæíîñòåé (êàê â êóáå ñîñòîÿíèé), à êàæäîå
ðåáðî óêàçûâàåò, êàêàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñòðàèâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå èç
ñîñòîÿíèÿ â ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå. Âûñîòîé ñîñòîÿíèÿ (âåðøèíû êóáà)
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî B-ãëàæèâàíèé.

Îðèåíòèðóåì ðåáðà êóáà ïî âîçðàñòàíèþ âûñîòû (ò.å. îò
A-ãëàæèâàíèÿ ê B-ñãëàæèâàíèþ).

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Ñ êàæäîé âåðøèíîé α êóáà áèôóðêàöèè {0, 1}X ñâÿæåì
ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Vα(L) = V⊗k{r}, ãäå k
(ðàíåå γ) � ÷èñëî îêðóæíîñòåé â ñãëàæèâàíèè L, ñîîòâåòñòâóþùåå
α, à r � âûñîòà |α| =

∑
i αi âåðøèíû α (òàê ÷òî qdim Vα(L) �

ïîëèíîì, êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ ïðè âåðøèíå α). Îïðåäåëèì òåïåðü
r�þ ãðóïïó öåïåé [[L]]r êàê ïðÿìóþ ñóììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
âûñîòû r , òî åñòü ⊕α : |α|=rVα(L).
Ïîëîæèì C := [[L]][−n−]{n+ − 2n−}.

Çàìå÷àíèå 2.2

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàäóèðîâàííàÿ ðàçìåðíîñòü χq(C ) êîìïëåêñà C
ðàâíà ïåðåìåííîé ñóììå ãðàäóèðîâàííûõ ðàçìåðíîñòåé åãî öåïíûõ
ãðóïï. Ýòî âïîëíå àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îáû÷íîé ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêè.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ãðàäóèðîâàííóþ ýéëåðîâó
õàðàêòåðèñòèêó êîìïëåêñà C (ñ ó÷åòîì òîëüêî åãî ãðàäóèðîâàííûõ
öåïåé); äèôôåðåíöèàë áóäåò ââåäåí ïîçæå.

Òåîðåìà 2.3

Ãðàäóèðîâàííàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîìïëåêñà C(L) ñîâïàäàåò
ñ íåíîðìèðîâàííûì ìíîãî÷ëåíîì Äæîíñà Ĵ çàöåïëåíèÿ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà ïî÷òè òðèâèàëüíà. Íóæíî ïðîñòî
âçÿòü ïåðåìåííóþ ñóììó ãðàäóèðîâàííûõ ðàçìåðíîñòåé öåïíûõ
ãðóïï è óïîìÿíóòü, ÷òî qdim(V⊕n) = n qdim(V ). Îñòàëüíàÿ ÷àñòü
ñëåäóåò íàïðÿìóþ. �

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàë íà êîìïëåêñå Õîâàíîâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
[[L]]r ïðÿìóþ ñóììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîÿâëÿþùèõñÿ â
âåðøèíàõ êóáà ñ ðîâíî êîîðäèíàòàìè r , ðàâíûìè 1.
Ðåáðà êóáà {0, 1}X ìîæíî çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèìâîëîâ
{0, 1, ∗} äëèíû n ñ ðîâíî îäíèì ∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåáðî ñîåäèíÿåò
äâå âåðøøèíû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìåíîé
∗ íà 0 èëè 1.

Îïðåäåëåíèå 2.4

Âûñîòîé |ξ| ðåáðà ξ íàçîâåì âûñîòó åãî íà÷àëà (òî åñòü êîíöà ñ
ìåíüøåé âûñîòîé).

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îòîáðàæåíèÿ äëÿ ðåáåð îáîçíà÷åíû êàê dξ,
äèôôåðåíöèàë èìååò âèä d r =

∑
{|ξ|=r}(−1)ξdξ.

Îïðåäåëåíèå 2.5

Êóá ñ ÷àñòè÷íûìè äèôôåðåíöèàëàìè dξ íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíûì, åñëè êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü êóáà îáðàçóåò
êîììóòàòèâíóþ äèàãàðììó, è àíòèêîììóòàòèâíûì, åñëè ëþáàÿ
äâóìåðíàÿ ãðàíü ïðåäñòàâëÿåò àíòèêîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó.

Òåïåðü äàäèì îïðåäåëåíèå çíàêà (−1)ξ è îòîáðàæåíèé dξ. ×òîáû
ïîëó÷èòü îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d , òàêîé ÷òî d ◦ d = 0,
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå äâóìåðíûå ãðàíè êóáà
àíòèêîììóòàòèâíû.
Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ñäåëàåì âñå
ãðàíè êîììóòàòèâíûìè, à çàòåì óìíîæèì êàæäîå îòîáðàæåíèå dξ íà

(−1)ξ = (−1)
∑

i<j ξi , ãäå j � ïîçèöèÿ ñèìâîëà ∗ â ξ.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Óïðàæíåíèå 1

Ïîêàæèòå, ÷òî òàêèå êîýôôèöèåíòû äåéñòâèòåëüíî äåëàþò ëþáîé
êîììóòàòèâíûé êóá àíòèêîììóòàòèâíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû íàéòè îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò
ñäåëàòü íàø êóá êîììóòàòèâíûì.
Êàæäîå ðåáðî ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ ïåðåñòðîéêó ñîñòîÿíèÿ íàøåé
äèàãðàììû â íåêîòîðîé âåðøèíå. Òàêèì îáðàçîì, ýòî îçíà÷àåò ëèáî
ðàçäåëåíèå îäíîãî öèêëà íà äâà öèêëà, ëèáî ñëèÿíèå äâóõ öèêëîâ. Â
ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîóìíîæåíèå ∆ è óìíîæåíèå
m, îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îòîáðàæåíèå m : V ⊗ V → V :{

v+ ⊗ v− 7→ v−, v+ ⊗ v+ 7→ v+,

v− ⊗ v+ 7→ v−, v− ⊗ v− 7→ 0.
(1)

Îòîáðàæåíèå ∆ : V → V ⊗ V{
v+ 7→ v+ ⊗ v− + v− ⊗ v+

v− 7→ v− ⊗ v−.
(2)

Èç-çà èçìåíåíèÿ ãðàäóèðîâêè îòîáðàæåíèÿ m è ∆ èìåþò
ãðàäóèðîâêó (−1). Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

1+1-ìåðíàÿ ÒÊÒÏ

Ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ∆ è óìíîæåíèÿ m ìû ìîæåì ïîëó÷èòü
îòîáðàæåíèå èç êîáîðäèçìîâ ìåæäó îðèåíòèðîâàííûìè
1-ìíîãîîáðàçèÿìè â âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (èëè êîììóòàòèâíûå
ìîäóëè) ñ îïåðàöèÿìè ∆ è m. Òî÷íåå, äàâàéòå ðàññìîòðèì
êîáîðäèçì W ñ 1-ìåðíûìè ãðàíèöàìè M,N. Îáðàòèòå âíèìàíèå,
÷òî M è N ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îáúåäèíåíèÿìè êîïèé S1.
Åñëè M (N) ñîñòîÿò èç m (n) êîìïîíåíò S1, òî

M 7→ V⊗m è N 7→ V⊗n.

Êàæäàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà äàåò êîóìíîæåíèå ∆ è óìíîæåíèå m, êàê
îïèñàíî íà ðèñ. 1.

V ⊗ V

V

m

V ⊗ V

V

∆

Ðèñ. 1: Ñåäëà è îòîáðàæåíèÿ êîóìíîæåíèÿ ∆ è óìíîæåíèÿ m

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

1+1-ìåðíàÿ ÒÊÒÏ: ïðîäîëæåíèå

Íàïðèìåð, äëÿ äàííîãî êîáîðäèçìà èç S1 t S1 â S1 ïîëó÷àåì
ìîðôèçì V ⊗ V to V

V ⊗ V
∆⊗Id−−−→ V ⊗ V ⊗ V

Id⊗m−−−→ V ⊗ V
m−→ V .

V ⊗ V V ⊗ VV ⊗ V ⊗ V V
∆⊗ Id Id⊗m m

Ðèñ. 2: Êîáîðäèçì èç S1 t S1 â S1 è ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì V ⊗ V to

V

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

1+1-ìåðíàÿ ÒÊÒÏ: ïðîäîëæåíèå

Òî åñòü ìû ïîëó÷àåì ôóíêòîð èç êàòåãîðèè C1+1 â êàòåãîðèþ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìîðôèçìàìè ∆ è m, ãäå C1+1 � êàòåãîðèÿ,
îáúåêòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè, îðèåíòèðîâàííûìè
1-ìíîãîîáðàçèÿìè, è ãäå ìîðôèçì M → N � îðèåíòèðîâàííàÿ
ïîâåðõíîñòü W ñ ∂W = M t N.
ì
Â áîëåå îáùåì ñìûñëå ìîíîèäàëüíûé ôóíêòîð èç C1+1 â êàòåãîðèþ
R-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ 1+1-ìåðíîé òîïîëîãè÷åñêîé êâàíòîâîé
òåîðèåé ïîëÿ.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Òåïåðü åäèíñòâåííîå, ÷òî íóæíî ïðîâåðèòü, ýòî òî, ÷òî ãðàíè íàøåãî
êóáà äëÿ dξ (áåç êîýôôèöèåíòîâ ±1) êîììóòèðóþò. Ýòî ñëåäóåò èç
îáû÷íîé ïðîâåðêè.
Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ôàêòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü âñåõ
ãðóïï ãîìîëîãèé êîìïëåêñà Õîâàíîâà ïðè âñåõ äâèæåíèÿõ
Ðåéäåìåéñòåðà. Äàâàéòå ïîãîâîðèì îá ýòîì áîëåå ïîäðîáíî.
Äëÿ äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ L îáîçíà÷èì ÷åðåç Kh(L) âûðàæåíèå∑

r

qrqdimHr (L).

Çàìå÷àíèå 2.6

Åñëè íóæíî ÿâíî çàäàòü ïîëå F èëè êîììóòàòèâíîå êîëüöî R
êîýôôèöèåíòîâ, ïèøóò KhF(L) èë KhR(L).

Îñíîâíûì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
KhZ(L).

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Ñîäåðæàíèå

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ñêîáêà Êàóôìàíà
Áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû

2 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
Êîìïëåêñ Õîâàíîâà
Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

3 Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà

4 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà

5 Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé

6 Óïðàæíåíèÿ

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Òåîðåìà 2.7 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà)

Ãðàäóèðîâàííûå ðàçìåðíîñòè ãðóïï ãîìîëîãèé Hr (L) ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòàìè çàöåïëåíèé, à çíà÷è, Kh(L) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì
èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèé (îò ïåðåìåííûõ t, q), êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ
íåíîðìèðîâàííûì ïîëèíîìîì Äæîíñà ïðè t = −1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òðåìÿ âåðñèÿìè äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà
(îäíî Ω1, îäíî Ω2 è îäíî Ω3). Îñòàëüíûå ñëó÷àè ìîæíî ñâåñòè ê
òåì, êîòîðûå ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìîòðåòü.
Â ñëó÷àå ñêîáêè Êàóôìàíà è ìíîãî÷ëåíà Äæîíñà èíâàðèàíòíîñòü
ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïóòåì ðåäóêöèè ñêîáêè Êàóôìàíà "ñëîæíîé
äèàãðàììû"äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà (〈L〉 = 〈LA〉 − q〈LB〉).
Çäåñü ìû ñäåëàåì ïî÷òè òî æå ñàìîå, íî ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ
êîìïëåêñàìè è ãîìîëîãèÿìè, à íå ñ ìíîãî÷ëåíàìè, ìû äîëæíû
èíòåðïðåòèðîâàòü ýòî íà äðóãîì ÿçûêå. À èìåííî, ìû ñîáèðàåìñÿ
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé "ïðèíöèï ñîêðàùåíèÿ".

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Ïóñòü C � öåïíîé êîìïëåêñ è ïóñòü C′ ⊂ C � ïîäêîìïëåêñ â C.

Ëåììà 2.8 (Ïðèíöèï ñîêðàùåíèÿ)

1 Åñëè êîìïëåêñ C′ àöèêëè÷åñêèé, òî H(C) = H(C/C′).
2 Åñëè êîìïëåêñ C/C′ àöèêëè÷åñêèé, òî H(C) = H(C′).

Îáà óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ñëåäóþò èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

· · · → H r (C′)→ H r (C)→ H r (C/C′)→ . . .

èíäóöèðîâàííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

0→ C′ → C → C/C′ → 0.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Òåïåðü äàâàéòå äîêàæåì èíâàðèàíòíîñòü Kh(·) îòíîñèòåëüíî òðåõ
äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà.
Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî Ω1.

Ðàññìîòðèì òðè äèàãðàììû , è .

Ïðè âû÷èñëåíèè H(P) ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ êîìïëåêñîì

C = [[ ]] =

(
[[ ]]

m→ [[ ]]{1}

)
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáùèé n-ìåðíûé êóá äëÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà

(n − 1)-ìåðíûõ êóáà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ñãëàæåííûì
äèàãðàììàì (îäíà èç íèõ ñäâèíóòà ïî ðàçìåðíîñòè); âñå
äèôôåðåíöèàëû ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êóáàìè ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíû
m .

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Êàê ìû ìîæåì ëåãêî âèäåòü, âñå öåïè â , ãäå îêðóæíîñòü ◦

èìååò ìåòêó v+, "óáèâàþò"âñå öèêëû â â ñîîòâåòñòâèè ñ

íàøèì äèôôåðåíöèàëîì, ïîòîìó ÷òî v+ èãðàåò ðîëü åäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà â V îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ m. Òàêèì îáðàçîì,
åäèíñòâåííûå ãðóïïû ãîìîëîãèé, êîòîðûå ìû ìîæåì èìåòü, ëåæàò â

[[ ]], êîãäà îêðóæíîñòü èìååò ìåòêó v−. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëå

íåîáõîäèìîé íîðìàëèçàöèè ýòè ãðóïïû ãîìîëîãèé òî÷íî ñîâïàäàþò

ñ ãðóïïàìè [[ ]].

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé ñëó÷àé ïåðâîãî äâèæåíèÿ .

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Â ñëó÷àå Ω2 ìû ðàññìîòðèì îäèí ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå [[ ]]

áóäåò ïðåäñòàâëåí â âèäå ñêîáîê , , , è

äèôôåðåíöèàëîâ ìåæäó íèìè:

C =

[[ ]]{1} → [[ ]]{2}
↑ m ↑

[[ ]]
∆→ [[ ]]{1}

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü ÷åòûðå êóáà êîðàçìåðíîñòè äâà, è ìû
çíàåì, êàê âûãëÿäÿò äèôôåðåíöèàëû â ýòèõ ìàëåíüêèõ êóáàõ: ìû
ìîæåì îïèñàòü ýëåìåíòû êîãîìîëîãèé â òåðìèíàõ ýòèõ
äèôôåðåíöèàëîâ. Òîëüêî íóæíî ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè îíè
ïðåäñòàâëÿþò ãðóïïû ãîìîëîãèé â áîëüøîì êóáå.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Ëåâàÿ íèæíÿÿ ÷àñòü äèàãðàììû ñîäåðæèò äèàãðàììó (òî÷íåå,

âñå ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ëîêàëüíîìó ðàçâåäåíèþ).
Íàáëþäåíèå 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî öåïè â ýòîì ñîñòîÿíèè íå ìîãóò
äàâàòü ãðóïïû ãîìîëîãèé êîìïëåêñà: èõ äèôôåðåíöèàëû èìåþò

íåòðèâèàëüíóþ ïðîåêöèþ íà {1}.

Íàáëþäåíèå 2. Âñå öåïè, ñîîòâåòñòâóþùèå [[ {1}]] íå ÿâëÿþòñÿ

ãðàíèöàìè öåïåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ [[ ]]: äèôôåðåíöèàë

ýëåìåíòà èç [[ ]] òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà [[ ]]{1}.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Íàáëþäåíèå 3. Êîìïëåêñ [[ ]]{1}v+

m→ [[ ]]{2} ÿâëÿåòñÿ
àöèêëè÷åñêèì.

Íàáëþäåíèå 4. Êàæäûé ãðàíè÷íûé ýëåìåíò x â [[ ]]{2},

èñõîäÿùèé èç ýëåìåíòà z ∈ [[ ]]{1}, èìååò óíèêàëüíûé

êîìïåíñèðóþùèé ÷ëåí â y ∈ [[ ]]{1} òàêîé, ÷òî ∂y = ∂z = x . Ýòî

ñëåäóåò èç íàáëþäåíèÿ 3. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì êîìïëåêñå åñòü y
òàêîé, ÷òî ∂y = x .

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ÓïðàæíåíèÿÊîìïëåêñ Õîâàíîâà Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íàáëþäåíèÿ 2 è 4, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,

÷òî âñå ãðóïïû ãîìîëîãèé, ñîäåðæàùèå ýëåìåíòû èç ,

íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ãðóïïàìè

ãîìîëîãèé êîìïëåêñà C [[ ]].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîìïëåêñ C íå èìååò äðóãèõ ãðóïï ãîìîëîãèé
(ýòî ñëåäóåò èç íàáëþäåíèé 1 è 3; äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëåíî
÷èòàòåëþ).
Ýòî ïðèâîäèò ê èíâàðèàíòàì ãðóïï ãîìîëîãèé âïëîòü äî ñäâèãîâ
ãðàäóèðîâêè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êîíñòàíòû íîðìàëèçàöèè, ìû
ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíîñòü êîìïëåêñà Õîâàíîâà ïðè âòîðîì
Äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà Ω2.
Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ Ω2 âïîëíå
àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñ
ïîìîùüþ Ω2 íå ðàáîòàåò, ïîýòîìó ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ìåòîä
ñîêðàùåíèÿ, îïèñàííûé âûøå.
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Â ñëó÷àå òðåòüåãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà Ω3 ñèòóàöèÿ ñëîæíåå,
÷åì â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà Êàóôìàíà.
Çäåñü ó íàñ åñòü ñëåäóþùèå ëîêàëüíûå êàðòèíêè; ñì. ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3: Ïîâåäåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà ïðè Ω3
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Äàâàéòå âñïîìíèì äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè äëÿ ìíîãî÷ëåíà
Äæîíñà ñ îäíîé ïåðåìåííîé ïðè Ω3. Ñíà÷àëà ìû ñãëàæèâàåì îäíî
ïåðåñå÷åíèå, à çàòåì âèäèì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü ñëåäóåò èç
èíâàðèàíòíîñòè ïðè Ω2. Ïîâòîðèì ýòîò õîä: ðàññìîòðèì íàøè
òðåõìåðíûå êóáû è âîçüìåì èõ âåðõíèå ñëîè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ
äâèæåíèåì Ω2 (íèæíèå ñëîè ýòèõ êóáîâ ñîâïàäàþò).
Åñëè ìû ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè âûïîëíåíèè
äâèæåíèÿ Ω2, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé êîìïëåêñ.
Èñõîäíûé êîìïëåêñ C âûãëÿäèò êàê

[[ ]]{1} m−→ [[ ]]{2}
∆ ↑ ↑

[[ ]] −→ [[ ]]{1}

.
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Ýòîò êîìïëåêñ ñîäåðæèò ïîäêîìïëåêñ C′, êîòîðûé âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì

C′ =
[[ ]]v+{1} −→ [[ ]]{2}

↑ m ↑
0 −→ 0

Àöèêëè÷íîñòü êîìïëåêñà C′ î÷åâèäíà.
Ñîêðàòèâ êîìïëåêñ C íà C′, ìû ïîëó÷èì êîìïëåêñ

[[ ]]{1}/v+=0

m−→ 0

∆ ↑ ↑

[[ ]] −→ [[ ]]{1}

.
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Òåïåðü, åñëè ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé âåðõíåãî ñëîÿ,
ïîêàçàííîãî íà Ðèñ. 3, ìû óâèäèì, ÷òî êîìïëåêñ C′ ñîäåðæèò
ïîäêîìïëåêñ

C′′′ =

β −→ 0

∆ ↑
τ=d∗0∆−1

↘ ↑
α

d∗0−→ τβ,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì, ïîòîìó ÷òî ∆ ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì.
Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî

(C/C′)/C′′′ =
β −→ 0
↑ ↘ ↑
0 −→ γ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Çàìå÷àíèå 2.9

Îòîáðàæåíèå τ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì. Äàëåå äèàãîíàëüíàÿ
ñòðåëêà β = τβ îçíà÷àåò, ÷òî ìû îòîæäåñòâëÿåì äâà ýëåìåíòà êóáà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7: ïðîäîëæåíèå

Ïî ïðèíöèïó ñîêðàùåíèÿ ìû ìîæåì âûïîëíèòü ýòó îïåðàöèþ
(ñîêðàùåíèå íà C ′ è C ı, îïðåäåëåííûì äëÿ âåðõíèõ ñëîåâ 3-êóáà)
äëÿ äâóõ êóáîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. ?? (òîëüêî äëÿ èõ âåðõíèõ
ñëîåâ). Ïîëó÷åííûå êóáû ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.

0

0 0

0
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1 /v+=0

1= 1 1
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d2*01
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₼

₼

₼

₼

2

2= 2 2

2 /v+=0

Ðèñ. 4: Èíâàðèàíòíîñòü ïðè Ω3
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Òåïåðü ýòè äâà êîìïëåêñà ôàêòè÷åñêè èçîìîðôíû ïîñðåäñòâîì
îòîáðàæåíèÿ Y, êîòîðûé ñîõðàíÿåò íèæíèå ñëîè, ïîêàçàííûå íà
ðèñ. 4, íà ìåñòå è ïåðåìåùàåò âåðõíèå ñëîè, ñîïîñòàâëÿÿ ïàðó
(β1, γ1) ïàðå β2, γ2.
Òîò ôàêò, ÷òî Y äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ïðîñòðàíñòâ, î÷åâèäåí. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
èçîìîðôèçì êîìïëåêñîâ, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí êîììóòèðóåò
ñ îòîáðàæåíèÿìè ðåáåð. Â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî âåðòèêàëüíûå ðåáðà
òðåáóþò ïðîâåðêè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, à èìåííî, ÷òî
τ1 ◦ d1∗01 = d2∗01 è d1∗10 = τ2 ◦ d2∗10, îñòàâëåíî â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ. �
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Îïðåäåëåíèå 2.10

Íàçîâåì âûñîòîé h(Kh(K )) ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà çàöåïëåíèÿ K
ðàçíîñòü ìåæäó ñàìîé áîëüøîé è ñàìîé ìàëåíüêîé êâàíòîâîé
ãðàäóèðîâêîé íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â ìíîãî÷ëåíå Õîâàíîâà
çàöåïëåíèÿ K .

Âûñîòà ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà îïðàâäûâàåò îöåíêè, ïîëó÷åííûå èç
ðàçìàõà ñêîáêè Êàóôìàíà. Ïîñëåäíèé îòâå÷àåò çà íåñîêðàòèìîñòü
íà÷àëüíîãî è íàèìåíüøåãî ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè

〈L̄〉 = Σsa
α(s)−β(s)(−a2 − a−2)γ(s)−1,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì s äèàãðàììû L̄, â òî æå
âðåìÿ öåïè êîìïëåêñà Õîâàíîâà íàõîäÿòñÿ â åñòåñòâåííîì
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìîíîìàìè ñêîáêè,
óìíîæåííûìè íà (−a2 − a−2).
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Èç êîíñòðóêöèè ÿñíî, ÷òî

h(Kh(K ))− 2 ≥ span〈K 〉
2

.

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè ðàíåå, ìíîãî÷ëåí Õîâàíîâà (ñ ðàöèîíàëüíûìè
ãðóïïàìè ãîìîëîãèé) ñòðîãî ñèëüíåå ìíîãî÷ëåíà Äæîíñà. Ïðèìåð
äâóõ óçëîâ, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí Äæîíñà ñîâïàäàåò, à ãðóïïû
ãîìîëîãèé Õîâàíîâà � íåò, ïîêàçàí íà ðèñ. 5.

Ðèñ. 5: Q�ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ñèëüíåå ïîëèíîìà Äæîíñà

Óïðàæíåíèå 2

Ïðîâåðüòå íåðàâåíñòâî äëÿ äàííîãî ïðèìåðà.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé Óïðàæíåíèÿ

Ñîäåðæàíèå

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ñêîáêà Êàóôìàíà
Áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû

2 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
Êîìïëåêñ Õîâàíîâà
Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

3 Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà

4 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà

5 Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé

6 Óïðàæíåíèÿ
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Ìû îïèøåì íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ (òî÷íåå, ê îöåíêå)
ãîìîëîãèè Õîâàíîâà, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó íåêîòîðûå ñâîéñòâà
ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ñòàëè áîëåå ÿñíûìè.
Ñôîðìóëèðóåì ëåììó èç òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ,
ñì. [12].

Ëåììà 3.1

Ïóñòü C0 è C1 � ãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû, è Ci = Ai ⊕ Bi , ãäå
êîìïëåêñû Bi àöèêëè÷íû. Ïóñòü w : C0 → C1 � öåïíîå îòîáðàæåíèå,
ñîõðàíÿþùåå ãðàäóèðîâêó, è ïóñòü wAA : A0 → A1 � �÷àñòü�
îòîáðàæåíèÿ w ; ò.å. êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ w ñ åñòåñòâåííîé
ïðîåêöèåé è âëîæåíèåì. Ïóñòü A � êîíóñ íàä îòîáðàæåíèåì w , à B
� êîìïëåêñ âèäà B0 ⊕B1[1]. Òîãäà ãîìîëîãèè êîìïëåêñîâ C è A⊕B
ñîâïàäàþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå, îíî íå êàñàåòñÿ
"âíóòðåííåé"ñòðóêòóðû äèôôåðåíöèàëîâ â êîìïëåêñàõ Ai è Bi .
Ëåììà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.2
îá îñòîâíîì äåðåâå äëÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà.
Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà, âåäóùåãî ê
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ñîâïàäàåò ñ èäååé Òèñëòóýéòà, êîòîðóþ îí
èñïîëüçîâàë äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà ñêîáêè Êàóôìàíà:
íåîáõîäèìî âçÿòü áèôóðêàöèîííûé êóá è ðàçáèòü åãî íà íåáîëüøèå
ïîäêóáû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì èç ìíîæåñòâà V1 ñ îäíîé
îêðóæíîñòüþ. Ïîñëå ýòîãî ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü ãîìîëîãèè
Õîâàíîâà äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ïîäêóáîâ; ò.å. êîïèè ãðóïï ãîìîëîãèé
òðèâèàëüíîãî óçëà è ïîâòîðíî ïðèìåíèòü ê íèì ëåììó 3.1. Ìû
äîëæíû ïðèìåíÿòü ýòó ëåììó ïðè êàæäîì ðàçáèåíèè êóáà íà äâå
÷àñòè.
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Äàâàéòå îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ áîëåå ïîäðîáíî. Ìû ðàññìîòðèì
íåíîðìàëèçîâàííûé êîìïëåêñ Õîâàíîâà äëÿ ññûëêè. Â äàëüíåéøåì
ìû äîëæíû èñêëþ÷èòü "îáùèé íîðìàëèçóþùèé êîýôôèöèåíò"; ò.å.
ñäðèíóòü ãðàäóèðîâêè.
Ïóñòü K � äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ. Äàâàéòå ðàññìîòðèì åå
íåíîðìàëèçîâàííûé êóá áèôóðêàöèè [[K ]] ñ äèôôåðåíöèàëîì ∂.
Çàíóìåðóåì âñå ïåðåêðåñòêè K è ðàçäåëèì êóá [[K ]] ïîñëåäîâàòåëüíî
íà êóáèêè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé Òèñëòóýéòà. À èìåííî, íà
ïåðâîì øàãå ìû èññëåäóåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðâûé ïåðåêðåñòîê
ðàñïàäàþùèìñÿ (ìû íàçûâàåì ïåðåêðåñòîê ðàñïàäàþùèìñÿ, åñëè
ïðè óäàëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû äèàãðàììû ïîñëåäíÿÿ
ñòàíîâèòñÿ íåñâÿçíîé) è, åñëè îí íå ðàñïàäàþùèìñÿ, ìû ïåðåõîäèì
ê ðàññìîòðåíèþ äâóõ êóáîâ, ïîëó÷åííûõ èç [[K ]] ïóòåì ôèêñàöèè
ïåðâîé êîîðäèíàòû.
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Ýòè äâà êóáà ïðåäñòàâëÿþò íåíîðìàëèçîâàííûå êîìïëåêñû Õîâàíîâà
äëÿ äèàãðàìì K0 è K1, ïîëó÷åííûõ èç K ñãëàæèâàíèÿìè òèïà A è
B. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà äëÿ Ki èìååò íåêîòîðûé íàáîð ãðóïï
ãîìîëîãèé; åñëè ìû ðàññìîòðèì K0 è K1 êàê ñîñòàâíûå ÷àñòè
êîìïëåêñà Õîâàíîâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî K , ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûå
íîâûå äèôôåðåíöèàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ê ïåðåõîäó îò K0 ê K1.
Ëåììà 3.1 óòâåðæäàåò, ÷òî èñõîäíûé (íåíîðìàëèçîâàííûé)
êîìïëåêñ Õîâàíîâà äëÿ äèàãðàììû K èìååò òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è
êîìïëåêñ, ñîçäàííûé òîëüêî èç ãîìîëîãèé êîìïëåêñîâ K0 è K1 (à
òàêæå íåêîòîðàÿ àöèêëè÷åñêîé ÷àñòè).
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Äàëåå ìû ïðèìåíÿåì âòîðîé øàã: ðàññìàòðèâàåì êîìïëåêñû K0 è K1

(êàê ÷àñòè íîâîãî êîìïëåêñà, ãîìîëîãèè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ
ãîìîëîãèÿìè Õîâàíîâà çàöåïëåíèÿ K ) è èññëåäóåì, ðàñïàäàþòñÿ ëè
ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììû ïðè âòîðîì ïåðåêðåñòêå. Åñëè
íåêîòîðûå èç íèõ (ñêàæåì, K0) íå ðàñïàäàþòñÿ, òî ìû
ïåðåñòðàèâàåì êîìïëåêñ K0 è ïîëó÷àåì êîìïëåêñ òèïà
(K00 → K01)⊕ 〈àöèêëè÷åñêàÿ ÷àñòü〉.
Ìû ïðîäîëæàåì ïðîöåññ, ïîêà íå äîñòèãíåì äèàãðàììû ñî
ñãëàæåííûìè ïåðåêðåñòêàìè. Êàæäàÿ èç ýòèõ äèàãðàìì
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèâèàëüíûé óçåë; ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ìîæóò áûòü âû÷èñëåíû ñ
ïîìîùüþ êîìïëåêñà, ñîñòîÿùåãî èç ãîìîëîãèé òðèâèàëüíîãî óçëà.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà âûãëÿäèò òàê:

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
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Òåîðåìà 3.2

Íåíîðìàëèçîâàííûé êîìïëåêñ Õîâàíîâà çàöåïëåíèÿ K èçîìîðôåí
êîìïëåêñó, ãðóïïû öåïåé êîòîðîãî èìåþò âèä⊕

s∈V1

A[β(s) + w(Ks)]{β(s) + 2w(Ks)}, (3)

ãäå A � ãðóïïà ãîìîëîãèé òðèâèàëüíîãî óçëà.

Ïîçæå ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí êîìïëåêñ Âåðëè,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êîìïëåêñ, êâàçèèçîìîðôíûé êîìïëåêñó
Õîâàíîâà, ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíåãî îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìîé 3.2.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ñêîáêà Êàóôìàíà
Áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû

2 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
Êîìïëåêñ Õîâàíîâà
Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

3 Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà

4 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà

5 Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé

6 Óïðàæíåíèÿ

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
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Òåîðèÿ Õîâàíîâà äëÿ óçëîâ íå óíèêàëüíà ïðè ðàññìîòðåíèè òîãî,
÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñêîáêè Êàóôìàíà è (àíòè)êîììóòàòèâíîãî
êóáà ñîñòîÿíèé. Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îáîáùåíèþ òåîðèè
Õîâàíîâà, èñïîëüçóþùåé ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà.

Ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà

Ïóñòü R, A � êîììóòàòèâíûå êîëüöà è ïóñòü ι : R → A âëîæåíèå
êîëåö, òàêîå ÷òî ι(1) = 1. Ôóíêòîð îãðàíè÷åíèÿ, ïåðåâîäÿùèé
A-ìîäóëè â R-ìîäóëè, èìååò ïðàâûé è ëåâûé ñîïðÿæåííûå
ôóíêòîðû: ôóíêòîð èíäóêöèè Ind(M) = A⊗R M è ôóíêòîð
êîèíäóêöèè CoInd(M) = HomR(A,M). Ãîâîðÿò, ÷òî ι �
Ôðîáåíèóñîâî îòîáðàæåíèå, åñëè ôóíêòîðû èíäóêöèè è êîèíäóêöèè
ñîâïàäàþò. Ýêâèâàëåíòíî, âëîæåíèå ι Ôðîáåíèóñîâî, åñëè ôóíêòîð
îãðàíè÷åíèÿ èìååò äâóñòîðîííèé äâîéñòâåííûé ôóíêòîð. Â ýòîì
ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî A ÿâëÿåòñÿ Ôðîáåíèóñîâûì
ðàñøèðåíèåì íàä R ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ι.
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4.1 ([13])

Âëîæåíèå ι ÿâëÿåòñÿ Ôðîáåíèóñîâûì, åñëè ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ
A-áèìîäóëåé ∆: A 7→ A⊗R A è îòîáðàæåíèÿ R-ìîäóëåé ε : A 7→ R,
òàêèå ÷òî ∆ � êîàññîöèàòèâíîå è êîêîììóòàòèâíîå êîóìíîæåíèå, à
(ε⊗ Id)∆ = Id .

Ôðîáåíèóñîâî ðàñøèðåíèå ñ çàäàííûìè îòîáðàæåíèÿìè ε è ∆
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç F = (R,A, ε,∆) è íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé
Ôðîáåíèóñà, [13].

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
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Ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà óäîáíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ãîìîëîãèé
Õîâàíîâà ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Â ìîäóëå A, îïðåäåëåííîì íàä
êîëüöîì R, åñòü äâå åñòåñòâåííûå îïåðàöèè: óìíîæåíèå è
êîóìíîæåíèå, îïåðàöèÿ ∆.
Ìû ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü ýòè îïåðàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè
ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ çàöåïëåíèé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî
ñëó÷àåì êîììóòàòèâíûõ êîëåö; áîëåå òîãî, ìû îïóñòèì îïåðàòîð ε
(ýòîò îïåðàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ
êîáîðäèçìîâ è äîêàçàòåëüñòâà ôóíêòîðèàëüíîñòè). Äàëåå ìû
ñëåäóåì ñòàòüå [8] Õîâàíîâà.
Êîíñòðóêöèÿ Õîâàíîâà äëÿ ðàñøèðåíèé Ôðîáåíèóñà

Êàê áûëî îïèñàíî ðàíåå, ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿ Õîâàíîâà ñòðîèòñÿ íàä
íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì R ( íàïðèìåð, êîëüöîì Z èëè
ïîëåì Q, èëè ïîëåì Zp); çäåñü ñ ãîìîëîãèè òðèâèàëüíîãî óçëà
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàäóèðîâàííûé äâóìåðíûé ìîäóëü A íàä ýòèì
êîëüöîì, ñ îáðàçóþùèìè v+ è v−, èìåþùèìè ãðàäóèðîâêè +1 è −1
ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëåíû äâà îòîáðàæåíèÿ: óìíîæåíèå m è
êîóìíîæåíèå ∆. Åñëè ñäâèíóòü ãðàäóèðîâêè âåêòîðîâ, òî ìîæíî
óñòàíîâèòü deg v+ = 0, deg v− = 2. Òîãäà ýëåìåíò v+ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíèöó (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç 1, à v− îáîçíà÷èì
÷åðåç X ), à îïðåäåëåííûå ðàíåå óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå
ïðåâðàùàþò ìîäóëü A â àëãåáðó Õîïôà íàä R, â êîòîðîì óìíîæåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè X 2 = 0, è êîóìíîæåíèå âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∆(1) = 1⊗ X + X ⊗ 1, ∆(X ) = X ⊗ X .
Â [8] Õîâàíîâ ðåøèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè óñëîâèå äëÿ ïàðû
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ (A,R), ÷òîáû ïîëó÷èòü òåîðèþ ãîìîëîãèè
çàöåïëåíèé, ãäå R � áàçîâîå êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ, à A
(íåêîòîðàÿ àëãåáðà Õîïôà íàä R) � ãîìîëîãèè òðèâèàëüíîãî óçëàþ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì êóá ñîñòîÿíèé, ñ âåðøèíàìè,
êîòîðûì ñîïîñòàâëåíû òåíçîðíûå ñòåïåíè A (íàä R), ñ ïîêàçàòåëåì
ñòåïåíè, ðàâíûì êîëè÷åñòâó îêðóæíîñòåé â äàííîì ñîñòîÿíèè, è
îïðåäåëÿåì ÷àñòíûå äèôôåðåíöèàëû ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ è
êîóìíîæåíèÿ, à çàòåì äîáàâëÿåì çíàêè íà ðåáðàõ è íîðìàëèçóåì
âñþ êîíñòðóêöèþ ïóòåì ñäâèãà ãðàäóèðîâîê.
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Õîâàíîâ ïîêàçàë, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü ïðè ïåðâîì äâèæåíèè
Ðåéäåìåéñòåðà òðåáóåò, ÷òîáû A áûë äâóìåðíûì êàê R-ìîäóëü, è
äàë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé
òåîðèè ãîìîëîãèé äëÿ çàöåïëåíèé.
Â òîé æå ñòàòüå [8] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ òåîðèÿ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ îïåðàöèé (èçìåíåíèå áàçû,
ñêðó÷èâàíèå è äâîéñòâåííîñòü) èç ñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ:

1 R = Z[h, t],

2 A = R[X ]/(X 2 − hX − t),

3 deg X = 2, deg h = 2, deg t = 4,

4 ∆(1) = 1⊗ X + X ⊗ 1− h1⊗ 1,

5 ∆(X ) = X ⊗ X + t1⊗ 1.

Êàê ìû âèäèì, óìíîæåíèå â àëãåáðå A ñîõðàíÿåò ãðàäóèðîâêó, à
êîóìíîæåíèå ïîâûøàåò åå íà äâà.
Ìû îïóñêàåì íîðìàëèçàöèè, ðåãóëèðóþùèå ýòè ãðàäóèðîâêè.
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Ìû íàçîâåì ýòó êîíñòðóêöèþ óíèâåðñàëüíîé (R,A)-êîíñòðóêöèåé.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìîëîãèè (êëàññè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ)
çàöåïëåíèé K áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç KhU(K ).
Ì. Õîâàíîâ äîêàçàë, ÷òî âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè âûòåêàþò èç
óíèâåðñàëüíîé êîíñòðóêöèè. Ñíà÷àëà îí èññëåäóåò ðàñøèðåíèÿ
Ôðîáåíèóñà äëÿ èíâàðèàíòíîñòè ïîëó÷åííîé òåîðèè ãîìîëîãèé ïðè
ïåðâîì êëàññè÷åñêîì äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà Ω1. Ýòî ïðèâîäèò åãî
ê äâóìåðíîìó A êàê R-ìîäóëþ.
Ïîçæå Ì. Õîâàíîâ ðàññìàòðèâàåò óíèâåðñàëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
êîíñòðóêöèþ Áàð-Íàòàíà [4] è ñòðîèò ôóíêòîð èç òîïîëîãè÷åñêîé
êàòåãîðèè Áàð-Íàòàíà â êàòåãîðèþ ðàñøèðåíèé Ôðîáåíèóñà âòîðîãî
ðàíãà. Ïîñòðîåííûé ôóíêòîð íå ÿâëÿåòñÿ íè èíúåêòèâíûì, íè
ñþðúåêòèâíûì, íî îí îáëàäàåò âñåìè íóæíûìè ñâîéñòâàìè,
íåîáõîäèìûìè äëÿ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé
Ðåéäåìåéñòåðà.
Òàêèì îáðàçîì, Ì. Õîâàíîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå ðàñøèðåíèå
Ôðîáåíèóñà âòîðîãî ðàíãà, êàê óêàçàíî âûøå, îïðåäåëÿåò
ýêñòðàîðäèíàðíóþ òåîðèþ ãîìîëîãèé çàöåïëåíèé. Îí ïîêàçûâàåò
òàêæå, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ òåîðèÿ áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü
ñâåäåíà ê óíèâåðñàëüíîé òåîðèè, îïèñàííîé âûøå.
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Ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè êîíñòðóêöèé Õîâàíîâà è
Áàð-Íàòàíà. Ìû ïðîñòî ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíóþ
(R,A)-êîíñòðóêöèþ.
Òàêæå îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî Ì. Õîâàíîâ òàêæå èçó÷àë
ôóíêòîðèàëüíîñòü ñâîåé íîâîé òåîðèè ãîìîëîãèé, íàïðèìåð, åå
"õîðîøåå ïîâåäåíèå"ïðè êîáîðäèçìàõ (ïðîåêòèâíàÿ
ôóíêòîðèàëüíîñòü). Ñ ýòîé öåëüþ, ïîìèìî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è
êîóìíîæèòåëüñòâ, îí òàêæå îïðåäåëèë îòîáðàæåíèå åäèíèöû è
êîåäèíèöû è èõ òðàíñôîðìàöèè; ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ ýòîé òåìû.

Ëåêöèÿ. Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ñêîáêà Êàóôìàíà
Áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû

2 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
Êîìïëåêñ Õîâàíîâà
Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

3 Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà

4 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà

5 Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé

6 Óïðàæíåíèÿ
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Ïðè êëàññèôèêàöèè è ñîñòàâëåíèè òàáëèö óçëîâ âàæíûì øàãîì
ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äèàãðàìì, èìåþùèõ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ïåðåñå÷åíèé. Îäíèì èç ãëàâíûõ äîñòèæåíèé â ðàçâèòèè òåîðèè
óçëîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Êàóôìàíà-Ìóðàñóãè-Òèñëòóýéòà
(òåîðåìà 5.1) è êëàññèôèêàöèÿ àëüòåðíèðîâàííûõ çàöåïëåíèé ïî
Ìåíàñêî è Òèñëòóýéò [14], ñëåäóþùàÿ èç ýòîé òåîðåìû. (Ýòà
òåîðåìà ïðåäñòàâëåíà â ëåêöèè 2.)

Òåîðåìà 5.1 (òåîðåìà Êàóôìàíà-Ìóðàñóãè-Òèñëòóýéòà)

Äëèíà ïîëèíîìà Äæîíñà çàöåïëåíèÿ ñî ñâÿçíîé òåíüþ ìåíüøå èëè
ðàâíà ÷èñëó ïåðåêðåñòêîâ n. Ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ
àëüòåðíèðîâàííûõ äèàãðàìì áåç òî÷åê ðàñïàäåíèÿ è ñâÿçàííûõ ñóìì
èç íèõ.
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Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùèå
ìèíèìàëüíîñòü âèðòóàëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ äèàãðàìì, ñì.
òàêæå [15, 16]. Íåðàâåíñòâî span 〈K 〉 6 4n + 2(χ− 2) íà âèðòóàëüíîé
äèàãðàììå K ñ n ïåðåêðåñòêàìè è àòîìîì ñ Ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêîé χ ïîçâîëèëè äîêàçàòü ìèíèìàëüíîñòü â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íå ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà.
Åñëè íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, òî äëÿ óìåíüøåíèÿ
÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ìû äîëæíû óâåëè÷èòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó
àòîìà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óìåíüøèòü åãî ðîä. Îêàçûâàåòñÿ,
èñïîëüçóÿ ãîìîëîãèè Õîâàíîâà, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ïî ðîäó
àòîìîâ, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óâèäåòü, ÷òî ýòîò ðîä íåëüçÿ
óìåíüøèòü. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäûäóùèå àðãóìåíòû âìåñòå ñ
ìèíèìàëüíîñòüþ ðîäà ïðèâîäÿò ê ìèíèìàëüíîñòè äèàãðàììû.
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Ñíà÷àëà ìû óïîìÿíåì òåîðåìó î ñòÿãèâàþùåì äåðåâå äëÿ ãîìîëîãèé
Õîâàíîâà, íåçàâèñèìî äîêàçàííóþ Ñ.Âåðëè [12] è À.Øàìïàíåðêàðîì
è Äæ.Êîôìàíîì [17].
Òî÷íåå, â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ãîìîëîãèè Õîâàíîâà èçîìîðôíû
ãîìîëîãèÿì îïðåäåëåííîãî êîìïëåêñà. Ïóñòü V1(K ) � ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé ñ îäíîé îêðóæíîñòüþ äèàãðàììû K .
Èç ýòîãî ñëåäóåò îáîáùåíèå òåîðåìû 3.2.

Ëåììà 5.2

Íåíóëåâûå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Kh(K ) ìîãóò èìåòü ãðàäóèðîâêè
òîëüêî âèäà (C1 + β − w ,C2 + β − 2w ± 1), ãäå w ïðèíàäëåæèò
íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó, β ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
çíà÷åíèé β(s) äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé s ∈ V1(K ), à C1, C2 � íåêîòîðûå
êîíñòàíòû.
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Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î
òîëùèíå ãîìîëîãèé Õîâàíîâà (òîëùèíà áûëà âïåðâûå ââåäåíà
Øóìàêîâè÷åì [Shu2, Shu3]).
Ðàññìîòðèì äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ K è åå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà íàä
íåêîòîðûì íåãðàäóèðîâàííûì êîëüöîì R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tmax è
tmin ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ 2x − y ïî âñåì ïàðàì
x , y òàêèì, ÷òî ãðóïïà ãîìîëîãèé K ñ ãðàäóèðîâêîé (x , y)
íåòðèâèàëüíà.

Îïðåäåëåíèå 5.3

Òîëùèíîé TR(K ) êîìïëåêñ Õîâàíîâà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
(tmax − tmin)/2 + 1.

Çàìå÷àíèå 5.4

TR(K ) � öåëîå ÷èñëî äëÿ âñåõ çàöåïëåíèé.
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Äàëåå äèàãîíàëüþ ìû íàçîâåì íàáîð ïàð öåëûõ ÷èñåë (x , y), äëÿ
êîòîðûõ ÷èñëî 2x − y ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ñðåäè äèàãîíàëåé åñòü
êðàéíÿÿ ëåâàÿ è êðàéíÿÿ ïðàâàÿ, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî 2x − y
ìèíèìàëüíî è ìàêñèìàëüíî ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì,
òîëùèíà èçìåðÿåò êîëè÷åñòâî äèàãîíàëåé ìåæäó äâóìÿ êðàéíèìè
äèàãîíàëÿìè.

Îïðåäåëåíèå 5.5

Òîëùèíîé (øèðèíîé) T (K ) äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ K íàçîâåì
ìàêñèìàëüíóþ òîëùèíó TR(K ) äëÿ âñåõ êîëåö R.

Èç ëåììû 5.2 è îïðåäåëåíèÿ àòîìà ñëåäóåò.

Ëåììà 5.6

Äëÿ ëþáîé äèàãðàììû K (ñî ñâÿçàííûì àòîìîì) çàöåïëåíèÿ èìååì
:T (K ) 6 g(K ) + 2, ãäå g(K ) - ðîä àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùèé K .
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Îïðåäåëåíèå 5.7

Íàçîâåì äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ K 2-ïîëíîé, åñëè T (K ) = g(K ) + 2.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îöåíêè ÷èñëà äèàãîíàëåé êîìïëåêñà Âåðëè (ñì.
Òåîðåìó 3.2) íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü äèàïàçîí ÷èñåë β(s) ïî âñåì
ñîñòîÿíèÿì s ∈ V1(L). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå äèàãðàìì
àëüòåðíèðîâàííûõ çàöåïëåíèé âñå ýòè ÷èñëà ðàâíû äðóã äðóãó (ýòî
ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ äâóõ äèàãîíàëåé tmax è tmin òàêèõ, ÷òî
tmax = tmin + 2), â ñëó÷àå àòîìû ñ ðîä îäíî ÷èñëî β(s) ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ + 1, + 2 äëÿ íåêîòîðîãî ; â ñëó÷àå àòîìîâ ñ Ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêîé χ îíè ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå îò
íåêîòîðîãî ÷èñëà x äî x + (2− χ).
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Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 5.8

Ïóñòü T (K ) = g + 2, span 〈K 〉 = s. Òîãäà ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ ëþáîé
ñâÿçíîé äèàãðàììû, ýêâèâàëåíòíîé K , íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
s/4 + g .
Â ÷àñòíîñòè , åñëè äèàãðàììà ñ n ïåðåêðåñòêàìè è àòîìîì ñ ðîäîì
g ÿâëÿåòñÿ 1-ïîëíîé è 2-ïîëíîé,, òî îíà ìèíèìàëüíà.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âñå äèàãðàììû, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ äâà ñâîéñòâà �åñòåñòâåííîé íåðåäóöèðóåìîñòè� (ïðè
ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà ñêîáêè Êàóôìàíà íà÷àëüíûå è ìëàäøèå
÷ëåíû íå ðàâíû íóëþ, à â êîìïëåêñå Âåðëè êàæäàÿ èç äâóõ êðàéíèõ
äèàãîíàëåé èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò
ãîìîëîãèé Õîâàíîâà), ìèíèìàëüíû.
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Ñîäåðæàíèå

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ñêîáêà Êàóôìàíà
Áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû

2 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà
Êîìïëåêñ Õîâàíîâà
Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Õîâàíîâà

3 Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ìíîãî÷ëåíà Õîâàíîâà

4 Ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è ðàñøèðåíèÿ Ôðîáåíèóñà

5 Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé

6 Óïðàæíåíèÿ
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Óïðàæíåíèÿ

1 ßâíî âû÷èñëèòü öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà äëÿ
çàöåïëåíèÿ Õîïôà.

2 Âû÷èñëèòü öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà äëÿ
òðèëèñòíèêà. Åñòü ëè ó íèõ êðó÷åíèå?

3 Âû÷èñëèòü öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà äëÿ óçëà
âîñüìåðêà.
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