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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óçëû êàê âëîæåíèÿ îêðóæíîñòè â òðåõìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.1

Îïðåäåëèì n-ñåêóùóþ ëèíèþ óçëà K êàê îðèåíòèðîâàííóþ ïðÿìóþ,
ïåðåñåêàþùóþ K ðîâíî â n òî÷êàõ. n-ñåêàíòîé íàçûâàåòñÿ
óïîðÿäî÷åííûé íàáîð n òî÷åê íà óçëå K (íèêàêèå äâå èç íèõ íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîëèíåéíîé äóãå óçëà K ), êîòîðûå â çàäàííîì
ïîðÿäêå ëåæàò íà n-ñåêóùåé ëèíèè.

Áóäåì íàçûâàòü 2-ñåêàíòû ïðîñòî ñåêàíòàìè, 3-ñåêàíòû
òðèñåêàíòàìè, à 4-ñåêàíòû êâàäðèñåêàíòàìè.
Ìíîæåñòâî n-ñåêàíò ðàâíî Sn = K n \ ∆̃, ãäå ∆̃ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
íàáîðîâ èç n òî÷åê, â êîòîðûõ íåêîòîðàÿ ïàðà òî÷åê çàäàåò îòðåçîê,
öåëèêîì ëåæàùèé â K .
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Òèïû òðèñåêàíò

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òðèñåêàíò óçëà ÷åðåç T ⊂ K 3 \ ∆̃. Ó ëþáîé
òðèñåêàíòû abc ìîæåò áûòüöèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêà â çàâèñèìîñòè îò
îðèåíòàöèè óçëà. Îáîçíà÷èì èõ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå: abc èëè acb, è íàçîâåì ïðÿìûì è
îáðàòíûì ïîðÿäêîì ñîîòâåòñòâåííî. Äâà òèïà òðèñåêàíò èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 1. Èçìåíåíèå îðèåíòàöèè óçëà íà ïðîòèâîïîëîæíîå ìåíÿåò
òèï òðèñåêàíòû.

a b c a b c

Ðèñ. 1: Îáðàòíàÿ (ñëåâà) è ïðÿìàÿ (ñïðàâà) òðèñåêàíòû

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðÿìûõ òðèñåêàíò ÷åðåç T d , à îáðàòíûõ
òðèñåêàíò � ÷åðåç T r . ßñíî, ÷òî T d ∩ T r = ∅. Èçìåíåíèå
îðèåíòàöèè óçëà èëè ñåêóùåé ïåðåñòàâëÿåò ìíîæåñòâà T d è T r .
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Òèïû êâàäðèñåêàíò

Òî÷êè êâàäðèñåêàíòû abcd âñòðå÷àþòñÿ íà óçëå K â íåêîòîðîì
öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå. Èìååòñÿ 3 ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêà òî÷åê êâàäðèñåêàíòû
íà óçëå, åñëè íå ó÷èòûâàòü îðèåíòàöèþ óçëà K . Êàæäûé ïîðÿäîê çàäàåòñÿ
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíûì ïðåäñòàâèòåëåì (òèïîì) abcd , abdc èëè
acbd .

a b c d a b c d a b c d

Ðèñ. 2: Ïðîñòàÿ, ïåðåâåðíóòàÿ è àëüòåðíèðîâàííàÿ êâàäðèñåêàíòû

Îïðåäåëåíèå 1.2

Êâàäðèñåêàíòû òèïîâ acbd , abcd è abdc íàçûâàþòñÿ àëüòåðíèðîâàííûìè,

ïðîñòûìè è ïåðåâåðíóòûìè êâàäðèñåêàíòàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ðàññìîòðåíèè êâàäðèñåêàíò abcd ìû áóäåì, êàê ïðàâèëî,

îðèåíòèðîâàòü óçåë K òàê, ÷òîáû b ∈ γad . Òîãäà öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê

òî÷åê íà K áóäåò abcd , abcd èëè acbd â çàâèñèìîñòè îò òèïà.
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Ñóùåñòâåííûå ñåêàíòû

Îïðåäåëåíèå 1.3

Ïóñòü α, β è γ � òðè ïðîñòûå êðèâûå ñ êîíöàìè a è b, îáðàçóþùèå
çàóçëåííûé Θ-ãðàô, ñì. ðèñ. 3. Ïóñòü X = R3 \ (α ∪ γ), è δ �
êðèâàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ α ∪ β â X . (Ïîä ïàðàëëåëüíîñòüþ ìû
ïîíèìàåì, ÷òî α ∪ β è δ îãðàíè÷èâàþò âëîæåííîå êîëüöî â X .) Ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî δ ãîìîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíî â X , ò.å. èíäåêñ
çàöåïëåíèÿ δ è α ∪ γ ðàâåí íóëþ. Ïóñòü h = h(α, β, γ) ∈ π1(X ) �
(ñâîáîäíûé )ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ êðèâîé δ. Òîãäà íàçîâåì òðîéêó
(α, β, γ) íåñóùåñòâåííîé, åñëè êëàññ h òðèâèàëåí. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå òðîéêà (α, β, γ) íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îðèåíòèðîâàííàÿ òðîéêà (α, β, γ) íåñóùåñòâåííàÿ,
åñëè ñóùåñòâóåò äèñê D ñ êðàåì α ∪ β, íå èìåþùèé âíóòðåííèõ
ïåðåñå÷åíèé ñ óçëîì α ∪ γ (äîïóñêàþòñÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèñêà D è
âíóòðåííèå åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ β).
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Ñóùåñòâåííûå ñåêàíòû
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Ðèñ. 3: Â çàóçëåííîì Θ-ãðàôå α ∪ β ∪ γ, òðîéêà (α, β, γ) ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííîé. ×òîáû ýòî óâèäåòü, ðàññìîòðèì êðèâóþ δ, ïàðàëëåëüíóþ
α ∪ β è èìåþùóþ íóëåâîé èíäåêñ çàöåïëåíèÿ ñ α ∪ γ, è çàìåòèì, ÷òî îíà
ãîìîòîïè÷åñêè íåòðèâèàëüíà â äîïîëíåíèè R3 \ (α ∪ γ). Íà ðèñóíêå β �
ýòî îòðåçîê ab, òàê ÷òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äóãà α = γab óçëà α ∪ γ
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé.
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Ñóùåñòâåííûå ñåêàíòû

Ïóñòü a, b ∈ K . Îáîçíà÷èì äóãó óçëà îò òî÷êè a äî b (ñîãëàñíî
îðèåíòàöèè óçëà) ÷åðåç γab, è åå äëèíó � ÷åðåç `ab. Ñåêàíòó îò a äî
b îáîçíà÷èì ÷åðåç ab.

Îïðåäåëåíèå 1.4

1. Ïóñòü óçåë K íåòðèâèàëåí, a, b ∈ K è ` = ab. Íàçîâåì äóãó γab
ñóùåñòâåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ε-âîçìóùåíèå `′

îòðåçêà ` (ñ òåìè æå êîíöàìè), òàêîå ÷òî K ∪ `′ îáðàçóþò Θ-ãðàô,
äëÿ êîòîðîãî òðîéêà (γab, `

′, γba) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé.
2. Ñåêàíòà ab óçëà K íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè îáå äóãè γab è
γba ñóùåñòâåííûå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñåêàíòà ÿâëÿåòñÿ
íåñóùåñòâåííîé. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ ñåêàíò ÷åðåç
ES ⊂ S .
3. Íàçîâåì n-ñåêàíòó a1a2 . . . an ñóùåñòâåííîé, åñëè ñåêàíòà aiai+1

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé äëÿ êàæäîãî i , òàêîãî ÷òî íà îäíîé èç äóã
γaiai+1 èëè γai+1ai íåò äðóãèõ òî÷åê aj .
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Ñóùåñòâîâàíèå êâàäðèñåêàíò

Òåîðåìà (E. Pannwitz, 1933)

Â êàæäîì íåòðèâèàëüíîì óçëå ïîëèãîíàëüíîì óçëå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ èìååòñÿ íå ìåíåå 2u2 êâàäðèñåêàíò, ãäå u � ÷èñëî
çàóçëåííîñòè (unknotting number).

Òåîðåìà (G. Kuperberg, 1994)

Ó ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ãëàäêîãî óçëà åñòü ñóùåñòâåííàÿ
êâàäðèñåêàíòà.

Òåîðåìà (E. Denne, 2004)

Ó ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ãëàäêîãî óçëà åñòü õîòÿ áû îäíà
àëüòåðíèðîâàííàÿ êâàäðèñåêàíòà.

Òåîðåìà (A. Cruz-Cota and T. Ramirez-Rosas, 2015)

Ïóñòü K � ïîëèãîíàëüíûé óçåë îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ n ðåáðàìè.
Òîãäà K èìååò íå áîëåå n

12
(n − 3)(n − 4)(n − 5) êâàäðèñåêàíò.
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Òåîðåìà 2.1 (E. Denne, 2004)

Ó ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî óçëà åñòü õîòÿ áû îäíà àëüòåðíèðîâàííàÿ
êâàäðèñåêàíòà.

Çàìå÷àíèå 2.2

Çàìåòèì, ÷òî êâàäðèñåêàíòà âîçíèêàåò, êîãäà åñòü íåñêîëüêî
òðèñåêàíò ñ îáùèìè òî÷êàìè. Êâàäðèñåêàíòà abcd ñîäåðæèò ÷åòûðå
òðèñåêàíòû: (1)abc, (2)abd , (3)acd , (4)bcd . Ïàíâèö [Pann] äîêàçàëà
ñóùåñòâîâàíèå êâàäðèñåêàíòû, ðàññìàòðèâàÿ ïàðû òðèñåêàíò (1)abc
è (3)acd . Êóïåðáåðã [Kup] äîêàçàë, ÷òî êâàäðèñåêàíòû ñóùåñòâóþò,
èñïîëüçóÿ ïàðû òðèñåêàíò (2)abd è (3)acd . Øìèòö [Schm]
äîêàçûâàë ñóùåñòâîâàíèå àëüòåðíàòèâíûõ òðèñåêàíò, ðàññìàòðèâàÿ
ñåìåéñòâà (1)abc è (2)abd , îäíàêî â åãî äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûå
êâàäðèñåêàíû ìîãóò âûðîäèòüñÿ â òðèñåêàíòó. Äàëåå áóäåò
èñïîëüçîâàí ïîäõîä Øìèòöà.
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Ñóùåñòâîâàíèå òðèñåêàíò

Ëåììà 2.3 ([Pann])

Êàæäàÿ òî÷êà íåòðèâèàëüíîãî óçëà K ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé òî÷êîé
íåêîòîðîé òðèñåêàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü òî÷êà a ∈ K íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé òî÷êîé íèêàêîé òðèñåêàíòû.
Òîãäà îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ ab, b ∈ K , ÿâëÿåòñÿ äèñêîì ñ êðàåì K .
Åñëè äâå õîðä ab è ac ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, îòëè÷íîé îò a, òî îäíà
èç íèõ ëåæèò â äðóãîé. Òîãäà îíè îáðàçóþò òðèñåêàíòó (abc
èëè acb), ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, äèñê ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì,
à çíà÷èò, óçåë K òðèâèàëåí.
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Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ π12 : K 3 → K 2, π12(xyz) = xy , è ïóñòü
T = π12(T ) ⊂ S îáðàç ìíîæåñòâà òðèñåêàíò T . Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ T d := π12(T d) è T r := π12(T r ).

Ëåììà 2.4

Ïóñòü ab ∈ T d ∩ T r â S . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè c , d ,
òàêèå ÷òî abc ∈ T r è abd ∈ T d . Òîãäà ëèáî abcd , ëèáî abdc �
àëüòåðíèðîâàííàÿ êâàäðèñåêàíòà.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå àëüòåðíèðîâàííîé
êâàäðèñåêàíòû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî T d ∩ T r 6= ∅ in S . Äëÿ
ýòîãî ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîëèãîíàëüíûå óçëû îáùåãî
ïîëîæåíèÿ. Ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå àëüòåðíèðîâàííîé
êâàäðèñåêàíòû äëÿ òàêèõ óçëîâ, à çàòåì, èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä, ðàñïðîñòðàíèì ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå óçëû.
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Ïîëèãîíàëüíûé óçåë îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.5

Ïîëèãîíàëüíûé óçåë K â R3 íàçûâàåòñÿ óçëîì â îáùåì ïîëîæåíèè,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

Íèêàêèå ÷åòûðå âåðøèíû óçëà K íå êîìïëàíàðíû, íèêàêèå òðè
âåðøèíû íå êîëëèíåàðíû.

Äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð óçëà K , íå
ñóùåñòâóåò äðóãîãî ðåáðà K , ëåæàùåãî â êâàäðèêå, ïîðîæäåííîé
ýòèìè ðåáðàìè.

Íå ñóùåñòâóåò n-ñåêàíò äëÿ n ≥ 5.

Óòâåðæäåíèå 2.6

Ìíîæåñòâî ïîëèãîíàëüíûõ óçëîâ â îáùåì ïîëîæåíèè ñ n âåðøèíàìè
îòêðûòî è ïëîòíî â R3n.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Òðèñåêàíòû â ïîëèãîíàëüíîì óçëå: ñìåæíûå ðåáðà

Ïóñòü ei è ei+1 � ñìåæíûå ðåáðà óçëà. Åñëè íåêîòîðîå ðåáðî ej óçëà
ïåðåñåêàåò îïðåäåëåííóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè, ïîðîæäåííîé ei è ei+1,
âîçíèêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðèñåêàíò. Ýòî ñåìåéñòâî
ãîìåîìîðôíî [0, 1] èëè [0, 1) â çàâèñèìîñòè îò îáëàñòè, êîòîðóþ
ïåðåñåêàåò ej (ñì. ðèñ. 6). Êâàäðèñåêàíòà ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà
÷åòâåðòîå ðåáðî ïåðåñåêàåò îäíó èç òðèñåêàíò. Ïî óñëîâèþ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ äâà íåñìåæíûõ ðåáðà íå ìîãóò áûòü êîìïëàíàðíûìè,
òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå åñòü íå áîëåå îäíîé êâàäðèñåêàíòû.

ei ei+1
ei

ei+1
ej ek

*
* *

**

Ðèñ. 4: Ïëîñêîñòü ïîðîæäåíà ðåáðàìè ei , ei+1. Òðèñåêàíòà, ïåðåñåêàþùàÿ
ðåáðà ei , ei+1 ñóùåñòâóåò, òîëüêî åñëè òðåòüå ðåáðî ïåðåñåêàåò îäíó èç
ïÿòè îáëàñòåé, ïîìå÷åííûõ (*). Ñåìåéñòâî òðèñåêàíò, ïåðåñåêàþùèõ
ei , ei+1, ej , ãîìåîìîðôíî [0, 1]; à ñåìåéñòâî òðèñåêàíò, ïåðåñåêàþùèõ
ei , ei+1, ek , ãîìåîìîðôíî [0, 1).

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Òðèñåêàíòû â ïîëèãîíàëüíîì óçëå: ñêðåùèâàþùèåñÿ

ðåáðà

Òðîéêà ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ l1, l2, l3 çàäàåò
åäèíñòâåííóþ êâàäðèêó, ëèíåé÷àòóþ ïîâåðõíîñòü H (ñì. ðèñ. 5). Ýòî
ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (åñëè òðè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû
îäíîé ïëîñêîñòè), ëèáî îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä. Íà ïîâåðõíîñòè
H åñòü äâà ñåìåéñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ. Ïðÿìûå l1, l2, l3
ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñåìåéñòâó îáðàçóþùèõ, à ëþáàÿ ïðÿìàÿ,
ïåðåñåêàþùàÿ èõ, ïðèíàäëåæèò äðóãîìó ñåìåéñòâó. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòâåðòàÿ ïðÿìàÿ l4, ïåðåñåêàþùàÿ H, äàåò îäíó èëè äâå ïðÿìûå,
ïåðåñåêàþùèå l1, l2, l3 è l4.

Ðèñ. 5: Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä è ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Ìíîæåñòâî òðèñåêàíò

Óòâåðæäåíèå 2.7

Ïóñòü K � íåòðèâèàëüíûé ïîëèãîíàëüíûé óçåë â îáùåì ïîëîæåíèè.
Òîãäà çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òðèñåêàíò T � êîìïàêòíîå îäíîìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, âëîæåííîå â K 3 êóñî÷íî-ãëàäêî, òàê ÷òî
T ⊂ K 3 \ ∆̃ è ∂T ⊂ ∆. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà T ÿâëÿåòñÿ
ëèáî ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé, ëèáî ïðîñòîé îòêðûòîé äóãîé.

Óòâåðæäåíèå 2.8

Ïóñòü K � íåòðèâèàëüíûé ïîëèãîíàëüíûé óçåë â îáùåì ïîëîæåíèè.
Òîãäà ïðîåêöèÿ πij (1 ≤ i < j ≤ 3) çàäàåò êóñî÷íî-ãëàäíîå
ïîãðóæåíèå T â ìíîæåñòâî ñåêàíò S , ïðè÷åì T = πij(T )
ñàìîïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî â òðàíñâåðñàëüíûõ äâîéíûõ òî÷êàõ.

Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ñåêàíò S : S = (K 2 \ ∆̃)∪ ∆̃+∪ ∆̃−,
ãäå ∆̃− = {(a, b) ∈ K 2 | γab = ab} è ∆̃+ = {(a, b) ∈ K 2 | γba = ba}.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Ãðàíèöà ìíîæåñòâà òðèñåêàíò

v

v v

v

e1
e2

e3

x
y p

p p

Δ+

Δ-

T	r

T	d

Ðèñ. 6: Ñëåâà èíòåðâàë ñìåæíûõ òðèñåêàíò çàêàí÷èâàåòñÿ âûðîæäåííîé
òðèñåêàíòîé vvp èëè pvv . Ñïðàâà èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû
òðèñåêàíò â S . Èíòåðâàëû â T d è T r ñîîòâåòñòâóþò òðèñåêàíòàì ñ
ïîðÿäêîì e1e2e3 è e3e2e1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 2.9

Ïóñòü K � íåòðèâèàëüíûé ïîëèãîíàëüíûé óçåë â îáùåì ïîëîæåíèè.

Òîãäà T
r ∩ ∆̃− = ∅ and T

d ∩ ∆̃+ = ∅.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ òðèñåêàíò

×òîáû íàéòè ñóùåñòâåííóþ êâàäðèñåêàíòó, ðàññìîòðèì òðèñåêàíòû
abc, ó êîòîðûõ îòðåçîê bc ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì,
ET = π−1

23
(ES) ∩ T . Ïîëîæèì ET d = ET ∩ T d and ET r = ET ∩ T r .

Îïðåäåëåíèå 2.10

Ïóñòü ET = π12(ET ) � ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà ñóùåñòâåííûõ òðèñåêàíò
íà ìíîæåñòâî ñåêàíò S , àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ET d := π12(ET d) è
ET r := π12(ET r ).

Êàê è T , ìíîæåñòâî ET ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîãðóæåíèå
îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è ìîæåò èìåòü òîëüêî òðàíñâåðñàëüíûå
äâîéíûå òî÷êè.

Ëåììà 2.11

Ïóñòü ab ∈ ET d ∩ ET r â S . Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ c è d , òàêèå ÷òî
abc ∈ ET r è abd ∈ ET d . Òîãäà abcd èëè abdc ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííîé àëüòåðíèðîâàííîé êâàäðèñåêàíòîé.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Îïðåäåëåíèå 2.12

Çàìêíóòàÿ ïðîñòàÿ êðèâàÿ α : [0, 1]→ S îäíîêðàòíî îáõîäèò S , åñëè
åå êëàññ ãîìîòîïèè ðàâåí 1 â π1(S) ≡ Z.

Ðèñ. 7: Êðèâàÿ, îäíîêðàòíî îáõîäÿùàÿ ìíîæåñòâî S

Ëåììà 2.13 (Pannwitz)

Ïóñòü K � íåòðèâèàëüíûé ïîëèãîíàëüíûé óçåë â îáùåì ïîëîæåíèè.
Ëþáàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ îäíîêðàòíî îáõîäèò S , ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ìíîæåñòâîì ET ñóùåñòâåííûõ òðèñåêàíò.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.13

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ α íå ñîäåðæèò òðèñåêàíò.
Ïóñòü α = (x(s), y(s)) � ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé. Ïîñòðîèì ëó÷è
−→xy \ xy , ñì. ðèñ. 22.

Ðèñ. 8: Ïðèìåð ëó÷à −→xy \ xy .

Îáúåäèíåíèå ëó÷åé âìåñòå ñ òî÷êîé ∞ îáðàçóåò äèñê D, êðàåì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óçåë K . Òîãäà ïî ëåììå Äåíà åñòü âëîæåííûé
äèñê ñ êðàåì K . Ñëåäîâàòåëüíî, óçåë K òðèâèàëåí. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå
α ∩ T êîíå÷íî.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.13

Äëÿ ëþáîé íåñóùåñòâåííîé òðèñåêàíòû íà α ñ ïîìîùüþ ïåðåñòðîéêè
ìîæíî óáðàòü ïåðå÷åñåíèå çàòÿãèâàþùåãî äèñêà D c óçëîì K , êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.

Ðèñ. 9: Ïåðåñòðîéêà äèñêà äëÿ íåñóùåñòâåííîé òðèñåêàíòû

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ëåììà

Óòâåðæäåíèå 2.14

Ïóñòü A è B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â êîëüöå S , òàêèå ÷òî A íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ∆+, à B íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ∆−. Åñëè A ∩ B = ∅, òî
íàéäåòñÿ êðèâàÿ, îäíîêðàòíî îáõîäÿùàÿ S è íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ
A ∪ B.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âüåòîðèñà:

· · · → H1(S \ (A ∪ B))
f→ H1(S \ A)⊕ H1(S \ B)

g→ H1(S)→ . . .

è ýëåìåíò β = ([∆+], [∆−]). Òîãäà g(β) = [∂S ] = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
β = f (α), α ∈ H1(S \ (A ∪ B)). Ïðåäñòàâèòåëü êëàññà α ÿâëÿåòñÿ
òðåáóåìîé êðèâîé.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Òåîðåìà 2.15

Ëþáîé íåòðèâèàëüíûé ïîëèãîíàëüíûé óçåë â îáùåì ïîëîæåíèè â R3

èìååò ñóùåñòâåííóþ àëüòåðíèðîâàííóþ êâàäðèñåêàíòó.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ET s ∩ ET d = ∅ â S . Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.14
åñòü ïóòü, îäíîêðàòíî îáõîäÿùèé S è íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ
ET = ET s ∪ ET d . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.13. Ñëåäîâàòåëüíî,
ET s ∩ ET d 6= ∅. Ïî ëåììå 2.11 òîãäà åñòü ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà
ñóùåñòâåííàÿ àëüòåðíèðîâàííàÿ êâàäðèñåêàíòà.

Ñëåäñòâèå 2.16

Ëþáîé ãëàäêèé íåòðèâèàëüíûé óçåë â R3 èìååò ñóùåñòâåííóþ
àëüòåðíèðîâàííóþ êâàäðèñåêàíòó.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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Ïîëíàÿ êðèâèçíà êðèâîé

Òåîðåìà 2.17

Íåòðèâèàëüíûé óçåë â R3 èìååò ïîëíóþ êðèâèçíó ñòðîãî áîëüøóþ,
÷åì 4π.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ó óçëà K åñòü àëüòåðíèðîâàííàÿ êâàäðèñåêàíòà. Àëüòåðíèðîâàííàÿ
êâàäðèñåêàíòà � ýòî âïèñàííûé â K ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ ïîëíîé
êðèâèçíîé 4π. Çàìåòèì, ÷òî äîáàâëåíèå âåðøèí êî âïèñàííîé â K
ëîìàíîé íå óìåíüøàåò ïîëíóþ êðèâèçíó ëîìàíîé è óâåëè÷èâàåò
êðèâèçíó, åñëè äîáàâëÿåìàÿ âåðøèíà íå ëåæèò â îäíîé èç
ïëîñêîñòåé íàòÿíóòîé íà äðóãèå âåðøèíû ëîìàíîé. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëíàÿ êðèâèçíà íåòðèâèàëüíîãî óçëà ñòðîãî áîëüøå, ÷åì 4π.

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû
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2-îáîëî÷êà

Îïðåäåëåíèå 2.18

Ïóñòü K � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â R3. Íàçîâåì n-îáîëî÷êîé hn(K ) óçëà
K ìíîæåñòâî òî÷åê p ∈ R3, òàêîå ÷òî K ïåðåñåêàåò êàæäóþ
ïëîñêîñòü P, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç p, íå ìåíåå 2n ðàç.

Òåîðåìà 2.19

Íåòðèâèàëüíûé óçåë èìååò íåïóñòóþ 2-îáîëî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû çíàåì, ÷òî ó óçëà K åñòü àëüòåðíèðîâàííàÿ ñóùåñòâåííàÿ
êâàäðèñåêàíòà abcd . Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà t îòðåçêà bc ëåæèò â
2-îáîëî÷êå óçëà K .
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Ñîäåðæàíèå

1 Îïðåäåëåíèÿ

2 Ñóùåñòâîâàíèå êâàäðèñåêàíò

3 Èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ
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Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äëèííûå óçëû, ò.å. âëîæåíèÿ f
îòðåçêà I = [0, 1] â êóá I3 ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè è
êàñàòåëüíûìè â êîíå÷íûõ òî÷êàõ. Ïðîñòðàíñòâî âëîæåíèé
îáîçíà÷èì ÷åðåç Emb(I, I3).
Äëÿ ëþáîãî äëèííîãî óçëà f ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå Coi (f ) â
Int(∆3), ñîñòîÿùåå èç òðîåê t1 < t2 < t3, òàêèõ ÷òî f (t1), f (t2) è
f (t3) êîëëèíåàðíû è f (ti ) ëåæèò íà ïðÿìîé ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè
òî÷êàìè, ñì. ðèñ. 10.

f(t )2

f(t )1

f(t )3

Ðèñ. 10: Êîëëèíåàðíûå òî÷êè íà óçëå, çàäàþùèå òî÷êó ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Co1(f ).
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Èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ

Óòâåðæäåíèå 3.1

Äëÿ ëþáîãî äëèííîãî óçëà ñ ïàðàìåòðèçàöèåé f ∈ Emb(I, I3) îáùåãî
ïîëîæåíèÿ çàìûêàíèå Coi [f ] ìíîæåñòâà Coi (f ) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì â ∆3. Ïðè ýòîì êðàé ìíîãîîáðàçèÿ Co1[f ] ëåæèò â
ãðàíÿõ ∆3

(1=2) = {t1 = t2} è ∆3

(3=4) = {t3 = 1}, à êðàé ìíîãîîáðàçèÿ

Co3[f ] ëåæèò â ãðàíÿõ ∆3

(0=1) = {t1 = 0} è ∆3

(2=3) = {t2 = t3}.

Îïðåäåëåíèå 3.2

Îïðåäåëèì çàìûêàíèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì Co1[f ] êàê
ïðîèçâîëüíîå êóñî÷íî-ãëàäêîå 1-ìíîãîîáðàçèå Co1[f ], òàêîå ÷òî
Co1[f ] ∩ Int(∆3) = Co1(f ) è Co1[f ] ∩ ∂(∆3) ⊂ ∆3

(1=2) ∪∆3

(3=4).

Çàìûêàíèå Co3[f ] îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 3.3

Äëÿ äëèííîãî óçëà K ñ ïàðàìåòðèçàöèåé f ∈ Emb(I, I3) îïðåäåëèì
èíâàðèàíò ñàìîçàöåïëåííîñòè êàê ν2(K) = lk(Co1[f ],Co3[f ]) ∈ Z.
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Èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ

Òåîðåìà 3.4

Èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ ν2 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëèííûõ óçëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê ìíîæåñòâà ∆3

(1=2) ∪∆3

(3=4) è ∆3

(0=1) ∪∆3

(2=3) ñòÿãèâàåìû è íå

èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî ν2(K) íå çàâèñèò îò âûáîðà
çàìûêàíèé Co1[f ] è Co3[f ].
Ãîìîòîïèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàìåòðèçàöèÿìè f è g
óçëà K çàäàåò îðèåíòèðîâàííûé êîáîðäèçì ìåæäó
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè Coi [f ] è Coi [g ]. Ñëåäîâàòåëüíî,
lk(Co1[f ],Co3[f ]) = lk(Co1[g ],Co3[g ]).

Ñ. Êèì, Â.Î. Ìàíòóðîâ, È.Ì. Íèêîíîâ Ëåêöèÿ 10. Êâàäðèñåêàíòû



Îïðåäåëåíèÿ Ñóùåñòâîâàíèå êâàäðèñåêàíò Èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ

Ïðèìåð

f(1/2)

f(1/3)f(5/6)f(1/6)f(2/3)

f(1/2)

f(1/8) f(7/8)

f(3/8) f(3/4) f(1/4) f(5/8)

Ðèñ. 11: Óçëû òðèëèñòíèê è âîñüìåðêà. Ïðîåêöèÿ âûïîëíåíà íà ïëîñêîñòü
(x1, x2). Îòìå÷åíû òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x3 = 0. Íà äóãàõ ìåæäó
îòìå÷åííûìè òî÷êàìè êîîðäèíàòà x3 èìååò ðîâíî îäèí ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì.
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Ïðèìåð. Âûðîæäåííûå òðèñåêàíòû

Ðèñ. 12: Ãðàíè÷íûå òðèñåêàíòû

Ðèñ. 13: Êàñàòåëüíûå òðèñåêàíòû
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Ïðèìåð. Êâàäðèñåêàíòû

Ðèñ. 14: Êâàäðèñåêàíòû óçëîâ

t1

t2

t3

t1

t2

t3

Ðèñ. 15: Ìíîæåñòâà òðèñåêàíò óçëîâ
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×òîáû íàéòè èíäåêñ çàöåïëåíèÿ ν2, äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêèõ ïðîåêöèé ìíîãîîáðàçèé Coi [f ]. Îêàçûâàåòñÿ
ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.5

Ïóñòü ρ : ∆3 → ∆2 � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âäîëü îñè t1, è ïóñòü
f � ïàðàìåòðèçàöèÿ óçëà K. Ïåðåñå÷åíèå ïðîåêöèé Co1[f ] è Co3[f ]
îòíîñèòåëüíî ρ ñîîòâåòñòâóþò êâàäðèñåêàíòàì óçëà K.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïåðåñå÷åíèå Co3[f ] è Co1[f ] ñîîòâåòñòâóåò òðîéêå òî÷åê
f (t∗

1
), f (t∗

2
), f (t∗

3
), ëåæàùåé íà ïðÿìîé L∗, è òðîéêå f (t ′

1
), f (t ′

2
), f (t ′

3
)

íà ïðÿìîé L′, ãäå t∗
2

= t ′
2
è t∗

3
= t ′

3
. Òîãäà L∗ = L′, à çíà÷èò, òî÷êè

f (t ′
1
), f (t∗

1
), f (t ′

2
) è f (t ′

3
) êîëëèíåàðíû.

Òåîðåìà 3.6

Çíà÷åíèå èíâàðèàíòà ν2 äëÿ òðèëèñòíèêà ðàâíî +1, à äëÿ óçëà
âîñüìåðêà ν2 = −1− 1 + 1 = −1.
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Ïðîñòðàíñòâî C4(I3), ñîñòîÿùåå èç êîëëèíåàðíûõ êîíôèãóðàöèé
÷åòûðåõ òî÷åê, èìååò äâåíàäöàòü êîìïîíåíò. Åñëè (x1, x2, x3, x4) �
êâàäðèñåêàíòà, îðèåíòèðóåì ïðÿìóþ îò x1 ê x2. Âûáîð îðèåíòàöèè
çàäàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë {1, 2, 3, 4}: σ(i) = j , åñëè i-ÿ òî÷êà íà
ïðÿìîé � ýòî xj . Â ñèëó âûáîðà îðèåíòàöèè σ(2) > σ(1), ÷òî äàåò
äâåíàäöàòü ïåðåñòàíîâîê.

Îïðåäåëåíèå 3.7

Ïóñòü C4 îáîçíà÷àåò ïîäìíîæåñòâî â C4(R3) êîëëèíåàðíûõ
êîíôèãóðàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ 4-öèêëó (1342). Ïóñòü äëèííûé
óçåë K ⊆ I3 ïàðàìåòðèçîâàí îòîáðàæåíèåì f : I→ I3. Êàæäîé
÷åòâåðêå x = (f (t1), f (t2), f (t3), f (t4)) ∈ C4 ñîïîñòàâèì çíàê εx ,
ðàâíûé çíàêó îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2:[
|f (t3)− f (t2)| · det[v , f ′(t1), f ′(t3)] |f (t3)− f (t1)| · det[v , f ′(t2), f ′(t3)]
|f (t4)− f (t2)| · det[v , f ′(t4), f ′(t1)] |f (t4)− f (t1)| · det[v , f ′(t2), f ′(t4)]

]
ãäå v = f (t2)− f (t1).
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Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ çíàêîâ, ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü
îïðåäåëåíèå èíäåêñà ñàìîçàöåïëåííîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 3.8

Ïóñòü K = im(f ) � äëèííûé óçåë îáùåãî ïîëîæåíèÿ â I3. Òîãäà

ν2(K) =
∑

x∈C4(K)∩C4

εx

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäåêñ çàöåïëåíèÿ ν2(K) = lk(Co1[f ],Co3[f ]) ðàâåí ñóììå çíàêîâ
ïåðåêðåñòêîâ ïðîåêöèé ρ(Co1[f ]) è ρ(Co3[f ]), â êîòîðûõ ρ(Co3[f ])
ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì. Ïî ëåììå 3.5 ýòè ïåðåêðåñòêè
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êâàäðèñåêàíòàì òèïà (1342).
Ïðîâåðêà, ÷òî çíàê ïåðåêðåñòêà ñîâïàäàåò ñ εx , ïðîèçâîäèòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî.
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Òåîðåìà 3.9

Èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ ν2 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ïîðÿäêà äâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ èíâàðèàíòà ðàâíà íóëþ, òî åñòü ÷òî äëÿ
ëþáîãî óçëà K è íàáîðà èç òðåõ çàìåí ïåðåêðåñòêîâ c1, c2, c3 ðàâíà íóëþ
ñóììà: ∑

σ⊂[3]

(−1)|σ|ν2(Kσ) = 0, (1)

ãäå [3] = {1, 2, 3} è Kσ îáîçíà÷àåò óçåë, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç K çàìåíîé
ïåðåêðåñòêîâ ci , ãäå i ∈ σ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàìåíà ïåðåêðåñòêîâ
ïðîèçâîäèòñÿ â øàðå Bi , 1 ≤ i ≤ 3, è ÷òî ýòè òðè øàðà íå êîëëèíåàðíû, òî
åñòü íèêàêàÿ ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàåò âñåõ òðåõ øàðîâ.
Òîãäà ëþáàÿ êâàäðèñåêàíòà l íà îäíîì èç âîñüìè óçëîâ Kσ íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ îäíèì èç øàðîâ, ñêàæåì B3. Òîãäà l áóäåò êâàäðèñåêàíòîé
óçëà Kτ , ãäå τ = σ4 {3}. Ñëåäîâàòåëüíî, âêëàä êâàäðèñåêàíòû l â îáùóþ
ñóììó áóäåò íóëåâûì.
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Ñëåäñòâèå 3.10

Èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ ν2(K) ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì c2(K)
ïðè ñòåïåíè äâà â ïîëèíîìå Àëåêñàíäåðà�Êîíâåÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, êîýôôèöèåíò c2 ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ïîðÿäêà äâà. Èíâàðèàíò ïîðÿäêà äâà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà òðèâèàëüíîì óçëå è
íà òðèëèñòíèêå. Äëÿ òðèâèàëüíîãî óçëà èìååì ν2 = c2 = 0, à äëÿ
òðèëèñòíèêà ν2 = c2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòû ñîâïàäàþò.
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