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	���
��	���	 �
�����	�	� ���
�	
�
�
����		 n��	��� ��	
�	 en

α �����	��� K� !�������� ϕ(∂Dn
α) ⊂ Kn−1� ���	�	�	�

�
�����	�	 Φ 	��"��#� ��$	��	�" S = �αSn−1
α � #�	 Sn−1

α = ∂Dn
α� � Kn−1� �

��	�� Φ|
Sn−1

α
= ϕα|Sn−1

α
� !��
� D = �αDn

α� %�#�� ��	����� �
�Kn = D∪ΦKn−1�


�	� n�� ��
�� Kn ������	
�" �� Kn−1 �����	����	� ��	� n��	��� ��	
�� �� ��
�����	������� �
�����	�"��

� ���
��
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���
���
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���	�
��"��	� ���
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�� �
�	�����

�����������	 ����P�
) *����
��������0 �
	
��
) �
 �1�1���
� ! ��
�
!0 �
� �
��) ������������	�� ��
���+ [�
� G1 �
G2 �
� �
/��) ������������
�0 ��� �������� *����
��������
ϕ : G1 → G2+

i ��P�� ����) ����� ��
���0 *����
����  ��
� ������ �	��
�
����0 � �!0 �
� ��
����0 � �
���P
/�+

S�������� �
�	 � ��
� �
	�� �
� ���������� ��
�
0 �
� � ������
����� ��������P����� ������
����
0 ��) ��������P��
) ����������)
� ��) ����������) ����� ��
��� 1�	� �����)���) � 	
����2�
1� ������
���+ i���������/�� ���	���) ����� 1 �� �
�	� 0
�
�����0 � \&$]0 \�'#] � \$�]+

h��� � ��
�
 G ��������
�� ������� ���
���0 �� �
��� ��
�
1�	� �
� �
�� �	�������
+ M�
����P��0 ��� �
 ��
� ��������
�

�
�
)���1�	� 	���
) 	����������
) ��������
0 ��
��0 �����
Q�)
��� ����
) ����Q�) �
 �1�
! ��
�
0 �� � 1�	� 	�1
��)�� �������
����/� ����
�
�����. �
�����0 � 1�	� �������� �1 ����������
������ � �'��#����� ��
�
!+ [����) �1 *����
�������� ��
���0 �
�
	��� ! 	������������ ����������0 � ���	
 1�	� ��	���
�
��0
P�� *�
 *����
�������� ��!�
�)� 	�����������/ ���������+
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N 	
����2� � 0 �
� ��
����0 1�	� �
1��
�� � ��������P�����
`�++ � ���P� ��c ��
�
��+ S�*����0 ��� � �������� ��������0 ��
�
���
����
�  ��
� ��	���
�
/��) ���P� ��+

D�D�.�  <�1�;�� ��2 �1����

i�
P
�
 � ����	� ������ ���
Q��0 �������� ���	��� !
�
� 	�) ���
��� ! ��
���0 �
� � 	�) ��
��� 1� ��������
�����
���
���)+ S��� *���� � ���2� ��Q���P��� ���
Q��0 �����
���  ��2� � ��
�
� 1� ���
���)+

S���� G1 � G2 , ��������P��� ��
� `���
���  ��� ��c+ R1W�
	���� G1	G2 ��������P���! ������
���� G1 � G2 �
	�)��) ���
������� ���������� ��
�
0 
 �����0 �������� ��2�� `�1�c ��
�

G1 	G2 , *�� �1W	����) ������� ��2�� `�1�c ��
��� Gi+ [�
�
G1 	G2 �
���� ��)��������
 ��� 	�

�� ��
��� G1 � G2+

S���� G , ������ � ��������P���� ��
� `���
��� � ��� ��c+

N 1�� �G ����������� �1�� e � �
�������� ��	������
�����G′

� G0 ����P��� � ��	 �
��� �� G *���� �1�
+ ^���0 P�� G′ )��)��)
��	��
��� � G+ R���
��
) ������ P�� ��������
 ��
�
G �
� �
��)
�����������
 �' G ����� e � �1���
P
��) P�� G \ e+

S���� v , ����������
) ��2��
 ��
�
 G+ S
�� (G, v) �
���� ���

������
 �����
+

S���� (G, v) � (G′, v′) , 	�
 ���P�� ! ��
�
0 � I = [a, b] , ����
���+ i���� G0 I � G′ `�
� ��������P��� ������
����
c ��	�/���
�1�
���+ (�P�� a ∈ I ����	����� � v0 
 ��P�� b ∈ I ����	�����
� v′+ S���P��� ��������P��� ������
����� G �
	��� ����������
��
�
0 � 1�
� � �
P��� ��2�� �� ��2�� �� G � G′0 
 � �
P���
�1� , �� �1�
 �� G � G′0 
 �
�� ����������� �����
 I `��P�0
�� �1�
�
 ��� �����c+ U�
 ���
Q�) �
� �
��) 	������� ��
�����
��� ������ (G, v) � (G′, v′)0 
 �1�� e0 ����P��� �� �����
 I0 , �����

	������+ [�
�0 ����P�� � � ������
� �
��� ������0 1�	� �1���
�
P
�� P�� (G, v)#e(G′, v′)+

S���� v , ����������
) ��2��
 ����� d > 1 ��
�
 G+ S�������
��� � ��
� G′0 ����
� ����	����)�� � ���Q �������0 �
�
���
����/��! ��Q�	���  v �1�
0 �����  �����
/��) � ��2��� v+
[����)�0 P�� ��
� G′ ����P� �� G ��'��'����
 �� ���#��� v+ ^���0
P�� G′ ��� ������� � �1�0 ������� � G0 
 ����P���� ��2�� � G′

1���20 P� � G �
 d − 1+ R�����0 P�� � ��
�
 G′ ����) ����� d
��2��0 �����  �������� ��� �
���
��� ��2�� v `� ��
� G ���
�� �����
/��) � ��2��� vc+
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S���� e , ����������� �1�� ��
�
 G0 � I = [a, b] , ������0 �
�
�
������/��� *�� �1��+ S���� v � v′ , ��2�� ��
�
G0 ��Q�	��� 
�1�� e `*�� ��2�� ����� ����
	
��0 ��� e , ���)c+ ��) ���	�
�������0 ��	�������0 P�� ��P�
 a ∈ I ����	����)��) � v0 
 ��P�

b ∈ I , � v′+ N 1�� �
 e `�
���P���0 �
 (a, b)c �������/ ��P�� A �
�
�������� 	�
 �����
. I1 = [a,A] � I2 = [A, b]+ N 1����� �� G �1��
e � � ����P����� ��
�� G \ e ������� ������ I1 � I20 ����	�����
��2��� v � ��P��� a ∈ I10 
 ��2��� v′ , � ��P��� b ∈ I2+ S���P���
��������P��� ������
����� �
	��� ���������� ��
�
0 �1W)��� ���
2��
�� �� ��2�� �� G \ e0 
 �
�� ��� �
���� ����� A1 = A ∈ I1 �
A2 = A ∈ I2j � �
P��� �1� ������ �� �1�
 �� G\ e0 ��/� �������
����� ������� I1 � I2+ R���
��
) ���
Q�) �
� �
��) ��'��'����

����� G �� ����� A � �1���
P
��) P�� G \ A+ h��� �
� 1��
���P�
��0 �� �
��� ����� ��P� A �1�
 e �������	���) �
���
�� `�1 P��
*�� ��� ���� 	�) ����
��� ! ��
���c0 � 1�	� �������� ������
� ��'��'���� ����� �� ����� e � �1���
P
�� ��
� G \ A P�� G � e+
h�������  ������) ������� I1 � I2 � ������ I �����	
/� `�����
����P���c �������� ��
�
 G \A � ��
� Gj ��� *��� ��P�� A1 � A2

��!�	)� � �	�� ��P�� A ∈ e+ �1�� e 1�	� �
� �
�� �����
 ��'��'�0 

��P�� A , ������ ��'��'�+ (
�� ��
��0 P�� �1�� e ��� �
���
���
�� ��P� A ��	������	� �� ��� ����� e1 � e20 �
�
�������
�� !0 �����
��������0 �����
�� I1 � I20 
 ��P�
 A ��	������	� �� ��� ���#���

A1 � A2 ��
�
 G \A+
S���� (G, v) � (G′, v′) , 	�
 ���P�� ! ��
�
+ i���� G � G′ `�
�

��������P��� ������
����
c0 ����	����� ��P�� v � v′+ S���P���
��������P��� ������
����� G �
	��� ���������� ��
�
0 � 1�
� �
�
P��� ��2�� �� ��2�� �� G � G′0 ����P�  �� v � v′0 
 �
��
��2��� w0 ������2�/ � ������
� ����	������) v � v′+ N �
P���
�1� ������ �� �1�
 �� G � G′+ U�
 ���
Q�) �
� �
��) 	�������
(G, v) � (G′, v′) �� ��
������
 ���#���
0 
 ��2��
 w , ���#����

	������+ [�
�0 ����P�� � � ������
� �
��� ������0 1�	� �1���
�
P
�� P�� (G, v)#(G′, v′)+

S���� H , ���������� � ��	��
� � ��
� G+ L
�����������
��
���� G/H ������� � �1�
��� �
	�)��) ���������� ��
�
+ [�
�
K = G/H �
� �
��) ������������
 ��
�
 G �� ��	��
�� H + h���
������/ ����Q�/ π : G→ G/H �
���� ��������� ����� G �� K+

N P
�������0 ����� ��
� G′ ����P� �� ��
�
 G �
���
��� �� ���
2�� v ����� d0 � v′1, . . . , v′d , ��2�� ��
�
 G

′0 ������2� ��� *���
�
���
���+ N �
P��� ��	��
�
 H ′ � G′ � 1�� ��
� � ��2��
��
v′1, . . . , v

′
d0 � ��	��
��� �1�0 �++ ������ ��
� �
 ��2��
! v

′
1, . . . , v

′
d+



a �	
�
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����	���� ��������

RP��	��0 ��
� G′/H ′ *����
���� ��!�	���� ��
�� G+ i����������
/��/ ����Q�/ G′ → G = G′/H ′ � �1���
P�� P�� ν � �
���� ��	�
	������������
 ������&����
+ h��� ��
� G′ ����P� �� G �
���
�
��� �� ��������� ��2��
�0 �� �����
�
����
/� ���1�
���
���	�)��) 
�
����P��+ M �����0 � *��� ���P
 ��
� G′ ����P
��
�) ����	��
���� � �������� ���
Q�� �
���
��) �� �	��� ���
2��0 � ���	
 �����
�
����
/� ���1�
��� �������� ���	����
�
� �������Q�/ ����������/��! �����
�
����
/��! ���1�
����+

V
�)	� �� ��
�	
��� � ���)��� �
������
Q��0 �
� ���
	�1���)
��	�/� �� ���
1���+ S���� ����
 H , ���������� � ��	��
� �
��
� G0 � H10 + + + 0 Hk , ��)��  �������� ��
�
 H + ������
� ���
��	��
������ �
������
Q�� ��
�
 G �� ��	��
�
� Hi0 i = 10 + + + 0 k0
�
���� 	����
 ������������
 ��
�
 G �� ��	��
�� H � �1���
P��
P�� G|H + R�����0 P�� G/H = G|H 0 ��� � ������ ��� ��	��
� H
��)��+ h��������/ ����Q�/ π : G→ G|H �
���� 	����� ���������
����� G �� K = G|H + ���� ����0 1�	� ��������0 P�� ��
� G 
�&�

�� 	���� 	������������ �� ���� K0 ��� K *����
���� G|H 	�)
��������� ��	��
�
 H � G+

S���	� ���� ���
Q�� �
	 ����
��� �� ��
�
��0 ����� 
� ���	
 ����� ������ �
 ���P
� ��
��� � ��������
�� �� ���
�
���)��+

S���� G , ����
��� � ��
�+
S�	�������0 P�� G ��	���� ��2��� v ����� 20 � ����� e1 �

e2 , ��Q�	���  v �1�
+ R1W	���� ����� e10 v � e2 � �	�� �	���
����/ ����� `�
������� ��� *��� �
�����1�	� !
�
�������P���
���1�
���c+ (
� ��������� ����P�� �
�1��� ������
����
 G
�
	
� ��� � ��������P���� ��
� G′0 ��	��
��� �
 �	�� ��2���
� �
 �	�� �1�� ���20 P� ��!�	� � ��
� G+ O�	� ��������0 P��
G′ ����P� �� G 	������� ����� e1 � e2 � ���#��� v ��� 	�������

���#��� v 	������ 2+

-�	���Q���� ���� ���
Q�� ������ 	�) ����
��� ! ����
P�� ! ��
��� (G, v) � (G′, v′) � ���P
0 ���	
 ����� ���P�� ! ���
2�� v � v′ �
�� 1+ ��) *���� �
����0 P�� � ������
� ������ *��!
��
��� ������
/� ��2�� ����� 2+ i���� *�� ��2�� 0 �
� 1 ��
������ P�� ����
��+ (
� ��	��
����  ���
Q�� ��������� 1�	�
�
� �
�� 	������
� � ��!�
��� 	�) ��! ��	��  � 2 �1���
P��)+

���� ����0 ��� e � e′ , �1�
 ��
��� G � G′0 ��Q�	���  �!
��2��
� v � v′ ����� 10 �� ���
Q�/ ������ ��
��� (G, v) � (G′, v′)
�� ��2�� �	�1�� ����	
 �
�� �
� �
�� 	������� �� �����
 e � e′ �
�1���
P
�� ����P�� � ��
� (G, v)#(G′, v′) P�� (G, e)#(G, e′)+
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S�	�������0 P�� � ��
� G � 	��� ������� ��	�������� B
�������
 �� ��2��+ (
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� �
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� ��� �����
���&��
�0 
 �� ���
���  ��2�� , ���������
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��������
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 �1��0 � ��Q�	���� ���
��� ��
��P��� ��2��0 �
�
���� ���������
+

S���� G , ������ � ��
� � ��
��Q� B+ R1���
P�� P�� ĜB ��	�
��
� � G0 �����	�� � ���� ��	���� �� ��2��
�� ��
�
 G+ S�	�
��
� ĜB �
� �
��) �����&��
 ��������
 ����� G �� ����#���� �
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��! ��������! �1� ��
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�������� ��
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���
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) ��
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�
�
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��� � ��
��Q� ��
���� �	����
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�
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��Q� �	���� ��
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 ��
��Q� 	������+

S���� G , ���������� � ��
� � ��
��Q� ∂G `��������0 ������c0 �
P ∈ G , ������
) �� ��P�
+ $���	��
�� ����	���	�� U ⊂ G ����

�� P ��
�
 G �
� �
��) �
� �
�� ��)���� ���������� *��� ��P�
��0 � ��	��
� ��2�� ��
�
 G0 ����P� ! �� P 0 ��� P , ���
2��
0 � � ��	��
� ���� �� G+ V
	��� ���������� U ��������
��� ��
�
 `���
������ ��� ��������P�����0 � �
��������� �� ����0
�
��� )��)��) ��!�	� � ��
� Gc0 �1W)��� ��2��
�� �� ��P�� ��
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 �1�
�� , ����������� ������� � U 0 ��	��)/��! *��
��P��+ S���P���/ ���	� �1���
P�� P�� GU � 1�	� �
� �
�� ���
�����
 �����
 	 ������
 � ����� P + R��	��� ��������	��� ����

���� ∂GU ��������� ����� GU 0 ���/P�� � � �� ��2�� �� ∂U 0

 �
�� ��2��� P 0 ��� P , ��
��P�
) ��2��
 ��
�
 G+ �������
����
��0 ∂GU =
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∂G ∩ U) ∪ (G ∩ ∂U)+

R�����0 P�� ����P���� �1� ������������� ���
������ ��
�
GU

� Q����� � ��2�� v ��
�
 G �
��� ����� *��� ��2�� � ��
� G+

S���� G , ������ � ��
� � ��
��Q� ∂G+ �
���� ��
� G ��
��� ��
��P� � ��2��
� �����0 1���2 10 � �1���
P�� P�� Gi

����P��  ��)��  �������� + S����0 �
� � � 20 ν , *�� �����
�
�
����
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��� ��
�
 	Gi �
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��Q� ∂Gi �
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�	
) ��������
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�	��� �1�
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���� '�
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�	������� �1�
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���� ���
������P����� ��
�
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��
��
 �
�� ���
���� ��! �1� ��
�
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����
�� ����������/��! �������0 �
���� ������� 	��������� ��
����� G+ [�
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���� �
 �� ��
	��� ���������� �
� �
��)
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+
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�������� ��������P���! ��
���0 � �
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�
 ��
	�
) ��������
0 �� ���1�
��� ν ����������

��
	��/ ��������� �
 ��
� G2+ R��1�
��� ν � *��� ���P
 �
� �
�
��) ������������	�� ������� ������ G1 � G2+ Z��� ��	��0 P��
�/1  	� ��
	�� �������� �
 ��
� G ����� 1 �� ����P� 	���
�� 	���
 � ������/ *��� ��������Q��+
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��� �
� �
��) �
�� ������
����'�
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 ��
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���
���� ���)�� �
�
�
����P���� ��� �
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��	����� � �1�1���� ���� ���� ������+
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�����������	 S���� G , ���������� � ��
�+ !���
������	��� 	��
�� ��������� G �
 ��������P���� ������
���� X �
� �
��)
���� ��� ���1�
��� Γ �� G � X + (�������P���� ��
� G � *���
���P
 �
� �
��) ����
����'����
 �����
 ����
������	��� 	��� Γ
���  ����������+
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�
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���#���
�0 �����
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�����
� �����
�0 ��������0 ���	��� � �+	+
�
�
����P���� ��� Γ+ ���� ����0 ��� ��
� G ���
��� �0 �����
�����
�� �0 ���2�� �0 �� ���	�� �0 �
�1�� �
 �� ���	�� 
�������� � �+	+0 �� ����������/�
) �
�
����P��
) ��� �
� �
�
��) �	��������0 ���������������0 �'��#�����0 ������&������0 ��'�
����� �� ������&������ ��
������� � �+	+

N 	
����2�0 �
�0 �	 *�� � � ���� �	��
������0 � ����	

1�	� ����	����)�� ��2�� 0 �1�
0 �
�����  �1�
0 ��
��Q� ���
� �! �1�
�
��+ V
�����0 � 1�	� ��������0 P�� ��
��Q
 ��� ��	�
��
��)� ��1�� ��
����� � �������������0 ��	�
����
) ��� *���0 P��
�1�
� ����������/��� ���1�
���) , �������� ��2�� ��
�������
�� �������������
+

�1�� ��� �
� �
��) ����&�����
0 ��� ��� )��)��) ���1�
��
��� � ��P��+ V��PP�� �1�� ��� �
� �
��) ������&�����
+

�
�0 ���M ⊂ X , �1�
� ��
��P���� ���1�
���) ∂Γ0 �� �����)�0
P�� ����
������	��� 	�� Γ '��������� 
��&�	��� M `�� ���1�
�
���/ ∂Γc+
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�
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����� ������ � 
�����#��	���� ����
���
�	� 	��
���	 ��(	��	 
���� ��
����
�
���	�
��	��

�� �
�
����P���! ��� Γi : Gi → X �
���� ������������
�0
��� �������� *����
�������� ν : G1 → G2 �
�
)0 P�� Γ1 = Γ2 ◦ ν+
N *��� ���P
 � �
�� 1�	� ��������0 P�� �	�
 �� �
�
����P���!
��� ����P�
 �� 	����� '�
���� ����
����'����+ ���� ����0 ���
��� Γi �
	�� 	������������ ����������0 �
��� �
� ���
���0
�����
Q�)0 ����
) ����Q�) � �+	+0 �� � 1�	� ��	���
�
��0 P��
*����
�������� ν ��!�
�)� *�� ���������+

S���� Γ: G → X , ����������
) ���0 � T , ������
) �
�����
)
�1�
��� � R

k � ���P���� ��P��� t0 ∈ T +

�����������	 V��� ��� ���1�
��� Ψ: G × T → X �
��0 P��
Ψ(g, t0) = Γ(g) 	�) ��! g ∈ G0 �
� �
��) `k�����
������	���c ������

����� 	��� Γ+
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S���� ���� X = W , ��
	�� ������1�
��0 � G , ���
���
� � ��
�+ R��
���
) �
�
����P��
) ��� Γ: G → W �
� �
��)
������� `����������* ��	������������* ��	���������������c0 ��� ���
�
��P�� ���1�
���) Γ �
 �
�	� �
������ �1�� ���
������ ��
�

G )��)��) �
��� �+ �
�0 ����� ���� G , ��
	��� ��
�+ S
�
�
����P��
) ��� Γ: G→ W �
� �
��) ������� `����������* ��	�����
�������* ��	���������������c0 ��� 	�) ��������� `
 ��
P��0 � 	�) �/�
1���c ���
���) �� ��
	��� �������� ����������/�
) ���
���
)
��� )��)��) �
�����+

R�����0 P�� ���)�� ��
	��� �
�
����P���� ��� ������� �
�1�
��� �1�1�
� ���)�� ��
	��� ������+ ����P�������)��  ���0
	�) ��
������0 P
��� 1�	� �
� �
�� �����&����
�+ S��������/
��� �
���� ���&�����0 ��� ���1�
��� Γ ��
���� �	����
P�� �
�1�
���+ R�����0 P�� �
� �
� ��
� G ����
���0 �� �/1
) ������
)
��� ��������)� ����������� � �1�
���+ (
��� �1�
���0 ������
)
��� , *�� ��������P��� ������ ��
�
 � ������1�
��0 ���
��P��
�������� �
 �
�	� �
������ �1�� , ����P�������)��
) ����
)+

S��������/ ��� Γ �
���� ������� ���&�����0 ��� 	�) �
��
	�� ��P�� �
�
������/��� ��
�
 ����) ���������� U �
�
)0 P��
���
��P�� ���1�
���) Γ �
 U ��
���� �	����
P�� � �1�
��� `���
����0 P�� �
��
 ��1��
��) ��
����� �	����
P����� �
 ���������
����� �����	�� � *����
������� ���	���/c+

S��������/ ��� Γ �
���� ������� ���&�����0 ��� ��  �1�

)��)/��) ������ �� ���� ��0 ���P� �
�	�  �1�� γ � ����
�
� ��� Γ \ γ `�
������0 P�� �1�
 ��� �P��
/��) ���� � ��0 �++
��� �
�
�������
� �����
�
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 � �����
��c+ S������ �1��
�� �������� ��� ���� ������� �1W	���� �� ���	�� ! ����
����� �������� ���+

R��1� ����
�� � 1�	� �	�)�� ��)� �
 ��������� ��� ���	�
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 	���
+ �
� ��
����0 � 1�	� ���� 	�� � �1��� ������ ��
�������� ��)��0 ��*����0 ��� � �������� ��������0 � 0 	�) ��
��
�����0 ��	 ���	��� 	��� ��� ���	��
 �����
 1�	� �����
�� �����
�1��� �������/ ��� �
 ���������+ R�����0 P�� *�� ��������
�
�2���� ��
	�Q������� ���)��) �������� ��
�
 `�������� �����
��� ���c ���
��)� ���
�	��� �� �� ��1!�	��  �
� �����	��)
����� ������! ��
��� � ������)� ����P��� � � ������
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 1�� �����  ��������)+
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��
��� ����� ��� `������  �� *��! ����� 1�	��
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���� � ����	����)�+ V
�����0 �1�
� ����
��� γ ����� �
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S���� X , ��������P��� ������
�����+ N�	� �
 ��
�� ��! �
�
�
����P���! ��� �
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�+ O�	�
��������0 P�� �
�
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0 � )��)/��) ρ�*����
����
� ��+

S���	� ������  �����  �������
 ������	��+ S���� G ,
�������� ��! ���+ S������� �� G ���������
�� � �1�1��� �
��
� K0 ��2�� �������� , *�� *���� �� G0 
 �1�
 , ����Q��
��� �� G+ �� �� ����
��0 	� ��2�� Γ � Γ′ ��K ��	��� �1���0
���������
�� � �� Γ � Γ′0 ��� �������� ��
1
) ����Q�) π ��� Γ
�
 ��� Γ′+

S���� F ⊂ G , ����������� ������� ���+ �
�������� ��	�
��
� KF � K0 �������� ��2�� �������� ����
	
� � F 0 
 ��������

�)����" ��� �
�����	�	 ���� �	
� � ���#��� �� ��		� � ���� �
�����	�	
#��&����� ���
�	
�
������ '
�� �	
"�� *������� �
� �	
�  '
�� �� ���	�	�	���
�
�����	�"� � #��&���  '
� ���	�
��� ���
�"��	 �� ����



�& �	
�
 � �����
����	���� ��������

���� (�*� +	��
	� ρ��������
������

�1� , �� ���� �1�
�� �� K0 ��	��)/���� ��2�� �� F + O��
	� ��������0 P�� ������� F 	��'��0 ��� ��������P��� ������
��
���� KF ��)���+ i�� �� F �
���� 	����
 *���� ������
0 ��� �
KF �� � � � !�	�� �� �	���� �1�
+ Z��� ��	��0 P�� 	�) �/1��
�� ������
 F �������� !��) 1 �	�� ����+ i��� 	�) ������
 F
�
� �
��) ������	����
0 ��� �
�	 � *���� �� F ��	��� � ���
�1��� �� KF +

N��1� �����)0 	
� ��)��� ������� ���� ���� �������� ����
���+ (� � �� ��� F , ������� ��! ���0 ρ�*����
���� ! 	
��
��� ��� Γ0 �� *�� �� � �
�+

H���1$2���� D�D� !�	� Γ: G → X + ����'������ 	�� �

��	� F = {Γα : Gα → X}+ 	�
��	��� �	�� 	����* ρ�������������� Γ,
"���� 	�
��	��� F 	��'�� � ��� F 	���	����� ����	������� 	���

`	 �����	�� �� ������������	�� 	����c, -���� ����* ���� 	��� +

������	�����,

��������������	 i�)������ ������
 F ��	���� � ��
� ��
���	���) ρ�*����
��������+

S���� Γ0 : G0 → X , ����+ S��
��0 P�� ���� Γ0 ������
�� `���
�/	
 ��
�� � ��
� �� 	�����������c+ ��) *���� ��
P
�
 ���2�
�������
 ����
 Γ0+

9���� D�D�  ��� Γ0 �� 	����&�� ����&������ �����,

��������������	 �����������0 ��� �����	�� ��� �
��2�
��0 �� �������� ��
1
) ����Q�) �� ��
�
 G0 � ������ � ��
� G′

�
���0 P�� ���1�
��� Γ0 �����	
� ��� Γ′ : G′ → X 0 ρ������/ � Γ0

`�	�� � ��������) ��0 P�� �
������
Q�) �� �1�� )��)��) ��
�
1�� ����Q��c+ S���P��� ��������P� � ��0 P�� Γ0 , ����+ Z��

	��
�
�
+ �



�� ������	��� ��

S���� Γ′ , ����������
) ��� �� F + S��
��0 P�� � �1�1�����
��
� KF �������� ���������
��� �1�� �� Γ′ � Γ0+ ��) *���� �
��
������� ��
�P
�2�� `����������
�� �c ���� γ � KF 0 ��	��)/���
Γ′ � Γ0 `�	�� ���� �
� �
��) ��
�P
�2��0 ��� �� ������� �� �
��
���2�� ���������� P���
 �1�c+ (
� �
� ���� γ , ��
�P
�2��0 ��
�� � ��	���� 	��! ����	��
���� ! �1�0 �
��
���� ! � �	�� �
�� � �������+ �� �� ����
��0 �1�
0 ��Q�	���  ������������ ����
����� ��2�� ���� γ0 ��� �	�������� � !�	)� �� *��� ��2�� 0
��� �!�	)� � �+

S���� γ ������� 1�� P� �� �	���� �1�
+ �
�������� ���
Γ1 : G1 → X � Γ2 : G2 → X �� ���� γ0 �
��0 P�� Γ1 ρ�����
 �	���
������ � Γ0 � Γ20 Γ2 = Γ0+ �� ��
�
����� � 2 � ��
�0 P�� ���
�����/� ��
1  ����Q�� π0 : G1 → G0 � π2 : G1 → G20 �
��0 P��
Γ1 = Γ0 ◦ π0 = Γ2 ◦ π2+

�
�������� ����������� �1�� e0 �� G00 � ����� e1 = π−1
0 (e0)+ S�

���	���/ ��
1�� ����Q��0 e1 , �1�� ��
�
 G1+ S���� e2 = π2(e1)+
(
� �
� �1�� Γ0 : e0 → X �� ���	��0 �� �� ���	�� � �1��
Γ1 : e1 → X + S�*���� e2 � ���� 1 �� ��2���� ��
�
 G20 ��
P
Γ1(e1) = Γ2(e2) 1 �� 1 ��P���0 P�� ���������+

(
��� �1�
���0 	��
�
�
 ��	�/�
) ���
+

9���� D�.� . 	�������� ��#� ���'�������� 	����� �������� π2

����&���� ��# �� �����* ������� ����&���� 	����� �������� π0,

�� ��� �+' � ��
�0 P�� ��� ��
1� ����
��������
�� ��
� G2

�� π2��1�
�
� �! �1� �� G10 �����  � ���	
/��) ��� ��
1�� �����
Q�� π00 �� � ������
� ����P�� ���1�
��� π20 : G2 → G00 �	�������
�)/� ��� ������)� �� ���	���) ��
1�� ����Q��0 ����0 1 ��
����0 �������
 ��!�
�)�� ��
��Q + O�� ����0 π20 ◦ π2 = π00 ��*����
π20 �
�� ��!�
�)� ��
��Q� �0 ��
P��0 )��)��) ����Q��+ V
���Q0
Γ2 = Γ0 ◦ π200 ��*����0 �
��)) �1�
 ���� γ0 ����������/�� �����
Q�)� π2 � π00 �
 �1��0 ����������/� π200 � �������� ���� γ0 P��
��������P�� � 1��� ���� γ+ �� ����P����� ��������P�) � ��
�0
P�� γ ������� � 1�� P� �� �	���� �1�
0 ��*���� Γ0 , ������
���
� � ����+ �����	�� 	��
�
��+ �

�����������	 /�������	��
 ����	��������
 	����	���� Υ �
� �
�
��) �
�
) �
�
����P��
) ��� Γ ∈ Υ0 P�� �
�	
) �
�
����P��
)
��� Γ′ �� Υ ���� 1 �� ����������
�
 �
 Γ+

�� �����	��) �+� � ��
� ��	�/��� ������
�+
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B��23���� D�D� 0 ��&��� 	���1	���� 	���	����� ����	�������*

	 �����	�� �� ������������	�� 	����* ��������	��� ����	�����

���, -���� ����* ����	������� 	���1	���� ������	� ��������	��
*

�	�� � ����� �	�� �� �� 	����&�� ����&������ �����,

. ������#�
* ������ � 	���	���� 	���1	����* 
� ����
 �
�� �

���� 	���	��� ��������	���� ����	�������� ���� 	���1	����+
`Z��
�����c �����
����� 	���1	���� Υ �
���� �	���
�
����P�

��� ������� ���%��	�� Υt = [Γt]0 t ∈ [t1, t2]0 �	 Γt , 	����
Q�)
�������� �
�
����P���� ��� Γ = Γt1 �� Υ0 �
�
)0 P�� �� �
�
���
��P��� ��� Γt ��� t > t1 )��)/��) �
����P����� ��	��
����)��
���%��	�� Υt+

i�����	 �
���� �����
��������������������
�0 ��� �! �
���
��P��� ��	��
����� ����� 1 �� ���	��������
� 	��� � 	���
 �
��
�� �������� ! ���+ h��� ��!�	�  ���%��	 )��)/��) �1��
�� ������ �� `� P
�������0 ������ ��c0 �� 1�	� 	�����������
��	���
�
��0 P�� ��
�
��
) 	����
Q�) �
����P���! ��	��
����
�� �����!�	�� � ��
�� �1��� ������ ! ���+ �����
Q������
*����
����  �1��� ������  ������	 �
 ��������� �
����
�������� ������������
�+


�������	 !��
� Γ1 � Γ2  ����	�	 �	&����(��� '������	
�	 �	
�+
��	��� %�#��� ��� 	����� ����	��
�� ���	�
��	
 �	&����(�" ���� �� �� �
���#�� � �����	 ����	�� �	
	�� !�'
��� � ���
�� �����	 ����	�� �������
#��&�� ���	�	�	�" 
����� �
� ������" '������	
��
� �������	
 � �������	�
�����

���� 	��������� ���������� �����

N 2 � ���	���� 	�
 ������ ! ���
 ���. �
�
����P��� ��
�� � ���%��	 + N �
���)�� �
�	� � 1�	� �
���
����
�� �����
Q��0 	�����/�� �
 ��)!0 �
� �
�  �1 P�� ����Q���
�
��+ ��
����
Q�� ��� ������)/� ���	���� ���)�� �������	��� �� �
��
��
���/ �� ����Q���
�
 �0 �� �
� �0 ���)�� *�����
�� `*�����
���
��� ���c+ ����� ���P��/ �
��! *�����
�� � ����)��
 �
���)�
)
������
��)+

S���� X , ����������� ��������P��� ������
�����0 N , ������
������ ������� ��� `�
�
����P���! ��� ��� ���%��	��c �

��+ S���� Φ: N → R , ������� ���1�
���+ (
�� ���1�
���) Φ
1�	� �
� �
�� �����������
�+

O�	� ��������0 P�� 	����
Q�) Γs ��� Γ ∈ N ����	����� � ���	�

	� 	���� N 0 ��� �� ��� Γs ����
	��
� N + h��� Γs0 s ∈ [0, 1]0 ,



�$ ����
����
 �
��
#�����% �
�
�� �_

	����
Q�) ��� Γ = Γ0 ∈ N 0 �����!�	)�
) � ��
�� N 0 �� ���	��

����Q�) ϕ(s) = Φ(Γs)+ �����
Q�/ Γs �
���� ����	��
�� ��� �����
������� Φ0 ��� ����������/�
) ����Q�) ϕ(s) 	�����Q����
 ���
s = 0+ S�	P����0 P�� �
���
����
�
) �	�� �������	�
) )��)��)
������������%0 ��������� s ∈ [0, 1]+ R1���
P�� P�� DΦ ��������
��! 	����
Q��0 	������� ! �� ����2��/ � ����Q���
�� Φ+

O�	� ��������0 P�� ��� Γ ∈ N � ��
��Q� ∂Γ )��)��) ��	����

��� ����������� Φ ��� ��	���
����� 	���0 ��� 	�) �/1�� 	��
�������� 	����
Q�� Γs ∈ DΦ ��� Γ0 ���	������ �
 ��
��Q ∂Γ0
�������	�
) ����Q�� ϕ(s) � �
P
��� � ����� ����� s = 0 ��� ���
�	
 �����Q
����
0 ��� ���	
 �����������
+ (
� �
� ��� �
��
����Q���
�
 Φ �
 −Φ ������) ��������������� � �����Q
������
��� �������	��� ����Q�� ϕ(s) ��)/��) ���
��0 � ��/	�0 �	 �
�������� ��������0 � ���
��P��
) �1������0 1�	� �����
�� *���
���
������� � �� �� ������#
��	������ �������	��� ����Q�� ϕ(s)+
A�?�  3������ I�2�=� J �<�3���� ����� 7�3�1�����8+
N �
P��� ��������� �����
 �
�������� ����Q���
� 0 �����	��

�  ����Q���
�
��0 �
	
�� �� �
 ������
! ���� ! � ��������P�
���� ������
���� X + (
�� ����Q���
� �������� �
��
�� ������
��
�+

D�G�D� 6��3�1#�;�� 1���1��� #��;�������

S���� Ω , ������� ������� ���� �� ! ���� ! �
 ���������
P���� ������
���� X � ����� N , �������� ��! ��� �
 X 0 �1�

����� ! ��
� � Ω+ ��) �/1 ! 	��! ��P� A � B �� X �1���
P�� P��
Ω(A,B) ��	�������� � Ω0 �����)� �� ��! ���� !0 ��	��)/��! *��
��P��+

S���� ψ : Ω → R , ������ � ����Q���
�0 �
	
�� � �
 ���� !
�� Ω0 ���P� 	�) �/1�� ��PP��� ������ γ ∈ Ω � ����)��) ψ(γ) = c0
�	 c , ������
) �������
) �����)��
)+

S���� {Fk : R
k → R}∞k=1 , ������� ��
	��! ����Q��0 ���
��
���

� ! ����������� �/1 ! ����
����� ����� ! � �
��!0 P�� 	�)
�/1 ! 0 < p < q � ����)��)

Fq(x1, . . . , xp, c, . . . , c) = Fp(x1, . . . , xp).

d
	
	�� ���� �
 ������� ��� N ����Q���
� Ψ �
�+ h��� Γ ,
����������
) ��� �� N 0 ��/�
) n �1� γk0 �� �������

Ψ(Γ) = Fn

(
ψ(γ1), . . . , ψ(γn)

)
.



�b �	
�
 � �����
����	���� ��������

^���0 P�� ��
P�� ����Q���
�
 Ψ � �
����� �� � 1��
 ����
Q��
�1� ��� Γ+ O�� ����0 ��� Γ , ���%��	0 �� ����Q���
�Ψ �
 �/1��
��	��
���� �� Γ ������
� �	�� � �� � ��
P��0 �
��� Ψ(Γ)0 �++
�
��� ��
P��/ ����Q���
�
 Ψ �
 �
����P���� ��	��
���� ���%
��	
 Γ+ (� �
� �0 ����Q���
� Ψ ���	�� �������� � ������ �

�
�
����P���! ��)!0 �� � �
 ��)!%��	
!+

S����
�� ����Q�� Fk ����� ������� ����
 `c = 0c � ������	�
�� `c = 1c+

��� ���� ��	�/��� ������� ������
�+

01�2��$���� D�D� !�	� Γ + ��	���
�� ����������� Φ* �����
��������� ��#�* γ1, . . . , γn + ����� 	��� Γ � x0 =

(
ψ(γ1), . . . , ψ(γn)

)
,

"���� �	�� ∂Fn

∂xk (x0) = 0 ��� ��������
 k* 1 � k � n* �� ����� γk + ��	�

���
�� ����������� ψ* ������������� �� ���	����	��� Ω(A,B) ⊂ Ω*
��� A � B + �������� ����� ����� γk,

S���	� ���/ �������0 )��)/��!�) P
��� �� ���P
)�� ����
�
���� ������ P�� �1�� ��������Q��+

D�G�D�D� 6��33�=�3��8 ��1��;�����8 #��;�����

S���� X = W , ��
	�� ������1�
��0 TW , �
�
����� �
�����
�� � L : TW ×R→ R , ���� ��� ���1�
���0 �
� �
�� �1 P��
������&����
+ S���� Ω , ������
����� ��! ����P�����
	��! ���� !
�
 W 0 
 ψL : Ω → R , ��
���P���� �
��
Q���� � ����Q���
�0 �����
������/��� �
��
���
�� L0 �++ 	�) �
�	�� ������ γ : [a, b] → W ��
Ω ���P��
 ψL(γ) ���	�)��) �
�.

ψL(γ) =

b∫
a

L
(
γ(t), γ̇(t), t

)
dt.

R1���
P�� P�� W0 ����� �P�� �
�
������� �
������) TW �
��	�������0 P�� ���
��P�� �
��
���
�
 L �
 W0 × R �
��� ���/+
(��	
 	�) �
�	�� ��PP��� ������ γ � ����)��) ψL(γ) = 0+

N �
P��� ������
 ����Q�� Fk ������ ���� ����	��
�∑k
i=1 x

i+ (��	
 ����Q���
� ψL � ������� {Fk} �	�������)/� ���
��1��
��)� ��	 	���� �����
0 ��*���� ���	�� ����Q���
�
ΨL : N → R �
 ������
���� ��! ��� � ����P�����
	���� �1�
��+
U��� ����Q���
� �
���� ���		���	��
 �����������
 �����������
*
	������	������
 ������&���� L+

�� ��	�����) �+� ��	���� ����P
��) ��	�/��� ������
�+
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B��23���� D�.� !�	� Γ ∈ N + ��	���
�� ���		���	���� ������

�������� ����������� ΨL, "���� ��&��� ����� γ 	��� Γ + ��	���
��

����������� ψL* ������������� �� ���	����	��� Ω(A,B) ⊂ Ω* ��� A �

B + �������� ����� ����� γ,


�������	 ,�" ������ γ : [a, b] → W ���	�	��� 		 �������� γ � TW × ��
������� γ(t) =

�
γ(t), γ̇(t), t

�
� %�#�� 	��� ��#����� L "��"	
�" #������ &��(��

	� � ���	�
��
� ������ γ� 
� '��
�	������
� γ ��������� 
���� �
� ����� γ
�����"�
�" ����	�" -��	��+.�#����� /��� (x1, . . . , xn)  �������	 �������
�
� � W � � (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn, t)  ���
�	
�
�����	 �������	 �������
� �
TW × �� 
�� ������� ����	�" -��	��+.�#���� ��	�
 ���0

d

dt

�
∂L

∂ξk

�
− ∂L

∂xk
= 0, k = 1, . . . , n.

������� ����� ����	 h��� X = W , ���
���� ������1�
��0 �� �
�
P��� ����Q���
�
 ψL ����� � 1�
�� ����Q���
� � 	��� ������
� ���
����� ����� �
 W + S���P�� � � ������
� ����Q���
� ΨL

�
� �
��) ������ � �1���
P
��) P�� �+

S���	� 
�
��� ��	����) �+'+

B��23���� D�,� !�	� Γ + ��	���
�� ����������� ����� �, "��
��� ��&��� ����� 	��� Γ + �����'���	���� �� 
��������'�� W ,

������� ���������� ����� ����	 O�� �1�� ������P���� ���
�/���
Q�� �����������
����� ��	!�	
 )��)��) ����Q���
� 	��� 
��� �
 ���������� ������1�
���+ S���� W , ��������� ������
�1�
�� � ���������� ����������0 �
	
���� ����Q�� L : TW → R0
� γ : [a, b]→W , ����P�����
	�
) ����
) �
 W + (��	
 	���
 ������ ,
*��

b∫
a

L
(
γ(t), γ̇(t)

)
dt,


 	���
 ��� , ����
 	��� ��!  �1�+ S�*���� ��� � �
P���
�
��
���
�
 ��)�� ��������� ��������� L0 �� ���	��� � � 2
����Q���
� ΨL , *�� ���	������ ����� 	���+

������� lp������ ����	 h� �	�� ����� ����P
��)0 ��� �
������
��� lp ������
����
+ V
������0 P�� lp���		������
 ��	� ��P�
��

�1�	�� � ���		 ��� 	����
������� �� �����	� �����	� "��"���	�" '��
�	���
�"�� &��(����� ����� 
�	� �� 	 
�	��	�� �
��� �����	
� #	��	���	���� ���
������(����	 �
���������



'# �	
�
 � �����
����	���� ��������

x = (x1, . . . , xn) � y = (y1, . . . , yn) �� W = R
n �
� �
��) ���P��


lp(x, y) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

p
√∑n

i=1 |xi − yi|p ��� 1 � p <∞0 � P
�������0∑n
i=1 |xi − yi| ��� p = 1 `�
�!������ �
����)��c �

maxi |xi − yi| ��� p =∞.
U�� �
����)�� ����� �
	
�� �
 	�����Q�
�����������P����

)� �+ ��) *���� �
�������� �
��
���
� Lp(x, ξ, t) = ‖ξ‖p = lp(ξ, 0)0
� ����� Ω(x, y)0 �
� � � 20 , *�� �������� ��! ����P�����
	��!
���� ! �� R

n0 ��	��)/��! ��P�� x � y+ Z��� �����)��)0 P��

lp(x, y) = inf
γ∈Ω(x,y)

∫
‖γ̇‖p dt.

h�������� ���	���� lp������ ������ γ : [a, b]→ R
n �
�

∫ b

a ‖γ̇‖p dt0 

lp�	���� ��� , �
� ����� lp�	���  �1�+ S�*���� ��� � �
P���
�
��
���
�
 L ��)�� Lp0 �� ���	��� � � 2 ����Q���
� ΨL , *��
lp������ 	���+

������� ����� � ������������� ������������	 O�� �1��0
�����

(
R

n, ‖ · ‖) , ���P������ ������ ��������
��� ������
��
����+ �
�������� �
��
���
� L(x, ξ, t) = ‖ξ‖0 � ���	��� 	���� ����
��� γ : [a, b] → R

n �
�
∫ b

a ‖γ̇‖ dt0 
 	���� ��� , �
� ����� 	��� 
�1�+ U�� ���	���) ����
��/��) � �1 P� � ���	���� 	��� 
������ �
� ��	�
 	��� ����
�� ! ���
� !+ (
��� �1�
���0 ����P
�
��) � �	�� ����� �1����� ����Q���
�
 , ����Q���
� ���
����
������ �����+
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h��� � ��	 	��� ����� ����� ��
���P����� �
��
Q�������
����Q���
�
 ψL �
�������� ����Q���
� O���Q
 ψB 0 �� � �
	
	��
�
 ������
���� ����P�����
	��! ��� N ���		���	��� ����������

-���� ΨB = Ψ+ V
������0 P�� �����������
 -���� �
 Ω �
� �
��)
����Q���
� ��	


ψB(γ) =

b∫
a

L(γ, γ̇, t) dt+ T
(
γ(a), γ(b)

)
,

�	 γ : [a, b]→ W , ����
) �� Ω0 ����Q�) L : TW ×R→ R , �
��
����

� � T : W ×W → R , ��
	�
) ����Q�)+ S��� ��
�
�� � ����	��
��� � 2 ������ )��)��) ��
���P���� �
��
Q���� � ����Q���
�
��� � �
� �
��) ����������� ��	�� ����������� -����0 
 �����
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�
��0 �
���)� ������ �� �������� ���Q� ! ��P� ������0 ,
���
������� ��	��+

B��23���� D�G� !�	� Γ + ��	���
�� ���		���	���� ����������

�� -���� ΨB, "���� ��&��� ����� 	��� Γ + ��	���
�� �����������

��	�� ����������� -���� ψB* ������������ �� Ω(A,B)* ��� A � B +

�������� ����� ����� �����,
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R�
� �
��)0 ��� ���
��P����) �
��������� ��� ��������
��
��� ���������0 �� ��������Q�/ �1�� ! ����Q���
��� ����� �	�
��
1�� ������� � 1�� �1��+

S����0 �
� � � 20 Ω , ������� ������� ���� �� ! ���� !
�
 ��������P���� ������
���� X � ����� N (G) , �������� ��! ��
�� �
 X � ��������
���� ��������� G0 �1�
 ����� ! ��
� � Ω+
S���� e1, . . . , en , �1�
 ��
�
 G0 �
������
��  �
������1�	� ����
�����
�� � �����1��+ S�	�������0 P�� �
�	��� �1�� ei ����
���
� ���������� ������ � ����Q���
� ψi : Ω→ R0 �
	
�� � �
 ���� !
�� Ω+ V
���Q0 ����� �
	
�
 ������
) ��
	�
) ����Q�) F : R

n → R+
d
	
	�� �
 ������� ��� N (G) ����Q���
� Ψ0 �������

Ψ(Γ) = F
(
ψ1(γ1), . . . , ψn(γn)

)
, Γ ∈ N (G),

�	 γi , �1�� ��� Γ0 ����������/� �1�� ei ��
�
 G+
��� ���� ��	�/��� ������� ������
�+

01�2��$���� D�.� !�	� Γ + ��	���
�� ����������� Φ* �����
��������� ��#�* γ1, . . . , γn + ����� 	��� Γ � x0 =

(
ψ1(γ1), . . . , ψn(γn)

)
,

"���� �	�� ∂F
∂xk (x0) = 0 ��� ���������� k* 1 � k � n* �� �����

γk + ��	���
�� ����������� ψk* ������������� �� ���	����	���

Ω(A,B) ⊂ Ω* ��� A � B + �������� ����� ����� γk,

S���	� ���/ �������0 )��)/��!�) P
��� �� ���P
)�� ����
�
���� ������ P�� �1�� ��������Q��+

������� ���������� ����� �������������� ����	 S����X =
W , ���
���� ������1�
��0 G , ��
� � �1�
�� e10 . . . 0 en �
ω1, . . . , ωn , ����������  �������  P���
+ S���� Ω , ������
��
���� ��! ����P�����
	��! ���� ! �
 W 0 
 N (G) , ������
����� ��!
����P�����
	��! ��� ��������� G �
W + �
� � � 20 �1���
P�� P��
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� : Ω→ R ����Q���
� ���
����� 	��� 0 � ����� F =
∑n

i=1 ωix
i+ (��	


	�) �
�	�� ��� Γ �� N (G) �������

Ψ(Γ) = F
(
�(γ1), . . . , �(γn)

)
=
∑

i

ωi�(γi),

�	 γi , �1�� ��� Γ0 ����������/� �1�� ei ��
�
 G+ L���Q���
�
Ψ: N (G) → R �
� �
��) �'��#����� ������+ U�� �
��
�� �1W)��)�
��) ��0 P�� P���
 ωi ����� �
���
����
�� �
� ��
 �1� ��
�
 G+

�� ��	�����) �+' � ��
� ��	�/��� ������
�+

B��23���� D�)� !�	� Γ ∈ N (G) + ��	���
�� ����������� �'���

#����� �����, "���� ��&��� ����� 	��� Γ + �����'���	��� �� 
�����

����'�� W ,

������� ������������� ���������� ����� ���� ����� ����	

d
���� � ��	 	��� ����� ����Q�/ F �
 �����������/ ��
	��/
����Q�/0 � ����P�� ����Q���
� F ����2���� 	��� 0 ���	���
� � �
�.

Ψ(Γ) = F
(
�(γ1), . . . , �(γn)

)
.

B��23���� D�L� !�	� Γ + ��	���
�� ����������� F ��'��#���
��� ����� � γi + ����� 	��� Γ* 	������	������� ����� ei ����� G,
!���&�
 x0 =

(
�(γ1), . . . , �(γn)

)
, "���� �	�� ∂F

∂xk (x0) = 0 ��� ���������
�� k* 1 � k � n* �� γk + �����'���	��� �� 
��������'�� W ,

������� ����������� ����������!� ���������� ��������

������� ����	 S���� X = W , ��
	�� ������1�
��0 G , ������
���
�� � ��
� � �1�
�� e1, . . . , en � Ω , ������
����� ��! ����P���
��
	��! ���� ! �
W + �
�������� �
1�� �� n �
��
���
��� Li0 � �����
ψi : Ω → R , ��
���P���� �
��
Q���� � ����Q���
�0 ����������/�
��� �
��
���
�� Li+ N 1�� � �
P��� ����Q�� F ����� ����	��
�+
S���� N (G) , ������
����� ��! ����P�����
	��! ��� ��������� G
�
 W + ��) �
�	�� ��� Γ ∈ N (G) �������

Ψ(Γ) =
n∑

i=1

ψi(γi),

�	 γi , �1�
 ��� Γ0 ����������/�� �1�
� ei ��
�
 G+ (��	
 Ψ
�
	
� ����Q���
� �
 N (G)0 ����� � �
� �
��) ���		���	��
 ������
������
 �����������
+



�$ ����
����
 �
��
#�����% �
�
�� '$

B��23���� D�-� !�	� Γ + ��	���
�� ���		���	���� ��������

������ ����������� � γi + ����� 	��� Γ* 	������	������� ����� ei

����� G, "���� γi + ��	���
�� ���		���	���� ������������� ��������

���� ψi* ������������� �� ���	����	��� Ω(A,B)* ��� A � B + ��������

����� ����� γi,
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���P��� �
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��
���������� 
���&
��� �	 ���	�� ���	�� ��	 �����# �	 � ����������
�� �	���� 	�6������ 
����&
���	�# ��%��� � �	�	��� ��
������� 
��! -� �	��%��# ��	 �
� ������%�� ������
� ������# �	 
		���� 

������ �����	��� �� ���� ����������� ��
��������!

7�
�� ���������	�# ���������� � ��
�	���� �����# ���� �	���� 
�� ���	��� � 
	�������
��� 
 ��	��

	�	� +	�� "�� ,� �	 �����

	���
��	� ���	�� � 89: ;<=> 8?@ABC?@DE DF GBF H?@=>IDJJBFJKA?;@BF#
LBDMNDO# � ������&��� PQQQ!

���� �����	
�� ������� ��������	
��

�������������� ����

)�
�� W ( �����	� ��	�		�����# π : TW → W ( ��
������	� ��
 

�	���# L : TW → R ( ����������� ������%���! )�
�� Ω ( ��	 

����
��	 �
�� ��
	��	 ������ ����� �� W  ψL : Ω → R ( ���

 
��
�� �����	���� �����	���# 
		����
������ ������%��� L#
�!�!

ψL(γ) =

b∫
a

L
(
γ(t), γ̇(t)

)
dt,

��� γ : [a, b]→W ( ����� � Ω!

)�
�� G ( 	
�������� ����# ∂G ( ��	 ������# β : ∂G→W ( ��	 
��	���	� 	�	���%���  Γ: G → W ( ��	��	����� ��
	��	 �������
����������
��� 
��� 
 ������� ∂Γ = β! /� ��	%�
��� ���� 
����

���� �������	 
	 ����������
�� ����� ����
������
 ���� �����
	� ���
�������� � ��
����� ������ {Fk}� ���	� ��

� ����
�	�� ���� ��� �� ��
���������	 
���� �	�� ������	 � ������
�
 ������ ��� ������������ ��
���
���� ������ {Fk} !���
��������� � �������� �����������"#�� �����
	 ������
���������� �������" � �������� �������� 



1* ����� �� ������� ��������	
��� ����

	�������� �����	��� ΨL# ������� �	�	�	�	 �� 
�� Γ ����	 
����
������� �����	���� ψL �� ������ ��	� 
��!

)�
�� (x, ξ) ( ��	��	����� �	��� � TW ! )����	�	%�# ��	 �� 
����%�� L ���%�� ���������	 ������������ � �	��� (x, ξ)! $�	 
����� ����� p(x, ξ) = Lξ(x, ξ) �	��� � �	��
������	�	 ��	
����
���
T ∗

xW # 	����������� ���! R
� xi ( �		������ �� W � 	���
��	
�
�	�� x# � ξi ( 
		����
������ �		������ � ��
������	� ��	
���� 

��� TxW # �	 i � �		������ �	����	�� p(x, ξ) ���� ��0

p(x, ξ)i =
∂L

∂ξi
(x, ξ).

.	����	� p(x, ξ) ��������
� 3	�	�������4 ������	� � �	��� (x, ξ)!
�����# 	������� ����	� �	����	� [L](x, ξ) ���! S�

�	��� ��	��	�� 
��� ������� ����� x(t)# ��� �	�	�	� ẋ(0) = ξ! )	�	%�

[L](x, ξ)i =
d

dt

∣∣∣
t=0

{
pi

(
x(t), ẋ(t)

)}− ∂L

∂xi

(
x(0), ẋ(0)

)
.

+	�	�	 ���
��	# ��	 ��	 	��������� �� ���
� 	� ���	�� ���	� x(t)#

�! TUVW! .	����	� [L] ��������
� ��	���	��	� �������� ������� L!

.���� γ(t) ���	��� �������������	�# �
� 	�� � ���������# �
������
� 	�	���%���� � �	���! )���������
��� 3	
��������4 
��� Γ
���	��� �������������	�# �
� �
� �� ����� ( �������������� �����!
S���	 ����� G# �������������� ��������	� 3�	����	�4 ����	 
�� Γ#
���%� ����� �������� ���������� 3
		����
�����	# �	������4!

,�����%�� L ���	��� ���������������# �
�

3P4 ������ L ������
� �����	� �� �
�� TW # ��	��# ���� �	%��#
�����	�	 
����� W0 ⊂ TW X

314 	�������� ����� L �� �����	� 
�����W0 ⊂ TW ����	 ����X

3U4 ��� ���	�	 ����	�� ζ ∈ T(P,ξ)(TW ) 
���
����� ��	��	���� ζ(L)
����� L �	 ����������� ����	�� ζX

3Y4 ��� ��	��	���	� �����	� ���	���� γε# ε ∈ [0, 1]# �	����	� �� 
�	� γ0# ���	�# ��	 �
� ����� γε# ε > 0# ������
� ��������� 
�# ������ ∂

∂εL(γε(t), γ̇ε(t)) ���������� �	 
	�	����	
� ���� 
������ (t, ε) � 	���
� 	���������! Z�	 �
�	�� ����� ��������
��	���� 	���	����	��!

�$���� � ��"�� ��� ���������� ������ �� ��������" ���
����� ��� ���
�������� ������ % ��������� ��������	� ������ �� ������������	
 ��
��������
� ����#� ������� � �����	 �	�� ������������	 



���� �����	
�� ������� ��������	
�� �������������� ���� 1V

)����	� ������������	�	 �� �
��� �����	�	 ������%��� ���� 
��
� ������%��# 
		����
������ �����	���� ���� �� ����	�	�
��	�		����! [	��� 	��� ����� ���	�	 ������%��� ������
� ���� 
�	 ���
���� 	� �	��  �������	�	 ��
������	�	 ����	�� �	��	� ��
��
������	� ��	
����
��� � ��	�		�����! $�����# ��	 
��	��� �� 
����	
�� �	��� �� �����	������
�!

\�	�
���# 	���������� �������������� ������%��# �	����
�� �	����� �	����# ���� ��������
�� �����	���� ����	�	�
���� ���	��� � ����� ����������� ��
��������! ]� ����	�	

�	�
��� ��������# ��	 ���������� ����� ��
���������� 
���� ��	 
�����	���� 
���������� ��������� Z�����&,�����%�! "�	�	� �
�	 
�� ����������# ��	 �����	��� �	������	 	�������� �� 
����&
�����
3��� ��	�	 ��	��	��	 �����
��	 �����	���� ���� �� �	������ �� 
����4! '�����  �������	� 
�	�
��� ����
�������
� ��	��	���� ���

�	���	���� 
���������� ����	� ���������
�	�	 ������# ����
��� ���������	���� �������	�# ���
��� 	� ���������!

" 
�������� �����%��� �� ���
�� ��	��	���� �	 ������ 
���� 	� �����	���� ψL 
 �������������� ������%��	� L!

���������	� 
��� ���� L � ��������������� ����������
� ψL � 		�������� �� ��������� �������	���� ������	���!
���� γ(t)" t ∈ [a, b]" � ��	���	����� ��������������� ������ � γε"
ε ∈ [0, 1] � ������� ���	������ ����	� γ" �����" ��	 ��� ε > 0 ��
������ γε ���������! #$	������ ����� η(t) �	�� ���	������ γε" �!�!
η(t) = d

dε

∣∣
ε=0

γε(t)! %	��� ��� ������ γ(t) ���������" �	

d

dε

∣∣∣
ε=0

ψL

(
γε

)
= p(γ, γ̇)(η)

∣∣∣t=b

t=a
+
∫ b

a

[L](γ, γ̇)(η) dt.

&�� �� ������ γ � �	������" �!�! γ(t) = x ��� ��' t" �	

d

dε

∣∣∣
ε=0

ψL

(
γε

)
=
∫ b

a

ζ(L)(γ, 0) dt,

��� ζ = (η, η̇) � ����	��	� �	�� ��	�� �	����	� ����	� t �→ (
γ(t), 0

)
=

(x, 0) � TW ! &�� �	�	��������	 �����	�	����" ��	 ���������� L
������� ������� � 	�����	�� �	��� (x, 0)" �	

d

dε

∣∣∣
ε=0

ψL

(
γε

)
= p(x, 0)(η)

∣∣∣t=b

t=a
+
∫ b

a

[L](x, 0)(η) dt.



1^ ����� �� ������� ��������	
��� ����

���������	
���� )���	� �����%���� �	�	�	 ���
��	# 
�!# ���� 
���# TUVW!

�	��%�� ��	�	� �����%����! S�

�	��� ������

f(t, ε) = L
(
γε(t), γ̇ε(t)

)
,

��� t ∈ [a, b]  ε ∈ [0, 1]! 7�
���� ��	��	���� fε(t, ε) ����� f(t, ε)
�	 ��������� ε ����� ζ(L)

(
γ(t), γ̇(t)

)
! ]� �
�	�� ������������	
�

������%��� L ��������# ��	 ������ fε(t, ε) ���������� �	 
	�	��� 
�	
� ����������! )	��	��

d

dε

∫ b

a

L
(
γε(t), γ̇ε(t)

)
dt =

d

dε

∫ b

a

f(t, ε) dt =
∫ b

a

fε(t, ε) dt

=
∫ b

a

ζ(L)
(
γ(t), γ̇(t)

)
dt,

��	  ����	���	
�! �
/��	���# ��	 �������������� 3����������
���4 
��� Γ ������ 

��
� ����������	� �	 	��	���� � �����	���� ΨL 
 ����������� 
��� ������%��	�# �
� ��� ��	��	���	� ���	���� Γε# ε ∈ [0, ε0]#

�� Γ = Γ0 ���� ��
�	 �������
��	0

d

dε

∣∣∣
ε=0

ΨL(Γε) � 0.

)�
�� Γ: G→W ( ��	��	����� �������������� ����������
���

���! -��
������� 
������ �	������ ����� G# �
� ����� �	�	��� (
�	������# ���	��� �	������� �	��	������� ����� G! �����������
�	��	����� ����� G ( ��	 � ��	 �	������ �	��	�����# � ��	 ��� 
���# �� ��������� �	������ ������! \		����
������ ��������
����������
�	� 
�� ���	��� ��� %�!

��� ��%�	� ��������	� �	��	����� H ⊂ Γ 	�	����� ����� EH

��	%�
��	 ����� 
�� H # ����� IH ( ��	%�
��	 
��%��� 
 H ����� �
Γ\H # �	������ ������ �	�	��� ��%�� � H # � ����� OH ( ��	%�
��	

��%��� 
 H ����� � Γ \H # ��������� ������ �	�	��� ��%�� � H !
$�����# ��	 IH  OH �	��� ����
�����
�! .�	�� �	�	# 	�6������
�
�� ��	%�
�� IH  OH �	 �
�� ���������� �	��	������ H 
�� Γ

	������� 
 ��	%�
��	� �
�� ���������� ����� 
�� Γ! /��	���# �
�
γ ( ����	 
�� Γ# �	 ����� [aγ , bγ ] 	�	����� 	����	�# ����������� 
�� ��	 ����	! 7���� ∂H 	�	����� ��	%�
��	 ����� � H # ����� 
��
� �������� � 
�� Γ! 7���� ∂H 	�	����� ��	%�
��	 �����



���� �����	
�� ������� ��������	
�� �������������� ���� 1Q

� H # ��������� ���������� ������ 
�� Γ! �����# ��� ��%�	� ��� 
��� x ∈ ∂H 	�	����� ����� IH(x)  OH(x) �	���	%�
��� � IH 
OH 
		����
�����	# 
	
�	��� � �
�� �����# ��������� x! )	�	%�
NH(x) = IH(x) ∪OH(x)!

_�	��	 ���
� 
�������� 	�	�������! -� �	�	%� px(γ) ������
±p(γ, γ̇) � ������ x ����� γ 
�� Γ# ��� ���� `+a �������
�# �
�
x ( �	������ ������ ����� γ#  `−a � 
�����# �	��� x ( ���������
������!

]� �����%���� 1!P ����	 �	������
� 
�������� ������ � �����	�

�� �������!

������ 
��� ���� L � ��������������� ����������! (����

���������� �������������� ��� Γ: G → W  �������� β �������
���������� ������	���� ΨL" ��� � �	���	 ��� ����	� �������

�	� ��$�	 γ : [aγ , bγ ] → W ��� Γ � ��������� ������	���� ψL" �!�!
[L](γ, γ̇) = 0" � ��� ����	� ���������	� �	��	����� H : GH → W
��� Γ � ��$	� �����	� ��� η : GH → TW " ��� π ◦ η = Γ|GH �
η(∂GH) ⊂W0" ����� �� ��������� ��	����������	0∑

γ∈IH

p(γ, γ̇)(ηγ)
∣∣
t=bγ
−

∑
γ∈OH

p(γ, γ̇)(ηγ)
∣∣
t=aγ

+
∑

γ∈EH

∫ bγ

aγ

ζγ(L)
(
γ, γ̇

)
dt =

=
∑

x∈∂H

[ ∑
γ∈NH(x)

px(γ)
](
η(x)

)
+

∑
γ∈EH

∫ bγ

aγ

ζγ(L)
(
γ, γ̇

)
dt,

��� ηγ � ��$�	 η|[aγ ,bγ ] ��� η" � ζγ = (ηγ , η̇γ) � ����	��	� �	�� ��	��
����	� (γ, γ̇) � TW !

$������� �	������ ����������
�	� 
�� Γ: G → W � ��
����� 

�	� ��

�	��� ��� ��	%�
��	 �����
{(
γ(t), γ̇(t)

)}
�	 �
�� ������ γ


�� Γ!

�������	� 
��� ����" � �����	�	�����' ��	���� )!*" ������

���� L ������� ������� � 	�����	�� �	������ ��� 3��������"
��	 ����� ���	" ��� ��� Γ � ���������4! %	��� ���������������
�������������� ��� Γ: G→W  �������� β ������� ����������
������	���� ΨL" ��� � �	���	 ��� ����	� ��$�	 γ : [aγ , bγ ]→ W �

�� Γ � ��������� ������	���� ψL" �!�! [L](γ, γ̇) = 0" � ��� ����	�
�	�����	� ���+��� x ��� Γ ����� ���	 �������	0∑

γ

px(γ) = 0,

��� ���� $����� �	 ��� ��$��� γ" ����������� ���+��� x!



Ub ����� �� ������� ��������	
��� ����

��������� &����
� ' ( � !�������� ' ( ����� ����#�"��� � �����	� ������
���	� �������	� �� ��
������
 ����������� �������	� �����
 ����
�����
��"#��� ����� !���
��������� � �������� �����������"#�" �����
� ����������
������ �������" � �������� �������� 

���� �����	
�� ������� ��������	
��

�����������

" ��	� ������� �� ��

�	��� ��
���������� 
��&
����  �� 
�� � �	������� 
��������! $��������
�# ���������	
�� �	�����	�

�������� 
������# � ������ 	������# 
 �������	
��� ������%��� L#

		����
�������	 ���

��
�	�� �����	��	�� �����	����!

)�
�� L ( �������������� ������%��! '	��� �����	��� ΨL# �� 
������ �� ����������
�� �������������� 
����# �	�	%���� ���� 
�	��� �� ��	%�
��� 
		����
������ 
����&
���	�# �	�	��� �� 	�	 
����� �	� %� ����	�! $�����# ��	 ���	���
�� ����
������ ����

���� ������
� ���������� ����������
�� 
����! -� ������ 

����	�� 
����# �	��� ������%�� L ( ������!


�
��� �����	� �������	���

)�
�� ������%�� L ( ������ �� �
�� TW #  �����	�	%�# ��	
L ����� ���� �� �����	� 
���� W0! '	��� L# � ��
��	
�# ������
�
�������������� ������%��	�! ]���� ��
�	 
������� ���������!

������ 
�
� ,���-��� Υ ������� ���������� ��� ������	

���� ΨL  ������� ����������	� L" ������ ���� �� �����	� ������
W0 ⊂ TW " ��� � �	���	 ��� ���	������ ����� �� �	����.

/*0 ����	� ��$�	 γ ��� Υ ������� ���������� ������	���� ψL1

/)0 ��� ��$	� ���+��� x ��� Υ � ��$	�	 ��$�� γ" ���������	�	 x"
����� ���	 �������� p(x, 0) = 0 � px(γ) = 0!

���������	
���� )	 	���������# 
���&
��� Υ ��
���������# �
�
 �	���	 �
� ���	� �� ����
������� ( ��
������� 
		����
������ 
�	 �����	���� �� ����������
�� 
����! " ��
��	
�# ���	���
��
����
������� 
�� Υ ��	�����	���� �
�	��� ��	���� 1!P# �	��	�� ��	
����� ( ��
������ �����	���� ψL# ��	 �	�������� ��	��	��	
��
����	�	 �
�	��!



���� �����	
�� ������� ��������	
�� ����������� UP

c���	���	# �	
�	���	����
� �����%����� 1!P# �	%�	 �	������#
��	 ��%�	� �	����	� ����	 ��	��	���	�	 ����
������� 
�� Υ ���� 
��
� ��
�������� �����	���� ψL# �!�! ��	�����	���� �������� Z� 
����&,�����%�!

�����# ��
�� γ ( ��	��	���	� ����	 
�� Υ# �������	� ��� 
��� x! S�

�	��� ����
������� Γ 
�� Υ# ���	�	# ��	

• ���������� �	��	����� ������ x 
�� Γ 
	
�	� � 	��	�	 �� 
��� γ′X

• ����� γ  γ′ ���� ���
������� 	���� ������ x′# 
������ �	 
�	�	� � Γ ����� 2!

)	
��	����� ����������
��� 
��� Γ ������
� ��
��������	�# �	��	��#
� 
�� 
���
��� 1!P# ��������	�	 � ������ x′# ���� ��
�	 �����
��	
px′(γ) ± p(x′, 0) = 0# ��� ���� �������
� � ���
�	
� 	� 	������
����� γ′! '�� ��� ��� 	������� �	%�� ���� ������� ���	�  ��� ���
px′(γ) = px(γ)# ����

px(γ) = p(x′, 0) = −p(x′, 0) = p(x, 0) = 0,

��	  ����	���	
�!
$�����	� �����%���� ���������	 �������� � 
���
��� 1!P# ���

��� �
� �����
� ����� ���� �	 �
�	��! '�	���� �	������! �
�������	� 
�
� ���� Υ � ������������ ��� ��� ������	��


�� ΨL  ������� ����������	� L" ������ ���� �� �����	� ������
W0 ⊂ TW ! %	��� ����	� ��$�	 ��� Υ � ��������� ������	����
ψL �	 	��	+���� � ��	���	����� ���	�������" � ������ �	������
������" 	$��� �	�	�	� 	�������  ��	���	���	� ���+��	� ��� Υ"
����� ������� ���������� ������	���� ψL �	 	��	+���� � ��

$�� ���	�������! 2������ �	����" ������ ������������ ���-
��� ������	���� ΨL ������� ���������	
����������	�!

�������	� 
��� ���� Υ � ������������ ���-��� ��� ����

��	���� ΨL  ������� ����������	� L" ������ ���� �� �����	� �

����� W0 ⊂ TW ! ���� x � ���+��� ��� Υ" � γ1, . . . , γk � ����

������� x ��$�� ��� Υ! #$	������ ����� ξi ����	� �	�	�� ��$�� γi

� ���+��� x! %	��� ������ �	��� (x, ξi)" � ����� �	��� (x, 0) ����

��� ����	����	� �	��	� 	���������� ����������� L �� TxW !

�������	� 
��� ���� L � ������� ����������" ������ ����
�� �����	� ������ W0 ⊂ TW ! &�� ���������� L" 	����������� ��



U1 ����� �� ������� ��������	
��� ����

TxW " �� ����� ����	�����' �	��� ��� 0 ∈ TxW ��� ��$	�	 x ∈ W "
�	 ������ ������������ ��� ������	���� ΨL � �	������!

������� )�
�� L(x, ξ) = 〈ξ, ξ〉 ( ������%��# 
		����
������
�����	���� ����� �� ����	�	� ��	�		���� W ! ]� 
���
��� 1!Y
��������# ��	 � ���

� 
���	� ��	� �����	��� �� ���� ��
��������#
	������ 	� �	������!

������� )�
�� L(x, ξ) = T (ξ) − U(x) ( ������%��# 
		����
���� 
�� �����	����# 	�
�������� ��%��� ���������	� �	�� � �	 
�� �	�
��������� 
� 
 �	������	� U(x) �� ����	�	� ��	�		��� 
� W ! ]� 
���
��� 1!Y ��������# ��	 � ���

� 
���	� ��	� �����	���
�� ���� ��
��������# 	������ 	� �	������!

�������	� 
��� ���� L � ������� ����������" ������ ����
�� �����	� ������ W0 ⊂ TW ! �����	�	���" ��	 ��+���� ������
(	+� ��� ��������� 3�����-��������  ����������	� L �	�����	
���������	! %	��� ��� ���������� L" 	����������� �� TxW " ���

�� �� $	��� ���' ����	�����' �	��� ��� ��$	�	 x ∈ W " �	 ������
������������ ��� ������	���� ΨL � ��� �	���" ��� ������ 3���	

������� ������������ ����� ��+� ���+��� ������ 1 � 24!


�
�
� ����	���������� �������	���

"�����
� � 
����� �������������� ������%��	� 	����	 ���!
-� ������ 
 ��
�	���� ��	��	���� �
�	�� ��
��������	
� 
����&

���	�# � ����� ������� ������ ��
��������	
�!

���������	� 
�
� ���� L� ��������������� ���������� � Υ�
������������ ���-��� ��� ������	���� ΨL! %	��� ζ(L)(x, 0) � 0
��� ��$	� ���+��� x ∈ Υ � ��$	�	 ����	�� ζ ∈ T(x,0)TW !

���������	
���� )����	�	%� ��	���	�# � ����	# ��
�� � ���	 
�	�	� ������ x ��� ���	�	�	�	 ζ0 ∈ T(x,0)TW ���� ��
�	 
��������
�������
��	0 ζ0(L)(x, 0) < 0! S�

�	��� ����
������� Γ 
�� Υ# �
�	�	�	�	 ��		���� ������ x 
	
�	� � 	��	�	 ����� γ : [0, δ] → x#
�������	�	 ������ 
����� 1# 
		����
������� �	��� δ �������� 
������	 	������ [0, δ]!

d�
���� � 	���
��	
� �	�� x �� ��	�		����W ��	��	�����
�	������� �		������ xi! '�� 
���� � ��
 ������ �	������� �		�� 
���� (xi, ξj) �� ��

�	�� TW ! )�
�� � ��� �		������� ����	� ζ0
���� �� ζ = αi∂xi+βi∂ξi ! )	�	%� α = (α1, . . . , αn)  β = (β1, . . . , βn)#



���� �����	
�� ������� ��������	
�� ����������� UU

��� n = dimW ! )	
��	� ���	����� ����������
�	� 
�� Γ# �	 

�	����� �� �
�� �� ������# ��	�� ����� γ# � �� ����� γ ������ ��
���0 γε(t) = x + ε(α + tβ)! '	��� �	�� η(t) ��	� ���	���� ���� ��
η(t) = α+tβ# � 
		����
������� �	�� ζ(t) ����	

(
η(t), η̇(t)

)
= (α+tβ, β)!

" ��
��	
�# ζ(0) = ζ0! \���	�������	# ������ δ �	
���	��	 ����� 
�	
�	���	����
� �
�	��� 
	���
	����	
�# �	����0

∫ δ

0

ζ(L) dt < 0.

)	
������ ��	��	���� ��
��������	
� 
�� Γ# 
�! ��	���� 1!P! _� 
���%���� �	�����	! �

���������	� 
��� ���� L � ��������������� ���������� �
Υ � ������������ ���-��� ��� ������	���� ΨL! %	��� � ����	�
�	�����	� ���+��� x ��� Υ ���� ������	� px(γ) �	 ��� ����

������� x ��$��� γ �� Υ ����� ����!

���������	
���� Z�	 ��� � 
�� 
���
��� 1!P# �	
�	���� ���	� 
��
�� ����
������� ������
� ��������	� �����
�	� 
����! �	�� 
������
��	 ���	����	! �

$�	����� ����� V (TW ) �	���

�	��� � ��

�	�� T (TW ) →
TW # ��%��� 
�	� �	�	�	�	 
	
�	� � �
�� ����	�	�# ��
�������� �

�	� ��
������	�	 ��

�	��� TW → W ! $�	����� ����� H(W0) ��
 
��������� ��
�������� ��	
�	
��� � �����	�� 
����� W0 ⊂ TW !
" ��%�	� �	��� x � W ��
������	� ��	
����
��	 T(x,0)TW ��
����� 
����
� � ������ 
���� �	���	
����
�� V(x,0)TW H(x,0)W0! )�	
�	
�
H(x,0)W0 ���	��� �	���	��������� ��	�	����!

$�����# ��	 ��%��� ����	� ζ ∈ T(x,0)TW �	%�� ���� 	��	�����	
����	%�� � 
���� 
�	� ����������	� ζv ∈ V(x,0)TW  �	���	������	�
ζh ∈ H(x,0)W0 
	
��������!

[���� �	�	���# ��	 �������������� ������%�� L ����������

���� ��	�� $��� W # �
� ��� ��%�	�	 x ∈ W  ��%�	�	 ����	��
ζ ∈ T(x,0)TW ���� ��
�	 �����
��	

ζ(L) = ζv(L) + ζh(L),

����� ζh(L) ( ������� ������ 	� ζh ∈ H(x,0)W0!

���������	� 
��� ���� L � ��������������� ����������
� Υ � ������������ ���-��� ��� ������	���� ΨL! �����	�	���"



UY ����� �� ������� ��������	
��� ����

��	 ���������� L �������������� ��	�� $���! %	��� ��� ����	� ���

+��� x ��� Υ 	���������� ������� ζ(L) �� �	���	�������� ��	

�	�� H(x,0)W0 ����	 ����!

���������	
���� " 
�� �����%���� 1!1 ���� ζ(L)(x, 0) � 0 ���
���	�	 ζ ∈ T(x,0)TW # � ��
��	
�# ��� �
�� ζ � �	��	������	� ��	
 
�	
� H(x,0)W0! ]� ������������	
� ������%��� L ��	�� ����
��������# ��	 	�������� ����� ζ(L)(x, 0) �� ��	
�	
�� H(x,0)W0 (
������� ������# �	�	���# ��� 
����# ����� ����! �	��������
��	
���	����	! �

.������������� ������%�� L ���	��� ����������# �
� ���
��%�	� �	�� x ∈ W ������ f(ζ) = ζ(L)(x, 0) �� T(x,0)TW ������ 

� �����	� ��� ζ = 0!

"����� x 
���� Υ 3
		����
������� ������ ���	���
�	�	 ���� 

������� ��� Υ4 ���	��� �	$	��	�# �
� �����
� px(γ) ���������
�� ����� γ ����� ����!

/��	���# ��	 
���
����� ���	���
�� �	�	���� μ ��%�� ��
� 
������� ��	
����
���� TxW � ��	�		����� W  
		����
����� 
� ����������� ��	
����
���� V(x,0)TW ! Z�	� �	�	���� 	��� 
������
� ���! )�
�� ξ ( ��	��	����� ����	� � TxW ! S�

�	���
������� ����� γ(t) = (x, tξ) � TW # ���	����� � �	�� γ(0) = (x, 0)!
"���	� 
�	�	
� γ̇(0)# �	 	���������# ��%� � V(x,0)TW ! ]�	�	����
μ 
	�	
������� ����	�� ξ ����	� γ̇(0)!

���������	� 
��� ���� Υ � ���-���" ����� ��� �����

����� ������	���� ΨL" ��� L � ���������� ��������������� ������

����" ���������������� ��	�� $���! ���� x � ���	$	���� �	����

��� ���+��� ��� Υ! %	��� 	���������� ������� f(ζ) = ζ(L)(x, 0) ��
V(x,0)TW \ {0} �	�	�������	! ��� ��	� ζ(L)(x, 0) = ζv(L)(x, 0)!

���������	
���� ]� �����%���� 1!Y ��������# ��	 
�������� �� 
���
��	 ���� ��
�	0 ζ(L)(x, 0) = ζv(L)(x, 0)! .�	�� �	�	# � �����%�� 
�� 1!1 
������# ��	 ζ(L)(x, 0) � 0! '��� 	����	�# ��� �	��������
���
�����%���� �	
���	��	 ��	�����# ��	 ζ(L)(x, 0) �� �	%�� �������
�
���� ��� ����������� �� ������� ����	�	� ζ ∈ V(x,0)TW !

)����	�	%� ��	���	�# �!�! ��
�� � ���	�	�	� ��
�	�	��	� ��� 
��� x 
�� Υ ��� ���	�	�	�	 ���������	�	 ����	�� ζ0 
= 0 ����
��
�	 �����
��	 ζ0(L)(x, 0) = 0! '�� ��� ������ x ( ��
�	�	���# 
� 
��
����� ���	� �������	� x ����	 γ# ��	 ��	 �����
 px(γ) 	�����
	� ����! S�

�	��� ����
������� Γ 
�� Υ# ��� �	�	�	�	 ��		����
������ x 
	
�	� � 	��	�	 ����� γ′ : [−a, a] → x! )� ��	� 	��� �



���� �����	
�� ������� ��������	
�� ����������� U2

��������� γ′ �����# �	�	��� �� 	�	����� ����� x′# ��������
����� γ# � ������# 	�	��������� ����� x′′# ( �
�� 	
������� ������
γ1, . . . , γk# ��������� ������ x � Υ!

)	�	%� μ−1(ζ0) = ν0! )	
��	� ���	����� 
�� Γ′# 	
������ 
��� �� ��
�� �
� ������ 
�� Γ′# ��	�� ����� ����� γ′!

)����	�	%� 
������# ��	 px(γ)(ν0) 
= 0! R
� px(γ)(ν0) > 0# �	
����	 γ′ ������� ���# ��	�� �	��� −a � ��������������	 	������
[−a, a] 
		����
��	���� x′! R
� %� px(γ)(ν0) < 0# �	 ����� �����	 
������# ��	 −a 
		����
����� ������ x′′! ��� 	���������	
� �����
�����	������# ��	 ���� ��
�	 ��	��� �	��	%�	
��!

)�
�� � 	���
��	
� �	�� (x, 0) ��
������	�	 ��

�	��� TW �� 
���� �	������� �		������ (xi, ξj)# �	�	%������ ���	�	��� �		� 
������ xi �� W ! ���	����� �� ����� γ′ ������ ���0 γ′ε(t) =
εν0(t + a)/(2a)# ��� ε ∈ [0, ε0]! '	��� �	�� ���	���� η(t) ����� γ′

���� ��0 η(t) = ν0(t+ a)/(2a)# � ��	 �	����� ζ(t) ����	

(
η(t), η̇(t)

)
=
( t+ a

2a
ν0,

1
2a
ν0

)
.

"���������� 
	
��������� �	�� ζ(t)# ������ η̇(t)# ���� �� 1
2aν0# 	� 

���� ζv(L)(x, 0) = 0!
\ ����	� 
�	�	��# η(−a) = 0# � η(a) = ν0# �	��	�� ������ ������

�����	���� ΨL ��� ��

��������	� ���	���� 
�� Γ �����

px(γ)(ν0) +
∫ a

−a

ζv(L)(x, 0) dt = px(γ)(ν0) < 0,

��	��	����! $
���	
� �������# ��	 
�������� �����
 p �����# � 
�������� ������ x′′ 
�� Γ# ��	��	�	�	%�� �����
� px(γ)! )	��	 
�� �
� px(γ)(ν0) ( �	�	%�����	# �	 p(ν0) ( 	���������	#  ���� 
��� �� %� ��

�%����!

)�
�� ������ px(γ)(ν0) = 0! '�� ��� px(γ) 
= 0# 
���
����� ���	�
���������� θ ∈ TxW # ��	 px(γ)(θ) < 0! S�

�	��� ������ A(δ) =
(ν0 + δθ)(L)(x, 0)! )	 	��������� �������	�	 ������%���# ������
A ( ������� �� �	
���	��	 ����� δ! [	��� �	�	# �	��� δ = 0 ������
�
�	��	� ������ ����� A! ���
�������	# A(0) = 0 � 
�� ���	��
ν0# � �	 �����%���� 1!1# A(δ) � 0! )	��	��

A(δ) = o(δ) �� δ → 0,

��� ��� 0 ( ���������� �	��� �������� ������� ��������� δ!



U* ����� �� ������� ��������	
��� ����

S�

�	��� ���	����� 
�� Γ# �	
��	����� ��� %�# ��� � ����	�

�����# 
�	���	��� ���
�	 ���������� ν0 ���������� ν0 + δθ! 5�� 
��� �	����� ����	� �����0

px(γ)(ν0 + δθ) +
1
2a

∫ a

−a

A(δ) dt = δ
(
px(γ)(θ) + o(1)

)
�� δ → 0.

)	��	�� �� �	
���	��	 ����� δ > 0 ������ ������ 	����������#
��	 ��	��	���� ��
��������	
� 
�� Γ! �	��������
��	 ���	����	!
�
�������	� 
��� ���� Υ � ���-���" ����� ��� ����������

������	���� ΨL" ��� L � ���������� ��������������� ����������"
���������������� ��	�� $���! ���� x � ���	$	���� �	������� ���

+��� ��� Υ! %	��� ��� ���	�	�	�	 ���� c(x) > 0" ����� ��	 �	���	
	� �	��� x" � ��$	�	 η ∈ TxW ���	������

lim
ε→0+

L(x, εη)
ε

� c(x)‖η‖.

4 ����	��" 	���������� ������� L �� ��$	� ������	� �	���	����

��	 � V(x,0)TW �� ��������������	 � ����!

�	��%�� ��� 	��	 
�	�
��	 ��
���������� 
����&
���	�!

���������	� 
��� ���� Υ � ���-���" ����� ��� �������

��� ������	���� ΨL" ��� L � ���������� ��������������� ��������

��" ���������������� ��	�� $���! %	��� � ����	� ���+��� x ��� Υ
��� ��$�' ����������' x ��$�� γ1, . . . , γk � ��$	�	 ����	�� η ∈ TxW
���	����	 ����� �� ��	���.

k∑
i=1

px(γi)(η) + μ(η)(L)(x, 0) � 0.

���������	
���� S��	���� �
� ����� 
�� Υ# ��������� ������
x# �� ��� ���

�# 	���
� � ����	�� ����� γ1, . . . , γk# � �	 ��	�	�� (
�
� 	
������� �����! S�

�	��� ����
������� Γ 
�� Υ# ��� �	�	�	 
�	 ��		���� ������ x 
	
�	� � 	��	�	 ����� γ : [−a, a] → x! )�
��	� 	��� � ��������� γ �����# �	�	��� �� 	�	����� ����� x′#
�������� ������ γ1, . . . , γk# � ������# 	�	��������� ����� x′′# ( �
��
	
������� ������# ��������� ������ x � Υ! [�� 	�������� 	�� 
�	
� ����� 
�����# ��	 ������ x′ 
		����
����� �	��� a �������� 
������	 	������ [−a, a]!



���� �����	
�� ������� ��������	
�� ����������� UV

d�
���� �� W � 	���
��	
� �	�� x ��	��	����� �	�������
�		������ xi # ��� 	�������� 	���	
�# �����	�	%�# ��	 � ���
�		������� x = 0!

S�

�	��� ���	����� Γε 
�� Γ# �� �	�	�	� �
� ������ 
� 
� Γ# ��	�� ������ x′# 	
����
� �� ��
��# ������ x′ ����	����	
��%��
� 
	 
�	�	
��� ν0 x′(ε) = εν! )� ��	� ����	 γ ���	������
�
�����	0 t �→ εν t+a

2a ��� ��%�	�	 t ∈ [−a, a]! '	��� �	�� ���	���� η(t)
��	�� ����� γ ���� ��0 η(t) = ν t+a

2a # 	����� η̇(t) = 1
2αν! .�� �
����# �	 

�	%� ζ(t) =
(
η(t), η̇(t)

)
! 5����� �
�	�� ��	���������	
� ����	�

����� ��� ���	� ���	����# �������# ��	 ζ(L) = ζv(L) = η̇(L) �

�� �����%���� 1!Y! ]����

( k∑
i=1

px(γi)
)
(ν) +

1
2a

∫ a

−a

ν(L)(x, 0) dt =
( k∑

i=1

px(γi)
)
(ν) + ν(L)(x, 0) � 0.

�	��������
��	 ���	����	! �

\�������� ��	���� ������
� ������� ��
��������	
� 
��&
�� 
�� �	 	��	���� � �����	����# ������	�� ��������� �������� 
������ ������%��	�# �������������� ��	�� ����!

������ 
��� ,���-��� Υ ������� ���������� ������	����
ΨL  ���������� ��������������� ����������	� L" �������������

��� ��	�� $���" ��� � �	���	 ��� ���	������ ����� �� ��	���!

/*0 (���	� ��$�	 γ ��� Υ ������� ���������� ������	���� ψL!

/)0 4 ����	� ���+��� x ��� Υ ��� ��$�' ����������' x ��$��
γ1, . . . , γk � ��$	�	 ����	�� η ∈ TxW ���	����	 ����� �� ��	

���0

k∑
i=1

px(γi)(η) + μ(η)(L)(x, 0) � 0.

/50 4 ����	� �	�����	� ���+��� ��� Υ ���� ������	� ����

������' ��	� ���+��� ��$�� ����� ����!

/60 4 ����	� ���	�����	� ���+��� x ��� Υ ��� ��$	�	 ����	��
ζ ∈ V(x,0)TW ����� ���	 ���������	 ζ(L)(x, 0) � 0! #���

���" ��	 ��� ������� ζ � ���� μ(η)" η ∈ TxW " �	 ��	���
��	�	 ������ ������+��� ��� 0 μ(η)(L)(x, 0) � 0!



U^ ����� �� ������� ��������	
��� ����

���������	
���� )�
�� 
��� Υ ��
���������! '	��� ���	���
��
����
������� 
�� Υ ( ���������� 
���# ��
���������� �	 	��	����
� �����	����# �	�	%����	�� ������%��	� L �� ��	
����
��� �� 
��������
�� 
����! )	 
���
��� 1!P# �
� ����� ���	���
�	�	 ���� 

������� ( ��
������ �����	���� ψL! \��������	
�� 	
�������

�	�
�� 
�� Υ �	������ � �����%����� 1!1&1!*! '�� 
����# ��	��	� 
�	
�� �	������!

)������� � �	��������
��� �	
���	��	
�! )����	�	%�# ��	 
���
Υ ��	�����	���� �
�	��� 3P4&3Y4 ��	����! )�
�� Γ: G → W ( ��	 
��	����� ����
������� 
�� Υ  [Γε] ( ���	�	��� ���	����� 
�� 
�� Υ! -� �	�%�� �	������# ��	 ������ ������ �����	���� ΨL ���
��	� ���	���� ��	����������! '�� ��� ������ ������ ����� 
	���� ΨL ��
���������
� � 
���� ����%���# 
		����
������ �� 
�������� �	��	������ ����������
�	� 
�� Γ# �	
���	��	 ��	�����
��	���������	
�� ����	� ����� � �����	�	%��# ��	 ���	�����
Γε 	
������� �� ��
�� �
� ���������� �	��	����� 
�� Γ# ��	�� 	��	�#
�	�	��� �� 	�	����� ����� H !

)�
�� x ( 
		����
������� H ������ � Υ# � ∂H = {x1, . . . , xk}
( ��	%�
��	 ����� 
�� H # ��������� ���������� ������ � Γ!
$�	����� ����� Ei ��	%�
��	 �����	%������ ����� 
�� Γ# �� 
������� ������ xi# � ����� px(Ei) ( 
�������� �����
 ����� � Ei

� ������ x!
/�� �	���	��
� 
�������� �����!

 ���� 
��� &�� x � �	������� ���+��� ��� Υ" �	 ��� ��$	�	
η ∈ TxW ����� ���	 ���������	0 μ(ν)(L)(x, 0) � 0!

���������	
���� ���
�������	# �	
�	������
� �
�	��� 314 ���

�����# �	��� ��	%�
��	 {γ1, . . . , γk} ����� 
	������� 
 ��	%�
��	� �
��
����� � Υ# ��������� x! ��� ��	��	���	�	 ����	�� η ����0

deg x∑
i=1

px(γi)(η) + μ(η)(L)(x, 0) � 0.

'�� ��� x ( �	��%��� ������# �	 
���� � ���	� ��
� ��	�	 ���� 
���
��� ����� ���� � 
�� 
�	�
��� 3U4# 	�����  �������� �������	�!
,���� �	������! �

$�����# ��	# � 
�� �
�	�� 3Y4  ����� 1!P# �	
���	��	 	���� 
���
� 
������# �	��� 
��� H ������
� �����	�!

)�
�� γ ( ��	��	���	� ����	 
�� H ! $�	����� ����� [aγ , bγ ] �� 
����������� ��	 ����	 	����	�#  ��
�� xa  xb ( ������ ����� γ#



���� �����	
�� ������� ��������	
�� ����������� UQ


		����
������ aγ  bγ ! R
� �� �����%�� �����	 H �	 ����� γ# �	

��� H ��
�����
� �� ��� �	��	����� H1  H2# ��� ����� H1 	�	����� 
�� �	��	�����# 
	���%���� ������ xa! S��	���� ��	%�
��	 �����	 
%������ ����� 
�� Γ# ��������� H # �� ��� ���

� Eγ

1  Eγ
2 # 	���
�

� ���

� Eγ
i �����# 
��%��� 
 �	��	����	� Hi!

d�
���� � 	���
��	
� �	�� x �� ��	�		���� W �	�������
�		������! '	��� � 
		����
������ �		������� �� T (TW ) �	�	� 
��� μ ������
� �����	� �������! )	��	�� �%� �� ����� 	��
����
��	 � �	������!

$�	����� ����� ηγ(t)# t ∈ [aγ , bγ ]# �	�� ���	���� Γε �� ����� γ#
� ����� px(Eγ

i ) ( 
���� �����
	� ����� � Eγ
i � ������ x! '	��� �

�
�	�� 314 ��������# ��	 ��� ��%�	�	 t ∈ [aγ , bγ ] ���� ��
�	 ������� 

���

px(Eγ
i )
(
η̇γ(t)

)
+ η̇γ(t)

(
L)(x, 0) � 0, i = 1, 2.

)�	������	��� �� �������
��� �	 t 	� aγ �	 bγ # �	����0

px(Eγ
i )
(
ηγ(bγ)

)− px(Eγ
i )
(
ηγ(aγ)

)
+
∫ bγ

aγ

η̇γ(t)
(
L)(x, 0) dt � 0,

i = 1, 2. 31!P4

)����	�	%�# ��	 ������ x 
�� Υ �	��%��! '	���# � 
�� �
�	 
�� 3U4# px(Eγ

1 ) + px(Eγ
2 ) = 0# �	��	��

px(Eγ
2 )
(
ηγ(bγ)

)− px(Eγ
2 )
(
ηγ(aγ)

)
+
∫ bγ

aγ

η̇γ(t)
(
L)(x, 0) dt =

= px(Eγ
2 )
(
ηγ(bγ)

)
+ px(Eγ

1 )
(
ηγ(aγ)

)
+
∫ bγ

aγ

η̇γ(t)
(
L)(x, 0) dt � 0. 31!14

)�
�� y ( 	��� � ���� ��������� γ �����! R
� y = xa ∈ H1#
�	 �	�	%� pγ

y = px(Eγ
1 )# � pγ

y = px(Eγ
2 )X � ��	���	� 
����� �	�	%�

pγ
y = px(Eγ

2 )# � pγ
y = px(Eγ

1 )!
5����� �������
��	 31!14 ��� ��%�	�	 ����� γ � H  
�	%� ��

�������
���! )	�������� 
���� ��
������
� �� ��� ��
�0 
����
∑

2

�������	� �	 �
�� ������ � H 3��� 
���� 
	������� 
 ���������	�
��
��� �	����� ����	� ����� ��� ���	���� Γε4  
����

∑
1

�����
	�! -� �	��%��# ��	 ��� 
���� �����
	� 
	������� 
 ����� 
������	� ��
��� �	����� ����	� ����� ��� ���	���� Γε# ��	 
������� ����	� 
����� �	��%�	� ������ x! ��� ��	�	 
������� 
�� 
�������� � 
����

∑
1# 
	���� ���
�� �����
�# ���������� �



Yb ����� �� ������� ��������	
��� ����

������� �	�� ���	���� η � 	��	�  �	� %� ������ y 
�� H # 
	�	����� � 
���� �����

∑
y!

)�
�� y ∈ ∂H # �!�! y = xi ��� �	��	�����	 i#  ��
�� d ( ��	 
������
������ y � H ! $�	����� ����� f1, . . . , fd ��������� y ����� � H !

'	��� 
����
∑

y ���� ��
∑

j p
fj
y # �

∑
y

= −
∑

j

pfj
y .

$
���	
� �������# ��	 � ����	� ��
� 
�	� 
�������� ����%���0

−
∑

j

pfj
y = −

∑
j �=i

px(Ej) = px(Ei).

)	
������ �����
��	 ���� ��
�	 � 
�� �����	�	%��� 3U4! '��� 	� 
���	�#

∑
xi

= px(Ei)!
)�
�� ������ y 
∈ ∂H ! '	���

∑
y =

∑
γ p

γ
y # ��� 
����	���� �����
�

�	 �
�� ������ γ � H # ��������� y! '�� ��� ������ x �	��% 
���# �	 pγ

y + pγ
y = 0 �	 �����	�	%���! )	��	��

∑
y = −∑

γ p
γ
y ! ,���	

�����# ��	 �	
������ 
���� ����� 
���� �����
	� � ������ x �
��
����� � Υ# ��������� x# # �����# ����� ����! '�� 
����# 
�����
�	��%�	� ������ x �	��	
��� ���	����!

)�
�� ������ x ( ���	��%��� ������ 
�� Υ! \��� ����� 
� 
� H � ��	� 
����� ��	��	��	 ����
� ��������! /��	���# ��	 �
������	� ������ x 
���� �����
	� ����� 
�� Υ# ��������� x#
�� �����	������
� ����	� ����! $�	����� ��� 
���� ����� p! )�
��
y ( ���	��%��� ������ � H ! .��  ����# 	�	����� ����� η �	��
���	���� Γε#  ��
�� ηy ( ������� �	�� η � ������ y! '�� ��� y
���	��%��# �	 ηy = 0!

5����� �	����� ����	� ����� ��� ���	���� Γε  �	���� �
��� �����	� 
������	� −p(ηy)! ��� ��������� �	��������
��� ��	����
�	
���	��	 �	������# ��	 �	������	� ����%��� ��	���������	! $�	 
����� ����� py 
���� �����
	� � ������ y �����	%������ �����

�� Γ# ��������� y 3�
� ���� ����� ���# �	 �	�	%� py = 04!

'����� �� �	��	�� ��

�%����# ���������� ���� ��� 
�����
�	��%�	� ������ x# ������ � �� ∂H �� ∂H ∪ {y}  
���� py � 
����
	� � ������ y ( �� py − p! $�����# ��	 
���� ��� ����	��� 
�������� �����
	� � ������� � ����	���������	�	 ��	%�
��� ∂H
������ ����� ����! .�	�� �	�	# �������
��� 31!P4 	
����
� 
������� 
���# ��� ��� ������� �	�� ���	���� � ���	��%�	� ������ y
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�� ����������� YP

����	 ����! '��� 	����	�# �� ���	��
� � ��� %� �����	�	%����#
��	  � 
����� �	��%�	� ������ x! �	��������
��	 ���	����	! �
������� )�
�� ΨL ( �����	��� ���� �� ����	�	� ��	�		����
W ! $�����	# �� ���	��
� � �
�	��� ��	���� 1!U! )	��	��# � ���� 

��� 
���
���# �	������
� 	�
��� �	�����	� 
�������� ��
������� 
��� 
���	�# 
�! TV2W � TV^W!

�������	� 
�!� ,���-��� Υ  �������� ∂Υ �� �����	�	� ��	�	

	$����� W ������� ���������� ������	���� �����" ��� � �	���	
��� ���	����� ����� �� ��	���!

/*0 7�$�� ��� Υ � ��	���������!

/)0 8�	� ����� ��$��� ����� ������� ��$���� $	��+� ��� �����
120◦!

/50 (����� ���+��� ������ 1 ����������� ∂Υ!

/60 &�� ���+��� ������ 2 �� ����������� ∂Υ" �	 ��	� �����
������������ �� ��$���� ����� 180◦!

$�����# ��	 ����	�  ��	�	� �
�	�� 
���
��� 1!V ��������# 
		� 
���
�����	# � ����	�	  ��	�	�	 �
�	�� ��	���� 1!U! '�����  ������ 
�	� �
�	�� 
���
��� 1!V �������� � �������	 �
�	�� ��	���� 1!U!
7������	� �
�	�� ��	���� 1!U ��� �����	���� ���� ���	�����
�
���	�����
�!
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N ! /��	���# ��	 3����������
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�����	������# ��	 ��
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�� 	������� ��� � ��� 
�	� 

��	� ��
��������	
�! /� ������ ������# ��# ��� 
����# ��
�	���	
	���	����
� 	� 	
�	��	� ���� ��� ( ��
���������� 
����! $����	 �
���������	� ���������� ����� ��������# ��	 ����������
�� 
�� 

��&
���� � R

N # ��
���������� �	 	��	���� � ���� �����	�����#
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��� ��
��� L� ����� ���
����� /�� ���� ���� ��� ��
�������
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��
��� L� ��������� ���������
 �� 
������� �� ����� ���� ����� ��
��
�� L′ 


�������	 4�
���
� ��� ������ ��� �������	� 
	 ����
�������
 �����	� ���

�	�� ���� 
���� ���������	 
���� �	�� ����� �������	 � ������ ��������
	� ��
�	� 

�������� �	��	��	 	 ���#��	�

;���� L * ����������� ��
��� ;� ���������"� ��� �� �����	 Ai ����
������ �����
�����	 @��� ��� ������ ��
��� 
���� �	�� ����� ���
����
��	
 �����
 ����� ����� ?��� �����
������� ����� Ai � �������������

�������� �� 
	 ���� ������
 ��
��"� ������� ��������� � ������� ��� ���
��
������ ��������� %	��� ���� �� ���� ���������� �
������ ����� ��
���
L ��	������ ����������� ������� L ?��� ��������� ��
��� L �����������
�� 
��� ����
�������� ������ ���� AiAi+1 ��
��� L ��� ������ � �����
 �
Ai � ����
 � Ai+1 

>���
�
� ��� ���� (a, b) * ����������� ���� ����� �������
	� ������
��� � ������������ ���������� �� �������� ��������������� ��� α(a, b) ��
a � b >���
�
� ��� ������� α(a, b) ���� ���
��� 
������ �� ���� ����� 
���
�� �������
�� � ��� * ���� ������������� ������ (a, b) ?��� ������	 a � b
���������	� �� ����������	� ���� ����� �������� � ���� ��" ��� ����
�����������	� �������� ����������	� ���� � �������� 

% ��������
 �
 ����� ����� ��
������� ����������	� ���� 

�����������	 ���������� tw(a, b) ����������� ���	 �������� a � b �����

����� 3

π
α(a, b) 

A���� ����� L * ������������ ��
��� � ai = [Ai, Ai+1]� i = 0, . . . , n − 1� *
�� �������������	� ����� 7���� ��
��� ��
����� �� ������� � ������� ����

����� �� 
����" n8 

�����������	 ���������� tw Ai ������� Ai �����
 ������� 
���� ��������
������	
� �������
�������
�� ������	
� Ai� � � ����� tw(ai−1, ai) 

4�
���
� ��� � ������ ���
����� ��
��� ������� �������� ���� ��� ���
����� ����� 

;���������
 ������� ��� ��
��� L ���
���� 

�����������	 !�

� ��������� ���� ������� ����� ������������ ��
��
�� L ��	������ 	������� ����� L � ����������� ����� tn L0

tn L =

n−1�
i=1

tw Ai.

?��� ��
��� L ������� �� ����� ����� �� ������
 tn L = 0 
)���� ������� ��� ������� ����� ���
����� ������������ ��
��� L ���

������ �����"#�
� ��������
�0

• ���� ��
���� ��������" ��
��� L � �������������"� �� �������
����� L ��
��� ��� 7����� ��

�����8B

• ���� ��
��� L′ ������� �� L ��
�������
� �� ������� ����� L � L′ ����
����"�B
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• ���� Ai * ����������� ������� ������ L� � L1 � L2 * ����������	�
� ������������ � ���������� L ��
�	�� � �����	� Ai ��������� L� �� tn L =
tn L1 + tw Ai + tn L2B

• ���� P * ����������� ������ ����#�� ����� ������������ ����� �� L� � L1

� L2 * ��
�	�� � �����	� P ��������� L� ����������	� � ������������
� ���������� L� �� tn L = tn L1 + tn L2 7�����������8 

;���� ������ L * ��
����� ������������ ��
��� 

�����������	 !�

� ��������� ���� ����� �� L ��	������ 	������� �����
���	���� ������� L � ����������� ����� tn L0

tn L =

n−1�
i=0

tn Ai.

!���
������
 �������� ������	� ������� ������� ����� ��
����� �����
�������� ��
��� L 

• ?��� ��
���� ��������" ��
��� L � �������������"� �� �������
����� L ��
��� ��� 7����� ��

�����8 

• ?��� ��
��� L′ ������� �� L ��
�������
� �� ������� ����� L � L′
�������"� 

• ?��� Ai * ����������� ������ �� L � L′ * ���
����� ��
���� �������
�� �� L ���������
 �� Ai � ������������ � ������������ � ����������
L� �� tn L = tn L′ + tw Ai 

• ?��� P * ����������� ������ ����#�� ����� ������������ ����� �� L�
� L′ * ���
����� ��
���� �������� �� L ���������
 �� P � �������
������ � ������������ � ���������� L� �� tn L = tn L′ 

!����"#�� ���������� ������������ �	������ �� ���������� 

���������	� 
��� ���� L � ������������ ���	���� �������� ��������
�������� ������ ������� �����	� ����� tn L = 6 !��� "� L ������������� ��
������� �����	�� �� tn L = −6 

% ��������
 �
 ����� ���������� �����"#�� ������ �����
���� ��
��� 

�����������	 !�
������ ��
�	� Lt� t ∈ [0, 1]� � ������
� � ������ At
i� ��� i =

0, . . . , n� ��	������ ��#�������� ������� L = L0� ���� ��� ����	� At
i �����	�	 

9���� �����
���" ������������ ��
������� ��
��� L 
	 ����� ����
 ��	����
�����
����� ��
��� L� ������� ����� <��
�������= 

%����� Ai ��
��� L ��	������ �������"��� ��� �����
���� Lt� ����
At

i = Ai ��� �"���� t ∈ [0, 1] %�� ������	� �����	 ��	��"��� �����"���
�� 5���� [Ai, Ai+1] ��
��� L ��	������ �����"���� ���� ������� ���� �	
��� �� ��� ����� 6������� ���� ������	� ����� �� L ��	������ ���������
��#������� Lt 


�������	 4��������� �
� �����
���� Lt ��
��� L �������� ����	
 ����
���
 �����
���� ���� L � ������ ��
�	� 

)���� �����	������ �����"#�� ���������� 



2Y ����� �� ��
��
�� ���

���������	� 
�� ���� Lt � ������������ ��#������� ���������������
������� L !��� L �����	���� �� ��������"�� �������������� ��� ���������
��� ������� � ���������� �� ������� �� ����$��� � �������� ��#������� �����
	������ ����� L �� �������� ��� ��#�������0

tn Lt = const = tn L, t ∈ [0, 1].

������
� $��� ������- � �,&�� '������		

;���� L1 � L2 * ��� ��
�	�� ������	� �����	 �����	� ���������	 

�����������	 1���
 ��������� ��� L1 � L2 ��
������ � ��%�� ����"����� ����
�� ��������"��� � ����� ��
 � �����
 ����� ������ ������ �� �����	� ��� �
�������� ������� � ���� �� ��
�	�� ��� �������� ����������� �������
��
�	� Li 

;���� ������ L1 � L2 * ������	� ��
�	�� �����#���� � ��#�
 �������� 
%	�����
 �� L2 ��� ����� ���������� � L1 � �������
 ����� L2

j ��
	���� ���

����	� ����	� ��
���� @��� ��� L2
j ����"��� ��
�	
� ?��� ��
��� L2

������������ �� ����
 ������������� ��� ��
����	 L2
j ���
�����	 � ��������

����� � ���������� ��
��� L2 

�����������	 ;�������� �������� L2 = ∪L2
j �����
 	��������	�� ���������

��� ������� L2 �� ��������$ 	 L1 
;���������
 ������� ��� ��
�	� L1 � L2 ������"� ����� A � B� ����"#����

�� �������	
� ���������	
� ������
�� � ����� /�� ��
�	� �������� �
��#�
 �������� ;���� L2 = ∪N

j=1L2
j * ���������� �������� L2 ����������

� L1 4��������
 ��� ��
�	� L1 � L2 �� A � B 2����� ��
��� L2
j � �
����

� �����������"#�� �����" ��
��� L1� ����������� �������" ��������" ���
����� Ωj � ��������� 1���� ����� ���� Aj � Bj * ������� � ������ �����	
��
��� L2

j � bj * ����� ��
��� L1 
���� Aj � Bj � �� ������� Ωj ��������

��
����� ��
��� L2
j ∪ bj  )�
��" bj ����
 ��	���� ���������� ������� Ωj � �

��
� ������� Ωj * Ω���������� ;����� � �������� �� �������� Ωj ��	��"���
	��������� � ��� ������	� * ���������� 

%	����� ��������� ��
��� L2 ���������� ����"�������� �����������
���"���� ����� L2 �� ������������� ����� ������ L2

j  ;������
 ������ �� L2
j

���	 sign(L2
j )� ������� ��� ���	
 +1� ���� ����� ������� Ωj ������ ������� ������

�� ��������� ������� ����� L2
j � �����������
 ���������� � −1 � �������


������ 

�����������	 ;���� L2 = ∪N
j=1L2

j * ���������� �������� ��
��� L2 ������

����� L1 !�

� ����� sign(L2
j ) �� ���
 j = 1, . . . , N ��	������ ����	��� �������

L2 ������������ L1 � ����������� ����� ind(L2, L1) 
5���
����
 ������ �����	� ������� Ω1 � ΩN � ���������
 �� �����	 � ���

���������� � ����������	
 ���������
 ������� ����� L2
1 � L2

N  4������


�&���� ���������� ����������� �������� �	�� ��� � +CD� -E. % ������� 3 3 '

	 ����
 ����� ���������� ����������� ��������� ������"#�� ��� ���������
���� �� ��#�
 �������� ��
�	� ;�/��
� ���������� ������ ��� ������
���������� ��	����� �����
� ��������� 	��������	�� ����������� ��� 
	 �
����
 ������� ����� � ������� 3 3 ' $���� 
	 ������
 ���
������" �� +CD. 
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����� α(L2, L1) ������� ����� A ��� �����	 ������������ ��
����� ��
���
∂Ω1 � ����� β(L2, L1) * ������� ����� B ��� �����	 ������������ ��
�����
��
��� ∂ΩN  >�����
 /�� ����� ��������� � 	������� ���������� ������� L2

�� ��������$ 	 L1 4�
���
� ��� α(L2, L1) ��������� � ����	
 � π/3 �������
����	
 ����
 
���� ���������
� ������������	
 ��������" ��������
���� ��
��� L1� � ���������
 �������� ���� ��
��� L2 % ���" ��������
β(L2, L1) ��������� � ����	
 � π/3 ����������	
 ����
 
���� ���������
�
 ��������� ���� ��
��� L2 � ���������
� ������������	
 ��������"
��������� ���� ��
��� L1 7>���
�
� ���� ��� ��� ��
�	� L1 � L2 ��������
� ��#�
 ��������� ������	 /��� ����� �����	 �� π� ��/��
� ����������	�
���� �������� 8

&����� ��� ������� ����	 ����
��������� ����	� ��������� ����� ������� 

������� 
�
� ���� L1 � L2 � �������� �������$%�� ��� ��������
 ����	
A � B � ��������������� �� A 	 B ��������"��� ��� ������������ #�	�����
������ ������� ������
 L1 � L2 � &�� ���	� A � B� �� 	���� ����� ����
������� L1 � L2 ��
������ � ��%�� ����"���� �����

tn L2 = tn L1 + 6 ind(L2, L1) − α(L2, L1) − β(L2, L1).

;����� ��
 �������� � �������������� /��� �����
	� �������
 ������� �����
����� ������� ���������� ������ ���� ��
��� �� ������" � ������ 

;���� L1 � L2 * ����� ��� ��� � �	�� 5���
����
 ���������� �������� L2

���������� L1� � ����� Ωj * ����������� ������� �������� � L2
j * ��������

����"#�� /��
�� ����������� �������� 

�����������	 4������ Ωj � ��
��� L2
j ��	��"��� A��������$ � A�&��������

������������� ���� Ωj �������� A � � �������� B ?��� Ωj �������� B � �
�������� A� �� Ωj � L2

j ��	��"��� B��������$ � B�&�������� ������ ���� Ωj

�������� ��� A� ��� � B� �� Ωj � L2
j ��	��"��� �������� ��� F ��������$ �

F �&�������� >������ ���� Ωj � �������� � A� � B� �� Ωj � L2
j ��	��"���

������� ��� E��������$ � E�&�������� 
@��� ��� ������ ������� Ω�������� 7������� /��
�� �����������

��������8 �������� ��� A�� ��� B�� ��� F �� ��� E��������" 7/��
���
8 &���

������
� 
	 ������� 
������� ���� ������� Ω��������� 7������� /��
��
��� ����������� ��������8 � ���	�� ������� ����	� �� �����	� 
���� �	��
����	
 ;�������
 ������ /�� �������� � �����	� Ω�������� 7/��
��	8 ��� 
4�
���
� ��� ������� Ω�������� � 
���� ��������� ����� ���� ������
��
����� A � B ?��� ������� Ω�������� �������� ����� ���� ����� A ��� B� ��
�����
 ��� ������������� � A� ��� B��������
 % �������
 ������� ���� ��
	�
���� ������� Ω�������� �������� ����� A� �� �����
 /�� ������� � A��������
�
���� * � B��������
 % ��������� ���� ��#������� ���� ��� Ω�������� 7�� ��
�������8� �� �����
 �� � A��������
� �
 ��� 3 ( 

;������
 ������ �� ���� ��
�	� L1 � L2 �������� ����� 4�������
 ���	
������� Ωj ��� ��� sign(L2

j ) � �������
 ��� ����� sign(Ωj) ;������
 ������

Ω�������� ����� X
sign(Ωj )

j � ��� ����� Xj ���� A� B� F ��� E � ������
���� ��

����� � ����
� ������ ���������� ������� Ωj  !������
 ����� W (L2, L1)� �������
������	� ����	 �� �������0

W (L2, L1) = X
sign(Ω1)
1 · · ·Xsign(ΩN )

N .



2* ����� �� ��
��
�� ���

���� ���� ���	
�� ���
��� A� � B������
��

4�������
 ��� ����� W (L2, L1) ��� ��

� ������� ���� �����#�� � ��� ���� �
�������
 ��� ����� weight(L2, L1) >������������ �� ���������� �	������ ����
��"#�� ���������� 

���������	� 
��� '� ��������
 ���� �����������


ind(L2, L1) = weight(L2, L1).

;������
 ������ � �������������� �����
	 3 3 

����� �������������� ������� �	�	 6	 ���������
 ���������" �����
��
��" ��������� ��
������� ��
��� L2� � ���������� ������� ��
�	� L1 � L2

����"��� � ��#�
 ��������� �
�������� ���������� �������	� �
� ����	�
��������� � ����� � �����	� �������� � 
��"��� @��� ��� ��������������
	
 ���
����
 ����� �����
���� 
��� ������������� ��
��" L2 � ��
��"�
� ������"#�" ����	� �������� � L1� ��� �������� ��� ����	������� ����� ����	�
������ ��������� ����������� �������� �� ������" � L1 � ������������
�����	������ ����
�� ������
���� 
���� �������
� 

F �
��� ����	������� ���� ��
��� L2 � �
��� ����	� �������� ����������
� L1� �� �������� ���������	� � 
������� ����� ���������� ��
�	� L1

� L2 ���������
� /��� ��
�	�� �������"� 4��"�� �	������� ��� ����� W (L2, L1)
�
��� ��� �� �����"#�� ���� ���
0

• ApF rBq � ��� ��� p� q � r ������
�� ��� ����������	� ��� ����������	�
�����
 r = ±1B ���

• ApBq � ��� pq � 0� �����
 ���� p = 0� �� |q| � 2� � ���� q = 0� �� |p| � 1 

&����� ���������� �����
	 3 3 ���������� �����"#�
 ���
	
 ��������
 
5���
����
 ����������" ������� Ωi � ��������
 ��������� ������ �� �����
�	 � ������������ � ���������� ��
��� L2 4������
 ����� Ai � Bi ������"
� �����" ����� ��
��� L2

i ������������� � ����� L1
i * ������� ������� Ωi�

� � ������� ��
��� L1 
���� Ai � Bi &����� � ���� ���������� 3 G � �������
������� ��
����� ��
���� �
��
0

tn L2
i − tn L1

i + αi(L
2
i , L1

i ) + βi(L
2
i , L1

i ) = 6 sign Ωi, (∗i)
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��� ����� αi(L2
i , L1

i ) � βi(L2
i , L1

i ) �������	� ������������� �����	� � ����	�
�������� L2

i �� ������" � L1
i  

A� ������������ �� ���������� ����	� �������� �	������� ���

βi(L
2
i , L1

i ) = −αi+1(L
2
i+1, L1

i+1).

;�/��
�� ��

���� ��������� (∗i) ��� ���� i� �������


tn L2 − tn L1 + α(L2, L1) + β(L2, L1) = 6 ind(L2, L1),

��� � ����������� 

�������� .�'�#�	

% ���
 ������� 
	 ��������
 ����� ��� ���������� ������ ������� 
;���� ��
��� L1 ��
����� � ��
��� L2 ���
���� 2�� � �	��� ����
 �����

��������� ��� ��
�	� �������� � ��#�
 �������� 5���
����
 ����������
�������� L2 = ∪L2

i ��
��� L2 �� ������" � L1 4������
 ����� W ��������
��������" ��
��� L1 &���� ����	� ������� /��
�� L2

j �����������
��������� ����#�� �� W � ��	������ �����	�� ?��� ������� ������ �����
 A�
��
��� L2 ���������� L1 � �����������"#�� ������� /��
�� �������� �����
�� W � �� /��� ������� /��
�� ����� ��	������ �����	�� 

;���� L2
j * �������� ������� � Aj � Bj * �����	� �����	 L2

j  :�� �����

�������"� ��
����" ��
��" L1 � ��� ��
�	�� �����	� 
	 �������
 �����
L′ � L′′ 5���
����
 ������� W ′ � W ′′� �������	� ����
� ��
�	� (L2

j , L′) �

(L2
j , L′′) ������������ &���� ��� �� /��� �������� �������� �����" ;����� ���

������������� W ′ ⊂ W ′′ 

�����������	 %�������� ��������� �	�� <
�����= ������� W ′ ��	�����
�� �����	��� ����������$%�� L2

j � ��� H��������$� � ����������� ����� H(L2
j ) 

)�
��" L′ �����
 ���������� �����	� 7��� L2
j � ��� � H(L2

j )8 � �������
 ���

��� b(L2
j ) 

@��� ��� ∂H(L2
j ) = L2

j ∪ b(L2
j ) 

>��� �
 ���������� ����	� ������� ����� ��
����� ��
��� L1 ��������
������	
 �����
 �	�������� ������� 
������� M ����� ��������� F �
���
�������
 t�� ������ �	�������� 
������� M ����� M t� ����� σt * �	�����"
�������� 
������� M t � ����� W t * ������ 
����������� σt� � � W t = ∂σt 
;�����
� ��� ��������� σ = σ1 � W = W 1 

;���� L2 * ���
����� ��
���� �������#���� � σ ;���������
� ��� L2

�������� � ��#�
 �������� �� ������" �� ���
 ��
���	
 ��
�	
 W t 

�����������	 H������� ���������� ��
��� L2 �� ������" � W t� ��	���
���� t������	�� 

;���� L2
i * �������� t�������� ;���������
� ��� L2

i ���������� 
�������
σ\σs� � � ���������� 
������� σ\σs−1 ��� ��������� s� ��� 3 ' &����� ��������
t � s� � ��
��� L2

i �������� s��������� � � �������� (s − 1)�������� 

�����������	 % ������ ��� �����	� ���������� ������ �� s��������� �����
����	� ��
��� L2

i � ��	������ ����� ������� L2
i ��� �� ���
�	�� 9���� s

��	������ ����	��� �����	� L2
i  


�������	 ;���� L2
i * �������� ������� � L′ * ������	� �� ��� 4��"��� ���

��#� ������� � �	������� ��� H(L′) ⊂ H(L2
i ) &�
 � 
���� �����"#�� ����������

�
��� 
���� 



2^ ����� �� ��
��
�� ���

���� ���� �
������ t������� ���
��� s�

���������	� 
��� ���� L2
i � L2

j � ��� t������	� � H(L2
i ) ⊂ H(L2

j ) �����
����"�� ��	"�� ��� ����	�� &��
 ������	 �������$� ����� ��� �$���� ���
�� L′

i ������� �����	� L2
i �������� ��� L′

j ������� �����	� L2
j � ��	��� ���

H(L′
i) ⊂ H(L′

j) 

����
� $����	� ������� **+ �,&	( ���#�(

% ��������
 �
 �������� �
��� ���� � ����
� ��
�	�� �����	�� ����#�
������� � �������� � ��#�
 �������� 7���� � ��
� ��� 
	 �������
�� �������� �
���������	
� ����	
� �������
�8 ;�/��
� �
 ��� ������������� �����
�������"#�� ���������	 �� ����	��#��� ���������� 3 3 ( � ��#�� ������ :��
�
� �����#� �����#�� ��������� 

A���� ����� L1 � L2 * ��� ���������	� ����������	� ��
�	� � �������
��� %	�����
 �� ��
��� L2 
������� L1∩L2 $�
	���� L2

j ������	� ����	�
��
����� �������� ����"��� ��
�	
�� ������ �� �����	� * �����
��� ��
��
�� L2 5���
����
 ������ ��
� 
������� L1∩L2 4�
���
� ��� ��� L1∩L2� ��� �
��� ����	� ��
����	 * ��
���	 2��
� ����� ���� ��� ����������� ������
��
����� S2

i 
������� L1 ∩ L2 * ��� ��
���� ������� �������� �����
���
��� L2� ��� � L1� ��� ����� &���
 ������
� 
	 ����������� ��
��" L2 � ����
��I������ ��
���	� 
������ ���� �����0 L2

j � S2
i  

�����������	 ;�������� �������� L2 = (∪L2
j )
�

(∪S2
i ) �����
 	��������	��

���������� ������� L2 �� ��������$ 	 L1 )�
�	� L2
j ����
 ��	���� �������

���� /��
���
� ����������� ��������� � /��
��	 S2
i * ����������� 

;���� ������ ��
��� L2 ���
���� :��
�� ����������� �������� ��
��
�� L2 �� ������" � L1� �������#�� ���� �	 ��� �� �����	� ����� ��
���
L2� �����
 	������� %�� ������	� /��
��	 ����������� �������� ����
 ��
�	���� ���������� ?��� �� ��
��� L2 ��
����� �� ��� /��
��	 �� �������
����� �������� ����
 ��	���� ���������� 


�������	 4�
���
� ��� ���� V * ������� ������ ��
��� L2� �� �� ����
������� ��� ���
�� ��� ���
 /��
���
 ����������� �������� ;�� /��
�
� �����
 ������ /��
�� ����������� ��������� �������#�� V � 
���� �	�� ���
�������	
 7V �∈ L18� ��� � �������	
 7V ∈ S2

i � � S2
i �= V 8 %� �����
 ������ ���

�� ����� /��
���� �������	�� � ������ * �������	� � ��������� � V 7�����
�
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�����
�� �� �����
 ������ ������ V �������� ����������� ������ ����������
��
�	� L1 � L28 


�������	 ! ���
����� ����� ������ ��� ��
�	�� �����#���� � ��#�
 ���
������� � ������� 3 3 ( �	�� ��������� ������ ������ ����������� ���������
������� 
	� ����� � /���� 
����� ����
 ��	���� ��������� 	��������	�� ����
������� ;���� L1 � L2 * ���� ��
�	�� �����#���� � ��#�
 �������� ���

������	� ���������	� ��#�� ������� ;���� L2 = ∪L
2
j * ��������� ����

������� �������� � L2 = (∪L2
j )
�

(∪S2
i ) * ���������� ��������� ����������

������ ��� 7����������8 @��� ��� ����	� /��
�� ���������� �����������

�������� L
2
j ���������� ��� �����
��� ��
��� L2� � �����������"#�
 ��������

	
 /��
���
 L2
j ����������� �������� 2���	� �������	� /��
�� S2

i ����

�������� �������� �������� ��� ������� ������ ��������� ����� ��
��� L2�
��� ��������� � ���� �� ���������	� ����� 

;���� S2
i * ������	� �������	� /��
�� ����������� �������� :��
��

S2
i ��� ������������ ����� ��
��"� ������" � �����" ����� ������� 
	 ����

����
 ����� Ai � Bi ������������� ��� ������� �� ���� ������ ������" 
	 �����
�������
 ����� Ai = Bi % ��������
� �������� ��� �������
���� � ����������
��
 �����	� ��
�	�� ���� ������������� ��� 	�"��� �� ����	 Ai � Bi ���
�������� �������� ����
 ������
 L1 � L2� ��� �� �������� �������� �� �����
�� ��
 A� /���� ������������ �	������� � ��������� ��� ���� S2

i ������� �����
��
 �� ���� ������ �� ��� ��� �����	� �����	 ����"��� ������
� ����� ���

�	� ?��� �� S2

i ������� �� ���� ����� Ai = Bi = S2
i � �� /�� ����� 
���� ���

�	�� ��#�� ������� ��
�	� L1 � L2� ��� � � �	�� ������� � ���� �� �� 
% �������
 ������ /�� ����� �������� ������� ��� ������	� ����� �� L1 � L2 
&���
 ������
� �� ����� ������������ �	������� � ��������� ��� ���� ���� �	
��� �� ����� Ai � Bi � �������� ��#�� ������� ��
�	� L1 � L2� �� /��
�� S2

i
������� �� ���� ����� 

9���	 ����
��������� ��� ����������� ���	 ��
�	� L1 � L2 ����� ����
��
	 3 3 �� ������� 3 3 ( � ����� �������� �
 ������� ����#��� � ������ �����
��
�	� ������ ������ ind(L2, L1) � �����	� ��������� % ���" �������� ����
�	 ���������� ����� ���	 ��
�	�� ��� ��������� �����
� /��
��� �������
���� ����������� �������� ������	� <���= ;����� ��
 ���������� ����
�������	� /��
���� ����������� ��������� ������ ������� 
������� ����
����� /��
���� � ��� ������ :��
��	� �������� � ��� ������ ����
 ��	����
����������������� � � ������ * 	����������� 

A���� ������ ��� � �	��� L2 = (∪L2
j )
�

(∪S2
i ) * ���������� �������� ��
��

�� L2 ���������� ��
��� L1 6	 ����
 ������������ � ��������
� ���� �
�������� ��������� ��� ��
�	� L1 � L2 ������	 ��� ���
������� ����������
����"��� ��
 ��
	
 �� ����
������ ��������	� ������ �������"#�� ��
�	� 

>���
 � ���������� �������
�� ���������� ���������� /��
��� ;����
S2

i * ���������	� �������	� /��
��� � �������
 ����� Ai � Bi ������" �

�����" �����	 ��
��� S2
i  4������
 ����� Ej

i �����������" �����
��"
��
��� Lj � �������" �� S2

i ���������
 ���� ��� ����� ��
��� Lj � �����	�
�������� ���� �	 ��� �� ����� Ai � Bi 4������
 ������� � ������ �����
��������� ��
��� Ej

i ����� bj � ej ������������ 4�
���
� ��� bj � ej 
����

��������� ��� � �� �� ����� 7� �
��� ���� ��
��� Ej
i ������� �� ����� �����8 

5���
����
 � ��������� ε����������� Uε /��
��� S2
i � � � 
������� ��� �����

���������� ��������� �� �����	� �� S2
i � ����������� ε > 0� �����
 �	����
 ε



*b ����� �� ��
��
�� ���

�������� 
��	
� ����	 ���������� Uε ������������ ������ �� �����
� ��
���
S2

i � �����
� b1� b2� e1 � e2� �������	
� �	�� 

�����������	 ;�������� �	�� 
������� Uε ����
 ��	���� ���������
ε��	���������$ ���������� /��
��� S2

i  
;������
 ������ �������� 
������� ���� �������	� /��
���� � ��� �����

�� 
;���������
 ������� ��� ��
�	� L1 � L2 ���
���	 � �
�"� ��#�" ���

����" ������ V � � ����� S2
i * �������	� /��
��� �������#�� V  ?��� S2

i ����
������ � V � /��� /��
�� �����
 � ��������������� /��
���
 ?��� �� S2

i �= V �
�� �����
 ��� � 	���������� /��
���
 

5���
����
 ������ ���������� ���
������� �
 ��� 3 3 5������	� �	��
������ �
�"� � ��� 3 3 �
��� ( � 3 %� ���� ���������� ������� ��� �� ���

�	�� �����
 Li� ��������� �����" �������
�" ���������� Uε /��
��� S2

i �
��� ��
����	 !������	� /��
�� S2

i �����
 	����������� ���� ��
��� Lj �
j �= i� ���������� ��������� ���� ���� �� /��� ��
���� % �������
 ������
�������	� /��
�� S2

i �����
 ��������������� 
% ��������
 �
 ����� ����� ������ �����"#�� �������� 
������� �����

�������	� �������	� /��
���� � ��� ������ >�����
 �����������	� ���
�����	� /��
�� �%���������� ���� � �������� �����"" ������ ���� �	
���� �� ��
�	� L1 ��� L2 % �������
 ������� �����������	� �������	�
/��
�� �����
 ���%��������� 

A���� 
	 ��������� �������� 
������� ���� �������	� /��
���� �����
������� �������� � ��� ������ * ��������	� � �����������	� �������	�
/��
��	 

;���������
 ������� ��� ��� ��
�	� L1 � L2 ���
���	 � ������"� �������
	� ����� A � B� � � �����������"#�� �����	� ����� ��
�	� L1 � L2 �������"� 
2�� � �	��� ����
 ������������� ��� L1 �= L2 4��������
 ��
�	� L1 � L2 �� A
� B ��� ����� ��
�	� ��������
 ���� /��
���� ����������� �������� 

��� ���������� �
 ����� ����� ���������� ���������� �������
�� ε�������
����� ��� ������ �������� ���������� /��
���� �������� �� �����	 % ����
��	� ������������� ����� /��
�� 
���� �	������� ���� ���� ��� ���������
� ��� 3 3� ������ 3 F �
��� ����� S2

i * ����� �������	� /��
��� � V *
������� ������ ��
��� L2� ���������#�� S2

i  ;���� e * ��#�� ���� ��
��
	� L1 � L2� �������#�� V � � 
 * ���
��� �������#�� ����� V �������������
� e 4������
 ����� H(V ) ��
���	� ��������� �������
	� �� Uε ���
�� 
 � ���
������"#���� � e ���� �� ����� V  ;���������� 
������� Uε ��������
 ���
��
	���� 
������� Uε \ H(V ) � ����
 ��������
� ��������� ����� Uε 
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� ��� ����� ������� ����������� ��
�	� L1 � L2 �������"� ����
�������" ε��������
�" ���������� ������� ����������� ���������� /��
���
S2

i � ��� ��
����	 
��� �������	� /��
���� ����������� �������� * ��
�	� L2

j * ��� �����
�������� ���� ��� ��� ��� � � ������ ��
�	� ��#��� �������� F �
��� ��
��
�
� ���� Aj � Bj * ������� � ������ �����	 ��
��� L2

j � ����"#����

�������	
 /��
���
 ����������� ��������� � bj * ����� ��
��� L1 
����
Aj � Bj � �� ��
����� ��
��� L2

j ∪ bj ����������� �����" ������� � �����
������ ������" 
	 �������
 ����� Ωj  )�
��" bj � ��� � �	��� ����
 ��	����
���������� ������� Ωj � � ��
� ������� Ωj �����
 Ω���������� %	����� ����
������ ��
��� L2 ���������� ����"�������� ����������� ���"���� ����� L2 ��
������������� ����� ������ L2

j  4�������
 ���	 sign(L2
j ) ������� L2

j ���	
 +1�
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����� �������� � �����������
 ��������� �� ��
��� L2
j � 
	 ������
 �������

Ωj ������ ������� ������� % �������
 ������ ������
 sign(L2
j ) = −1 

4�������
 ������ ���� �������	� /��
���� ?��� S2
i * �����������	�

�������	� /��
��� �� ������
 sign(S2
i ) = 0 ;���� ������ S2

i * ��������	� ���
�����	� /��
�� 5���
����
 �������" ��� �������
�" ���������� U � � �����
δ * ������ �������
�� ���������� U  ;� ���������"� ��
��� L2 ��������� δ �
��� ��
����	 4������
 ����� δ0 �� �� /��� ��
����� ������� �������� ���
��� ���� ����� �� L1 7/�� ��
����� ��#������� � �������� �� ���������"8 
4�������� ��
��� L2 ������ ������� � ������ ���������� ��
��� L2 � δ 4���
������
 δ0 �� ������ ����� ���������� ��
��� L2 J δ �� ������ >�����
 ���
�����������" �����" δ0 ������� 	���������� �����	 δ �������
�� �������
���� ! ������ �����	� ��������� ��������� ����� ������ ��������" ������
δ0� ��� ����� ��
����� ������ δ ?��� /�� ��� ��������� � δ0 �������"�� ��
������
 sign(S2

i ) = +1� � �������
 ������ ������
 sign(S2
i ) = −1 
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��� ����������� �������� ������� ���� �����	� ���
�� ±1 ��� 0 7$���� 
	 �������
�� ������������
 � ��
� ��� ��
�	� L1 � L2
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���
� ��� ���� L1 = L2� �� ���
���������� ���������� /��
��� � �������� 8

�����������	 ;���� L1 � L2 * ��� ��
�	�� � �������"#�� ��� ���
�������
��������� ;���� L1 � L2 ������"� ������	� ����� A � B � L2 = (∪L2

j )
�

(∪S2
i )

* ���������� �������� ��
��� L2 ���������� L1 !�

� ����� /��
����
����������� �������� ��	������ ����	��� ������� L2 ������������ L1 � ����
�������� ����� ind(L2, L1)0

ind(L2, L1) =
�

j

sign(L2
j ) +

�
i

sign(S2
i ).
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 ���
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����� ��
��� L2 �� ������" � L1 ��������� � ��#�
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 ������ � ���������" �����	� ��������� ?��� ������� ��������
	� /��
�� ������� �� ���� ����� V 7����� ��� V = A� ��� V = B8� ��� ��������
�
����� ������� �������	� /��
��� �������#�� ����� V � � 
��� ����������
������� ���� ��� ��� ��� � � ������ ��#��� �������� F �
��� ��� �������
������ ������ Ω�������� Ω� ��������� /��
 �������	
 �����	
 /��
���
� �
������������ � ����������	
 ���������
 ������� �� ��
��� L2 � ����������
������� ������� � ����� V ���	
 �������� /��� ����� ��� �����	 �������
������ ��
��� ∂Ω % /��
 ������� ���
�
� ���� V = A� �� ������� �������
α(L2, L1) � ������ A ��������� � ������ � π/3 �������� �������������
���� 
���� ���������
� ������������	
 ��������" �������� ���� ��
��
�� L1� � ���������
 �������� ���� ��
��� L2 % ���" �������� ���� V = B�
�� ������� ������� β(L2, L1) � ������ B ��������� � ������ � π/3 �������
�� ������������� ���� 
���� ���������
 ��������� ���� ��
��� L2 �
���������
� ������������	
 ��������" ��������� ���� ��
��� L1 
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 ������� ��� � ��#������� �������� ���������� /��
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��#��� ����� V  :�� �������� ��� �
����� �������	� /��
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��� �����	� 
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 ����� S2

V �
�������� ��������	
 �������	
 /��
���
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���
� ��� ������ ���� 
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������	
� ������ V �����	
� �����
� ��
�	� L1 � L2 ���� 0� ��/��
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��������������� ����	
 ����������
 �������� �������� � ����� V ����� ����
���������� ������� ���� 
���� ��	
� �
 ���������
� /��� ����� ���� π�
��/��
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���� ���� 
���� /��
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� � �������� 9���	
������ ������� ������� � ����� V � 
	 ����������
�� ����
 ����������� �����
������ /��
��� S2

V  F �
��� � /��
 ������� ������
 ������� ������� � ����
��� V ���	
 3 sign(S2

V ) 2�� � �	��� �������
 �����	� �������� � �������
A � B ����� α(L2, L1) � β(L2, L1) ������������ 
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 �����
	 3 3 � ������ ���������	� ��
�	� 
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������� 
��� ���� L1 � L2 � �������� �������$%�� ��� ����	 A � B� ��
�������$%�� 	�	 ������"����� ����	���� � ��������������� �� A 	 B �����

tn L2 = tn L1 + 6 ind(L2, L1) − α(L2, L1) − β(L2, L1).

A��� �������������� �����
	 3 G ������� � ��������� ���������� �����
��
��� ��
��� L2� ������� �������� � �����	� ������ A � B� �������� �����
ind(L2, L1)� �����	�� 
���� ������� tn L2 � �����	� ��������� � ��������
��
��" L2 � ��#�� �������� �� ������" � ��
��� L1 � ���������	
 ����
��
 A � B ;��
��� � ������	
 � ���������� ��
�	
 �����
� 3 3 � ���������
��� �������� �������� ���������� ��� ��������� �����
����� �������
 ����
���
�� ;��������� 
��� ���� � +,3.� � ����� � +,-. 
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 ���������� �������� L2

���������� L1 2�� � � ������ ��#��� ��������� 
	 ����
 ��������� ��������
/��
���� ����������� �������� � �����	 >���
 � �������	� /��
���� ���
�� �������� �������� ���� ��� ��� ��� � � ������ ��#��� �������� F �
���
����� L2

j * ���������	� ������� �������	� /��
�� ����������� ��������
� Ωj * �����������"#�� Ω�������� 

�����������	 4������ Ωj � �����������"#�� �������	� /��
�� L2
j ��	��"���

A��������$ � A�&�������� ������������� ���� Ωj �������� ����� A � � ������
��� B ?��� Ωj �������� B � � �������� A� �� Ωj � L2

j ��	��"��� B��������$ �

B�&�������� ������ ���� Ωj �������� � A� � B� �� Ωj � L2
j ��	��"��� �������

��� F ��������$ � F �&�������� >������ ���� Ωj � �������� � A� � B� �� Ωj

� L2
j ��	��"��� ������ ��� E��������$ � E�&�������� 
@��� ��� ����	� ������� �������	� /��
�� ����������� ��������
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���
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��� ��������
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 % ��������� ���� ��
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 ������ �� ���� ��
�	� L1 � L2 �������� ����� ;���� L2 = ∪N
i=1Li

* ���������� �������� ��
��� L2 ���������� L1� ��� ����� Li �������	
�������������� ���
�����	� /��
��	 ����������� �������� 7��� ��������

	�� ��� � �������	�8 ;������
 ������ �����
� /��
��� Li ����� X
sign(Li)
i �

��� ����� Xi ���� A� B� F ��� E � ������
���� �� ����� � ����
� ������ ������
����� /��
�� Li� � sign(Li) * ��� /���� /��
���� ��������	� �	�� !������

����� W (L2, L1)� ������� ������	� ����	 �� �������0

W (L2, L1) = X
sign(L1)
1 · · ·Xsign(LN )

N .

4�������
 ��� ����� W (L2, L1) ��� ��

� ������� ���� �����#�� � ��� ���� �
�������
 ��� ����� weight(L2, L1) 1���	� �����#�� � ����� � ������ ������� ���
������
�� � ������ >������������ �� ���������� �	������ �����"#�� ������
����� 

���������	� 
��� '� ��������
 ���� �����������


ind(L2, L1) = weight(L2, L1).
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 �#� �������� �����	� ����� �
������� ��
��� L� �����	� ����� A � B ������� ���������	 � ��
�����
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��� W � ���������"#�� �	����	� 
���������� σ 4������
 ����� W 1 �
W 2 �� ��
�	�� � �����	� ����� A � B �������"� W  ;���������
� ��� ��
���
L � ���������� ������
 � W � � ��������� L � ��������� � � W 1� � � W 2 
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 ����� ����� ����$%��
�����������0

| tn L| � 3| ind(L, W 1) + ind(L, W 2)| + 6.
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$� � ����������$%��� 	�������� ��������� 

4���	������� ���������� 3 3 
��� ��#������ �������� ���� ������������
������������ ��� ��
��� L ������
 ����� � 
����������� σ 

���������	� 
�� ���� L � �������� ��"�%�� � ���	��� ������������
	� σ� ������ ��������"��� ��� 	������� ���	� A � B ������� L �������"���
�� ����������$%�� �����������	 σ ������� W  ����� 	������ ������� L ��
�����$���� �������� �� ������
���� �����) | tn L| � 6 



���� � ����!���	��� ������ ��� *2

������ %	��� ���&��	� '������� �	��(���� ������

4�������
 ������ ���� ������ ����� ���#��� ������������ ��������
�������� ������� ������ Γ� ��������� ����������" ���
������" ;���� a � b *
���������	� ����� �� Γ 5���
����
 �������	� ����������	� ���� γ(a, b) �
Γ� ����"#���� � a � ��������"#���� � b ;��� γ(a, b)� �������� ������������
����� �����������" ��
��" � ��������� *����� ���%���� ��"� �������
a � b ��������� ������ Γ �����
 ������� ��
��� γ(a, b)0 tw(a, b) = tn γ(a, b) 4��

���
� ��� ��� ���������� ����� ���#��� ������������ ���	 ����� ��������
�����"#�
� ��������
�0

• tw(a, b) = − tw(b, a) 7����� ��

�����8B

• tw(a, b) + tw(b, c) = tw(a, c) ��� �"�	� ����� a� b � c �� Γ� ����#�� � ���

���� � Γ 7����������� ����� �����8B

• tw(a, a) = 0 

�����������	 *����� ���%���� ���"������ ����	��� ��������� ������ Γ ��	�
������ 
����
�
 ����� ���#��� �� ���
 ���������	
 ����
 (a, b) ����� �� Γ0

tw Γ = max
(a,b)

tw(a, b).

�������� $���	�/��� �	��(��� �����/�

;������
 ������ /���� �������������� �����
	 3 ' % �������� ������� ���� 
	
�������
 �� ����
������ ���������	� �����	� ������� ����	� �������� �
��� ��	���
	
 �������	
 ����	
 �������
 

%������ �����	 ������������ �������� �������� ������� ������ Γ

���� �	�� �����"#�� ���� ����� %������ ������ P �� Γ ��	������ �����
������ ���� ��� �"��� ���
�� 
� �������#�� ����� P � ������ �� ����	�	� �����
����������� �������	� 
� �������� ����� �� Γ� ������	� P  %������ ����
��� ������ ��� ��	������ #�	������� � ������� ������ ������ �������
��
 ��� � � ����"#���� ����������� ��	������ ������������ �
 ��� 3 G %���
���� ������� ������ ������ Γ� � �������#�� � ������	�� � ���������	�
������� ������ �����
 ���������� 

���� ��#� ���� �����
���� �
�����

% +,3. �������� �����	��� �����
���� ������������ �������� ��������
������� ������ � ���������� ������ ��� ��������� �� �����
	 3 ' ����������
��� /��� �����
���� &���
 ������
� ��������� �������� �����
� 3 ' ���� ���
�������	� ����	� ��������� � � ��� ����	� ��������� ��� ������� ������
	 �����	� ��������	 



** ����� �� ��
��
�� ���

������ ����� ���������� ��� ���� Γ * ����������� ��������� ������ ������
� a � b * ����� ����� �� Γ� ��� tw(a, b) = tw Γ� �� ����� a � b �������
� ����"��
�� �����	
� �����
� �����
�� ����� ���#��� ���������� ������� ������
������ ����������� � ���� ��� �����	� ����� 

������
� ����	������	#���	�

4�������
 ������ � �������	� ����	� �������� ���� ����������� ���� 

�����������	 ;��� γ � ��������
 �����
 ������ Γ� ������"#�� ���� ����
��	� ����� �� Γ � ������ ��� ��#������� ���
�� l � ���������� �����������
�������� ���� γ � ������" ����
� ������� � ������
� ��	������ 	����������
�����	�� ;��
�� l � /��
 ������ ��	������ ��������$%�� 	��������������	�� γ 

;���� ������ n * ���������	� �����	� ������ 7� � �������� ���������8
� ����� l * �������� ���
��� ����������� n ;���� γ * �������� �������������
������ � �������"#�� l � ��������
 �����
 ������ Γ 4������
 ����� A � B
�����	� �����	 �� Γ� �����	� �������� γ� � ����� P * �������� ����� � γ 
&���� P ��������� ���� γ � ��� ��
����	 γ′ � γ′′ 7���� P ��������� � A ��� B� ��
��� �� /��� ��
���� �����8 4������
 ����� ν ����������" �������" �����
����� � ���
�" l ;�����
 Al = ν(A)� Bl = ν(B) � Pl = ν(P ) ;���������
�
��� ��
����� γ′′ � ������ ������ PlBl ��������� � n � B * ������� ������
���� γ′′ 

�����������	 ;�������� �	�� ��
����� γ′′ ��	������ 	��������������	��
����� ���%����� �� ���	� P � ����������� n ������ ���� a * ����� ���� γ�
�������#�� P � ��������"#���� � γ′′ ����� ��
 �� ������ �� γ′′ ��	������ �����
	��������������	�� ����� ���%����� � ����� a ���� Γ � ����������� n 

A
��� 
���� �����"#�� ��������� 

����� 
��� +� �$��� ��������� ������� ������������� ����������� ���
������� ������ � �$��� ����������� ��"�� �������� 	��������������	�� �� 
, �$���� ����� ������������� ����������� ��������� ������ � �$��� ������������
�� ��������	������ &��� ����� ��"�� �������� 	��������������	�� �� 

��� �� ����� ���� �����"#�� �������� ������������������ 

����� 
��� -������ ������������ 	��������������	�� ������ ������ 3 

�������� .�'�#�	

% ���
 ������� 
	 ����#�
 ������ �������� ���������� �	�� ��� ��
��
	� � ��#�
 ��������� � ������ ���������	� ��
�	� 

;���� L1 * ����������� ��
����� ��
��� � L2 * ����������� ���
���
��� ��
��� ;������
 ���������� �������� L2 = ∪Lj ��
��� L2 �� ������"
� L1 4������
 ����� σ �������� ��������" ��
��� L1 &���� ����	� ������
�� �������	� /��
�� Lj ����������� ��������� ����#�� �� 
����������
�� σ� ��	������ ��������� �����	�� 2������ �������	� /��
�� ��	������
��������� �����	��� ���� � ����� �� ������� σ� � ��� ��� �����	� �����	
����� � ��
��� L1 

������ ������� �������	� /��
�� Li ����������� �������� ��	�����
�� ���������� �����	��� ���� ��� ���
	��"#�� � Li �������	� /��
��� �����
� σ 2������ �������	� /��
�� ��	������ ���������� �����	��� ����� ���
����	�� � ������ �� ������� ����� �� �������	�� �������	� ������� � �




���� � ����!���	��� ������ ��� *V

������� �������	� /��
�� ����� � σ % ��������
 
	 ����� ����
 �����
���� ������ � ��������� �
�� � ���� ��� �������	�� ��� � �������	� ������� 

;���� Lj * �������� ��������� ������� � Aj � Bj * �����	� �����	 Lj  
:�� ����� �������"� ��
����" ��
��" L1 � ��� ��
�	�� �����	� 
	 ������
��
 ����� L′ � L′′ 5���
����
 ������� σ′ � σ′′� �������	� ����
� ��
�	�
(Lj , L′) � (Lj , L′′) ������������ &���� ��� �� /��� �������� �������� �����" 
;����� ��� ������������� σ′ ⊂ σ′′ 

�����������	 4���	��� ������� σ′� ��������� �	��� ��	������ H��������$�
�����������"#�� ��������� ������� Lj � � ����������� ����� H(Lj) )�
��" L′
�����
 ���������� 7��� ��� Lj � ��� � ��� H(Lj)8 � �������
 ����� b(Lj) $��


	���� ������� H(Lj) ����
 ��������� ����� H(Lj) � ��	���� H����"�������
�����������"#�
 ��������� ������� Lj  

@��� ��� ∂H(Lj) = Lj ∪ b(Lj) � H(Lj) = H(Lj) ∪ ∂H(Lj) 
;���� ������ Li * ��������� ������� .��������� b(Li) ���������� ������

	� Li ����
 ��	���� ��
� ��
��" Li K���� ����� ���������� ��� �������	�
������� ������ H����"������ ������� H(Li) = b(Li) = Li 

5���
����
 ������ ����������� ��������� ������ ������ Γ ;���� ∂gΓ = M
* ���
���������� ������ ������ Γ � L1 * ��
����� ��
���� ����"#���� �����
��� ��������� ����� �	�������� M t 
������� M  ;���� ���
����� ��
���
L2 * /�� ������	� ���� � ������ Γ ;������
 ���������� �������� L2 = ∪Lj

��
��� L2 �� ������" � L1 
H������ Li� ���������� ��
��� L2 ⊂ Γ �� ������" � L1� ��	������

�%���������� ��� ���� �� ��������� ��� ���� �� �������� �� � ��
� ��� ���
������ ���� �	 ��� �����"" ������ ������ Γ % �������
 ������ �������
��	������ ���%��������� &���
 ������
� ������� Li �������� ���#��������
���� � ������ ���� �� ��������� � ��� �����	 ��
��� Li ⊂ Γ ����"��� ����
��	
� ������
� ���������� ������� ������ Γ 4�
���
� ��� ��� �����	
���#������� ������� Li �������
� ����� � ���
 � ��
 �� ����� �	������
��� 


�������	 % ������� �� ������ ��#��� ��������� ���� L2 ⊂ Γ 
���� �������	�
���� ������� � �� ������" � �����
�� � � ��
�
� ����
� ����" �	��������

������� M = ∂gΓ 4����� �������� ������ ����� ������� �������� ���#��
������ 

;����� ��� � �	��� M t * /�� t�� ������ �	�������� �������� 
�������
M = ∂gΓ ���������� ������� ������ Γ ;���� σt * �	������ �������� 
����
���� M t� � W t * ������ 
����������� σt� � � W t = ∂σt 9���� Int(σt) �������

��������� 
����������� σt� � � Int(σt) = σt \W t ;�����
 σ = σ1 � W = W 1 
;���� L2 * ���������	� ���� � ������ Γ 7� ��������� L2 * �������� ���
�����
��
���8 )���� ������� ��� ��
��� L2 ������
 ���������� � σ 

�����������	 !�#������� �������� ���������� ��
��� L2 �� ������" �
W t� ��	������ t������	�� 

;���� Li * �������� t�������� 7� ��������� ������� Li * ��#�������8 $��

���
� ��� ���� ��
��� Li �������� ����� � �������" s��������� ��� �������	��
s � t� �� �������	�� ��
��� Li �������� ����� � r�������� ��� ���� r� s � r � t 
!�#������� ����� ��
����� ����� s0� ��� ��
��� Li �������� s0�������� ����
��
� �����
�� s0 * ����� ������ ��� ��
��� Li �������� �������" s0�������� �
� �������� (s0 −1)�������� 7�#� ��� ���
�
� ��� ��� t�������� ��#�����	 ��
���������"8 



*^ ����� �� ��
��
�� ���

�����������	 % �����	� ������ ��� ���������� ����� s0 ��	������ ���
��	��� t������	� Li 2����� �� 7��#�����	�8 s0��������� ��������	� ��
��
�� Li� ��	������ ���
�	�� t������	� Li ��� �� ����� %������� L′ ��	������
���������� ���� ������� L′ ��������� � ���������� � �������
 ������ 


�������	 L��
���������� �
	�� ������ ������ ��#������� ������� ���
�� �����"#��� ����
������ ;���������
� ��� t�������� Li ���������� 
����
���� σ \ Int(σs)� � � ���������� 
������� σ \ Int(σs−1) ��� ��������� s &�����
�������� t � s� � ��
��� Li �������� ������� �� ������" � W s� � � ��������
������� �� ������" � W s−1 %��
��	 �����"#�� ��� ������ 

7(8 M��� �	 ��� �� �������� ��������	� ��
��� Li �� ������" � W s�
�������� ��#������� &���� ����� t�������� Li ���� s 

7'8 %�� �������� ��������	� ��
��� Li �� ������" � W s� ����"��� ����
#�����	
� &����� ��� ������ ��������� ����� t�������� ���� s + 1 


�������	 ;���� Li * �������� t�������� � L′ * �������� �� �������� 4��
�"��� ����#� ������� � �	������� ��� H(L′) ⊂ H(Li) &�
 � 
���� �
��� 
����
�����"#�� ���������� 

���������	� 
��� ���� Li � Lj � ��� t������	� � H(Li) ⊂ H(Lj) �������
��"�� ��	"�� ��� ����	�� &��
 ������	 �������$� ����� ��� �$��� ���
�	�
Ti ������� �����	� Li �������� ���
�	� Tj ������� �����	� Lj� ��	��� ���

H(Ti) ⊂ H(Tj) 

A� ��

	 3 ( � ������������������ �	������ �����"#�� ����� ���������� 

���������	� 
��� ���� Γ � ��	������ ���������� �������� ������ /���
������� ������������ ��� L � Γ� � ���� σt � ���	��� ������	� ��	�������
����� ���	����� M t ������� M = ∂gΓ ������ Γ .�������� ����� W t ���	��
�$ �����$� ����������$%$ σt /��������� 	��������	�� ��������� L = ∪Li

������� L �� ��������$ 	 W t� � ���� Lj � ��	������ ��������� �����	��
������������ ������� L �� ��������$ 	 W t �����

012 ���� ����������$%�� H�������� H(Lj) �����"�� ���	 ��� L� ��
H(Lj) ��	"� �����"�� ���	 �� ������� M = ∂gΓ ������ ΓB

032 ���� ����������� ��������� b(Lj) �����	� Lj �����"�� ������ ���
L� ����$%$�� ��������� �������� ������ Γ� �� H(Lj) �����"�� ���	
�� ������� M = ∂gΓ ������ Γ 

A� ���������� 3 - ������"��� �����"#�� ���	� ��������� 

�������	� 
��� ���� Γ � ������������ ���������� �������� ������� M =
∂gΓ � ��� �����������	�� ������� � ���� L � ��	������ ��� � Γ ���� L′ �
��	������ ��������� �����	�� ������������ ���� L �� ��������$ 	 	�	���
����� ����$ ���	����� ���"����� M � � L̂′ � ��������� ���
�	� ������
	� L′ 7���� ��	�� ����8 �����

012 ����������$%�� H�������� ���
�	� L̂′ �� ������	����� � L� ������

�������� H(L̂′) ∩ L = ∅4
032 ����� ��������� b(L̂′) ���
�	� L̂′ �� �����"���� ������ ��� L� �����

$%�
�� ���������� ��������� ������ Γ 



���� � ����!���	��� ������ ��� *Q

�������	� 
�
� ���� Γ � ������������ ���������� �������� ������� M =
∂gΓ � ��� �����������	�� ������� � ���� L � ��	������ ��� � Γ �������
��"��� ��� L ������� ��� �%��������
 �����	� L′ � L′′ �� ��������$ 	
��	������ ����$ ���	����� M t ���"����� M � ������ H(L′) ⊂ H(L′′) ���
��� ����	�� ������	 L′ � L′′ �������� 

' ���������� ���� L1, . . . , Lm � ��	������ �%��������� �����	�� �������
������ L � ��	��� ���

H(L1) ⊂ · · · ⊂ H(Lm),

� L1 �������� t������	��� �� m < t 

&����� � �� ��� ������� ����	 ������� ������������ � �������������� ����
��
	 3 ' 

������ 0��������/���� ������� ��


N�������
 ����	� ��������� ;���� Γ * ������� ������� ������ �����
��� M = ∂gΓ * ��� ���
���������� ������ � ����� M �
��� κ ������ �	�������� 
6	 ����
 ��������� ��� ����� tw Γ � 12(κ − 1) + 6 

;����� ������ 
	 ����
 ������������ ��� ��������� ��#���� 7�
 �	��8�
��� ������ Γ �������� �������	
 

;���� a � b * ������	� ����� �� ���������� ������� ������ Γ� ������ ���
tw Γ = tw(a, b) 2�� �	�� ��
���� �	��� ����� a � b * �����	� 4������

����� L �������	� ���� � Γ� ������"#�� a � b� � ���������
 L �� a � b &����
tn L = tw Γ 4������
 ����� A � B �����	� �����	 ���� L� ������	� a � b
������������ ;�� /��
 ��� ����� A � B ���������� M  

;���� M t * t�� ������ �	�������� 
������� M  ;���������
� ��� A ∈ Mp�
B ∈ Mq� � ����� p � q 

4������
 ����� σt �	�����" �������� 
������� M t � ����� W t * ������

������� σt0 ∂σt = W t 2�� � �	��� ����
 ��������� ����� Int(σt) ���������

����������� σt ��� ��������� ������
 σ = σ1 � W = W 1 

;���� St = σt \σt+1 ?��� 
������� σt+1 � ������ �� 
������� St ��������
7� � ��
����� ���������8 � �������� W t � W t+1� �����
 W t ⊂ St� � W t+1 ∩
St = ∅ 

6	 ������� ����
����
 ��� ���
������0 ��� p = q� ��� p < q >���
 �
������� ������ 

������ ���#�( p = q

?��� p = q = 1� � � ���� L �������� � ������������ � ������ W �	������
�������� σ ������ ����� �	�������� M1� ��� � ���� ���������� 3 O� | tn L| � 6�
� ���������� �����
	 �
��� 
���� ;�/��
� � ��������
 
	 ����
 �������� ���
p = q � 2 

������ ���� ��
��� L ������
 ����� � ������ W p �	������� 
����������
�� σp� ��� �������� | tn L| � 6� � ���������� �����
	 ���� �
��� 
���� ;�/��
�
��� 
	 �����������
� ��� L �⊂ W p 

4������
 ����� W1 � W2 �� ����� ��
����� ��
��� W p� � �����	� ��
�������"� ����� A � B &�� ��� L �⊂ W p� ��� � ��������� L � ��������� � �
W1� � � W2 5���
����
 ���������� �������� L = ∪Li ��
��� L ����������
� W p ;���� HA � HB * 
�������� ������#�� �� ���� p�������� 7��#�����	�
�� ���������"8� ��������	� L� ������ ��� �� H�
������� �������� ����� A



Vb ����� �� ��
��
�� ���

� B ������������ 4������� H�
������� �������� ���������#�� HA 7�����
��������� HB8� ���������	 �� ���"���" ;�/��
� �� ��������� 3 3 �	������
�����"#�� ��������� 

���������	� 
��� -�"��� �� ���"���� HA � HB ������� �� ����� ���
�� p − 1 &������� 

>������������ �� ��������� �	������ �����"#��0

7(8 ��� p��������� �������	� L � � ���������#�� � HA� � HB � ����"���
����	
� /��
���
� ����������� �������� ��
��� L ��� ����������
W1� ��� ���������� W2B

7'8 ����	� 
��	����� � ������ /��
��� ��������	� L ���������� W1 ���
W2� �������� �������	
 � ��������� �� ������ 
���� ��� 7��#������"8
������� �� H = HA ∪ HBB ����� ����� ���	� ����� �����	� /��
��	 ���
������ ������	� ������� �� HB

738 ����	� ������� ������� /��
��� ��������	� L ���������� W1 ���
W2� 
���� �	�� ��� �������	
� ��� � �������	
 4 
���� �������	����
�������� � 
���� � � �������	���� ?��� ����
�������
	� /��
�� ��������
�������� �� /�� ������� 
���� �	�� ��� ��#�������� ��� � ���#������� 

K�� ������ �� /��� �����	� ���"���� 
��� �	�� �	 �������� �����
� �����	 ind(L, Wi)� ����� /�� ����� ����	������ ������
 ������ ��� �������
�������� �����
	 ;�/��
� �������
	 �
��� ����� ����� ����������� ������
�"#�� �������" � �����	
� �����	
� /��
���
�� ������" � ����� 3 ���
���� ����	 ������� /��� �
 ���������� ������ ���������� ��
��" L 

5���
����
 ����������" �������� �����������"#�" ����������
� �����
�
/��
��� Lj � ���������
� L �� ������" � ���� �� ��
�	� Wi� i = 1, 2 6	
�����
 ����" ������� ����� �����	�� H������ ��	������ ������ ������ ���
�� �����������"#�� H�
������� � �������� H�
������� �������	� �����
�
����	
� �������
� ��
��� L @��� ��� ������ ��#������� ������ ������ �������
H(L′)� ���������� ��
��� L �� ������" � Wi � �������#���� � H(Lj) 

6��� ��������� ��� ��#������� �����
���� ��
��� L� ��������� � ����
�����	� �������� � ������"#�� ��������� �����	� ����� ��
��� L� ������
��� �������� � ���������� ��
��� � �������� ����	� ������� >� ������� ���

��� L� � �����	� �������� ��� /��� �����
���� � 
��"��� &���
 ������
�

��� ������������� ��� ��������� ��#����� ��� L � �������� ����	� ������� 

&������ � ��
�#�" ���������� 3 G� ������
�� �� ��������	� �����	� ���
�����	� /��
���� 7���� ����� ����8 ��� �� ������" � W1� ��� � �� ������"
� W2 4������
 ����� L ��
��"� �������" �� L �	����	����
 ��������	�
�����	� �������	� /��
���� 7���� �� ����8 4��������
 ��
��" L � �����
�������� � ���������� ��
��� L� � ����� A′ � B′ * ������� � ������ �����	
��
��� L 4������
 ����� W1 � W2 ��
�	�� � �����	� ����� A′ � B′ ������
��"� W p ;�� /��
 ��
��� Wi� i = 1, 2� ���������� �� Wi ���������
 �P���
�	����	����
 �����	� ��������	� �������	� /��
���� ��
��� L A
���

���� �����"#�� �������� ��

� 

����� 
�
� ' ��������
 ���� ��������"����
 ���� Li � ��	������ ���
���	�� ������������ ������� L �� ��������$ 	 W p ����� ����������$%�� H�
���"����� ��� �����"�� ��� ���	� A � A′� ��� �� �����"�� �� ����� �� &��

����	 5���������� &�� H����"����� ��� �����"�� ��� ���	� B � B′� ��� ��
�����"�� �� ����� �� &��
 ����	 



���� � ����!���	��� ������ ��� VP

&���
 ������
� �� ��������� � �� ��

	 3 3 �	������� ��� L� �������	�� �
�
��� �����	� ��������	� �������	� /��
����� � � �������� �� ������" �
������ Wi ���	�� �����	� /��
���� ��� �� �����	� * �������	� �� �������	��
��
��� L ��� ��� ��� � L� � �������� ����	� ������� �� ������" � W  

4�������
 ������ ����� ni� i = 1, 2� ��� ;�����
 ni ���	
 ���������� ���
���	� ��������� ��������	� ��
��� L �� ������" � Wi � � �������#��
������� �� H 4������� ni � 2 �� ���������" ������ ���
�
� ��� ��
���
L ����������� �� A′ � B′ 4������
 ����� nf ��#�� ���������� ��� ����	�

�������	� /��
���� �������� L ���������� ��� W1� ��� � W2� �����	� � ���
������ ������� �� H F�������� ����� nl �������
 ���������� ��������� �
�������"#�� � ����	
�� �������	� /��
���� /��� ��������� ����� � ��������
#�� ������� �� H 4������� nf � 2� nl � 2 � n1 + n2 = nf + nl 4���	�������

���� ��
��� L � �������� ����	� ������� � �����	� ��������	� �������	�
/��
����� �� �
��� 
���� �����"#�� ����� ������ ����� 

���������	� 
��� ���� ������� L �� ������� ����
 ������	 �� �����
����$ 	 W p� � ��	"� �� ������� 	������
 	���������
 ���������
 &������
��� ������ � ��������
 ���� �����������
� ����� ����� ����$%�� �����������)

n1 + n2 = nf + nl � 2.

4������
 ����� nA
i ���������� ��� �������	� �����	� A′�/��
���� �������

�� ��
��� L �� ������" � Wi� �����	� � �������� ������� �� H F��������
����� nB

i �������
 ���������� ��� �������	� �����	� B′�/��
���� ��������

��
��� L �� ������" � Wi� �����	� � �������� ������� �� H 4�������
nA

1 + nB
1 = n1 � nA

2 + nB
2 = n2� ��/��
� �
��� 
���� �����"#�� ���������� 

�������	� 
��� ' ��������
 ���� �����������


nA
1 + nA

2 + nB
1 + nB

2 � 2.


�������	 A� ���������� �
����� �	������� ��� ���������� A′�/��
�����
��������	� ��
��� L �� ������" � ��
��� Wi� � ����������� nA

i +#(HA)�

� ���������� B′�/��
����� ��������	� ��
��� L �� ������" � ��
��� Wi�
� ����������� nB

i + #(HB)� ��� ����� #(X) ����������� ���������� /��
���� ��

������� X 

;�� ������� ������ p < q �
 ���������� �����"#�� ������� ���������
�� 3 D 

�������	� 
�� ����� 	�	 � ����� ������� L �� ������� ����
 ������	
�� ��������$ 	 W p� � ��	"� �� ������� 	������
 	���������
 ���������

&�������� ��������"�� �������������� ��� ���� �� ��������
 ����� �������
L ��"�� ��� σp �����

• n1 + n2 � 1B

• ni + max(nA
j , nB

j ) � 1 ��� i �= jB

• max(nA
1 , nB

1 ) + max(nA
2 , nB

2 ) � 1 

5���
����
 ������ ���������� �������� ��
��� L �� ������" � Wi A��
���� �� �	����������� 
��� ��������� ���

| ind(L, W1) + ind(L, W2)| � 2(2p − 3) + 2 = 4(p − 1).



V1 ����� �� ��
��
�� ���

&������ ���������������� ����������
 3 G� �
��


| tn L| � 3 | ind(L, W1) + ind(L, W2)| + 6 � 3 · 4(p − 1) + 6 = 12(p − 1) + 6,

� � | tn L| � 12(p − 1) + 6 4����� �����
� ������� � ������ p = q 

������ ���#�( p < q

A���� ����� ������ p < q 5������
 ��
��" L �����"#�
 ������
 ;���	�
����
��� L1� * /�� ����� ��
��� L 
���� ������ A = A1 � ����� ������ ������
B1 ∈ L� ��� ��� ���������� ����� ��
��� L 
���� B1 � B ����� � ��
����


����������� σp �����
� �����
�� L1 * /�� 
��
����� ������ ����� ��
��
�� L� �������#�� A � ������ ��� L \ L1 ������
 ���������� � σp 4�
���
� ���
L1 
���� �������� �� ���� ����� A1 = B1 

%����� ����
�� L2 ��
��� L * /�� ����� ��
��� L 
���� ������ A2 = B1 �
����� ������ ������ B2� ��� ��� ���������� ����� ��
��� L� ����� � B2� �����
� ��
����
 
����������� σp+1 �����
� �����
�� B2 * /�� ������ ����� � L�
������ ��� L \ (L1 ∪ L2) ⊂ σp+1 

������ ��� i > 1 � ������� ��� p+i−1 � q� � � i � q−p+1� ��������
 ����
�� Li

��
��� L ��� ����� L 
���� Ai = Bi−1 � ����� ������ ������ Bi� ��� ����������
����� ��
��� L �� Bi �� B ���������� � ��
����
 
����������� σp+i−1 

;������� ����
�� �������� * Lq−p+2 * ��������� � ���������� �����"
��
��� L� ���� /�� ����� � ����� 

A���� 
	 ��������� �������� ��
��� L � ������� L1� L2�    � Lq−p+2� ������
��� ����	� ����
�� Li �������� ����� Ai � Bi� ��� A1, B1 ∈ W p� Ai = Bi−1 ∈
W p+i−2 � Bi ∈ W p+i−1 ��� 1 � i � q−p+1� �����
 Li ⊂ σp+i−2 ��� 2 � i � q−p+1 
2��
� ����� Aq−p+2 � Bq−p+2 ���������� W q� � Lq−p+2 ⊂ σq  4������
 �����
ai � bi �����	� ����� ��
��� Li� ������	� �����
 Ai � Bi ������������ 
4�
���
� ���� �� ���������"� ����� bi� i = 1, . . . , (q − p + 1)� ���������� ������
W p+i−1 �	������� 
����������� σp+i−1 �� ��������� ����� Bi 

;���������
� ��� ����� Bi� i = 1, . . . , q−p+1� ���������� ��
��� L � ��
���
W p+i−1 �������� ������� ������ ��������� ���� ��
��� L &���� �����	�
�������	� /��
�� ��
��� Li� i = 2, . . . , q−p+2� ��� ��� ��� � ����	� /��
��
����	��#�� ��
��� Li−1� �������� �����������	
 7������� �� ���� �����8� ��
����� ����� tw(bi−1, ai) = 0 % ��������� �� /���� ������������ �	������� ���
����	� � �������� ����
��	 L1 � Lq−p+2 ��������� �� ������ 
���� �� ���
�
����� ;��� L� ������"#�� �����	
 ��������
� �����
 
������ 6	 ������
������
 �����
� ��� �������� ���� L� � ����
 ����
����
 ��#�� ������ 

A���� ���� ���� L * �������� �� ��� �������������� �����
	 ��������� �����
���� �����"#��� �
 +,3.0

7(8 �
��� 
���� ���������0 tn L1 � 12(p − 1) + 3B

7'8 ��� ������� �� ����
���� Li� i = 2, . . . , q − p + 1� �	����� tn Li � 12B

738 ��� �������� ���� ����
���� Lq−p+1 � Lq−p+2 ����������� �����0

| tn(Lq−p+1 ∪ Lq−p+2)| � 15.

A�������� ���������	� ����� � ��� ����� ��� tw(bi−1, ai) = 0 ��� i = 2, . . . , q −
p + 2� ������
 ���������� �����
	0

��tn L
�� =

��tn L1 +

q−p�
i=2

tn Li + tn(Lq−p+1 ∪ Lq−p+2)
�� �

� 12(p − 1) + 3 + 12(q − p − 1) + 15 = 12(q − 1) + 6.



���� � ����!���	��� ������ ��� VU

��� ��������� �������������� �����
	 3 ' ��������� ����������� ����������
�� ��������� ������ Γ � ���� ��������� ������ ������ Γ′� ������"#�� ����
��"#�
� ��������
� 

7(8 L��
���������� ������ M ′ = ∂gΓ′ ������ Γ′ ������� �� ���� �� ����������
������ �	��������� ��� � ���
���������� ������ ∂gΓ ������ Γ� � � κ(M ′) =
κ(M) 

7'8 % ������ Γ′ �
����� ���� L′� ����"#���� � p�
 ����� �	�������� 
����
���� M ′� ��������"#���� � q�
 ����� �	�������� 
������� M ′ � �������
"#���� �� �������� ���� L ⊂ Γ �����
����� ��
�	� ;�� /��
 �������
���� L′ ��������� � �������
 ���� L 

738 ;��� L′ * ������� ���� � ������ Γ′ 
4����
 �������
 ����� ����������� >���
 �� �����"#��� ��������� ������

����� ;���� Γ * ������������ � ���������� ���������� ������ ������ �
{Vi} * 
������� ���� ��� ����� $�����
 � ������ ����� Vi ���������	� ����
��� vi� ���� �������� � ������ ��
 �������� ����������� ε > 0 

���������	� 
��� ,%������ ��	�� ε > 0� ��� ��� �$��� ������� ��	�
����� vi� ��������� ����� �������� ��#������� ������ Γ � 	����� �������
 ���
������� ������$%�� ����$%�� ���������0 ���� V ′

i � ����� ������� Vi ��� &���
��#�������� �� ��	��� ViV ′

i ��������� � �������� ��	����� vi 

�����
���" ������� ������ Γ �� ���������� 3 - �����
 ��������� ε����
#�������� 

�������	� 
��� ���� Γ � ������������ ���������� �������� ������ (��
�$���� ���������� ������ ε > 0 �%������ ��������� ε���#������� ������
Γ � ���������� ������ Γ′� ��	��� ��� 	�"��� ������ ���	����� �����������
�	�� ������� ∂Γ′ ���������� ������ �������� �����������	��� ��� ��� 	����
���� ������ ��� π 

@��� ��� ����� ���#��� ��� �����
������ �����	� � ��������� 3 C� 
�����
�� �����	�� %	��������� ���������� ��� ��������� ��������������� �������
������� ��� ����	� ������ �	�������� �������� 
������� �������� ��������
��� ������� ������ Γ ������������ ����� 
���������� � ����
�� 
����
� π 

5���
����
 ��������	� �	�� ���� L� � ������ ��� � �	��� A � B * �������
� ������ �����	 ���� L ;� ��������"� �����	 A � B ����"��� �����	
��
�����
 A ����� � p�
� � B * � q�
 ������ �	�������� 
������� ∂gΓ ;����
�����
 ������ Γ � ���������� ������ ��� ������� �����	 V � ������� �� A �
B � ������ ��� ������ �����	 V ������ 1� ������� � Γ 
������� ����� eV ����

������
� ����	 � ����������
 ������ Γ� ������� 
	 �������
 ����� Γ′� ������
V ����� ������� L��
���������� ������ ∂gΓ′ ����� ������ Γ′ ������� �� �����
A � B � ����� ������ 1 

��������� ����� eV � ������ Γ ��������� ����#� ������� � ����������� ������
�	�������� ��� �����	 4����� ��� ��� ����	� ������ �	�������� ��������

������� ∂Γ ������������ ����� 
���������� � ����
�� 
����
� π� 
��� �	�
����� ����� eV �������� 
��	
�� ��� ������� ����������� ������ �	��������
�������� � 
���� �����
���� �	����	� 
������������ � ������ �	����	� 
��
����������� % ��������� ����� eV 
���� �	�� �	���	 �������� 
��	
�� ���
����� ������ �	�������� ������ Γ � ��
������ � � κ(Γ) = κ(Γ′)� �� ����� �����
����� A �������� ������� ������������ p��� ����� �	��������� � ����� B *
������� ������������ q��� ����� �	�������� 
������� ∂Γ′ 



VY ����� �� ��
��
�� ���

4�
���
� ��� ���� L ���� ����#� � ��
����� )�
��� L �������� ����
 �
������ Γ′� ������"#�
 ��� �����	� �����	 A � B 2�� � �	��� ����
����

�������� ���� L � ����
��	 L1, . . . , Lq−p+2 7�� ������" � ���
����������
������ ������ Γ′8 � �������
 ����� Ai � Bi ������" � �����" �����	 �����

��� Li A� ��������� �������� ��� ��� ������� �����	 ��
��� L ����"���
������
� ������
� ������ Γ′ 7�� ������ � Γ′ ������ 18 ;�/��
� ���� L 
����
� ��������� ������
 � Γ′� ������ ���� ������	� �� ����� Bi� i = 1, . . . , q − p + 1�
����"��� ������
� ������
� ������ Γ′ >���
�
� ��� ����� Bi ����������
������ �	������ �������� σ′ ��� (p+ i−1)��� ����� �	�������� 
������� ∂gΓ′ 
!����
 �����" �� ����� ������� ����� Bi ����� �����������"#��� σ′ @���
��� ��� ����� ����������� ������ Γ′ ��� ���
���������� ������ ����#� � 
�����
��� � ������� ���� L 
��� ��
���� ����� ����� 
��� &����� ���� L ��������
������
� ��� � ����������� ;����� ���������� �����
	 3 ' �������" ������� 

���� ��$� %����! ������& � ����	 ���'
��! 18�

��� �������������� ������� �������� ����� ��������� ����
������ ���

��"� �
�"#�" ���
� ������ ������� � �������" ���� ��� ������� � ���
���� 3 O >� ��� 3 O ����
���� ������ k = 2 %�� �����	 ���������� ��
��
�� ���������� ���
���������� ������� ����� ������ �	�������� ��������

������� ���� 2� ����� ���#��� ���� 18 4�#�� ������ ���������� �� /����
���������
 ����� ������ �������� &�
 ��
	
 �����
� �������" ������� 



����� �

������	
�� ������
���

���
 ����� ����
�

�
�
	���������� �����

" ����	� ����� �� �	
�	������
� 	��� ����������� ����� 1 ���
	�
��� �	�����	� 
�������� ����������
�� 
����# ��
����������
�	 	��	���� � �����	����� ����  ��������	� ���� �� ����	 
�	� ��	�		����! 5���� �� ������ ���������� ����� U ��� 	�
� 
�� ��	
����
��� ��
�������� �����	���� ��������	� ���� � ���� 
�	�	%��# ��	 �	�	�	�� 
��  ������ ��
�	����# � ���%� ���
������ ��	�����	� 
�������� ��	%����� ��	
�� ���������� � 
������ ��������! $�����# ��	 �� ���������� ��� ����	�������	
�	������ ���	��� ���	
���
�����	# �! �! ��� ��������� 	��� ��	 
��� ���� 1  U# 
�! TV2W# TV^W# TVbW# T^YW � T^VW!

#��� $�������	
�� �������������� ��� ���

%�
� ��
��� ����
���� ���
�

.�� �%� 	������	
� � ����� 1# �����	��� ���� �� ����	�	�
��	�		���� W 
 �����	�

(
gij

)
�	�	%��� �������������� ������ 

%��	� L(x, ξ) =
√
gijξiξj # �	��	�� ��� 	�
��� �	�����	� 
��������

��
���������� ����������
�� 
���� ��� ��	�	 �����	���� �	% 
�	 �	
�	���	����
� ��	���	� 1!P! $����	# ���%�� ��� ������ ��	# ��
���
�� ����� �� �����
� px(γ) ����� γ � ������ x# � ���%� �� 
��� �� ���������	� ��
� � ��	���� 1!P! �	��������
��� 
�������
���� ���� ����
������� 
	�	� ��
�	%��� ����%���� �	 ������� 
�����	� ��	����# 
�! ���%� T^VW!

 ���� ���� ���� Γ � ��������������� �������������� ���
�� �����	�	� ��	�		$����� W � γ � ��	���	���	� �� ��������	� ��




V* ����� &� %������������� ��� ��������	
�� ���
�

$�	" ���������	� ���	�	�	� ���+��� x! %	��� ������ ������	����
�����	�	� ����� ��$�� γ � ���+��� x ����� ���.

px(γ)(ξ) =
±1
‖γ̇(x)‖ 〈γ̇(x), ξ〉,

��� ξ � ��	���	����� ���������� ����	� �� TxW " � ���� <−= ��$�

����� � �	� � �	���	 �	� �����" �	��� ���+��� x ������� ����

�	� ��$�� γ! 2������ �	����" ��� ��������	� ��	�	������ ���

�� TxW � T ∗

xW " ������	� ���������� �������� ��	����������" �	

����	� px(γ) 	�	����������  3���������4 ����	�	� �����������
��$�� γ" 	�������	����	�	 ��� ���'	�� �� � ���+��� x!

�����# ��
�� � ���	�	�	� �	�� A �	��	�	 ����	�� ��	�		�����
W ���	�� ��� ������ ����� γi : [0, 1] → W # i = 1, 2! $�	�����
����� �(ε) ���� ���������� ��	�����
�	�# 
	�������� �	�� γ1(ε)
 γ2(ε)#  ��
�� Ei ( ����	� 
�	�	
� ���	� γi � ��������� �	����
������ ε = 0!

 ���� ��
� 9������ �(ε) ��������������� � ��������� �	����
������� ε = 0! &� ��	���	���� ����� ���.

d�

dε

∣∣∣∣
ε=0

= ‖E1 − E2‖.

"����� 
������� 	�	�������! )�
�� x ( ��	��	����� ������

�� Γ! R
� �
� ����� 
�� Γ# ��������� ������ x# ���	%����#
�	 �	�	%� Nx = 0! R
� %� ������ x �������� ���	�	��� ���� 
�	%������ �����# �	 	�	����� ����� Nx 
���� ������� ����	�	�

�	�	
���# 
 �	�	��� �	��# ��%���
� �	 ��� �����	%������ �� 
����# ���	��� � ������ x! /��	���# �
� x  y ( ��� ��	��	�����
������ 
�� Γ# �	 ����� νxy �� 	�	����� �
�	 ���	%������ �����#

	������� x  y!

'�����# ������� ����� Y!P  Y!1 � 	
�	��	�� �������
��� � ��	 
���� 1!P# �	������ 
������� ���������!

�������	� ���� ���� W � �����	�	 ��	�		$�����! (��������

������ �������������� ��� Γ: G → W  �������� β ������� ��

�������� ������	���� �����	�	� �����" ��� � �	���	 ��� ����	�
�� ��������	� ��$�	 � ��	���������" � ��� ����	� ���������	� �	��	

����� H : GH → P ∈W ��� Γ � ��$	� ������	� ��� η : GH → TPW "



&��� '����� ����
���� ���
� VV

��� η|∂GH = 0" ����� �� ��������� ��	����������	0

∑
x∈V (H)

〈η(x), Nx〉+ 1
2

∑
x,y∈V (H)

‖η(x) − η(y)‖νxy, 3Y!P4

��� ����� V (H) 	$	������	 ��	����	 ���+�� ���������	� �	��	���

�� H" � ������	� ��	��������� 〈·, ·〉 � �	��� ‖·‖ �	�	����� �����	�	�
������	� �� W !

\���
��� Y!P ���� 
�������� ��	������
��� �����������!
)�
�� x1, . . . , xk ( ������ �	��	�����H # �������	������ ��	��	�� 
��� 	����	�! S�

�	��� ���	� ����	�	� {η(xi) = ηi} ��� ��	%�
��	
�	��� � ��	
����
��� R

n = TPW # ��� n ( �������	
�� ��	�		�����W !
.	�������	��	� ��	
����
��	 �
��	��	%��� �	�	%��� {ηi} 
	��� 
���� 
 ��	
����
��	� R

nk! )�
�� E = (η1, . . . , ηk)  NH = (N1, . . . , Nk)#
��� Ni = Nxi # �	��� ������ 
���� � ����%�� 3Y!P4 ����� 
������	��
��	������� � R

nk ����	�	� E  NH # �!�! ����� 〈E,NH〉! $�����# ��	

������	� ��	������� �� R

nk ������
� ��� �� ����	� ��	������
TPW × · · · × TPW !

"�	��� 
���� � ����%�� 3Y!P4 ����� ���� �����	� 
��
η : GH → TPW ! $�	�����# ��� �����	
�# ���� 
�� η ����� �H(E)!

�������	� ��
� ���� W � �����	�	 ��	�		$�����! (��������

������ �������������� ��� Γ: G → W  �������� β ������� ��

�������� ������	���� �����	�	� �����" ��� � �	���	 ��� ����	�
�� ��������	� ��$�	 � ��	���������" � ��� ����	� ���������	� �	��	

����� H : GH → P ∈W ��� Γ � ��$	� ������	� ��� η : GH → TPW "
��� η|∂GH = 0" ����� �� ��������� ��	����������	0

〈E,NH〉+ �H(E). 3Y!14

S�

�	��� ������ t = �H(E) �� R
nk! ]���� ��
�	 
��������

��
�	%�	� �����%����!

���������	� ���� 9������ �H : R
nk → R ������� ���� �� ��	


������� R
nk!

�����# �H(λE) = |λ|�H(E) ��� ���	�	 ����
�����	�	 λ# �	��	�� ��� 
�� ��	� ����� ����
������� 
	�	� �	��
 CH � ��	
����
��� R

nk+1


 �����	� � ������ �		����� O ∈ R
nk+1! .	��
 CH ��%� � �������

�	����	
����
��� t � 0# 
�������� 	��	
�����	 	
 Ot  	����� 
���� ������	� �	���	%�
��	 {(E, t) ∈ R

nk+1 | t � �H(E)} ( ��������



V^ ����� &� %������������� ��� ��������	
�� ���
�

����� �H ! )	��	�� �������
��	

〈E,NH〉+ �H(E) � 0 ��� ���	�	 ����	�� E ∈ R
nk,

�	�	�	� �����
�����
� � ���

〈−NH , E − 0〉 � �H(E)− �H(0) ��� ���	�	 ����	�� E ∈ R
nk,

����������	 �	��# ��	 ������	
�	
�� t = −〈E,NH〉 � ��	
����
���
R

nk+1 ������
� 	�	��	� � �	��� O � �	��
� CH ! )� ��	� �������
��	
���	�����
� 
��	�	 ��� �
�� ��������� E# �
�  �	���	 �
� ��� � 
�����	
�	
�� ����
����� �	��
 CH �	���	 �	 �	��� O! '��� 	����	�#
�	����� 
������� ���������!

�������	� ���� (�������������� �������������� ��� Γ �� ��

���	�	� ��	�		$����� W ����������� �	 	��	+���� � ������	����
�����" ��� � �	���	 ��� �� �� ��$�� � ��	���������" � ��� ����	�
�� ���������	� �	��	����� H �������	�	�� t = −〈E,NH〉 �������
	�	��	� � �	��� O ��� �	��� CH � 		�������� �� ��	�������
R

nk+1" �!�! ����	� −NH ������� �$��������	� ������� t = �H(E)
� �	��� O′ = (0, . . . , 0) ∈ R

nk!

)����	�������� ������ ����	���� 
���
��� Y!U � �	��� �	� 

�������	� �	���! ��� ��	�	 ��

�	��� ���������� �	��	�����
H : GH → P ∈ W  	�������� �� ����� ���# ��	�� �
� �����# 
	�� 
����� 	���  �� %� ���� ����� � GH # ��� 	��  �� %� �����	 
�	���! .�%��� ����� 	������� ����� �������� ��������	�! $��� 
���� ������ 
��%�	
� �������	 	�����	����	�	 ����� GH # �	 
�	%� cxy ������ �	 ������ �
�� νxy �
�� 3���	%������4 �����
����� GH # 
	������� ������ x  y#  ��
�	� cxy ���� `���
a#
�
�  �	���	 �
� x ( �����	 �
�� ����� � GH # 
	������� x  y#
 ���� `���
a ( � ��	���	� 
�����! )	
���� � 
		����
��� ��%�	�
����	���	����	� ���� {x, y} 
	
���� ����� ����� GH ����������
ξxy �������	
� n# � ����	# ξxy = (ξ1xy, . . . , ξ

n
xy)! $�����# ��	 ��� ���

�� ���	���� 
 ����	���	������ �����# �	 ξk
xy  ξk

yx 	�	������� 	� 
��  �� %� ����������! ��� ��%�	� �����$
�� ������ x ����� GH

������ ����	��	� �����	� ��������∑
y

y ������ � x

cxyξxy = Nx,

��� 
����	���� �����
� �	 �
�� 3�� �	���	 �	��%���4 ������� y
����� GH # 
	
���� 
 x!



&��� '����� ����
���� ���
� VQ

������������ ,������ 

���� ��������

∑
y

y ������ � x

cxyξxy = Nx

�	 �
�� �	��%��� ������� x ����� GH ���	��� '������������

�	� ����	� �	�����	� �������� �	��	����� H ! $�6������ �� 
������
���
�� 

��� �	�����	� 
�������� �	 �
�� ����������
�	��	������ H 
�� Γ ��������
� '�������������	� ����	� �	

�����	� �������� ��� Γ!

��������� M����������������� �����
� �������� ��������	 ������ 7�����
�������� � � ������� �� �����	8 ��������� ��
����	 ����
���������� ���
�� �������� ����#� ������� �� �	���� �� ��������� ��������� 4���� ������
�����
� �����������"#�� ������	
 ���������
� ������"��� ���� �� ����� ������
��#�� ��
��� ����� �� n�
��	� ��
���� ;��������� ��� 
	 �����
 �� ����
�����"#�� �����
	� �� �������"� ������ 
����� n�
��	� ��
���� ������
������������������ �����
	� 
	� �������� ��
 ��
	
 ���������" ��������� �
����
 � ��������
 ��������� �����
	� �����������"#�� ���	
 �������	
 ����
������
 

]� 
���
��� Y!U �	������
� 
�������� ��	����# ��� �	��������
���
�	�	�	� 	
����
� ���
��� 
��������� ����� t = �H(E) 3�	��	� 
�	
� �	%�	 ���� � T^VW4!

������ ���� (�������������� �������������� ��� Γ �� ����

�	�	� ��	�		$�����W ������� ����������	� ��� ������	���� ���

��" ��� � �	���	 ��� �� �� ��$�� � ��	���������" �" ��	�� �	�	" ��
'��������������� ����� �	�����	� �������� ����� ���	� ��

+����" ��	 �������� ����	� ��	 n
����	� �	��	����� ξxy �	 �	����
�� ����	'	��� �������!

������� )�
�� G ( ����# ����� ��
�� ����� Pi# Qi# i = 0, 1, 2#
����� ��� PiQi � �	���
��� p ���� ��� ��%�	�	 i  ����� ��� QiQj

� �	���
��� q ���� ��� ��%�	� ���� (i, j)# i < j! \��� Γ: G → R
2

���������	���� ����	� GX ������ β 
�� Γ 	�	���%��� ��	%�
��	
����� {Pi} �� ��	%�
��	 ����� �������	�	 �����	����� A0A1A2X
���	���# 	�	���%��� Γ �����	�� �����QiQj � ����� S ��	�	 �����	�� 
���# � ����� PiQi ( � 	����� AiS! "��
��# �� ���� p  q 
��� Γ
������
� ��
��������	�! ��� ��	�	# � 
		����
�� 
 ��	���	� Y!P# �	 

���	��	 ���
��� ��������
���
��� 

���� �	�����	� 
��������

�� Γ  ��	�����# ����
� � 
��� �� ������ ����# ��	 �
� �
2 ������ �	��	����� �	 �	���� �� ����	
�	��� 1!
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�����

	������� 
 ��������
���
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���	� �	�����	� 
�������� ��� 

�����	� ���������	� ��������	� �	��	����� H : GH → S ∈ R

2!
e��� GH 
	
�	� � ���� ����� Q0# Q1  Q2  3q ����� ��� QiQj!
5����� ��������� 	������� ����� GH # 	�����	��� �
� �����
� GH 	� Qi � Q(i+1)mod3# i = 0, 1, 2! )� ���	� 	������ ����� 
���
���
��� 

���� �������� �	�����	� 
�������� ���
�����
�
���0 ⎧⎨

⎩
qξ01 − qξ20 = pN0,
−qξ01 + qξ12 = pN1,
qξ20 − qξ12 = pN2,

(∗)

��� ξ01# ξ12  ξ20 ( �����
��� ��������� ����	�� ����������# � Ni#
i = 0, 1, 2# ( ������� ����	�� AiS/‖AiS‖!

$�����# ��	 
���� ����	�	� Ni# i = 0, 1, 2# ����� ���� �	 �
�	 
��X 
���� ����� ��
��� �������� 

���� (∗) ���%�# 	�����	# �����
����! $���� ������ 

���� (∗) ���� ��0

(
ξ01, ξ12, ξ20

)
=
(
N0p/q + ψ, (N0p+N1p)/q + ψ, ψ

)
,

��� ψ ( ��	��	����� ����	� � R
2! 7�	�� ��	�����# ����
� �


��� ������ 

���� (∗) ��	�����	����� �
�	��� ‖ξij‖ � 1# ���� 
���� ������ 

���� � ���

qξ01 = pN0 + qψ, qξ12 = −pN2 + qψ.

_
�	�� ‖ξij‖ � 1 ����������	 
���
��	���� ���	�	 ����	�� ψ#
‖ψ‖ � 1# ��	 	�� ����	�� pN0 + qψ  −pN2 + qψ �� ����	
�	��� �	
�	���� q# �!�! ��%�� � ����� ����
� q 
 �����	� � ����! )����	�	 
%�# ��	 ���	� ����	� ψ 
���
�����! S�

�	��� �� ��	
�	
� ��� 
��	���� T # 	��� ������ �	�	�	�	 ��
�	�	%��� � �	��� �	��# � ���
����� ( � �	���� pN0  −pN2! Z�	� �����	����# 	�����	# ������ 
���#  ���� ��	 
�	�	�� ����� p! \����� �����	���� T �� ����	�
qψ# �� 
�	�� �	���� ��������� �����	���� T ′# �	�	���# �	 ���� 
�	�	%���# ����	� ��%� � ����� ����
� q 
 �����	� � �	��� �	��!
'��	�# 	�����	# �	��	%�	# �	���	 �
� ���� p 
�	�	�� �����	�����
T ′ �� ����	
�	�� ���� 
�	�	�� �������	�	 �����	�����# ��
���	 
�	 � ���� ����
� q# �!�! p �

√
3q! )	
������ �������
��	 ����������	


��������� ��	������
�	�� �
�	��0 ���� ����
� q# �	
��	�����
� ������� �������	�	 �����	����� T # ���� 	���� �	���!
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$�����	# �����	�	%�# ��	 ���� ����
� q# �	
��	����� � ���� 
��� �����	����� T # ���� 	���� �	��� ϕ! Z�	 	�������# ��	 
��� 

����� ���� ����	�� ψ0# ψ1  ψ2# ��	 ‖ψi‖ � 1# 

pN0 + qψ0 = qψ1 = −pN2 + qψ2 = ϕ.

/	 �	���

pN0 − qψ1 = −qψ0, −pN2 − qψ1 = qψ2, ψ1 = ϕ/q,

�!�! 
���
����� ����	� ψ = −ψ1# �� ����	
�	���� �	 �	���� �����
 ���	�# ��	 ����	�� pN0 + qψ  −pN2 + qψ ��%�� � ����� ����
� q 

�����	� � ����! ]���# �	�����	 
�������� �����%����!

���������	� ��
� 4 �����������	� ����� ��� Γ �����

������" ��� � �	���	 ��� p �

√
3q!

#��� �����	
�� ������� ����&�

��

��������	
�� �������������� ����

S��������� ������� Y!P �	��� ���� 	�	����� �� 
����� ������� 
��� ����������
�� 
���� 
 �	�	%������� ��
��! )	
�	���� �� 
����%���# ������� ��	� �����	���# 	������
� 	� ������%���#
��������	 �����	��� ����# �� �	
�	����� ��	%���# ����� Y!P
 Y!1 �������	 �����	
��
� �� ��	� 
�����!

.��  ����# ������ 
������� 	�	�������! )�
�� x ( ��	��	�� 
��� ������ ��������	� 
�� Γ! R
� �
� ����� 
�� Γ# ���������
������ x# ���	%����# �	 �	�	%� Nx = 0! R
� %� ������ x �� 
������ ���	�	��� �����	%������ ����� e# �	 	�	����� ����� Nx � 
������ �	������

∑
e ω(e)ne ������� ����	�	� 
�	�	
��� ne# 
 �	 

�	��� �	��# ��%���
� �	 ��� �����	%������ ������# ���	���
� ������ x 
 �	��������� ( ��
�� ω(e) ��� �����! /��	���# �
�
x  y ( ��� ��	��	����� ������ 
�� Γ# �	 ����� νxy �� 	�	�����

�������� ��
 ���	%������ �����# 
	������� x  y!

�������	� ���� ���� W � �����	�	 ��	�		$�����! (��������

������ �������������� ��� Γ: G → W  �������� β ������� ��

�������� ������	���� ����+���	� �����" ��� � �	���	 ��� ����	�
�� ��������	� ��$�	 � ��	���������" � ��� ����	� ���������	� �	��	

����� H : GH → P ∈W ��� Γ � ��$	� ������	� ��� η : GH → TPW "



^1 ����� &� %������������� ��� ��������	
�� ���
�

��� η|∂GH = 0" ����� �� ��������� ��	����������	0∑
x∈V (H)

〈η(x), Nx〉+ 1
2

∑
x,y∈V (H)

‖η(x) − η(y)‖νxy, 3Y!U4

��� ����� V (H) 	$	������	 ��	����	 ���+�� ���������	� �	��	���

�� H" � ������	� ��	��������� 〈·, ·〉 � �	��� ‖·‖ �	�	����� �����	�	�
������	� �� W !

" 
����� �	���%����� ���������� 
���� �
�	�� 
���
��� Y!Y 
� 
��
�����	 ���	����
�!

�������	� ���� �	��������� �������������� ����+����� ���
Γ �� �����	�	� ��	�		$����� W ������� ����������	� ��� ����

��	���� ����+���	� �����" ��� � �	���	 ��� �� �� ��$�� � ��	��

�������" �" ��	�� �	�	" � ����	� �	�����	� ���+��� x ��������
�	�$������ 3��������' 4 ����	�	� �����������" ���'	�� �' � x ��$��
��� Γ  �	������������ � ����� ���' ��$��" � ����� ����!

\�	�� ��

�	��� ���������� �	��	����� H : GH → P ∈ W # 
��
�� �� ��� ��
�	���� ���	�	��� ��������� 	�������! $����� 
�� ���������� ������ 
��%�	
� �������	 	�����	����	�	 ��� 
�� GH # �	�	%� cxy ������ �	 ������ 
������	�� ��
� νxy �
��
3���	%������4 ����� ����� GH # 
	������� ������ x  y#  �� 

�	� cxy ���� `���
a# �
�  �	���	 �
� x ( �����	 �
�� ����� �
GH # 
	������� x  y#  ���� `���
a ( � ��	���	� 
�����! .��
 ����# �	
���� � 
		����
��� ��%�	� ����	���	����	� ���� {x, y}

	
���� ����� ����� GH ���������� ξxy �������	
� n# � ����	#
ξxy = (ξ1xy, . . . , ξ

n
xy)! ��� ��%�	� �����$
�� ������ x ����� GH �� 

���� ����	��	� �����	� ��������∑
y

y ������ � x

cxyξxy = Nx,

��� 
����	���� �����
� �	 �
�� 3�� �	���	 �	��%���4 ������� y
����� GH # 
	
���� 
 x! ,������ 

���� ��������∑

y
y ������ � x

cxyξxy = Nx

�	 �
�� �	��%��� ������� x ����� GH ���	��� '������������

�	� ����	� �	�����	� �������� �	��	����� H ! $�6������ �� 
������
���
�� 

��� �	�����	� 
�������� �	 �
�� ����������
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�	��	������ H 
�� Γ ��������
� '�������������	� ����	� �	

�����	� �������� ����+���	� ��� Γ!

������ ��
� 4���+����� ��������������� �������������� ���
Γ �� �����	�	� ��	�		$����� W ������� ����������	� ��� ����

��	���� ����+���	� �����" ��� � �	���	 ��� �� �� ��$�� � ��	��

�������" �" ��	�� �	�	" �� '��������������� ����� �	�����	�
�������� ����� ���	� ��+����" ��	 �������� ����	� ��	 n
����	�
�	��	����� ξxy �	 �	���� �� ����	'	��� �������!

\��# ��
���������� �	 	��	���� � �����	���� ��������	� �� 
��# ����� ��������# ��� �����	
�# ����+������ ������������� �

����!

#��� '
������

�� ����&�

�� ��������	
��

���� � R
� � ����

��� ���� � ���
� ��

" ����	� ������� �� 
�	������ ���������� � ����� U 	��� �� 
�������� ��� 	�
��� 
�������� ��	%�
��� ��%��� � R

N �	���%�� 
��� ���������� ��
���������� 
���� ��
�	����	�	 ���  
 ��� 
�	� �������! ,	������� 
�������� ���� 
���� 	�
�����
� 
���
�� 
�� Y!2! $�����# ��	 
��# ��
���������� 	��	
�����	 
��������	�	
�����	���� ����# ������
� ��
���� 
������ ���� 
����! '���
	����	�# �
� ��	���� ��	�	 ������� �	��� ���� �����	�����	���� 
��� 	����	�	 �����	���� ����!

"		��� �	�	��# ���������� ��
���������� 
��� Γ: G → W �	%��

	���%��� ������� �����! ]� ��	��� 	 �	�����	� 
�������� ��������#
��	 �
� ��%��� ��� �	�� ��	�		����� W 
	������ �� �	��� 	� 
�	� ��	�����
�	� 3�������# W ( 	���
�� � R

N � � ��	
����
���
,	�����
�	�	4# �	 	����� �
�� ������� ����� 
	�������! [	��� �	�	#
�
� � ��	� 
����� ����
��	�� ���������� ���� G# ������ ��%���
���	� e1, . . . , ep ������� ����� �� 	��	 � ��� ����� 
 ��
	�# ������∑p

i=1 ω(ei)#  	�������� �� �	������	� ����� G 
��� Γ# 
	���������

 Γ# �	 ���������� 
��� Γ ��	�� ����� ��
��������	� 
 �	� %� ��� 
����# ��	  
��� Γ! $�
����� 	������ �� ���������� ������ 

		����
������ 
���� ���	��� �����	� ������' ��$��# � �	��������
� ���������� 
����� ������� ����� ���� G  
��� Γ ����� 	�	�������
����� g(G)  g(Γ) 
		����
�����	!

�������	� ���� ���� Γ ������� ����+���	� ����������	� �

��� � v � ��	���	����� �� �	������� ���+���! %	��� ������ ���
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�

+��� v �� ����+� 2" � ��� ��$�� e1, . . . , ek" ����������' v" ��	���

��	���� <������� ��	�	��	������=0 �� ����	�	 ���	�	 ��$�� ei ��
$	��+� ���� ��	� ��' 	������' ��$�� ej" j 
= i! 4 ����	��"
��� ����������� ��' ��$��" ����������' ���+��� v" �	��������" �	
��� ��$�� ���$������ �� ��� ����  	�����	���� ��������� ���

��! �	��	�� ��� ��$��" ����������' �	�����	� ���+��� ������ 2"
����� ����� 	$	�!

��������� ;���� G * ������	� ������	� ���� � Γ: G → W * �������
�� /�����
����� ���� ?��� �������� ������ ������ 2 ���� Γ * ��������� ��
������	� /��� ������ ������ �� ��������" G C� �������
� �
�"� �������	�
���� � ��/��
� ��	��"��� ��� ����
 � 180◦ 4��"�� �	������� ��� ���� �	�������
�� 
������� ����� ����
������"#��� ����� G ������	� �����	 ������ 2�
������	� ���	
 7� ����������
8 �����
 ����� ������ � <��������= ��� /��

������ �������� �����" ���� ����� �� G� ������	� ����� ������� � ��� ���
��� ���� �� ����� �� ������
 ���" �������" 
��
����" ����� ����� �������
��������� � ������
 ���� Γ 

4������ �� �"��� �������� ���� Γ� � 
��� �� ������� 
��� �������� ����
��" �������" ����� �	���� � ������ ����
������"#��� ����� G ���������	�
������� ����� � ������� �� � 
������� ������	� ����� ;�� /��
 ���
������� �������" ����������� ����� � ������� ������ ���� 1���� ����� �� ����
��
� � �������� ���������� �
 ��������� G O� ��� �"��� ����� ����������� ����
������ �������� /�����
����� ���� �������� �������� /�����
����� ����" 

������������ .�%��� �� ��������� �����
�	�� ����� �	��% 
��� ������ 
����� 2 ��	��	���	�	 ��������	�	 ����� G# � ���%�

		����
������� ������ ��	��	���	� 
�� Γ ��� G ����� ��������
�������	�!

��� 
���� � ��	�		������# ��%��� ��� �	�� �	�	��� 
	������
�
�� �	��� ��� 	��	� ��	�����
�	�# �	���� �����	� ������ �	%�	
�
��
�����	 ��
����! )�
�� ������ G ( ��	��	����� ����������
���� 3�	��	%�	# 
 ������� ������4# ������������� 
��� Γ � ��	 
�		���� W # 	��������� ��������� 
�	�
��	�#  g(G) ( ���������

����� ������� ����� ����� G!

������������ "����� v 
�� Γ ��� G 3
		����
�����	# ����� G4
���	��� �������	�# �
�  �	���	 �
� �����	� ������
� 
		���� 

������� ������ ����� g(G)!

����� 
�	���# ������ v 
�� Γ ������
� �����	�# �
� 	��
�	��%��# 
��%�� �	��	 
 ����� �������# 
��%�� v1  v2#  
����
��
	� �����# 
	������� v 
 v1# ����� 
���� ��
	� �����# 
	�������

�4�
���
� ��� ���� ����	� ���� G �������� ������ ������ 2� �������"
����������
� ������ �� G ��������� � /��
 ����������
 �����
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v 
 v2! $�����# ��	 �� 
����� ���� 
���� �
��
�����	 �����	
�
�
	������ ������� ������� �����!

]���� ��
�	 
�������� �����%����!

���������	� ���� ���� ������ ��� �	��� �����	�� ��	�		$��

��� W 	������� �� $	��� 	��	� ��	�������	�! %	��� ����+����� ���
Γ  �������� ∂Γ ������� ����������	�" ��� � �	���	 ��� �����

�����	� ������� ����+����� ���" �	�������� �� Γ ��������� ��'
��������' ���+��!

)�
�� Γ ( ��	��	����� ���������� ��
���������� 
��� 
 ���� 
��� ∂Γ! R
� ��� ���	�	�	� ������	� ������ ���	�����
� �
�	��
��	���� 	 �	�����	� 
��������# �������������� �	��%��� ���� 
��# �!�! ������� �	������ ����	�	� ���������� �����# ��	���� �
��� ������# 
 �	��������� ( ��
�� ��� ����� ( ����� ����# �	
����� ������ �	%�	 
������ � ������# 	�6��� �� �	��%�	�#
��	 �� ����� 
�	�
��� 
�� Γ ���� ��������	� �������	�! '���
�������� ������ ����� �������� �	�����! ,���	 �����# ��	 ���� 
������ ��
���������� 
�� 	����	 �	�	%��� �� 
	���%�� �	%���
�����!

5����� 	�
��� ���������� ��
���������� 
���� 	����	 ��� 
�	 
��
� � ������ 	�
��� �����	%������ ���������� ��
����������

����! c ����	# ���� ��
�	 
������� 	������� ���������!

���������	� ���� 4���+����� ��� G  �������� ∂Γ �������
����������	� �	��� � �	���	 �	���" �	��� ������ �� �����	����

��� �	��	����� � ����+����� ������������ ��� �	 	��	+���� �
�	�� �������!

������ ��������� ��������� ����1����- 2��������/��-
����(

/����� 
 ��	�	 ��
��# �� ����� �����	������# ��	 W = R
N ! /��	 

��� 	�	������� � ����� U! 7���� L(G) �� 	�	������� ��	
����
��	
�
�� ������� 
���� �	�	�	� G! d����	��� ��������	� ���� �	 
�	%���� �� ��	� ��	
����
��� ������ �ω! /�
�	%�	 ��	�����# ��	
������ �ω : L(G)→ R ������� ���#  �	��	�� 	�������� �����
�ω �� �	���	
����
��	 [G,ϕ] 
���� 
 ��
�	����	� ������� ϕ ����� 
�	 3���	���# �� �����	������# ��	 ��
� �
�� ����� ( �	�	%������4!
$�
��� ��������# ��	 ��	%�
��	 ��
������	� ����� �ω : [G,ϕ] → R

����
�	# ������	# � �����# �����	 
����	# 	�������	  
	
�	� �
�	��� ��
	����	�	 ������!



^* ����� &� %������������� ��� ��������	
�� ���
�

-�	%�
��	 �
�� �����	� ����� �ω : [G,ϕ] → R
N 	�	�����

����� [G,ϕ]min! \�	�������� ��	��	��	�  �	
���	��	� �
�	�� �	�	#
��	 �	��� x ∈ [G,ϕ] ������
� �	��	� ������!

�������	� ��!� ���� G � ����+����� ����  ��	�	� ��������
ω" � Γ � �������� ��� �� [G,ϕ]" �� 	����� �� ���	������' ��$��!
%	��� Γ ������� �	��	� �$	����	�	 �������� ������� ����+��

�	� ����� �ω" �!�! Γ ∈ [G,ϕ]min" ��� � �	���	 ��� Γ � ����+�����
������������ ���  �������� ϕ! 4 ����	��" ��� �� �$	������
�������� ������� ����+���	� ����� �� ��	������� [G,ϕ] 	���

��� ���	������� ��$��" �	 �� � ������ �	�������	� ����+���	�
����������	� ��� ���� G  �������� ϕ!

)������ ������ ����	� �	������	� +����	� T*2W ��	���� ��� 

�����	
� ��
���������� �������� ����	�	 ��� 
 ����	� �������!
��� ��	�	 �� ��
��� ���

 ������� ����� ���! )�
�� Γ: G →
R

N ( �	���%����� ���������� ��
���������� 
��� 
 ������� ϕ! )	 
��%��� ������ V 
�� Γ ��������
� ��$	 �������	�# �
� �
� � 
�������� �� ����� �����	 �����������! ]� ��
��������	
� 
�� Γ
��������# ��	 ����� 
�� Γ# ��������� 
���	 �����	� ������ V #
� ���%� 
		����
������ ����� ����� G ��������
� �� ��� ���

�

 	����	��� 
�������� ��
	�! )� ��	� 	����� ����� ���� ����
����� ����
�����
� �	 �	��� �	���  �	���	 �	���# �	��� �� ����� �� 
�����%�� ������ ���

��! $�����# ��	 ������� ������ ������ 

� ������� ��� ���	� ��������	� ��
��������	� 
�� Γ# �!�! ��	

�	�
��	 �� ���
� 	� ���	�� 	�	���%��� Γ � ���

� ���������� ��
 
���������� 
����! " 	���� 
�����# 
���	 ������� ������ �	���
����
���� ���� ���	��� �� 
�	�� ��	��	 ���	� ������ 	�	���%� 
�� Γ � ���

� ���������� ��
���������� 
����! )������ �����!

������� )�
�� G ( ����# 
	
�	��� � ������� �����# 
������� 

� � 	��	� 	���� ������ v#  ��
	��� ������ �	
�	����  ����� 1!
)�
�� ������ ∂G ����� G 
	
�	� � 4 ��	 ����� 
����� 1! S�

�	� 
�� ������	� 	�	���%��� ϕ# �����	����� ��	%�
��	 ∂G � ������
�������� �	�� M1, . . . ,M4# ��%��� �� 	��	� ����	� l! [���� ���� 
�	������# ��� 	�������� 	���	
�# ��	 �	�� Mi �������	���� �	 

���	�������	! '	���# ��� ���	�	 ��
�	�	%��� 	����� A ������ v ��
�������� (M2,M3)# 
		����
������� ������� 
��� Γ ������
� ���� 
����	� ��
��������	� 
���� ��� G 
 ������� ϕ! "����� Γ: v �→ A
��	� 
�� ( 
���	 ������! $�����# ��	 � ��	� 
����� ����
� 	��	 
����������
�	� 
����
��	 ���������� ��
���������� 
���� ��� G 

������� ϕ!
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R
� %� 
�	�� ��	��	 ���	 ������ 	�	���%��� ϕ ���# ��	�� �	� 
� Mi 
��� ������� ��	
�	�	 ������	�	 ���������	�����# �	 ���
���	�	 ������	�	 	�	���%��� 
���
����� ���
������� ����������
��
���������� 
��� Γ ��� G! $���� A ������ v 
�� Γ 
	�������

 �	��	� ����
����� ���	����� ������	�	 ���������	�����! g
�	#
��	 ������ Γ: v �→ A � ��	� 
����� �� ������
� 
���	 �����	�!

$��������	� ���� ���� Γ: G→ R
N � �	�������	� ����+���	�

����������	� �����	 $�� ��$	 ��������' ���+��! %	��� Γ � ����

������� ����+����� ������������ ��� ���� G  �������� ∂Γ!

R
� �����	 Γ 
	���%� 
���	 ������� ������# �	# ��� ���	 �
����������	 ������# ����	� ���
�����	
� ���! .�	�� �	�	# �
�
�����	 Γ �� ������
� �	���%�����# �	 ������
��� � ���
�����	
�
���	�	 ������# �		��� �	�	��# �� �
�� 3
�!# 	����	# � TQVW ���������
e! c! .������� 	 ���
�����	
� � ������� ��������
���
�	� 
 

����# � ���%� ����� 24! -	%�	 ���	 ��# �������# �	����	���� 	�
�� 

��� 
���	 ������� ����� � 
		����
������� ��������	� 
��#
�	# ��� �	�������� 
������� �����# ��	�	 �� �	
���	��	!

������� S�

�	��� �	���%���	� ��	
�	� �����	� �����	 Γ# �	� 
��%���	� �� �
! Y!P! ,���	 �����# ��	 Γ ������
� ��
��������	� 
� 
��� ��� �����	���� ����! .�	�� �	�	# ���	����� �����	 Γ � ���� 
�	 Γ# �� 
�	��# 	�����	# �	������ ��
���������� 
���! $�����# ��	
���������� 
���# 
		����
������� Γ# �� 
	���%� 
���	 �������
�����!

���� #��� ���	
� �
�
�� "����
	��&�� ����� � ���(�
��!	�) �
 
����
���
��  � ��
	 �����
�

R
� Γ �� ������
� �����	�# �	# �		��� �	�	��# ���%� ���
�����	 

� ���! )������ 
		����
������ �����!
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������� S�

�	��� ��������� ��
���	���� �� ��	
�	
�# �
��%�	� ������ �	�	�	�	 ����%� 	��	%�� 	����	�# 
	
�������� 
	

��%��� 
�	�	��� ��
���	����� ���� � 120◦! R
� � ����
��� ��� 
��� �	������	� �����	� 
�� ������� �
� �� ������ 
����� 1 
������� ��
	��� ������ �	
�	���	�# �	 �	�������� ���������� ��
 
���������� 
��� �	%�� ���� ��	���	���	���� � ���

� ����������
��
���������� 
���� �	�	 %� ���  
 �	� %� �������0 ��
���	����
�	%�	 
%����  ��
������� ��	�� ������# ��	�	���� ����� ��� 
����� �����! R
� � ������ �	����� ��� �	�� �� 	��� ������ 
�� 
��� ��# �	 �	�������� ���������� ��
���������� 
��� �%� �� �	%��
���� ��	���	���	����! )���� ��	�	 ����	 �	����0 �
� ���������
����� 
��� �	 ������	� ������ 
����� ��# �	 	�� ��������
� �	
��������	� ��
��������	� �����	# �	�	�	� ���
�����	 � 
		����
��

 �����	%���� Y!P!

\�������� �����	%��� �	��	�� ��� 
��
� ������ 	�
��� ��	 
%�
��� ���������� ��
���������� 
���� ����	�	 ��� 
 ��
�	��� 
�	� ������� � ��	���� U!P ����� U!

$��������	� ��
� ���� G � ����+����� ����  ��	�	� ����

���� ω" � Γ � Γ′ � ��� �	��������' ����+����' �����������' ���
���� G  	��	� � �	� �� �������� ϕ! %	��� ��� Γ � Γ′ �����������!
�	��	��" � ����	��" ��� Γt � �������� ���	������" 	������

 �� ��� Γ � Γ′" �	 �� Γt ��� ������	 ������������ ����+�����
������������ ��� ���� G  �������� ϕ!

]� �����	%��� Y!1 ��
�	%�	 �	����� 
������� ���������!

�������	� ��3� ���� G � ����+����� ����  ��	�	� ��������
ω � ϕ � ��	���	���	� �������	� 	�	$�������! %	��� ��	����	 ��'
�	��������' �����������' ���� ���� G  �������� ϕ ��� ���	"
��� 	�������  	��	������	� ��������	��� ������	�	 �	������
[G,ϕ]min! �	��	�� ��� � ������ ����+����� ������������ ���
���� G  �������� ϕ" �	

Int[G,ϕ]min = [G,ϕ]Γ,

���" ���	����" ����� [G,ϕ]Γ 	$	������	 ��	����	 �������' ����
�� [G,ϕ]" �����������' Γ!

'��� 	����	�# � ��	���� U!P  
���
��� U!P# �	������ 
��������
�����%����!
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�������	� ��4� ���� Γ � �	��������� ����+����� ���������

��� ��� ���� G � R

N  �������� ϕ � ��	�	� �������� ω! #$	������
����� r ���� ��� Γ" � ����� m � �	������	 ��$�� ��� Γ!
%	��� ��	����	 ����+����' �	��������' �����������' ����

���� G  �������� ϕ ����������� 	$	� 	��	�������� �������

�	�� ������	�	 (m− r)
����	�	 ��	�	�������� [G,ϕ]min" ����� ��	

� ��	����	� ��' �������	� ������� �ω : [G,ϕ] → R ����+���	�
�����!
;	��� �	�	" ��	�	������� [G,ϕ]min ����� �� $	��� ��� m ������

���������	� �������	��!

$���� ������ �	��� �	��	��	# ��� �
��	��� ���	���� �	��� 
%����� ���������� ��
���������� 
���� ����	� �	�	�	� 
 ��
 
�	����	� �������!

)�
�� G ( ��	��	����� ���������� ���� 
 ��
	�	� ������� ω
 ������� B  Γ: G→ R

N ( �	���%����� ���������� ��
����������

��� 
 ������� ϕ : B → R

N ! S���	 ����� ���	��� ����������# �
�
	�	 �������%� �	�� �� 	��	�� ����! $�	����� ����� ĜB �	��% 
��� �	����� � G! S���	 e � G 	���
�� � �����	�� ��	���# �
� e (
�����
�	� ����	 �	��%�	�	 �	������ ĜB ! S���	# �� �������%� 
��� �����	�� ��	���# �	 �������	� � ���	�	�	�� ����� �����	�	
��	���# � 
���	 �����	� ������# ���	��� ��$�	� ����	�	 ��	�

��# � �
� 	
������� ����� 3�!�! �����# �� ��%��� � �� �����	�# � ��
����	� ��	����4 ���	��� ��$���� ��	�	�	 ��	���!

]���� ��
�	 
������� ���������!

������ ���� ���� Γ � ��	���	����� �	��������� ����+�����
������������ ��� � R

N ���� G  �������� ϕ � Γt" t ∈ [0, 1]" � ���	

�	��� �� ���	������ � ���� �	��������' ����+����' ���������

��' ���� �	�	 �� ���� G  �	� �� �������� ϕ! %	��� � ��	���
���	������ Γt �� ��$�� 	����� ����������� �$�! ��� ��	� ��

$�� ��	�	�	 ��	��� ���	������" � ��� ��$�� ����	�	 ��	��� 	�����
���	�������� ������" 	����� �� ��� ��$��!

'�	���� Y!U �	��	���� 	�
���# ��� �	���%����� ���������� ��
 
���������� 
�� 
 	����	��� �	�	�	���  ������� 	������
�
���� 	� �����!

�������	� ���5� ���� Γ � Γ′ � ��� �	��������' ����+����'
�����������' ��� � R

N 	��	�	 � �	�	 �� ���� G �  	��	� � �	�
�� ��������! %	��� ����� ���	 ����� �� �	����0

• ��� Γ � Γ′ ����������� ���� �����X
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�

• ����+����� ����� ���� Γ � Γ′ �����X

• ��� e � ��	���	���	� ��$�	 �� G" ���� �� �� ��	�	� ��	���"
�	 ��	 	$���� ��� 	�	$�������' Γ � Γ′ 	�������X

• ��� e � ��	���	���	� ��$�	 �� G" ���� �� �� ����	� ��	���" �	
��	 	$���� ��� 	�	$�������' Γ � Γ′ ����� �� 	��	� ����	�X

• ��� e � ��	���	���	� ��$�	 �� G" ���� �� �� �����	� ��	���"
�	 ��	 	$���� ��� 	�	$�������' Γ � Γ′ ����������� ����� 	

$	�!

����
� $���������� ����1����� 2��������/��� ���	
.��(���� �� '�������	

S�

�	��� ������ ��%��� ��
���� 
����� ( ��� ���������� ��	
 
�� 
�� h�������! /��	���# ��	 �	���%����� 
������ 
��� ������ 
��
� ���� >�������# �
� 
����� �� ����� �� ����	
�	��� ����!
��� ���������� ��
���������� 
���� h������� �� ��	
�	
� �����
�
���
��� �������	
�� ��	�	������� [G,ϕ]min# 
�	�� � �	�	�	�
��������������	 ����� G 
 ������� ∂G! $��������
�# �������	
��
����� ���	�����
�	�� �
�� �	��%�	�	 �	������! c ����	# ����
��
�	 
������� ��������� T^YW!

������ ���� ���� Γ � �� ���� �� ��$	 ��������' ���+��
������ 3 �	��������� ����+����� ������������ ��� >�������
���� G � R

2  �������� ϕ � ��	�	� �������� ω! #$	������ ����� k
����	�������	� ���	 �	�����	�	 �	������ Ĝϕ ����� G" ����� f �
�	������	 ��������' ���+�� ��� Γ" � ����� m � �	������	 ��$��
��� Γ!
%	��� ��	����	 �	��������' ����+����' �����������' ����

���� G  �������� ϕ ����������� 	$	� ��������	�� ������	�	
(k + f)
����	�	 ��	�	�������� [G,ϕ]min" ����� ��	� ��	����	�
��' �������	� ������� ����+���	� ����� �ω : [G,ϕ] → R! 4� ��

���������� ��� ����	� �	�	�	��� �  ����	� �������� �����������
����� 	$	� � ����� 	�����	��� ����+����� �����!
;	��� �	�	" ��	�	������� [G,ϕ]min ����� �� $	��� ��� m ������

���������	� �������	��!

$��������
�# �
� �	���%����� ���������� ��
���������� 
��� Γ ��
������
� 
���� h�������# �!�! 
������ ����� 
�� �	%�� ���� �	����
����# � �������	
�� 	�6�������	 ��	
����
��� �	���� 2# � 
���
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�� ��������	
�� ���� QP

h������� 
	���%� 
���	 ������� ������ 
����� ��# �	 ��� 
����	
�� ��	�	������� [G,ϕ]min �� ���
����
� � ������� ���	 
�����
�	�	 �
�� �	��%�	�	 �	������! )������ 
		����
������
������!

������� S�

�	��� � ��	
����
��� R
3 ��	
�	
�� R

2# � �	�	�	� ��
 
�	�	%� ��������� ��
���	����# � ��%�	� ������ �	�	�	�	 �� 
��%� �������� 	�����# 	�������� 
	 
��%��� 
�	�	��� ��
� 
��	����� ���� �	 120◦! )�	����� ������ l# ������������ 	��	� �

�	�	� ��
���	�����  ����
������� ��
���	���� �	 ���������
�	���� ���� ��	 
�	�	�! Z�� ������ �������� ���� 
��� �� ��� �	� 
�	�����! ,���	 �����# ��	 	��� � ��� ���� �	��	���� �	%�	 ���
�	������� 	��	
�����	 ����	� l# ��	 � �	������	�	 ��	
����
���� 
�	�	 8 ��	����� �
� ���� ����� ����� 120◦! R
� ������ � �����
8 ��	�����# ��%��� �� l# ����
��� 	�����# 	�������� 
	 
��% 
��� 
�	�	��� 8 ��	����� ���� � 120◦# �	 � ���������� �� �	�� 
�� ��
���������� 
���# ������ 8 ��������� ����� ( �����
8 ��	�����#  8 �������� ����� ( �	��	� 	�����	�# ����������
� ����� 8 ��	�����! /�
�	%�	 ��	�����# ��	 �	
��	����� 
��� ��
���	������
� � ���

� ��
���������� 
���� 
 �	� %� �������! '���
	����	�# �� �	
��	� ����� �����G 
 �	
�	���	� ��
	�	� �������
 �������� 	�	���%���� ϕ# ��� �	�	�	�	 
���
����� ���
�������
���������� ��
���������� 
��� ��� G 
 ������� ϕ# ��
�	��� �� �	#
��	 ���	�����
�	� �
�	 �	��%�	�	 �	������ ����� G ����	 1!
]��� �	
��	��� ��	�	 ������ �������%� -! "! )�	���!

������� S�

�	��� ������� �� ��	
�	
�  ��	�	�%� ��	 
�	�	��
�� ������! " ���������� �	���� ������� 
��� 
 8 ������� 
�� 
��� 1  �������� ������� 
����� 4! " ����
��� ������ ��	� 
��
������� ��	%�
��	 �� ����� 
����� 1# � ��
	��� ������ �	�	%�
�	%��
�����	 ����	� 1! ,���	 ��	������
�# ��	# �	�� �	��%��� �	� 
���� �	������	� ��������	� ��
��������	� 
�� 
	���%� ���# ���

��� �� �	%�� ���� ��	���	���	���� � ���

� ���������� ��
��� 
������� 
���� �	�	 %� ���  
 �	� %� �������!

������� S�

�	��� �� ��	
�	
� ��������� ��
���	����# �
��%�	� ������ �	�	�	�	 ����%� 	��	%��� 	�����# 	�������� 

��������� 
�	�	��� ������ ����! /� ���� ��	��	�	�	%��� 
�	 
�	� ��
���	����� ������� �	 ���������� �	���# 
��%�� V1  V2#
 ��	����� ����� �� ������ �! ]� �	��� Vi 	��	%� 	�����# ����� 
������� 
�	�	��� ��
���	�����# 
	���%��� Vi#  ��%��� � 	��	�
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 �	� %� �	����	
�	
� Π# 	��������	� ����	� �! ]���# �� �	
��	 
� ������� �	���%����� 
��� 
 	��� ���	�# �	
���� �������

����� 3  �	
���� ������� 
����� 1! $������� ������ ��	�

�� ��� ��	%�
��	 �
�� �� ����� 
����� 1  ������ ��
	��� ���� 
�� ����	� 1 �� �
�� ������# ��%��� � �	����	
�	
� Π#  ����	� 2
�� �
�� 	
������� ������! g
�	# ��	 ��� ���������� 
��� ������
� ��
 
��������	�  ���� ��� 
���	 ������� ������ 
����� 3! .�	��
�	�	# 	�����	# ���
������� ��� ��	� 
�� ������ 
%����  ��
 
�������# �	��	�� �������	
�� ��	
����
��� �
�� ��
���������� 
����
��	�	 ��� 
 �	� %� ������� ����� 2# �! �! �	���
��� 
���	 �������
�����!

#�#� !��(��	
�� �������� �������

����&�

�� ��������	
�� �����	��

)�
�� Γ ( ��������	� ��
��������	� ����������
�	� �����	 ���
G 
 ������� β# ����������� �	����	� ��	%�
��	 M �	��� ��	
�	
�!
)����	�	%�# ��� 	����	# ��	 ��
� �
�� ����� 
�� Γ �	�	%������!
'	��� � ��	���� 	 �	�����	� �
��	�
��� ���������� ��
����������

���� 3
�! 
���
��� Y!24 ��������# ��	 �����	 Γ ( �����	�#  � ��% 
�	� �	��%�	� ������ 
�� Γ ������� �	������ ���������� �
��
���	���� � ��� ����� 
 �	���������# ������ ��
�� ��� �����#
����� 0!

$�
���# ��� ��� �
� ��
� �	�	%������# 
������# ��	 ��%��� �	 
��%��� ������ � Γ ������
� ���������� �����	� �����	�	 ���� 
�� Γ! ]��� 
�	���# ��	������
��� ������ ∂gΓ 
	���%�
� �	 ��	 
%�
��� M ! )	��	�� � ��	���� U!1 ���������	 �	������
� 
��������
�����%����# 	�	������� ���������� � T^b# VbW ��� ��
����������
���������� ������� ��������!

�������	� ����� ���� Γ � ��	���	���	� ��	����	� ����+��

�	� ����������	� �����	  �	�	���������� �����" ��������� ��
�����	����	� �	����	� ��	����	M �	��� ��	�	��! %	��� tw Γ �
12
(
κ(∂gΓ)− 1

)
+ 6 � 12

(
κ(M)− 1

)
+ 6" ��� ����� κ(M) 	$	������	 �	��


����	 ��	���� ������	�� ��	����� M !

��������� ��� ������ ������� ����	� �������� � �	������ �������� ���
��"#���� /�����
���	
� ��� ��������� ���	� ������
� ������� ���������
��� ������� � ��������" G (( F �
��� ����	������� ��� ����	�� �������� ������
�������� &	���������� ���"����� ����� &	����������� ����� � ���	��� ����
������ ���� � ����	� ���� ��� ����� ���%���� �� ������
���� ����� �
 ��� ���
���
� O C F�����
 ��������� 
��� �� ����#��� �����	� ��������� � ������



&�*�  ������� �����!�#�� ������� ��
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�� �����	�� QU

/�����
���	� �������� � ����������� ������� % �����"#�
 ������� 
	 ������
��
 ���������	 > ! L����� +O,.� �����#�	� ����������" /��� �����������
������ 

#�)� *� +� !�����

, �������� ������� ��� ������� ��
��
��

�����	��

5��
� �� ���� ������ 	 ������	� ������� ��	
�� �������
��������! /�� �	���	���
� ���	�	��� 	���������!

)	����	
�	
�� P ���
�� 
 ���	�	�	� ��
��� 
�	�� ������ ���	���
	����� ��� �� �	��� p# �
� p ∈ ∂P !

.�� ��	 �����	 � ��	� ����	�# ��	�����	������ ��� �������
�����  ������ 3�!�! ��	
�	�4 ���� G ����� �������� ���	� � ��� ����
(V,E)# ��� V ( ��	%�
��	 ����� ����� G# � E ( ��	%�
��	 ��	 �����#
�!�! ��	%�
��	 �������������� �	���	%�
�� ��	%�
��� V ! 4�	������

����	�	 ��	
�	�	 ����� G = (V,E) � ��	
�	
�� ���	��� ���	� �6�� 
���	� 	�	���%��� τ # 	���������	� �� V �E  
	�	
��������� ���� 
��� �	��# � ������ ��������# ��	 �������� 	����	� ��
��%��� �� 
��� �� ����
�����
�# � �������� 	����	� 
��%��� ����� ����
�����
�
�	���	 �	 	����� � 	���� ������! "�	%��� τ ����� G ����� ���%�
	�	������� (G, τ) � �	�	���# ��	 ���� G ( τ
��	������! 5������
��	%��� τ ����� G �� ������ p ����� 	�	������� τp � τ(p)!

"����� p τ  ��	%���	�	 �����G ���	��� τ
�������	� 3�������	�4#
�
� ������
� 	������� �	����	
�	
�� P # 	�������
� �� 	���� p# �� 
���# ��	 �
� τ  	����� ����� �����G# ��������� ��	� ������# ��%��
� P X ���������� ������# �����# ��	 	����� �
�� ��������� �� �� 
��� ��
�	������
� �� 	��	� ����	�# ���	��� τ
�������	�!

-�	%�
��	 �
�� τ  �������� ����� ����� G ���	��� ��	 τ
�����

��� /��������0  	�	����� ����� δτG!

��� ��	%��� ����	� (G,α)  (H,β) ���	��� �������������# �
�
������
� �	����� ψ ��	
�	
� R

2  �	�	���� φ ����	� G  H
����# ��	 ��� ��	��	����� ���� ����� p, q, r ����� G ����# ��	 p
 r 
	
���� 
 q# ���	�����
� �����
��	0

∠(−−−→αqαp,
−−−→αqαr) = ∠(−−→γqγp,

−−→γqγr),

��� γ = ψ ◦ β ◦φ ( �	��	��� 	�	���%���# � ∠(a, b) ( 	�����	��� 
��� ��	� 	� ����	�� a �	 ����	�� b# �������� ������� � (−π, π]X
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� �	
���	��	 ����� �
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�����	 ����	�!

"�	%��� ����� ���	��� ��������# �
� ��	 ������ ��%� �� ��� 
��� ������	�	 ��	�	��	�����#  ������	
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� ������ 

� ��� ����������	� ������	� ��	%���!

"���#�� ]

���	����# �� ���� �
�	��� ��	%��� ������ ���� 
��
� ������	 ����������!

5�����# ��	 �
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�����	� �����	�	%��� 	 �	�# ��	 ��� ������	�
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� ��	%��� ������ �	
���	��	 �	�	# ��	 �
�	 �������
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�	�� 6# ������	! Z�	 �	�������� ��	
����� ������#

�! �
! Y!1!

���� #��� ���	
�� �
 ��������
���*�
	�� �	���� � ����	 ���'
��!)
	
�&��	 6�
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�� (T, τ) ( ��	%��� ������# p ∈ δτT ! '	��� ����	 e# ������ 
�	� p# ���	��� p
	�	����# �
� 	����� �
�� �����# ��������� p# �� 
%�� � 	��	� �������	� �	����	
�	
� 	��	
�����	 ����	�# ��	�	�� 
��� ����� 	���� e!

5�����# ��	 � �
��	� ������	� ������ p � 	��	# � ��� 	�	� 
��� �����! R
� � ���# �	 ���������� � (ep

1, e
p
2) ���# ��	�� ���� ����	 

�	� ���������� ��� ����� 
 ������� � p 	����	������ �	�	%�����	
	�����	������ ���
! R
� 	�	��	� ����	 	��	# �	 �	�	%� ep

1 = ep
2!

/��	��� ��������	� ������ T " 		�������� �� ��$�� e 3����

����	� ��$�� e4# ���
������� �	 �������� 	����	� 
��� �
�� 	� 
����	�# 
	���%���
� � 	����� ������ T  
	���%��� 	���� ����� e!

S���	 e ���	��� ����	�	����# �
� 
��� 	����	� �����# ����
� 
����� �������� ����� e# ������
� ���# ��%��� �	 ������ 
�	�	��
	��	
�����	 ����	�# ��	�	����� ����� ��	� ��������!

/��	��� �	���	� �����	# 
����� �
�� ����� �	�	�	�	 
��� 1 � 2!
��	�	� �	���	� ����� �������� 	���� ��	%��� �	���	�! ,	�����
	�������	����# �
� ���
��	 3�����	4# ����� � ���� �� ����� 
���� 
� 	�� ���������  ����� ( �	������! _ �
��	� 	�����	����	� �	 
���	� A 	�	����� A0, . . . , An+1 �
� �� ������ � �	����� 	������#



&�*�  ������� �����!�#�� ������� ��
��
�� �����	�� Q2

� �
�	 n ���	��� ���	� �	���	�! ��� ��	%��� f 	�����	����	�
�	���	� A ���� n > 0 	�	�����

angf (i) := ∠
(−−−−−−−−−→
f(Ai−1)f(Ai),

−−−−−−−−−→
f(Ai)f(Ai+1)

)
, i = 1, . . . , n;

angf :=
(
angf (1), . . . , angf (n)

)
;

tw(f) :=
n∑

i=1

angf (i).

)�
�� (T, τ) ( ��	%��� ������# p, q ∈ δτT, p 
= q! '	��� �	�	%�

• T pq ( 	�����	������ 	� p � q �	�����# 
	�������� ������
p  q � ������ T X

• T̂ pq ( �	�����# �	�������� � T pq �	�������� ��� ����� � ep
1 

eq
2# �	�	��� �� ��	��� � T pq# 
 
	�������� 	������ �	���	�!

$�	����� ����� ω ��	%��� �	���	� T̂ pq# 	
���
������	� ��	%����
�
��	 ������# 	������� ���%� 
�������� ������0

aggτ (p, q) := tw(ω)− νπ,
��� ν ( �	���
��	 ��� ����� � ���	�� (ep

1, e
q
2)# �	�	��� ��	��� � 
	
���

�	���	� T pq!
/��	��� ��	%��� (T, τ) ���	�	���������# �
� ��� �
��� ����� 

��� �������� ����� p, q ���	�����
� 	�� �
�	��0

3P4 aggτ (p, q) � 0X

314 �
� �	�� �� 	��	 � ����� ep
1 � eq

2 ���
�	�	����# �	 �������
��	

��	�	�!

������ ���� &�� ��	����� ������ ������	
���������	" �	 	�	
���	�	�������	!

����� �� �� ����� 	������ �	����� 	� ��	
��� �	�����  �����

�����# ��	 �	����� ���������	���� �����	�# ������ �	�	�	�	 
���
0, . . . , n+1# � ����� 
��� ���� {0, 1}, . . . , {n, n+1}# � ���%� ��	 � �	�����
��� ������� �����!

\�	�������� ��
�	���	 �	�	��������� 	���������!
/��	��� �	������ �	
���	�������	
�� �
�� ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ��


�	�	� �	���	�������	���# �
� ������
� 	�����	������ �	�� 
��� f �����# ��	 �	�	��	�����	 
	������� ���	�� �
�� angf  ϕ 3�
�	#
��	 ��	 ����	
���	 �
�	�� ϕi ∈ (−π, 0) ∪ (0, π)# ��� i = 1, . . . , n4!



Q* ����� &� %������������� ��� ��������	
�� ���
�

)�
�� ϕ ( ���	��� �	
���	�������	
�� ���� n# �	��� 	�������
�� ��
����� ϕ0, . . . , ϕn+1, �	�	%�

ϕi =

⎧⎨
⎩

ϕi, i = 1, . . . , n;
−π signϕ1, i = 0;
−π signϕn, i = n+ 1.

��� ϕ ( ���	�	� �	
���	�������	
� ���� n  i, j = 0, . . . , n + 1#

��� i � j# 	�	����� ϕ(i, j) :=
j∑

k=i

ϕk!

_��	��� �	
���	�������	
�� ϕ ���� n ���	��� ������	�# �
�
∀i, j = 0# ! ! ! # n+ 1# i < j# signϕi = signϕj =: ε ���	�����
�

3P4 ϕ(i, j) ∈ [0, 2πε]#

314 �
� i > 1 � j < n# �	 ϕ(i, j) 
= 2πε#

3U4 �
� signϕi−1 � signϕj+1 = −ε# �	 ϕ(i, j) 
= 0!

5�����# ��	 �� ��	� � ��	�	�	 �
�	�� ��������# ��	 � ������� �
�	 
� ϕ(i, j) 
= 2πε!

d����� Φ# 
	�	
��������� ���	�	� �	
���	�������	
� ϕ ���	�	 
��� 	�����	������ �	����� f = Φ(ϕ) �����# ��	 angf = ϕ# ���	���
���������	�# �
� ��%��� ������ ��	� �	���	� f ���������	 ���
�
	� ���	�� ���
��������� �
�� ϕ!

������ ���� 4�	����� �	���	� (T, τ) ������	
���������	" ���
� �	���	 ��� 	�	 ��	�	 ���	�	�������	!

��	��� �	����� ����� n � 1 ������	
����������" ��� � �	���	
��� �� ���	��� �	���	�������	�� / ���	�
��$���" � ���	�������	"
�  ��	���	�	�	��	� 	����������0 ������� ������	�!

,� ������ ���	� ���	���� �	��	���� ������	� ����������
������	� ���	�	� �	���	�������	��" ��	 �������" 		�������

� �� ��	�� ���	�����" ����������!

(�	�� �	�	" �� �������� ���	��� �	���	�������	�� ����	� ���

�� n 	$������ ��	�	�����	� ��	����	" 	�	� �� �� 2n �����'
�	��	����" ������ �� �	�	��' � �������1 � ��� n � 3" �	 ������

��� ���	 ��	�	�������� � ����	 � ��������	!

'	# ��	 �������� ���	��� �	
���	�������	
� ���� n 	�������
��	�	�����	� ��	%�
��	 J # 
������ � �	�	# ��	 	� 	���������
� 
 

���	� ������� �������
��! .	���
��	 
������ �	��	����  � �� 
����	
�� �������� � 	���������# � �	# ��	 �������� J �� n � 3



&�+�  !��(�

�� ,�
��
�� �����	� QV

��������	# 
������ � �	�	# ��	 �
���� ������
� ��� �������� ���	 
��� �	
���	�������	
� ���� n ����# ��	 
	������� � 	����	�
�� ��%� � J ! )������ ����� ���� �	
���	�������	
���# 
		���� 

������ �	����� �� �
! Y!U0

a =
(π
4
,
π

4
,−π

4
,−π

4
,
π

2
,−π

2
, . . . , (−1)k−1 π

2
, . . . , (−1)n−1π

2
)
, ��� k � 4;

b =
(−π

4
,
π

2
,−π

4
,−π

4
,
π

2
,−π

2
, . . . , (−1)k−1 π

2
, . . . , (−1)n−1π

2
)
, ��� k � 4.

���� #��� �������
 �	���
) �������! �	������! � ���� ���
����
�&�
���
� ����� �
��������

Z� �	
���	�������	
� �������# �!�! �	����� �������! c �
�
����� c = at+ b(1− t)# ��� 0 < t < 1

2 # �	 c ( ���������# �! �!

c1 + c2 + c3 = −π
4

+ t
π

2
+
π

2
− tπ

4
− π

4
= t

π

4
> 0,

��	 ��	��	���� ����	�� �
�	�� 	��������� ������	� ���	�	� �	 

���	�������	
�!

#�-� !������� ������� ���.�

�� ��������	
��

����&�

�� (�
��
�� �����	��

" ����	� ������� �� �	��� �	��	��	 ���� 
����� ��	%�����
��	
�� ��
���������� ���������� ������� ��������! g
�	# ��	 ��% 
��� �����	%������ �	��	����� ���	�	 ������ ���%� ����
������� 
	 
�	� �����	� �����	! .�	�� �	�	# � 
�� �����%���� Y!Y# ������
���� �������� 
�	��
� � ������ � �����	%������ �	��	����! )	 
��	�� � ���������� �� �
���� ����� �����	������# ��	 ������ ����
�������� 
	
�	� � �	��	
� � �
�� ����� 
����� 1!

$��������
�# ��� ��	%���	�	 ��	
�	�	 ��������	�	 �����	�	 �� 
���� �	%�	 	�������� �
�	 �������# 
�	�� �	���	 � ��	
�	� �	 
�	�	� ������ 3�!�! ���

� ��	 �������	� ����������	
�4  ��
	�	�



Q^ ����� &� %������������� ��� ��������	
�� ���
�

�����! ����� 
�	���# �	%�	 	�������� �
�	 ������� ���
���

� ������������ ��	
�� ���������� �������� 3�	� ��������� 
�	
��� �� �	����� ���
� ��������� ����������	
��# 
	���������
��
	��� ������4! )� ��	� �� �	������ 	��������� ���# ��	�� ���
��%�	�	 ��	%���	�	 ��
��������	�	 ��������	�	 �����	�	 ������ ��	
�
�	 ������� ��� ���$�

�"� ������"� �!��(�

�"� ,�
��
�"� �����
�� 
	������� 
 ��	 �
�	� ������� ��� ���$�

�"� ������"� ��
��
�"�
������! '��	� �	��	� �	��	���� 	�
����� ��	�� �	�	�	� - ./01/0# ��

��	� 
		����
������ ��
���������� ��������!

������ %	��� ���&��	� '������� ����������
����1������ ,	������� ������

,	�����	� �
��	�
��	 �	���%����� ���������� ��
���������� � 
������ �������� 3�# ��� �����	
�# 2 ��������4 	�
��	 � 
���
� 
� Y!20 �
� ����� ��	
�	�	 �	���%���	�	 ��
��������	�	 ��������	�	
������ Γ ( ����	������� 	�����#  ������� �	������ ���� 
��� ����	�	� ���������� ����� � Γ# ��	���� � ��	��	����� ��	
�	��%��� ������# 
 �	��������� ( ��
�� ��� ����� ( �����
����! $�
���  � �����	�	%��� 	 �	�	%�����	
� ��
	�# 	���� 
�	# ��������# ��	 ��
� ��%��� ���� ����� ������ Γ# ��������� 	��	�
 �	� %� ��	 ������ 
����� 3# ��	�����	���� 
��������� ������0

���� ����� ���� � �� �� ������# ��� �����# ( ��	 ��	��	��	�
�
�	�� 
���
��	���� ���	�	 ��������	�	 ��
��������	�	 2 ������!
)� ��	� �
� ���� ��
�	 �����
��	# �	 	��	 � ����� �������	 �� 

� ��	��	��	 
	���%�
� � ����	�# �!�! � ��	� 
����� ��
��������	�
�����	 �� �	%�� ���� ��	%�����! )	��	��# �	�	�� 	 ���������� 2 
��������# �� � �������+�� ����� $���� �����	������" ��	 � ���

�	� ���+��� V ������ 3 ���	����	 ����� �� �����	 �����	��� 
��0 ���� ��	� ��$�' ���' ����������' V ��$�� ��	�	 $	��+� ���
�������	 ���������	�	 V ��$��!

$������� ������ �	���� �
�� ������� ��	%���	�	 ��	
�	�	
��������	�	 2 ������# ��
� �	�	�	�	 ��	�����	���� ������ �����	�� 
���! ��� ��	�	 
������ ��

�	��� ��	��	����� ������ P 
���� 
� 3 ��������	�	 2 ������ Γ#  ��
�� ei# i = 1, 2, 3# ( ����� 
�� Γ#
��������� P ! $�	����� ����� ωi ��
 ����� ei! S�

�	��� �� ��	
 
�	
� �����	���� P1P2P3# ���	�# ��	 ��� ����� ���� �������� i# j
 k# ��� 1 � i, j, k � 3# ���� 
�	�	�� PiPj ����� ωk! Z�	� �����	����

���
�����# ��� ��� ��
� ωi# i = 1, 2, 3# ��	�����	����# �	 �����	�	 
%���# ������ �����	�����! '����	���� P1P2P3 ��������
� '����




&�+�  !��(�

�� ,�
��
�� �����	� QQ

����������� �����	�����	� ���+��� P ! $�	����� ����� αi ��	�
��������
���
�	�	 �����	����� � ������ Pi!

S�

�	��� ������ ��	��	����� ��	���	������ ���� (ei, ej)# 
	 

��������� � ����� el# l = 1, 2, 3# ��������� P ! )�
�� U ( ���	�	 
��� ����	��� 	���
��	
�� ������ P 
�� Γ# �����# ��	 �� ����
�����

 �����	� Γ ����
������� 
	�	� ������ 
 �����	� � P  ������� 
�� 
��� 1# ��%��� �� 	���%�	
� ∂U ! '	��� ∂U ∩ Γ 
	
�	� � ����
�	��� Ai# i = 1, 2, 3! ��� 	���������	
� ����� 
�����# ��	 Al ∈ el!
$�	����� ����� δ ���� � ∂U # 	���������� �	���� Ai  Aj  
	 
���%���� Ak# ��� k 
= i  k 
= j! R
� ��%��� ��	�� δ 	� Ai � Aj

��	
�	�� �	 ��
	�	� 
������# �	 
	�	
���� ���� (ei, ej) �
�	 − 3
παk!

" ��	���	� 
����� 
	�	
���� ���� (ei, ej) �
�	 + 3
παk! Z�	 �
�	

��������
� �������	� 	� ��$�� ei � ��$�� ej!
S�

�	��� ������ ��	��	����� ���� (a, b) ����� ������ Γ#  ��
��

γ ( ���
������� ���� � Γ# 
	������� �� �����! $�������� ����
γ 	� a � b#  ��
�� a = e1, . . . , ek = b ( �	
���	��������� ����� ���
γ# � P0, P1, . . . , Pk ( ��	 �	
���	��������� ������! ��� ��%�	� ��� 
������� ������ Pi ��� γ ��

�	��� ���� �	
���	��������� �����
(ei, ei+1) � γ# ��������� ������ Pi! '�
��� 	� ����� ei � �����
ei+1 ��������
� �������	� ���+��� Pi 	�������	����	�	 ���� γ!

������������ \���� ��
���	� �
�� ��������� ����� 	�����	 
����	�	 ��� γ# �����	 	� ����� a � ����� b �	 ��	%���	� ��������	�
2 ������ Γ# ��������
� ���	� ��� ���� tw(a, b) ��	���	����	� ����
(a, b) ����� � Γ!

������������ -��
��� �
�� ������� tw(a, b)# ������ �	 �
��	� 
�	%��� ��	���	������ ����� ����� ������ Γ# ��������
� ���	� ���

 ���� tw Γ ��	����	�	 ����+���	�	 2
������ Γ!

$�����# ��	 tw(a, b) = − tw(b, a)  tw(a, b) + tw(b, c) = tw(a, c) ���
����� ����� a# b  c � Γ# ��%��� �� 	��	� ��� � Γ! .�	�� �	�	#
�
� tw Γ = tw(a, b)# �	 ����� a  b �������� ������� 
����� 1! S� 
��	 2 ������# �������	� ������ 
����� 1# �!�! ������	� ������#
��������
� ��������� ��$�	�!

)�
�� Γ ( ��	%���	� ��������	� ��
��������	� 2 �����	  (a, b) (
��	��	����� ��	���	������ ���� ��	 �����! S�

�	��� ���
���� 
��� ���� γ � Γ# 
	������� a  b#  	�������� ��	 	� a � b!
)��� γ ������
�# 	�����	# �	���	� ����# �	��	�� 	��������	 ��� 
���� tn γ ��	�� ���	! \ ����	� 
�	�	��# 	��������	 �
�	 �������
tw(a, b) ��%�� ������ a  b ��������	�	 2 ������ Γ! )	 	���������#
tn γ = tw(a, b)! Z�	� ���� ���� 	���������	�� �	���	 ��	 �
�� ��� 



Pbb ����� &� %������������� ��� ��������	
�� ���
�

���� ��������	
�"� ��������	�	 2 ������ �
��
������� ��	������ 
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���� �	%�	 ��
 

�������� ��� ����	��! $�������� a  b ���# ��	�� ���� ����	�	�



PP^ ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

(a, a′)  (b, b′) ��� 	����	��� 	�������! [���� ��

�������� ���
	�����	������ ����� a  b ��� ����	��# ���	%����� � 
		����
��� 
��� �	���� ��	
�	
� 3��
�������� ����	�� �� ��	
�	
�4! S���� 
%�� ������ D �	 a  b  ������ �� ��
�� �������# �	�	��� 	��	��� 
����	 ����
�����
� 
 a  b! )�
�� ϕ ( 
	��������� 	������� �� 
%��� ��	
�	
�# 
	��������� ����	� a 
 ����	�	� b! R
� D′  D′′ (
	
�����
� ������	������ ��
� ������� D# �	 ϕ(D′) ∪D′′  �
��# 

�	��	
��� �	 ��%��� ��	
�	
�# ������	������ ������!

" ���������� ��������� ����� �������# ����
������
� 
 ������
������� ��	�
�����	� 
�� ��	�	 �������# ���%� ����� �������� ��$��

�� �������!

$�� � ��%��� �����	� ������ :: �	 ��� �	������ � 
�����
�����
��� ���� �
�� ������� ��%�� ������ �������! " ��	� 
�� 
��� �
�	 ������� ������	����	�	 ������� �����	�	 �� ����	
�	��
�
�� ������� 
�	��	�	 �������# �!�! �� ���	�� 
 �������� � WP?
�� ���	�� � ��	�	 ���

� 3
�! �����%���� 2!U4!  ���	
��(�� ���

�����#��� 33�"� ��� ������� �!WP? �� ,���� ��
���	 ���

� ���4
�����#�4�

����!� 8����	�� 	 	- ���(����

" ��
�	���� ������ �� 	���� ���	�	�	� ���	���
�	� �������
�	����� ��������	�	 
������ �� �	������ �����  �	�	���! Z�	 ��� 
���� ����� �	����	 ��� ��� 	��������� �	�	# ���� �	%�	 ������
���	
�� �� 
����� �WP?# ��	�� �� ���� �� ������� ���

�WP?! $�� 
������
�# �
�� ������� �	�	�� 
�����	� �WP? ��� %�# ���  �
��
������� 	
�� ������� ���
��	� ���� 
�����	�# �� ����	
�	��� 2!
"	 ��	�	� ��
� ���

����	��	� ��	���� �� ���� �	��	%�	�
��
�	�	%��� ���	
�	� � ������� �
�� ������� �	�	��!

����!��� )'�������	� ,����	�

)�
�� D ( ��	��	����� ���������� ������  D = S � {Δi} (
���	�	�	� ��	 ������� �� 
�����  ���	
��! S���� �	����� �������
D# ����
������
� 
 	
�� 
������ S# ���	��� �	�������! $�����# ��	
�	������ ����� 	��������� ��	��	�����	# �!�!# �		��� �	�	��# 	� ��� 

�� 	� ������� ������� �� 
�����  ���	
�� 3
�! �
! 2!^4! $����	 ���

������ ��	��	�����	
�� � 	�������� �	������ ����� 
������! 5��� 
�� ���%�# ��	 �� ��
�	����	� ������ D = S � {Δi} �	������
����� ������� D 
	������� 
 �	������ ������ ��	 
������ S!
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����	
�� ��� 
� ���������� �������� PPQ

���� $�2� 3��
��
 �
��� ����
�� ��
�
�
�� �
��*�����

������������ 5������� 
������ �	��	����# �� �	�	��� ��
������ 

� �	���� ��������	�	 
������ �	
�� �����
����� �
�� ��	 �	������
�����# ���	��� $	�	������ ��	�	 
������!

����!�
� ����/ ����� #	����	 ���&��	� ,����	� 	 #	����
���&��	� '������

$��������	� ���� ���� S � ���������� ����� � {Bj} � ��	

����	 ��' ��	 $	�	���! %	��� S ∈ WP?" ��� � �	���	 ��� ���	
��� ���� ����	� $	�	���� Bj �� ����	'	��� 20(

twS � 5
) ⇐⇒ (

twBj � 2 ��� �
�� j
)
.

����!��� ���	�����	#���	� ����#��	�

/��	���# ��	 �
�� ������� 	
�� ������� 
�����	� � WP?# � 
������ ���
��	� ������	� � WP?# � ���%� �	�	�� ������	� � WP?
�� ����	
�	��� 2# �!�! �	 	��	���� � 
�	��� �
�� ������� 	� �	 
��� ���� �	��	 ���� ��	�# ��� %�# ���  ������� 
������ 3���
��
������	�4 �WP?! _�	��	 ������
� �� 	
�  �	�	��� ������� ��� � 
������ 
�����	�# 	
�� 3�	�	����4 �	�	��� 	� ������
�! c ��� 
�	# 	
� 3�	�	���4 A ���	��� �����# �
� twA = 0# ��������# �
�
twA = 1#  �	���	� �����# �
� twA = 2!

����3� ������ �����	9	��6		 �������� 	� WP?
"��� �� �	
��	� �	� 
������ S# �������
� ��	
�� �����	� 

	�
������ �	�	�	�� 
������ S! $����	 �	� �� 	���%��� ��	���� 



P1b ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

��
�� 	
	����	
��� 
������ S# ���� ���# 
��%��# �����	�	 ��
�	�	 
%��� ����������� ������� ���
��	�# ��	���� � S! )	��	�� ���
	�
��� ��	���� 
�����	� �	
��	� '��� ������ S# ���	��	���
��%��� ���� �������� ���%	��	�# � ��%��� ������� ���
�	� L (
���	�	� ����	��� �	 
��������� ������0 �
� L ( ����# �	 �	
����
��� � 
		����
��� 	��� ����	���# ������������ 	
 ���
��� LX �
�
L ( ��
����# �	 �	
���� ��� � 
		����
��� ���� ����
������
�
����	���# ��%��� � �	�	��� ����������� 	��	� � ���� ��������� 
�� ���
��� LX �
� %� L ( �	����� ����# �	 �	
���� � 
		����
���
L �� ����	��# ������������ ��%�� 
	�	�  ������������ ���
���� 
�	� ������������ ���
��� L!

'����� �
� �	�	�	 ��� �	�	# ��	�� 
�	�����	���� ������ 	
�	� 
��� ��	���� ��
�	����	 ������� ( ��	���� ����������� �����	�
�� WP?! �	��������
��	 ��	� ��	���� �	%�	 ���� � TVVW � � TV^W!

������ ���� ���� S � ���������� �����  ���	� ��� ����"
�� ����	'	�� �� 5! %	��� 	� �	��� $��� �	����� �	���	������

��� ����������� 	������� �������� � ���	�	�	�� ������ 	��	�	 ��
���' ���	������' ���	�" '��� �	�	��' ��	$������ �� ��! ?!B!
#$����	" ������ �����" �	�������� �	���	��������� �����


������ 	������� �������� � ��	���	���	�� ������ 	��	�	 �� ���'
���	������' ���	�" ����������� WP?!

���� $�4� 5�
	� ������6�����-'�� ��
�
���

������������ \������ � WP? 
 ��
��� �	������ �������
���
����# 
���� �	�	��� �������� �� �
! 2!Q# ��������
� ����

������� ��� �������� : �	# :: �	 � ::: �	 ��	� � 
		����
�� 

��
�	� ���	�# ���
���	� �	�� �� ��	� �
����!

������������ ,������ ���
�	� 
������ S# 
	���%��� �������
������# ��������
� �	������! $
������� ������� ���
�� �������� 
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� ���������� �������� P1P


� �����	�	�����! \����� S# 
	���%��� k �	������ ������� ���
� 
�	�# ����� �������� k 
�����	�! R
� ��%��� ���� �������� k 
������

	
�	� �	��	 � 	��	� �����# �	 ���	� k 
����� ���	��� �����	����

���!

$�����# ��	 � �����	�	 ��������	�	 
������ ����
� ��� 
	��� 
����� �	������ ������� ���
��� 3������
�# �	� �	������ � 
������ ���
��	� ��������	�	 
������ �� �	����� ����# 
	
�	����
� ������� �����  
	���%����	 �� �����	�	 ���
���4!

����3��� :�'������	� ���6���- �	��(��- �#������ ��������
	� WP?

)�
�� S ( ���������� 
�����  L ( ��	��	����� ��	 �	����	�
������� ���
�	�! $�������� 	
� SpL ���
��� L ���# ��	�� �	����	�
����	 	
 ���	 �	
�����!

������������ C������������ �	����	�	 ������	�	 ������ L ���	 
��� ���������� ����	�	� ������� ��	 	
 SpL# 	�����	����	�# ���
	�
��	 ����!

$��������	� ���� C���������� �	�����' �������' �����	�
��	���	���	�	 ������ �� WP? �	����	 ��������!

����3�
� ���� ������������- 6;��������

"���# � ������� 2!P!Y!U ��
�	���� �����# ��� 	��������� �	�� �� 
�������� 
�����	�! g
�	# ��	 �	� �����	%����	�	 6 
������ ����
��� 
���� 
	�	� ��	
�	� �����	� �����	 
 ��
��� ������� 
����� 1!
'��� ��������# 
 �	��	
��� �	 �������	� ����������	
�# ����
�
�	��	 �� 3�
! 2!Pb4! /� ����
������� ����� �	
��	�� ������ ���� 
�	%������ 6 
�����	�# �	�� �	�	��� �������	 ����������� ��%�	��
� ��� ���� �������� 
		����
�����	! [���� �������� �	�� �����	 
%������ 6 
�����	� �	��� A
�	# AA
�	  AAA
�	 ���� � 
		����
�� 

�
! 2!Pb! ]���� ��
�	 
�������� �����	%���!

$��������	� ���� (	�� ��' �	��	���' �����	������' 6

�����	� ����������� 	$	� �� �	��	���� ��	��� $������� ��

�����  +���� ���+����� ������ 1!

)	
�	���� ��%��� 
����� �WP? �	%�� ���� �	����� �������� �
���	�	�	�	 �����	%����	�	 6 
������# � 	������ ������ �� ���� 
����� �
�� �	������ ������� ���
��	�  �	%�� �	���	 ���������
�
�	 ���	� ��������# ���� ��
�	 
�������� �����%����!
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�

���� $��7� 3�� �
���(�
���� 6���
�
���

�������	� ��
� (	�� �����	� �� WP? ����������� 	$	� ��

�	��	���� ��	��� �������  �� $	��� ��� +���� ���+����� ����

�� 1 � $�� ���+�� ������ 2!

����4� 7��'������	� �������� � '������-< '�	�������&	-
WP?< �� 	- �������-

" ��
�	���� ������� ����� �������� ��	����# 	�
������� ��
 
�	�	%��� ���	
�	� ������	� � WP? �� � 
�������! )��%�� �
��	#
	�����# ��	 �	�	��� 
������ �����
�� � 
�������� 
��
��!

$��������	� ���� ���� S � ����� �� WP?" � Bi � ��	 $	�	��

��! ���� Di � ���������� ������" ����� �	�	�	�	 3��� ���	�	�	

�	 ����	�����4 	�������  S" ������ ��	����	 Ai ��' ���	�	�
������� Di ������� � 	��	� $	�	���� Bi! �����	�	���" ��	 ���

��� ������ Di ����������� WP?! %	��� ������ D" �	�������� �� S
���	��������� ��' ���	�	� �� ��	����� �Ai" ����� ��������

��� WP?!

]� �����	%��� 2!* ��������# ��	 �	
���	��	 	�
��� �	��	%�	�
��
�	�	%��� ���	
�	� �� 	��	� �	�	��� 
������ � WP?! '��	� 	� 

��� ���� 
�������� ��	���� 	 ���	�	����� ���	�	�!

������ ���� ���� D � ������ �� WP? � D = S � {Δi} � ��	
����	����� �� ����� � ���	��! ���� B � ���	�	��� $	�	���� ��

���� S! #���������� B � 		��������  	$'	�	� �	����� ������
S �	 ��	�	� ������! %	��� ���	�� ������� D �	��� ���	�������
�� B �	 ����� �� �������� 3�! ��! ?!**4!

=�> &�� B � ����" �	 �� ���	�	����� ���	�	� �� B ������' 	���

������� ���!
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=
> ���� B � �������! ;���� �������� �	 B � 		�������� 
	����������! %	��� ������� ��� ���	�� ������ ���	�	��

�� ��	���	����� 	$���	� �� ������' 	��	�	 � �	�	 �� ��������

���" � �����" �������  ���	�	�	�	 �	�����" � ��+� �� ������'
����	�	 �����������" 	������ ��	  ������ ��	� −π/3 3���"
�	����	" ������ ���	�	 ����������� � ������4!

=�> ���� B � �	����� ���� � l � �� ��������� ��" 	�������	���

��� ���" ��	 ��	����� ����	�	�
������� �	���	� B �� l �	�	��

������! ���� a � ����	� ����	 �	���	� B" �	������	� 	��	�

�����	 ����������� l �� −π/3" � b � �	������ ����	 �	���	� B"
�	������	� 	��	������	 ����������� l �� +π/3! #$	������ ��

��� X ��������� ���+��� ����	��
����� a � ����� Y � �	������
���+��� ����	��
����� b! 4��+��� X � Y ���$����� �	�����
B �� ��� �	���	��������' ������" ������ � �	������ �� �	

�	��'" 	������	" ������� �� $	��� ��� ��������� 3�!�! ���
���������" ��� ������4! C� ������ ������ ���	�� �	���
$��� ���	�	���� ��	���	����� 	$���	� ��+� �� ������'" ��

���������' l! C� �������	� � �	����	� ������' ���	�� ��

�	������� �	 �������� (1) ��� (2)!

���� $���� �����(
��
 ������ � ����
��� �* WP��

�����5� ������ ����	��6		

" ���
�������	
�# �	�������� ��� ���

����� �	���# � ��� 
�	# ���� ��
�	 
�������� ��	���� 	 ����������! �	��������
��	 ��	�
��	���� �	%�	 ���� � TVVW# TV^W � � T^VW!

������ ���� 2�	�������� ��� ��	���	���	�	 ������� �� WP?
�������	 ������������ ���	�	�	�� ��	�	�� �	�����	 ���������	

�� $�����	�� ������  ������	� ��������! 2������ �	����" ����	�
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�

��	�	� $�����	� �����	  ���	� ��� ����" �� ����	'	�� �� 5" ���

�� �������� ����������� ����������!

�������  ����/�� �	�	���/��� ,	������ �����/� �
'���	�/��( ����	6�(

" ��
�	���� ������� �� ������ ������# ������	������ ����# 
�	���� �	���� ���

����� �	�����	 ��������� ������� �� 
������# ���������� ������ ��������� ��	�	��	����	�# � 
�����#
�	��� 
		����
������ ��� �������� ������� ������
� 
�������!

������������ R
� ��� ��	
�	� 
����	� 
�� Γ 
���
����� �������	
������������ �� �	�����	 ��������� ��	
��� 
���# �����������
��	%�
��	 ����� ���	�	�	�	 �������	�	 ��	�	��	�����# �	 �� �� 
��� �	�	���# ��	 Γ ���� ���������� ����������� ����������!

-� ������� ���	�	��� ����������# 	�
������ ��	��	�����
������� � WP?# ����� ��������� ��������� ��������! �� 
�	 � �	�# ��	 ����� � ������ �	�����	 �������	�	 �����	�	
������ �	���	� ������ 
������# ��� � 
����� ��	%�
��� �����
�������	�	 ��	�	��	�����# ����������� �	�	��������� 	������ 
�� �� �	��	%��� �	�	�	� ���� 
����! �	��������
��� ����������
���
� ��	��� 	�����	���� � TV^W# TVVW# T^2W# TPY2W# TPY*W# TPYVW# T^QW!

��������� $����� �����	9	��6	� �����/�� �	�	���/��-
�������� � '���	�/��( ����	6�(

c�
	����	 ��������� 
��# ���������� ������ �������	�	
n ��	�����# ����	 	�
���! .�� �%� 	������	
�# ������ 

������� 

�� ���������� �� ��� ���� ��� �	������ g���	�  .�

���	� TQ2W#
�	�	��� ��� 	���� ��� n = 3# 4# 5  ��� n � 13! $�	���������� 	����
��� �	����� ��# +����	�  "���	� � PQ^V �	��# 
�! TUUW! [��	 �	�����	#
��	 ��
	����	 �������	� �����	# ����������� ������ ������ 
�	�	 n ��	�����# ��� �
�� n � 6 
	
�	� � �
�� 
�	�	� n ��	�����#
�� 
�������� ���	� 	��	�!

5����� 	�
��� �	�����	 ��������� 
����# ���������� ��	 
%�
��	 ����� �������	�	 ��	�	��	�����# 	��������
� ����	�	 �	 
��� 
�	%�	�! )	���� 	���� � ��	� ������ �	�� �� ���
���# �	�� �	���� 
�� 
���
������� ��	��%���! " ��%�	� ��
��	� 
����� ������� �� 
������ ��� 
�����	� ���	��� ����	
� �	����� �	���� 	����# �	�����

�������� ��	���� ����������� �����	�  ��������	� ��������!
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������ ��!� ���� Γm � �	�����	 ���������	� $�����	� �����	"
��������� �� ���+��� ��������	�	 n
��	������! �����	�	���" ��	
		�������� �� Γm ������ S ������� �����	�! %	���

• ��� ����� S � ��������" �	 S � ����" ��! ?!*)" ����" ������"
��� ��$	�	 n � ������ ���������� ����������� ����������
����  n ���������� ��$����X

• ��� S ����� ��� �	�����' �������' ������ �" ������" 	���
������ ���������" �!�! S ������� 3
�����	�" �	 �� ��������
������ �� S � ����" 	�	� �� �� 	�����	�	�	 ���� �����"
������ S ����������� 	��	������	 �	�	�	�� �� 120◦ �	����
������ ���������	� �	�� ������ ���������" ��! ?!*)" �����!
;	��� �	�	" ����� ���������� � ������ �	��� � �	���	 �	

���" �	��� n = 6k+3" ��� k � ��	���	���	� ���	� �	�	�������	�
���	X

• ����� S �� �	��� $��� 4
�����	�X

• ����� S �� �	��� $��� 5
�����	�X

• ��� S ������� 6
�����	�" �	 	� ����������� 	$	� 	��� ��
������' �����	�" ����������' �� ��! ?!*5 � ?!*6! ��� ��	�
		�������� �� �������� n ����� 24" 30" 36 � 42!

;	��� �	�	" �� ���������� ����������� ���������� ����	�	 ��

�	�	 ������ 	�������� ���� 	� ����� �� �	�	$��!

]���# 
��� 
�����	� � WP?# ����� ��������� ���������
��������# 
���
����� ��� ��
�	������ �	 n 
��  	��� �	������!

���� $���� ��
�������
�� �
���
���� �
��� ��
�
�� �
* �*�� �
���
��! �
3���
�
��) �	
-'�� ������&��- 	���	��&��- �
���*���-�



P1* ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

���� $���� 6���
�
��) �	
-'�
 ������&��- 	���	��&��- �
���*���-8 ����
��� n = 24 � n = 30�

���� $��#� 6���
�
��) �	
-'�
 ������&��- 	���	��&��- �
���*���-8 ����
��� n = 36 � n = 42�

�������
� :�������� ���(���� '������� 	� WP?< 	��?&	-
'���	�/��? �	�	���/��? ����	��6	?

�	��������
��	 ��	���� 2!V 	
�	���	 �� ���� 	��� 
�	�
�� 
���� 
�	� � WP?# ����� ��������� ��������� ��������! $���� 
����
�# ��	�� � ��� 
�	�
�� ���� ��
�	  � 
����� 	��� ������	�
� WP?!

/��	���# ��	 
����� ������� 	�������� 	��	�����	# �
�  �	�� 
�	 �
� ������ �� ���� �	������ ���	
�	� 3
�! ����4! \ �	�	���
�	�	���	 �	��� 	���	�# �	�������� � T^2W  T^QW# ���	��� ���� �	�� 
���� 
�������� ��	����!

������ ��3� ���� D � ������ ��WP?" ���� �� �����������
���������� �� ��������	� n
��	������" n � 12! %	��� ������ D ��
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����� �	�����' ���	�	�" � �	��	�� ����� S ������� D 	��������
	��	�����	! ;	��� �	�	" �� �	������ �������� ������ ������ S �
����!

" ����
��� 
��������	 ���� �� ��� 	�
��� ������	�# �����
��������� ��������� ��������# ���	 �� �	����	 ����� 
�� 
����� ��� �	��	
�!

• .�� �
��	��� �����	�	�� ������	�# ����� ��������� �� 
������� ��������f e�	����0 �� �	
���	��	 �	���� n ���� 
�	�	�	� ���!

• .�� �	��� ���� ��
�	�	%��� ���	
�� �� ��������# ����� ��� 
������ ��������� ��������f

S�
�	�	%��� ���	
�	� �� �������� � WP?# ����� ��������
��������� �������� �� ��
�	����	� ��	%�
��� M # �����	
�
���	��� � ���	��� T^2W  T^QW! [�� �	������ 	���� �� �	��	%�	� ��
 
�	�	%��� ���	
�	� �� �	������ ������� ���
���� ���� ������	� �
������� ��	���� ������	�	 ��	%�
��� M ! )����� �� 	���� �

����� ��������� �����# ���	�� �	�����# ��	 ���	
�� �� �	������
������� ���
���� ������	� � WP?# ����� ��������� ������ 
�� �� ��	%�
��� ����� �������	�	 n ��	�����# �� �	
���	��	
�	���	� n ��
�	�	%��� �����	 	� �	������ �����! /��	�	��� � ���
	���	� �������� � 
�������� �������!

�����
� :������ 	 �	��(��� �#����	 �����/�� �	�	���/��-
����( � ��'�����	 ����	6��	

" ��
�	���� ������� �� ��	�	�%��� 

���	���� �	�����	 � 
�������� ������� ��������# ���������� ��	%�
��� M �����
�������� ��	�	��	����	�! /�
�	��� �� ������
�� �������� ���	 
���� �%� 	���	�# �� ���� ������� � � ������ �	�	�����#
��	�� ���� ������� ����
������� 	 �	� ��������# 
 �	�	��� �	�	 
�	�	 �	��������
� ���������� ��� ��	���� 2!^  ��	���� 2!Pb! )�
����	� ���� ��	� ������ �	%�	 	��
���!

��� �������� �������� 
	 ����#�
 ������	� ������� �����	� �	�� ���
������� �������� 2�� �	�� ��
����� ���	 �������� ��������	 ������� �
������ ��� ��������� � � ��� �������� ��#��� ���� ;���� D * ������	� ����
��� &���� ����	� ��
����	 ������� D� �� �������� �	�����	 ���	 ���������
�����
 ��������� ����	��� ���	��� D ?��� D * ������� �� ����	� �������
������ ������� D �������"� � ��������	
� �	�� ����	
� �������
� ������
�� D 
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�

;���� D * ������	� ������ � S * ���������	� ��� ������ &���� �����
	� ������� ������� D� �������#�� ������� ����	� ������� ������� S� ����

��	���� 	������� �������� ����	�� ���	��� D ?��� ��� ������� D �	���
������	� ������ S� �� ����	� ������� ������� D �����
 ������ ���������
��� ������� ������ ���� ���������� /���� ������� �� �������
 S �������� � ���
���������"#�
� ���� % ��������� ���� ������ D � �������� �����	� ��������
�� ��� ������ S �������� �������� ��/��
� ����	��#�� ���������� 
	 ����

���
���� � ����
� ������� D ��� ��������� � ��� ������� S 

;���� D * ������	� ������ %	�����
 �� �����	 ������� D ��� ��� ���
���	� ������ �����������"#�� ������	
 �����	
 ����	
 �������
 E � E′ 
5���
����
 ���
���	� ��
�	�� ����"#���� ��
	����
� ����	� ��
����
��������� 
������� &� �� /��� ���� ��
�	�� ������� �� ������� �� E � E′
�� ������ ������� D ���������� ������ ������� �������� ��	������ ������	����
��� ���	��� D �� E 	 E′ 2��������� ����� ������� D� �����#�� � �������������
��	������ ������ /��� �����������	 !������������ � �������#�� �����	�
������ ��	������ ��	������ ?��� D′ * /�� ������	� ������� �������#���� � D�
�� ������ ������� ���������� ������� D′ � �"��� �������� ������� D ��	�����
�� ��	������ ���	��� D′ % ��������� �
��� �
	�� �������� � ��	�����
 	��������
��������� ����	� � � � 

6	 �������
 ����� �������� ����� ����� � ���
��	� ����������� ��
������ � � ���
	 ����	� �������� ��#�� ������	� ��������� ������ �� ����
���	� ���
���������� ������������� �����	� 
������ M  :�� ����� �����
����������	 � ��������
 ��� ��������� ��������� ����� ����� �	����	�
�����	� 
������� ����#�� � ��������� � � ����� ������"#���� �� ����
�� �������	� 
������������� ��� �����	� � ��#������� � ����� �������

��
������ ������� ������� �� ��������"#��� 2��
� ����� ��� 
	 ��������
� ����	��#�
 �������� /�� ���������	 �������������� �
� ��� ��������������
�����
	 O , 

�����
��� ���6���� �������

;���� D * ���������	� ������ �� WP6 � Δ * ��� ����� >���
�
� ��� ��
���� Δ ��	������ 	�������� ���� ��������� ������� ������ ������� D� �
������" �������� Δ� �
��� �#� � ���
 ������
� �����	
 �� Δ� �����	� 
	
�������
 ����� Δ′ 4�
���
� ��� Δ′ ���� �������� �����	
 ������
 &���

������
� ������ 
��� �������� � ���� 	������
 �������� 

;���������
 ������� ��� ������ D �
��� 
��
����" ���������" Γ � 
��
������ M ����� �	������� 
����������� &����� �������� �����	� �����
���� Γ� �����������"#�� ���� �����	� ������� Δ � Δ′� �������� � ���	�� ������
��������	� �����	 
����������� M  ��� ������ ������� �����	 �� /���
���	��� �����
 	������� ����� ����� �� M � �����������"#�� ���� �����	�
������� Δ � Δ′ ���� Γ 

���������	� ��� ���� ���	�� D ����� ���������$ ���������$ ��
���"����� M ������ ���	���� �����������	� ���� m � m′ � 	������� ����
������ �� M � ����������$%�� ���� 	������
 �������� Δ � Δ′ ���	��� D 
����� ���� ��������
 ���� �����������	� M � �������
 m � m′ ������ π �
������ 5π/3 

>��� 
	 �������
 �������� �����	� ��������� �� ���������� O - 
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���� $��$� ���� ���
��� �������

�������	� �
� ��������"��� ��� ���	�� D �� WP6 ����� ���������$
���������$ Γ �� ���"����� M ������ ���	���� �����������	�� ��	���� ���
���� �$��
 ��� ��
 ���������������
 ��������
 ���� ��� �� ������ 5π/3�
��� �� ������ π ����� D �� ����� 	������
 �������� 

�������	� ��� ���	�� D �� WP6� ���$%�� ���������$ ���������$ ��
���"����� M ������ n�������	�� ��� ��� 	������� ����� ��"� ������ � �����
������ �� ���������� n�������	�� ��� n � 12 �� ����� 	������
 �������� 

)���#�� � ��������� S1 
������� M � ������#�� �� n ������ �����
 	���
������������ �����������	��� ���� ��#������� �����	� � S1 �������	� n�
������� P � ������ ��� ����� ������ �	�����
�� �
 ���� ��������� S1 �����
���� ��� ����� �� M  6����������� M � P �����
 ����������$%��� ���
��� 

�������	� �� ���� M � 	�������������� n�������	 � D � ���	�� ��
WP6� ���$%�� �� M ���������$ ���������$ ����� ���� n � 18� �� D �� �����
	������
 �������� 

�����
�
� ) ���6���- ���1	��-

;���� D * ���������	� ������ �� WP6� � �
�"#�� �����	� �������� �
����� Γ * �������� 
��
����� ���������� ������� D � 
������� M �����
�	������� 
����������� L�����" ������ ���� Γ� �����������"#�" ������
��
� ������
� ������� ������� D� �����
 	������� 4�
���
� ��� ��� ��� ���
�������� ��� �����	� ������� ������ �������� �������� �����	� �����	
����� ������� ��������	 

;���� k ∈ M * ������� ������ ���� Γ� �����������"#�� �������
� �����
��
� �����
� ������� Z �� D� � ����� m � m′ * ������� � k �����	 
����
�������� M  

���������	� ��� ' ��������
 ���� ��������"����
 ��������� ���
�����������	� M ��� ������� k ������ π 7���� ����� ��� ���������	� kmm′
��� �������
 m � m′ ������ 2π/3 

�����
��� �������	� ���6���- �	��(��- �#������

;���� D * ���������	� ������ �� WP6 � D = S 
 {Δi} * �������� ��� ������
���� � ������ � �����	 ;���� Δ * ����������� ������� ������ ������� D 
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% ��������
� ��� ��������� ������� ����	� ������� ������� S� �������#��
������ Δ� ����
 ��	���� Δ�	����� 

>�����
 Δ������ 7����	�8 ��������� � S� �������#�� Δ � ������ ��� ��� �����
������ � ���" ������� S �������� �������
 ���
�� 6����
����� Δ��
�� ��	���
���� 	������� Δ������ ���	��� D� � ��������� � D� ������#�� �� ������� Δ��
��
� ���� ������� �� D� �����	� � �� ��������� ��	������ Δ�
������ ���	��� D 
6����
����� Δ��
��� � ������" � �������� � ����� ������ ������� D� ��	�
������ Δ�"���� @��� ��� � ������� ��� �����	� ������� ���� ������� ����
� 
���� 2� � � ������� � ����� �����	� ������� Δ � Δ′ ���� Δ����� ����
���� Δ′����� � ���� 1 

;���� S * ������	� ������ � ΓS * ��� ���������� ���� >���
�
� ���
�����	� ����� ���� ΓS � �����������"#�� �����	
 �����
 ������� S� ��	��"���
�����	
� 4�����	� �����	� ����� ���� ΓS �����
 ������	��� 

;���� E * ������� ����	� ������� �� D� �������#�� Δ ?��� ������� ���
��	� ������� E � �������� �
��� 7��� ����	� �������8� �� ����
 ��������� ���
������� ����	� ������� E ����� ����� ��� ������������� � ������ ������� E�
�
���" � ������� Δ��
��� � � ���������#�" /��� �
��� �����
 ����	�� �����
���� ?��� Γ * 
��
����� ���������� ������� D � s * ������� ������ �� Γ�
�����������"#�� ������ �������� ������� E� �� �������� ������� S 7����
��������

��� ��� ������� � Γ8� ������	� ������ s� � ����� �����������"#�� �������
����� ������� S� �����
 ������ �������� 	�������� ��������� ����	� E ���� Γ
� ���	��� D ������������ 

6	 ����
 ��
����" ���
���" ���� ������� Δ����� � Δ������� ������
�� D� �
�"#��� 
��
����" ���������" � �������
 �	�����
 
������������
������ �� ���
����� /���� 
����������� 2��
� ����� 
	 �����
 ����
�� ������
������ ���� ������	� �����	� ����	� �������� &�� ��� ��� ����
�������
�
	� �
� ��������� 7�������	� � ������������	� n����������8� ����� �
n � 12 � ��������
 ������ � ����� � n � 18 � �������������
 ������� �����	�
������� �	�� � 
����� 
	 ��"�� ��� ����
 ������������� ��� ������ D � �
���
�����	� ������� 

A���� ����� �����	� ������� �� 6	 ���
 � ����� ���	 ���� �����
��� �
�� � ������������� ��� ���� � ������� �
�� �
�"��� �����	� ���� �
������� �
�� ������� ��� � �����������"#�� ������� ����	� ������� �
���
����
 

��	�� ����� �� ��� ���! "��� ���# ������$� ;���� D * ���������	�
������ �� WP6 � D = S
{Δi} * �������� ��� ��������� � ������ � �����	 ;����
Δ * ������� ������ ������� S� � ����������
� ��� � Δ����� E �� �����	�
�������� � � ������� Δ��
�� �����	 ���� 4������
 ����� Δ′ ��������� � Δ
����� �� Δ������� ������� D ;���� k * ������� ����� ������ Δ� � e * ������� ��
k ������� ����� �� Δ 4��������
 ��� ������� e � k �� �� ��#�� �����	 ;���
(e, k) �������� ������	� ����� � ��������� 4�������
 ��� Δ�
����� ���	
 1�
2� 3 ��� 4 � ������������ � �
���
 ���� �� �����"#�� ���	��� ���
�������� �
 
����� ��� O (C 

7(8 5���� (e, k) ���������� ������������ � ����� Δ′ ��������� � �������
������� Δ��
�� Z� � �������#�� ����� e 

7'8 5���� (e, k) ���������� ������������ � ����� Δ′ ��������� � �������
������� Δ��
�� Z� �������#�� ����� e 

738 5���� (e, k) ���������� ������������ � ����� Δ′ ��������� � �������
������� Δ��
�� Z� � �������#�� ����� e 
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����	
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� ���������� �������� PUP

7G8 5���� (e, k) ���������� ������������ � ����� Δ′ ��������� � �������
������� Δ��
�� Z� �������#�� ����� e 

���� $��.� ���� ������

;���� M * ���������	� �	����	� n�������� � {mi}n−1
i=0 * �������������	�

��� �����	 ��� ������ M ������ ������� ������� ��� �������� ����
 �������� ���
�����	 i ����� mi * /�� /��
��	 �� ����������� �����	 ������� n� � � �� �n 
5���
����
 ����������" ������ mk 
����������� M  ;���� ������ D �
���

��
����" ���������" Γ � M � ����"� ��� ����� mk ∈ M �������� �������
�������� �����������"#�� ������� ������ Δ �� D &�� ���� �� �����������"�
� ������
 �����
 ������� E ������� D� �������#�
 ������ Δ� �� �����	�
�������� �� ���������� O , �	������� ��� ������� ���� 
����������� M �
������ mk 
���� π 

4������
 ����� αk±1 ������� ���� mkmk±1mk∓1 ��� ������� ������ p�
1 � p � n� ��������
 βp ���	
 ������� ������������� ����� 
���� ��������
��
� �������� mk−1mk+1 � mk+p−1mk+p� � ��� ������ q� 1 � q � n� ������
 γq

���	
 ������� ������������� ���� 
���� ���������
� �������� mk+1mk−1

� mk−q+1mk−q  @��� ��� β1 � γ1 � ���	 ��"� ��� ��� ���� ��� ������ mk


���� π 2��
� ����� ��� ����������������� {βp} � {γq} 
����� ��������"�
7� ���������� ������8 ;�� /��
� ��� ��� βn = 2π − αk−1� � γn = 2π − αk+1� �� ��
���������" O ,� ���	 αk±1 
���� 2π/3� �
��
0 βn > 4π/3 � γn > 4π/3 

4�������
 ������ �������� ������ ������"#�� �� ���
���" ���� Δ����� �
������
���� �� ���� Δ������� 

7(8 ;���� q0 * /�� ����� ������ q� ��� π/3−αk+1 < γq < 2π/3 ;�����
 g+
o (mk) =

2q0 − 3 

7'8 ;���� p0 * /�� ����� ������ p� ��� π/3 < βp < 2π/3 + αk+1 ;�����


g−e (mk) = 2p0 − 4 

738 ;���� p0 * /�� ����� ������ p� ��� π/3 − αk−1 < βp < 2π/3 ;�����


g−o (mk) = 2p0 − 3 

�����"�������� 7�������������8 ���� �� ��������� ��	���� a �� ����
������ ��	���� b ��	������ ������� ���� ������� ��������� ����������
�������
�� ��� ������� � �����������" 7�����������"8 ������ �� ��������
�� ������� a � ��������" ������� b :�� ���	 
��"��� � �������� [0, 2π) 
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�

7G8 ;���� q0 * /�� ����� ������ q� ��� π/3 < γq < 2π/3+αk−1  ;�����
 g+
e (mk) =

2q0 − 4 

>������ ��������
 ���������� ��	��� g(mk) ���	� mk ��� �������
g+

o (mk), g−e (mk), g−o (mk), g+
e (mk)

�
.

?��� ������������ p0 ��� q0 � ��#�������� �� �����������"#�" ��
����� ����
���� g(mk) ������
 ����� ����������� 4������
 ����� g(mk)[i] ��
�����
������� g(mk) � �
���
 i ;�������
� ��� �������	� ������ g(mk) ������� �����
�� �� ���
����� ��
��� 
������� M � �	���� ����� mk A
��� 
���� �����"#��
����������� �
 +,O.� +,D. 

���������	� ��� ��������"��� ��� 	 	������� Δ����� ���	��� D 	���
����� �� 	������ ���� ���� ������ � Δ�
���� ����� ��� i ����� i�� 	�����
����� g(mk)[i] ����������� ��	���� g(mk) ������� mk 	������ � ����� Δ�"���
�� ������� ��� g(mk)[i] 7���� ����� ��� 	�"���� g0 � 2 �%����$� ���	���
������� M � mk � ���	�� D ∈ WP6 � Δ�
������ ���� i ��	��� ��� g(mk)[i] = g0�
� ����� Δ�"��� � �������� ����� g(mk)[i] 

4�
���
� ��� ���� 
������� M ��

������ ���������� �������� ���
���
�������#�� ����� ������ mk� �� g−e (mk) = g+

e (mk) � g−o (mk) = g+
o (mk) ;�/��
�

� /��
 ������ ��� �������	
 �������
 ����� ���
��� ������ gs(mk)� ������#��
�� ���� ��
����� �����������"#�� �����
� � �����
� ����
 Δ�������0

gs(mk) =
�
g+

o (mk), g−e (mk)
�
.

4������
 ����� G(mk) ��
����" �� ��
���� ���������� ������� g(mk)
� �����
 �� ���������� ������ ���	� mk  

�������	� ��� ��������"��� ��� 	 	������� Δ����� ���	��� D 	�������
�� 	������ ���� ���� ������ ����� ����� Δ�"��� �� ������ ����������� �����
G(mk) 

;��
��
 ���������� O D � �����" ���������� 
����������� 

�������	� ��� ���� M � ���"����� ������ ����������� n�������	�
� n � 12 ����� ���������� ��	��� �$��� ������� m ∈ M �����

gs(m) =
�
2
�n

6

�
− 1, 2

�n + 3

6

�
− 2

	
,

� ���������� ����� G(m) ����� [n/3]−2 ��&��� ���� D � ������������ ���	���
���$%�� ���������$ ���������$ �� ���������� n�������	�� n � 12� �� �$���
��� Δ�"���� �� �������$%�� � Δ�
������ 7� � ��	��� ��� �� 	������� Δ�����
���$��� �������8� �����"�� �� 	������ ���� [n/3] − 2 ����	� 

5���
����
 �#� ��� ������	� ����	� ������ ;���� M * ����������� ���
���� ���
������� ��������� � {mi}n−1

i=0 * �������������	� ��� �����	 ���
������ M ������ ������� ������� 2�� � �	��� ����
 �������� ��� �����	 i �����
mi * /�� /��
��	 �� �n 5���
����
 ����������" ������ mk� � ����� δ± ������
���� ������" ������� �����	 mkmk±1� �
 ��� O (- 4�����
 � �����" ������

mk±(i−1)mk±i 
����������� M ������������ r±i �� ����� ��������� � ����

������
 ��� �� ����� ��������� 4������
 ����� ϕ+
i ������� �������������

���� �� r+
1 �� r+

i  F�������� ����� ϕ−
i �������
 ������� ������������� ����

�� r−1 �� r−i  
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���� $��0� ���� �� ���(�����

7(8 ;���� q0 * /�� ����� ������ q� ���

π

3
− δ− + δ+

2
< ϕ−

q <
2π

3
− δ+

2
.

7'8 ;���� p0 * /�� ����� ������ p� ���

π

3
− δ−

2
< ϕ+

p <
2π

3
.

738 ;���� p′0 * /�� ����� ������ p� ���

π

3
− δ− + δ+

2
< ϕ+

p <
2π

3
− δ−

2
.

7G8 ;���� q′0 * /�� ����� ������ q� ���

π

3
− δ+

2
< ϕ−

q <
2π

3
.

�������	� ��� ' ��������
 ��������"����
 ���������� ��	��� g(mk) ���
����� mk ���"����� M ⊂ S1 �����

(2q0 − 3, 2p0 − 4, 2p′0 − 3, 2q′0 − 4).

�������	� ��� ���� M � ���"����� ������ 	��������������� n������
��	� � n � 18 ����� ��� 	��������� ����������� ��	���� �$��� ������� m ∈ M
	������ � ���������� ��	��� ������� m ��	���������� �� ������ ����$%���
��	���� �

2
�n

6

�
− 3, 2

�n + 3

6

�
− 4, 2

�n

6

�
− 3, 2

�n + 3

6

�
− 4

	
,

� ���������� ����� G(m) ������ ��� ����� [n/3] − 4 ��&��� ���� D � ����
��������� ���	��� ���$%�� ���������$ ���������$ �� 	�������������� n�
������	�� �� �$��� ��� Δ�"���� �� �������$%�� � Δ�
������ 7� � �� 	�������
Δ����� ���$��� �������8� �����"�� �� 	������ ���� [n/3] − 4 ����	 
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��	�� ����� �� ��� ���! "��� �������� ���% ��� ���! �	��!�$! &'�(

���� 	���� 	"���� ;���� D * ���������	� ������ �� WP6 � D = S 
 {Δi}
* �������� ��� ��������� � ������ � �����	B Δ * ������� ������ ������� S
� E * Δ����� ������� D 4������
 ����� ES �����������"#�� E ������� �����
	� ������� ������� S� � � ES = E ∩S ;���� Z * ������� Δ��
�� ;���������
�
��� � Z ������� �� 7� /��
 ������ Z ��������� � Δ�����
8 ;���������
� ���
Δ����� E �
��� ����
 4������
 ����� e ��������� ������� � �������
����� ������ Δ � ����� t * ����� �������� �������� ������� ������� E ����
���� D >�����
 ��	������ �������� 	�������� ��������� ����	� E �� �� ����
��� ������� ������� ������������ 7���
���� �� ���
 �����
8 � �����
 �������� t�
� �������������" ������� �������� ������� ������� E �����
 �����������
��	������ 

������ ������ ��� � �	��� M * ���������	� �	����	� n�������� � {mi}n−1
i=0

* �������������	� ��� �����	 ��� ������ M ������ ������� ������� !���
����
 �������� ��� �����	 i ����� mi * /�� /��
��	 �� �n 5���
����
 ����
�������" ������ mk 
����������� M  ;���� ������ D �
��� 
��
����"
���������" Γ � M � ����"� ��� ����� mk ∈ M �������� ������� �������� �����
�������"#�� ������� ������ Δ �� D 

6	 ����
 ���� ������� �
�� Z� ����
����� ��� /���� ���	�� ���
��	�
������� � ������
���� �� ����� � ���� ��� ���	� �������� �������� ������
�� ������� ES ������� S ���������	 ����� e � t� � ����� � ������
���� �� �����
�������� �� � ����� e ����� ��� �� ! ���
����� ����� ������ 
	 ����	
��������� ������ � ����" �� ����� mk+1 ��� mk−1 �������� �������� ���� Γ�
�����������"#�� ����� e 4����� ��� ��� /�� ������ �������" �������	� 
	
����������
� ��� /��� �������� �������� � ����� mk+1� � ��� ������ mk−1 ����
����
 ������ �����	 

6	 ���
 � ���������� ��� ��	���
	� ������������������ ������������
��� � �����������"#�� �
 t�
������ � t������ 4�
���
� ��� /�� ���������� �
������� �� ����� ���� �� � ������� �
�� Z �����	� �����	� �� �����	� 

)�������	��	'���	� *��&*�������	� 6	 ��������
 ������ ����������
��������� ������������� ������� ���� � ������"�������
� ��� �������� /�� ����
��� $���
� �������� �� �������� 
	 ��������
 ������������������ �������������
������	� ���� ����� 

;���� ������ ����� e � t ����� � ���	� �������� �������� �������
������� ES  5���
����
 ��
����" �������������� ��������" ���
�� mkmk+1

� �������#�" 
���������� M  ;�����
 /�� ������������� ������ ����� mk

� �����������
 ��������� � ���� 120◦ ;������� ��
����� �������������
��	������ 
���	����������	�� �������	����$ ������� ���� ���	� mk � ����
�������� ����� Π+

o (mk) ;�����
 T+
o (mk) = Π+

o (mk) ∩ M \ {mk}� � �����

t+o (mk) = 2#T+
o (mk),

��� ����� #T+
o (mk) �������� ���������� /��
���� 
������� T+

o (mk) 6����
���� T+

o (mk) ��	������ t����"������ ������� ���� ���	� mk� � ����� t+o (mk)
* t������� ������� ���� ���	� mk  

���������	� ��+� ' ��������
 ��������"����
� ���� 	 ���� t �� 	������
�� ������� �� ��� ���	� �� t����"����� ������� ���� ���	� mk ��������$���
������	��� 	������� ���� Z� ����� 	������ �� ������� ��� t+o (mk) !��� "� 	
���� t 	������� ������� �� ������	� 	������� ���� Z ��������$� ��� ���	�



*��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ���������� �������� PU2

�� ���"����� T+
o (mk)� 	����� ���� ��"��� ����� (���� 	������� ���� Z �

&��� ����� �� ������� ��� t+o (mk) − 2 

4�������
 ������ ������������������ ������������� � �����������"#�� �

t�
������� � t������ ���� ������	� ����� &����� ��� ���������� �� �������
���� ������� <��
��� ����= F �
��� ����
����
 ��
����" ��������������
��������" ���
�� mkmk−1 � �������#�" 
���������� M  ;�����
 /��
������������� ������ ����� mk � �����������
 ��������� � ���� 120◦ ;��
������ ��
����� ������������� ��	������ 
���	����������	�� �������	��
���$ �������� ���� ���	� mk � ����������� ����� Π−

o (mk) ;�����
 T−
o (mk) =

Π−
o (mk) ∩ M \ {mk}� � �����

t−o (mk) = 2#T−
o (mk).

6������� T−
o (mk) ��	������ t����"������ �������� ���� ���	� mk � � �����

t−o (mk) * t������� �������� ���� ���	� mk 
;������
 ������ �� �����
� � ��������
� ����
 ;������
 ����� mk ���
�" l�

����������" ���
�� mk−1mk+1� ����
����
 ��
����" �������������� ������
���" ���
�� l � �������#�" M � � ������
 �� ������ ����� mk � �����������
�
 ��������� � ���� 120◦ ;������� ��
����� ������������� ��	������

���	����������	�� �������	����$ ������� ���� ���	� mk � ����������� ���
��� Π−

e (mk) ;�����
 T−
e (mk) = Π−

e (mk) ∩ M \ {mk}� � �����

t−e (mk) = 2#T−
e (mk) − 1.

6������� T−
e (mk) ��	������ t����"������ ������� ���� ���	� mk� � �����

t−e (mk) * t������� ������� ���� ���	� mk  
>������ �������
 ����� mk ���
�" l� ����������" ���
�� mk−1mk+1� ����

�
����
 ��
����" �������������� ��������" ���
�� l � �������#�" M � �
������
 �� ������ ����� mk � �����������
 ��������� � ���� 120◦ ;����
���� ��
����� ������������� ��	������ 
���	����������	�� �������	����$
���������� ���� ���	� mk � ����������� ����� Π+

e (mk) ;�����
 T+
e (mk) =

Π+
e (mk) ∩ M \ {mk}� � �����

t+e (mk) = 2#T+
e (mk) − 1.

6������� T+
e (mk) ��	������ t����"������ ���������� ���� ���	� mk� � ����

�� t+e (mk) * t������� ���������� ���� ���	� mk  

, ���	 �� ��	�& ����� 9���	 ����
��������� ��#�� ��������� ��� ����
����
����	� �������� ����� ������ �#� �����" d(E)� ����" 1� ���� � �����
t ���� ������ � ����" 0 � �������
 ������ 2��
� ����� 
	 �����
 ����	�
�� ����
�������
	� ������� ����
��� ����������� ����� e � t � �����������
�������� e �� ������" � ������
 mk−1 � mk+1 � ���
� �� ���	��� 	������
������ :�� ������������ ������� � ��� O (, 

>������ ��������
 ��	��� �������� t(mk) ��� ���	� mk� �������

t(mk) =
�
t+o (mk), t−o (mk), t−e (mk), t+e (mk)

�
,

� ����� ����� �������� T (mk) ���	� mk ���

T (mk) = min{t+o (mk), t−o (mk), t−e (mk), t+e (mk)} = min
i

t(mk)[i].

A
��� 
���� �����"#�� ��������� 
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���
 ������ ��������-'�� ���
��� ���
���� ������� E�

���������	� ���� ���� D � ���	�� �� WP6� ���$%�� ���������$
���������$ �� ���	��� �����������	� M  ����� ��� ��	������� �����"����
���	��� D �� �	���� � �������� ����	� Δ �������� 	������� ���� Δ�	����
E ����� ������ � 	 	������� Δ����� Z ������� �� 	������� .�������� �����
t ����� �������� 	�������� ��������� ����	� E� � ����� mk ∈ M � 	�����$
������� ����������$%$ ����	� Δ ����� ���� 	������� �������� �����	 E
��������� 	 i�� 	���� ������� �� 	������� ���� Z �����"�� �� ����� t(mk)[i]−
2d(E) ����	 

�������	� ��+� ' ��������"����
 ������"���� 6 11� � ������������� ��
	����� ������� 	������� ���� Z �����"�� �� ����� T (mk) − 2 ����	 

�������	� ���� ' ��������"����
 ������"���� 6 11� ���� ���	�� D �����
���� �	������� ��� � ������������� �� 	����� ������� 	������� ���� Z ������
"�� �� ����� T (mk) ����	 

4�
���
� ��� ���� 
������� M ��

������ ���������� �������� ���
���
�������#�� ����� ����� mk� �� ������ � ������� � ����� ������ � ��������� ��
�
����	 ������� �������� ��� ����� mk �������"� ;�/��
� � /��
 ������ �����
���
��� ��� �������
 �������� ��� mk ������

ts(mk) =
�
t+o (mk), t−o (mk)

�
.

�������	� ���� ���� M � ���������� n�������	 ����� ��	��� ��������
��� ��� ������������ ������� m ����� ���

ts(m) =
�
2
�n

3

�
− 2, 2

�n

3

�
− 1

	
,

� ����� �������� T (m) ����� 2[n/3] − 2 ��&���� � ��������
 ��������"����
�
��� n � 12� ���� D � �	����� �� ����� 	������� ���� �� ������� ��� 2[n/3] − 2�
� � ��%�� ����� � �� ������� ��� 2[n/3] − 4 

7���� ����� ����� ��	����� �������� 	������� ���� 	�������� ���������
����	� E � ����� ������ 	����� 1 ��� 3 �� ������� ��� [n/3] − 1 − d(E)� � �
����� ������� 	����� 2 ��� 4 � �� ������� ��� [n/3] − d(E) (���� ����������
��"��� ��	����� � ����� ������ 	����� 1 ��� 3 �� ������� ��� [n/3] − 1− d(E)�
� � ����� ������� 	����� 2 ��� 4 � �� ������� ��� [n/3] − d(E) 

�������	� ��
� ���� M � 	�������������� n�������	 ����� ��	��� ���
������ ��� ������������ ��� ������� mk ��	���������� �� ������� ��� ��	����

2
�n

3

�
− 4, 2

�n

3

�
− 5, 2

�n

3

�
− 4, 2

�n

3

�
− 5

	
,
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�� ������� ����� �������� T (mk) ������� mk �� ������� ��� 2[n/3]−5 ��&����
� ��������
 ��������"����
� ��� n � 18� ���� D � �	����� �� ����� 	�������
���� �� ������� ��� 2[n/3] − 5� � � ��%�� ����� � �� ������� ��� 2[n/3] − 7 

��	�� -������ ��� ���! �	��!�$! &'����� 	���� 	"��� 	 �� ��� ���!

"��� ���# ������$� ;���� D * ���������	� ������ �� WP6 � D = S 
 {Δi} *
�������� ��� ��������� � ������ S � �����	B Δ * ������� ������ ������� S�
� E * Δ����� ������� D 4������
 ����� ES �����������"#�� E ������� �����
	� ������� ������� S� � � ES = E ∩S ;���� Z * ������� Δ��
�� ;���������
�
��� � Z �� �����	� �������� � ������ �����	 �
�"��� ;���������
� ���
Δ����� E �
��� ����
 4������
 ����� e ��������� ������� � ������� ���
��� ������ Δ � ����� t * ����� �������� �������� ������� ������� E ������� D 
>���
�
� ��� ��	������ �������� 	�������� ��������� ����	� E ��	������ ��
�� ���� ��� ������� ������� ������������ 7���
���� �� ���
 �����
8 � �����
 ���
������ t� � �������������� ������� �������� ������� ������� E ��	������
����������� ��	������ 

������ ������ ��� � �	��� M * ���������	� �	����	� n�������� � {mi}n−1
i=0

* �������������	� ��� �����	 ��� ������ M ������ ������� �������� ���
��
����	� /��
���
� �� �n 5���
����
 ����������" ������ mk 
����������
�� M  ;���� ������ D �
��� 
��
����" ���������" Γ � M � ����"� ��� �����
mk ∈ M �������� ������� �������� �����������"#�� ������� ������ Δ �� D 

6	 ����
 ���� ������� Δ��
�� Z � Δ������� X� ����
����� ��� /���� �� ��
���	�� ���
��	� ������� ��� � �	��� � ������
���� �� ����� � ���� ��� ����
	� �������� �������� ������� ������� ES ������� S ���������	 ����� e � t�
� ����� � ������
���� �� ����� �������� �� � ����� e ����� ��� �� ! ���
�����
����� ������ 
	 ����	 ���������� � ����" �� ����� mk+1 ��� mk−1 ��������
�������� ���� Γ� �����������"#�� ����� e 4���� /�� ������ �������" �����
���	 2��
� ����� �
 �������� � �����
 ������ ���������� � ����� �������
������� �
�� Z ��������� ����	�� ������ �� ������� ������ Δ� ����� Δ′ >��
����� 
	 ����
 ����	����� �������� ��� �� ����� � ����� �������� t� ���������
��� /���� ���������" �	�� �����" d(E) 

6	 ����������
�� ����������
 ������������������ ��������������� ��	

� ����	��#�
 �������� � �����������"#�� �
 t�
������ � t������ 4�
���
 �#�
���� ��� /�� ���������� � ������� �� ����� ���� �� � ������� �
�� Z �����	�
�����	� �� �����	� A
��� 
���� �����"#�� ���������� 

���������	� ���� ���� D � ���	�� �� WP6� ���$%�� ���������$
���������$ �� ���	��� �����������	� M  ����� ��� ��	������� �����"����
���	��� D �� �	���� � �������� ����	� Δ �������� 	������� ���� Δ�	���� E
����� ����� � �� 	������� Δ����� Z ��� 	������
 ��������� �� ����� �������
���� .�������� ����� t ����� �������� 	�������� ��������� ����	� E� � �����
mk ∈ M � 	�����$ ������� ����������$%$ ����	� Δ ���� 	������� ���
������ �����	 E ��������� 	 i�� 	���� ������ !��� �� ����� �������� t
������� ���� �� ��� ���	� �� ����������$%��� t����"����� ��������$���
���������� ������� Δ�
����� �� ��	����� ��������� � ���� �� ����� t ������
����� �� ��������� ����� Δ�
����� �� ��	����� �������� ��������$� ��� ���	�
�� ����������$%��� t����"������ 	����� ���� ��"��� ����� 

;������
 ������ ��#�� ����� � ���� ������� �
�� � � ���� ������� �
����� ��������� ��� ������� ���������� � ��������������� 
������������ 
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���������	� ��
� ���� D � ���	�� �� WP6� ���$%�� ���������$
���������$ �� ���	��� �����������	� M  ����� ��� ��	������� �����"����
���	��� D �� �	���� � �������� ����	� Δ �������� 	������� ���� Δ�	���� E
����� ����� � �� 	������� Δ����� Z ��� 	������
 ��������� � ����� �������
���$��� ���� Δ′ � ���"����� 	 Δ ������ �� 	������� Δ����� .��������
����� mk ∈ M 	�����$ ������� ����������$%$ ����	� Δ ����� ����� 	���
����� Δ����� � Δ�
������ � ��	"� ����� ��	���� Δ�
����� �������$��� ����
����������� ������������ � ����$%�
 �������
 

4���� � ���� ������� �
�� 
&�� Δ′ � ������� �������� Δ′ � � ������� ��������

����
�

( 2
�

t+o (mk)+g+
o (mk)+1−2d(E)

4

�
2
�

t+o (mk)+g−
e (mk)+2−2d(E)

4

�

' 2
�

t−e (mk)+g−
e (mk)+3−2d(E)

4

�
− 1 2

�
t−e (mk)+g+

o (mk)+4−2d(E)

4

�
− 1

3 2
�

t−o (mk)+g−
o (mk)+1−2d(E)

4

�
2
�

t−o (mk)+g+
e (mk)+2−2d(E)

4

�

G 2
�

t+e (mk)+g+
e (mk)+3−2d(E)

4

�
− 1 2

�
t+e (mk)+g−

o (mk)+4−2d(E)

4

�
− 1

4���� � ���� ������ 
&�� ����
� Δ′ � ������� �������� Δ′ � � ������� ��������

(
�

3t+o (mk)+g+
o (mk)+1−6d(E)

4

� �
3t+o (mk)+g−

e (mk)+6−6d(E)

4

�

'
�

3t−e (mk)+g−
e (mk)+1−6d(E)

4

� �
3t−e (mk)+g+

o (mk)+6−6d(E)

4

�

3
�

3t−o (mk)+g−
o (mk)+1−6d(E)

4

� �
3t−o (mk)+g+

e (mk)+6−6d(E)

4

�

G
�

3t+e (mk)+g+
e (mk)+1−6d(E)

4

� �
3t+e (mk)+g−

o (mk)+6−6d(E)

4

�

4���� � ���� ������	 �������� Δ������� 
&�� ����
� 4����

( t+o (mk)/2 − d(E)

' (t−e (mk) + 1)/2 − d(E)

3 t−o (mk)/2 − d(E)

G (t+e (mk) + 1)/2 − d(E)
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4���� � ���� �������� ������	 Δ�������
��������B ����� � ���������� ���#�	 ������� � ����� mk 

&�� ����
� 4����

( min

� t+o + g+

o + 1 − 2d(E)

4

�
,
� t+o + g−e + 2 − 2d(E)

4

�
+ 1

�

' min

� t−e + g−e + 3 − 2d(E)

4

�
− 1,

� t−e + g+
o + 4 − 2d(E)

4

��

3 min

� t−o + g−o + 1 − 2d(E)

4

�
,
� t−o + g+

e + 2 − 2d(E)

4

�
+ 1

�

G min

� t+e + g+

e + 3 − 2d(E)

4

�
− 1,

� t+e + g−o + 4 − 2d(E)

4

��

�������	� ���� ����� � ��������"����
 ������"���� 6 18� ���"�����
M � &�� ���������� n�������	 � n � 12 ����� ������� ����	� ����� 	�������
����� 
����� � ��	���� 
����� �������� ��	 

4���� � ���� ������� �
�� ��� ���������� n��������� 
&�� Δ′ � ������� �������� Δ′ � � ������� ��������

����
�

(�3 2
�

n
3

�
− 2

�
n+3+6d(E)

12

�
− 2 2

�
n
3

�
− 2

�
n+6d(E)

12

�
− 2

'�G 2
�

n
3

�
− 2

�
n−6+6d(E)

12

�
− 3 2

�
n
3

�
− 2

�
n−9+6d(E)

12

�
− 3

4���� � ���� ������ ��� ���������� n��������� 
&�� ����
� Δ′ � ������� �������� Δ′ � � ������� ��������

(�3 2
�

n
3

�
−
�

n+15+18d(E)
12

�
− 1 2

�
n
3

�
−
�

n+18d(E)
12

�
− 1

'�G 2
�

n
3

�
−
�

n+6+18d(E)
12

�
− 1 2

�
n
3

�
−
�

n−9+18d(E)
12

�
− 1

4���� � ���� ������	 �������� Δ�������
� ������ ���������� n��������� 

&�� ����
� 4����

(�3 [n/3] − 1 − d(E)

'�G [n/3] − d(E)

4���� � ���� �������� ������	 Δ�������
� ������ ���������� n��������� 

4����

(�3 min

�

n
3

�
−
�

n+15+6d(E)
12

�
,
�

n
3

�
−
�

n+6d(E)
12

��
=
�

n
3

�
−
�

n+15+6d(E)
12

�

'�G min

�

n
3

�
−
�

n+18+6d(E)
12

�
,
�

n
3

�
−
�

n+3+6d(E)
12

��
=
�

n
3

�
−
�

n+18+6d(E)
12

�



PYb ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

�������	� ��� ' ��������"����
 ��������� 6 19� � ������������� ��
	����� �������� � �������"���� ������� ������� Δ′� ����� Δ�
����� �� �����
�� ���

2
�n

3

�
−
�n + 15 + 18d(E)

12

�
− 1 � 2

�n

3

�
−
�n + 9

12

�
− 3.

A� ��������� O (' � O (G ���������� �����"#�� �����	� ��������� 

�������	� ���� ���� D � ���	�� �� WP6� ���$%�� ���������$ ����
������$ �� ���������� n�������	�� n � 12 ����� ��� ��	������� �����"����
���	��� D �� �	���� � �������� ����	� Δ �������� 	������� ���� Δ�	���� E
����� ����� ����� ��	����� �������� Δ�
����� �� ������ ��� [n/3] − 1 − d(E)�
� ����������� ��	����� Δ�
����� �� ������ ���

�n

3

�
− 1 −

�n + 6 + 6d(E)

12

�
.

�������	� ���� ����� � ��������"����
 ������"���� 6 18� ���"�����
M � &�� 	�������������� n�������	 � n � 18 ����� ������� ����	� �����
	������� ����� 
����� � ��	���� 
����� �������� ��	 

4���� � ���� ������� �
��
��� ��������������� n��������� 

&�� Δ′ � ������� �������� Δ′ � � ������� ��������
����
�

(�3 2
�

n
3

�
− 2

�
n+15+6d(E)

12

�
− 2 2

�
n
3

�
− 2

�
n+15+6d(E)

12

�
− 2

'�G 2
�

n
3

�
− 2

�
n+15+6d(E)

12

�
− 3 2

�
n
3

�
− 2

�
n+9+6d(E)

12

�
− 3

4���� � ���� ������
��� ��������������� n��������� 

&�� ����
� Δ′ � ������� �������� Δ′ � � ������� ��������

(�3 2
�

n
3

�
−
�

n+3+18d(E)
12

�
− 4 2

�
n
3

�
−
�

n−9+18d(E)
12

�
− 4

'�G 2
�

n
3

�
−
�

n+15+18d(E)
12

�
− 4 2

�
n
3

�
−
�

n−3+18d(E)
12

�
− 4

4���� � ���� ������	 �������� Δ�������
� ������ ��������������� n��������� 

&�� ����
� 4����

(�'�3�G [n/3] − 2 − d(E)
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� ���������� �������� PYP

4���� � ���� �������� ������	 Δ�������
� ������ ��������������� n��������� 

4����

(�3 min

�

n
3

�
−
�

n+3+6d(E)
12

�
− 2,

�
n
3

�
−
�

n+6d(E)
12

�
− 1

�
=

=
�

n
3

�
−
�

n+3+6d(E)
12

�
− 2

'�G min

�

n
3

�
−
�

n+6d(E)
12

�
− 3,

�
n
3

�
−
�

n−3+6d(E)
12

�
− 2

�
=

=
�

n
3

�
−
�

n+6d(E)
12

�
− 3

�������	� ���� ' ��������"����
 ��������� 6 1:� � ������������� ��
	����� �������� � �������"���� ������� ������� Δ′� ����� 	������� Δ����� ��
������ ���

2
�n

3

�
− 2

�n + 15 + 6d(E)

12

�
− 3 � 2

�n

3

�
− 2

�n + 9

12

�
− 5,

� ����� Δ�
����� �� ������ ���

2
�n

3

�
−
�n + 15 + 18d(E)

12

�
− 4 � 2

�n

3

�
−
�n + 9

12

�
− 6.

�������	� ���� ���� D � ���	�� �� WP6� ���$%�� ���������$ ������
����$ �� 	�������������� n�������	�� n � 18 ����� ��� ��	������� �����"��
��� ���	��� D �� �	���� � �������� ����	� Δ �������� 	������� ���� Δ�	����
E ����� ����� ����� ��	����� �������� Δ�
����� �� ������ ��� [n/3]−2−d(E)�
� ����������� ��	����� Δ�
����� �� ������ ���

�n

3

�
−
�n + 6d(E)

12

�
− 3.

."�	���� ���*������	� ��� ��$- �	��!�$- &'������� ;���� D * ����
������	� ������ �� WP6 � D = S 
 {Δi} * �������� ��� ��������� � ������ �
�����	B Δ1 � Δ2 * �����	� ������ ������� S� � Ei� i = 1, 2� * Δi����� ������� D 
;���������
� ��� � �����	� ����	� �������� E1 � E2 �� �����	� ������� 
4������
 ����� Zi �����	� �
�� �����	� ����	� �������� Ei ;����������
	� ���� ϕ �� ��������� ������� �
�� Z1 � ��������" ������� �
�� Z2

7���
�
� ��� �����	� �
�� ��������"��� � ����
 �����	
 ������
8 �����

���� �� 	�������� ��������� ����	� E1 	 	������� �������� ����	 E2 
4�
���
� ��� ���� ϕ ����
��� ���� ������ ���� qπ/3� q = 1, . . . , 5 

������ ������ ��� � �	��� M * ���������	� �	����	� n�������� � {mi}n−1
i=0

* �������������	� ��� �����	 ��� ������ M ������ ������� �������� ���
����
��	� /��
���
� �� �n ;���� ������ D �
��� 
��
����" ���������" Γ � M �
����"� ��� ����� mk � mr �� M ����"��� �����	
� ������
�� �����������"#��

� �����	
 ������
 Δ1 � Δ2 

;���� Δ * ������� ������ ������� S� � ����������
� ��� � Δ����� E ��
�����	� ������� ;���� e1 * ������� ����� ������ Δ� � e2 * ������� �� e1

������� ����� �� Δ 4��������
 ��� ������� e1 � e2 �� �� ��#�� �����	 



PY1 ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

;��� (e2, e1) �������� ������	� ����� � ��������� 4�������
 ����	� 	��������
��������� ����	� E ���	
 1� ���� ��������� ������ (e2, e1) ������������ �
���	
 2 � �������
 ������ A���� �������� ������� ������� E �������

����� ind E 

;���� mp * ����������� ������ �� M  5���
����
 ���������	� ����� �����
���	� ���
	
� mpmp+1 � mp−1mp+1 � �������#�� ���� mpmp+1mp−1� � �����
�
 ��� � ������ mp+1mp � ������ mp ;�����	� � ���������� ����������
	� ���� �����
 ���� ����������� ������� ���� � ���	� mp � �������
 �����
A1(mp) ������ ����
����
 ���������	� ����� �������	� ���
	
� mpmp−1

� mp−1mp+1 � �������#�� ���� mpmp−1mp+1� � �����
 ��� � ������ mp−1mp

� ������ mp ;�����	� � ���������� ���������	� ���� �����
 ���� �������
����� ������� ���� � ���	� mp � �������
 ����� A2(mp) 

1���
 ��������� ��� ���
�� ��"�� ����� �����	������� ��� A� ���� ��
������
 ����� � A � ������������ � ������� ���� A � ������� �� ������ /����
���� 

;���� Ai(mp) * ���� ��������� i��� ���� ����� mp $�
���
� ��� ����������
�� ���
�� 
� ����#�� ����� ���� Ai(mp)� �������� ������ ���
�� ��� 
����
�������� M � ��/��
� �������� �������� ������ ��
��� N(
) � ���
�� 
� ��
������	� � �� ����	��" �������������� ��������" 
� ������� � ��������
����� �� M  4��������
 ��� ���
	� 
� ����#�� � Ai(mp)� ����� � ������ ��
�� ��������� l ���� ����	 ���� (N(
), l) �������	���� ����������� ���������
��	� ����� % ��������
 ������ ����
 ������������� ��� ��� ���
	� �� �������
Ai(mp) ����������	 ����
 ������
 

A
�"� 
���� �����"#�� ������	� ���������� 

���������	� ���� ���� ���	�� D ����� ���������$ ���������$ Γ
�� M � ��	$� ��� ���	� mp �� M �������� 	������� ��������� ����������$�
%�� 	������� ����	� Δ 	�������� ��������� ����	� E� �� 	������ ��� 	������

�������� ����� ���� 	������� �������� �����	 E ����� ����	� i� �� �������
���
���%�� ����� �������	 ���� Γ� ����������$%�� ����	� Δ� �����������
��	������ ������� ��"�%�� ����� ��� ����������� Ai(mp) 

���������	� ��� ���� ���	�� D ����� ���������$ ���������$ Γ
�� M � ��	$� ��� ���	� mk � mr �� M ����$��� 	�������� ���������� �����
������$%��� 	������� ����	�� Δ1 � Δ2 	������
 �������
 ����	�� E1 � E2�
�� 	�����
 ��� 	������
 �������� ���� 
i � ������� ���
���%�� ����� �����
���	 ���� Γ� ����������$%�� ����	� Δi .�������� ����� Ni ����������� 	���
����
 Δi����� �� Γ .��������� ����$ 
i� ������ �� ��� ����������� li ��	�
����� ���� (Ni, li) ������������ ����"������� ��������������� ����� ����
ϕ � ��� �� 	�������� ��������� ����	� E1 	 	������� �������� ����	
E2 ����� ��������������� ������ 
1 ��"�� ���� ���������� � �������������
�$ ����$ 
2 	���������� �������� � ����"�������� ����������� �� ��� ϕ
� ��	������� ������ � ��
�������� ���������� 

�������	� ��+� ' ��������"����
 ������"���� 6 16� ���� i1 � i2 � ���
��	�� 	������
 �������
 ����	�� E1 � E2 �������������� ���� ξ � ���"��
��� ����	����� ��������%�� ���	 mk � ���	 mr � ����$%���� 	����������
�������� �� ��� ϕ � ����"�������� ����������� � ��	������� ������ �����
�����	������ ��� ξ(Ai1 (mk)) � Ai2(mr) � ��%�� �������� ξ(mk) = mr �������
	�$��� �� ����������� 7���� ����� �%����$� ��	�� ������ 
1 �� Ai1 (mk)
� 
2 �� Ai2 (mr)� ��� ������"���� ξ ��������� �������������$ ����$ 
1 �
�������������$ ����$ 
2 � ��
�������� ���������� 



*��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ���������� �������� PYU

4������
 ����� α±
k ������� ���� mkmk±1mk∓1 ��� ������� ������ p� 1 �

p � n� ��������
 βp ���	
 ������� ������������� ���� �� ������� mk−1mk+1

� ������� mk+pmk+p+1 
4�������
 ������ �������� 
������� ������"#�� �� ���
���� �����������

�������� ������� ������� E2 �� ������" � ������
� �����
� ������� E1 

7(8 2 
������� Ω1,1(mk , ϕ) �����
 ��� ����� ����� mk+p� ���

ϕ < βp < ϕ + α+
k + α+

k+p.

7'8 2 
������� Ω1,2(mk , ϕ) �����
 ��� ����� ����� mk+p� ���

ϕ − α−
k+p < βp−1 < ϕ + α+

k .

738 2 
������� Ω2,1(mk , ϕ) �����
 ��� ����� ����� mk+p� ���

ϕ − α−
k < βp < ϕ + α+

k+p.

7G8 2 
������� Ω2,2(mk , ϕ) �����
 ��� ����� ����� mk+p� ���

ϕ − α−
k − α−

k+p < βp−1 < ϕ.

4�������	� ������ ��� 
������� �����
 Ω����"������� 4�
���
� ���
Ω�
������� ��������"��� ������ ���
������ 
������� M � �������� ���� ϕ 

���������	� ���� ' ��������
 ���� ��������"����
� ���� ϕ � &�� ���
�� 	�������� ��������� ����	� E1 	 	������� �������� ����	 E2� �� 	�����
��
 �������
 ����	�
 ��� 	������
 ��������� � ���	�� D ����� ���������$
���������$ �� M � ��	$� ��� ���	� mk � mr �� M ����$��� 	�������� ������
����� ����������$%��� 	������� ����	�� Δ1 � Δ2� � i = ind E1 � j = ind E2�
�� mr ��������"�� ���"���� Ωi,j(mk , ϕ) 

������ ����� ϕ = qπ/3 � mk * ����������� ������ �� M  % �����
 Ω�

������� Ωi,j(mk , ϕ) �	����
 ��
�" ������" �� mk ����� A � ��
�" ������"
�� mk ����� B ��� ������� �� mk � �����������
 ��������� 2���������
������	� ��� ����
 ������� ����� �� M � �����
 � �� �����
 ������ ������
��
 ����� ai,j(mk , ϕ) � bi,j(mk , ϕ) ������������ ;�����


ai,j(ϕ) = min
mk

ai,j(mk , ϕ), bi,j(ϕ) = max
mk

bi,j(mk , ϕ)

� �����
 ai,j(ϕ) � bi,j(ϕ) ��"��� � ���
��� ��	�������� ������� ���� (i, j)
���"����� M � �����������"#�
� ���� ϕ 

A� ���������� O (C �
����� �	������ �����"#�� ��������� 

�������	� ���� ' ��������
 ���� ��������"����
� ���� ϕ � &�� ��� ��
	�������� ��������� ����	� E1 	 	������� �������� ����	 E2� �� 	�����
��
 �������
 ����	�
 ��� 	������
 ��������� ���	�� D ����� ���������$
���������$ �� M � ��	$� ��� ���	� mk �� M �������� 	������� ��������� ���
��������$%�� 	������� ����	� Δ1 	�������� ��������� ����	� E1� � i = ind E1

� j = ind E2� �� ����� l ������	����� ���	��� D �� E1 	 E2 ��"�� � �������


ai,j(mk , ϕ) � l � bi,j(mk , ϕ).

�������	� ���� ' ��������
 ���� ��������"����
� ���� ϕ � &�� ��� ��
	�������� ��������� ����	� E1 	 	������� �������� ����	 E2� �� 	������




PYY ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

�������
 ����	�
 ��� 	������
 ��������� ���	�� D ����� ���������$ ����
������$ �� M � i = ind E1� j = ind E2� �� ����� l ������	����� ���	��� D ��
E1 	 E2 ��"�� � �������


ai,j(ϕ) � l � bi,j(ϕ).

;��
��
 ���������� O (C � ��������� O '( � O '' � �����" ���������� n�
�������� 

�������	� ��
� ����� � ��������"����
 ������"���� 6 1;� M � &�� ����
������� n�������	� n � 12 ���� ϕ = qπ/3 � li,j(ϕ) � ����� ������	����� ����
	��� D �� 	�������� ��������� ����	� E1 	 	������� �������� ����	 E2 
���� R � ������	 �� ������� ����� nq �� 6 �����

• ���� indE1 = indE2 = 1� �� Ω1,1(mk , ϕ) = {mk+p} = {mr}� � ����� �����
����$%�� �����������0 ���nq

6
− p

��� <
1

2
,

� ���������� R �= 34 ����� ������	����� l1,1(ϕ) ���������� ���������� �
����������� ��	 0

l1,1(ϕ) =

��
�

�nq

6

�
− 1 ��� R = 0� 1� 2,

� ����������� ��� R = 3,�nq

6

�
��� R = 4� 5;

• ���� indE1 = 1� � ind E2 = 2� �� Ω1,2(mk , ϕ) = {mk+p} = {mr}� � �����
����� ����$%�� �����������0

���nq

6
− p +

1

2

��� <
1

2
;

����� ������	����� l1,2(ϕ) ���������� ���������� � ����������� ��	 0

l1,2(ϕ) =

��
�

� ����������� ��� R = 0,�nq

6

�
��� R = 1, . . . , 5;

• ���� indE1 = 2� � ind E2 = 1� �� Ω2,1(mk , ϕ) = {mk+p} = {mr}� � �����
����� ����$%�� �����������0

���nq

6
− p − 1

2

��� <
1

2
;

����� ������	����� l2,1(ϕ) ���������� ���������� � ����������� ��	 0

l2,1(ϕ) =

��
�

� ����������� ��� R = 0,�nq

6

�
− 1 ��� R = 1, . . . , 5;
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• ���� indE1 = indE2 = 2� �� Ω2,2(mk , ϕ) = {mk+p} = {mr}� � ����� �����
����$%�� �����������0 ���nq

6
− p

��� <
1

2
,

� ���������� R �= 34 ����� ������	����� l2,2(ϕ) ���������� ���������� �
����������� ��	 0

l2,2(ϕ) =

��
�

�nq

6

�
− 1 ��� R = 0� 1� 2,

� ����������� ��� R = 3,�nq

6

�
��� R = 4� 5;

' ���������� ���������� �� ����	��� 	������
 �������
 ����	��� 	�"��� Ω�
���"����� ������� �� ����� ��� �� ����� ���	� 

7���� ����� ���������� �� ����	��� 	������
 �������
 ����	�� E1 � E2�
����� ������	����� �� E1 	 E2 �� ������ ��� [nq/6]− 1 � �� ������ ��� [nq/6] 

;��
��
 ������ ���������� O (C � �����" ��������������� n��������� 

�������	� ���� ����� � ��������"����
 ������"���� 6 1;� M � &�� 	���
������������ n�������	� n � 18 ���� ϕ = qπ/3 � li,j(ϕ) � ����� ������	�����
���	��� D �� 	�������� ��������� ����	� E1 	 	������� �������� �����
	 E2 ���� R � ������	 �� ������� ����� nq �� 6 

• !��� indE1 = ind E2 = 1� � � ���	� mr = mk+p ��������"�� ���"����
Ω1,1(mk , ϕ)� �� ���nq

6
− p

��� <
3

2
,

� ����� ������	����� l1,1(ϕ) ��������� ���� �� ����$%�
 ��������0

l1,1(ϕ) =

��
�

�nq

6

�
− 2,

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
, ��� R = 0� 1� 2,

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
, ��� R = 3,

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
,
�nq

6

�
+ 1, ��� R = 4� 5.

• !��� ind E1 = 1� � indE2 = 2� � � ���	� mr = mk+p ��������"�� ���"��
��� Ω1,2(mk , ϕ)� �� ���nq

6
− p +

1

2

��� <
3

2
,

� ����� ������	����� l1,2(ϕ) ��������� ���� �� ����$%�
 ��������0

l1,2(ϕ) =

��
�

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
, ��� R = 0,

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
,
�nq

6

�
+ 1, ��� R = 1, . . . , 5.
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• !��� ind E1 = 2� � indE2 = 1� � � ���	� mr = mk+p ��������"�� ���"��
��� Ω2,1(mk , ϕ)� �� ���nq

6
− p − 1

2

��� <
3

2
.

� ����� ������	����� l2,1(ϕ) ��������� ���� �� ����$%�
 ��������0

l2,1(ϕ) =

��
�

�nq

6

�
− 2,

�nq

6

�
− 1, ��� R = 0,

�nq

6

�
− 2,

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
, ��� R = 1, . . . , 5.

• !��� indE1 = ind E2 = 2� � � ���	� mr = mk+p ��������"�� ���"����
Ω2,2(mk , ϕ)� �� ���nq

6
− p

��� <
3

2
.

� ����� ������	����� l2,2(ϕ) ��������� ���� �� ����$%�
 ��������0

l2,2(ϕ) =

��
�

�nq

6

�
− 2,

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
, ��� R = 0� 1� 2,

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
, ��� R = 3,

�nq

6

�
− 1,

�nq

6

�
,
�nq

6

�
+ 1, ��� R = 4� 5.

' ���������� 	�"��� �� Ω����"���� ������� �� ����� ��� �� ���
 &�������� 
7���� ����� ���������� �� ����	��� 	������
 �������
 ����	�� E1 � E2�

����� ������	����� �� E1 	 E2 �� ������ ��� [nq/6]−2 � �� ������ ��� [nq/6]+1 

/����$! ���&�#� ;���� D * ���������	� ������ �� WP6� �
�"#�� 
��
�
����" ���������" � 
������� M ����� �	������� 
����������� 4���
����
 ����� ξ(D) ���� ���������� ���� ������� D ;�����


ξ(M) = min
D

ξ(D).

?��� � ��� ����� ������ � �
��� 
��
����� ���������� � 
������� M � ��
������
 ξ(M) = ∞ 4��������� ��� ξ(M) ��	������ "������ ������ ����
"����� M  

;���� ������ � ��� ������ �� WP6� �
�"#�� �����	� �����	� � ��������

��
����� ����������� � 
������� M  ;���� G(m) * ��������� ����� ����
��	 m ∈ M  4�������
 ���������� ����� G(M) ���"����� M ��� 
��
�

�������	� ����� G(m) ���� ����� m �� M  ������ ����� T (m) * ����� ��������
�����	 m ∈ M  4�������
 ����� �������� T (M) ���"����� M ��� 
��
�

����� �������� T (m) �� ���
 ������
 m ∈ M  >������ ����� ai,j(ϕ) * ����
�������� ����� ���� (i, j) 
������� M � �����������"#�� ���� ϕ ;�����


a(M) = min
(i,j)

ai,j(
π

3
).

>�����
 ����� a(M) ������� ��	������� ������ ���"����� M  A
��� 
����
�����"#�� ��������� 
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������� ��� ���� M � ���"����� ������ ������������� ���	���� n�
������	�� ��	���� ��� �� ���� ���	�� �� WP6 � 	�������� ��������� �� �����
����������� ���������� �� M  ����� "������ ����� ξ(M) ���"����� M ����
�������� ���� ����$%�� �������0

ξ(M) � min



G(M), T (M) − 2, n − 2, 2
�a(M) + 1

2

�
− 1

�
.

A� ������	� �	�� ����� � �������	� ������ ����� �������� � ���	 ���
���� � ������ �������	� � ������������	� n���������� �	����"� �����"#��
���������	 

�������	� ��� ���� M � ���"����� ������ ����������� n�������	��
n � 12 ����� "������ ����� ξ(M) ���"����� M ����������� ���� ����$%��
�������0

ξ(M) � 2
� n

12

�
.

�������	� ���� ���� M � ���"����� ������ 	��������������� n����
����	�� n � 18 ����� "������ ����� ξ(M) ���"����� M ����������� ����
����$%�� �������0

ξ(M) � 2
�n − 6

12

�
.

;���� M * ���������	� �	����	� n��������� mk ∈ M * �������� ���
������� p * ������������� ����� ������ � ����������#�� [(n − 1)/2]� � σ
���� −1� 0 ��� 1 4������
 ����� S(mk, p, σ) 
������� ����� �� M ����
{mk−p, . . . , mk+p}∪{mk+σ(p+1)} 1���
 ��������� ��� ���"����� S(mk , p, σ) �����
�������� ����	�� ���� � ������� � mk � ���� ��#������� ����� ����� m ∈ conv M �
��� 
������� S(mk, p, σ)∪{m} ������������ �������� ������� 
��
����� �
��
�� Z� ��� �� �����	� ����� �������� �����
 e� �������� � ����� mk � ������ *
� ����� m� � �������������	� ��������� ����� � ��������� �
����� � �����

e� * � ����� mk±1, mk∓1, mk±2, mk∓2, . . . @��� ��� ���� �
�� Z � /��
 ������
���� 2p + |σ| ������ ����
 ��������� ��� �� ���	� mk ∈ M ��"�� ��������
�����	 ���� ����� z� ���� ��#������� ����� 
������� S(mk , p, σ)� ��� z = 2p+ |σ|�
� 
������� S(mk , p, σ) ������������ ������
 �
�� � �����
 � mk 6����
�����
z� ��� �������� �� ����� mk ∈ M 
��� �	������� ������ �
�� ���	 z� ��	���
���� "������ �������� ���	� mk � ����������� ����� ξs(mk) >������ "����
��� �������� ξs(M) ���"����� M ��	������ 
����
�
 �����	� ���
������
ξs(mk) �� ���
 mk ∈ M  

���������	� ���� ���� M � ���"����� ������ ���	���� ����������
��	� ����� ξ(M) � ξs(M) 

��������������	 ������������� ���� ������ D �
��� 
��
����" ��������
��" � 
������� M � �� ������ ��� ���� ��������� ������ �
�� ��� �� ���	�
��/��
� ���� /���� ���� � ����������� ξs(M) &����� ������
�� ��������� �	�
������ ������������ �� ���������� �������� 
����� ξ(M) �
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������� ����	'���	�/��� ����	6�< ������� ���/�� �������/
�	 ���	� �����/�� �	�	���/��� ,	������ �������

" ��
�	���� ������� �� �	
��	� 
��� �����	� ���������� 
��� n ��	����	�# ������ �	�	��� ������ �������� � 	��� �	���� 
�	 ��������� ������� �����	�! \�	�������� 	
�	���� ��	����
��
�	����	 �������!

)�
�� P = {pi} ( ��������� n ��	����  ε ( �	�	%�����	� �
 
�	# ������� ��� α/2# ��� α = π/n! )�
�� s = (s1, . . . , sn) ( ��	��	�����
�	
���	�������	
�� � ±1! $�	����� ����� mi �	���# �	�������� �
pi �	�	�	�	� �� ��	� si2ε#  ��
�� M = {mi}! )�
�� P ′ ( ���������
n ��	����# 
	
��������� � 
����� ��� 	���%�	
� S1# �� �	�	���
��	�	��	���� P �� ����! ,���	 �	��������
� 
�������� �����!

 ���� ��
� D�	����	 M " �	��	���	� ��+�" ������� �����

���������� n
��	�����	�" 		�������� �� ��������	�� n
��	��

���� P ′!

������������ .������������ ��	�	��	���� M # �	
��	����� �� 
��# ��������
� ε
��������������� ��	�	��	�����	� ���� s!

������ ���5� ���� s � ����	������� �	���	�������	�� ���

�� n = 10k  ����	�	� (−1, 1, 1, 1,−1,−1, 1,−1, 1,−1) � ε � ��	���	��

�	� �	�	�������	� ���	" ���	�" ��	 α/4 � ε < α/2" ��� α = π/n! %	

��� ��� k � 7 ��	����	 M ���+�� ε
�������������	�	 n
��	������
���� s �� ����������� �� 	���� �	�����	 ����������� $�������
�����	�!

$�� � ���� ε ������������� 70 ��	����	� �	���%�� ��
�
! 2!PQ!

]� 
���
��� 2!1* ��������# ��	 �� n � 70 %��	��� �	���� ��	 
��	���	�	 �����������	�	 n ��	����� �	���� � ����� 10! )	��	 
�� ��� �	��������
��� ��	���� �	
���	��	 ��	�����# 
�! �����	%� 
�� 2!PV# ��	 � ��	��	���	� �	�� mk ∈M ������ ����
��� �	
�	�
��� ���� 10# �!�! ξs(M) < 10! \		����
������ �������
���  	����
�	%�	 ���� � T^QW! 3" ���	�� T^QW � ��	���� 2!Pb 
�	� �	��� 
���	�
�������
��	 k � 8!4

��������� >����	� �
� ε�������������	� 
����������� � �������

�
	��� ����
���	 F �
��� ����	������� ������ 
��
����� �
�� ���	 z � 9
������ 
��� �	������� �� �������� �����	 m �"���� ε���������������� n�
��������� n � z + 1 

:��� ���� �	� ������� ��� ��������� �	������������ /������
���� �	����

���� � ������ QRSTUVRSWJR� A��� ������������� �������
� ������� � ������
"#�
 %	����
 ������ ��� (z+1)�
��	� ������	 γ� ������#�� �� ±1� ��� �����	�
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���� $��4� ���	
� ���*�������&�  70�� �&����) ����� �
�&*! *��!���&
�� ���	 	���	��&��	 �������	 �
�
�	�

�	����"��� ���������� ��������"#�� ����
������ �	������� �
�" ���	 z 
$���
 �������� ����������	� ���� G� �����	 �������� * ������	� ������
� ������ γp ���������� � ������� γq ������������ ����� � �����
 � γp�
���� � ������ ���� ���� γp � �	�����	
 ����	
 /��
���
 ��������� � �����

γq � �	�����	
 �������
 /��
���
 %�� ��
���	� 
������	 �����������
��� ����� G �����������"� ���
 ε�������������	
 n���������
� �� ������ ����
��	 �����	� ����� �	������� ������ �
�� ���	 z 4��������� ��� ��� z � 9
������	� ����������	� ����	 �������	 ;�� z = 10 ���� G �
��� ����
��� ���������"#���� ������ �����
 ε�������������	� n���������� ������������
"#�� /��
 �����
� ������"��� ���� �� ����� �������
 ���������� 
��"#�

��������" 

������� :������������ �����/�� �	�	���/��� ���	 �
��'����( ����	6�(� @	��	#���	( ���#�(

" ��
�	���� ������� �� 	�	��� ��	���� ���

���� �	���� 
�	 ��������� ������� �������� 
 ������	� ������� �� 
�����
�����	%������ �	�����	 ��������� 
���� 
 �����! �	�������� 

��� 	
�	���� ��	��� �	%�	 ���� � TV^W  TVYW!

-� ������ 
 �	�	# ��	 	����� 
���
�����	� ������ 
����� �� 
������ 	� 
����� 
���� 
 �����! [���� �	�	���# ��	 �	�����	 �� 
������� 
���&
��� Γ ����� ��� G# �
� G ( ������������� ����
���	�	�	�	 �� ���	���
�	�	 ����
�������! ,���	 ��	����� 
������ 
��	
�� 
��������	 �����%����!

���������	� ���� ���� G � ��	���	���	� �����	 >�������!
%	��� � ������ ��	��� �	�����	 ����������� ��� ���� G!

��� 
����� 
���� 
 ����� ����	� �����%���� 2!Y ��
�� �� ����!
/������# ��

�	��� ���� h�������# 
	
�	��� � ��
� �����# ��
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� �	�	��� 	������� ���# � �� ����� ���	��� � ����� ��	�	 �� 
��# �
! 2!1b! '�� ���# � 
�� ��	��� 	 �	�����	� 
��������# 
�! ����#
���� ��%�� 
��%��� ������ �� ������ 120◦# � ��	
�	� ������ 
�	� ������� ���	�	 ����� ����
� �����	����# �
� ���� �	�	�	�	
�� ������ 120◦# ��	 ���	��	%�	!

���� $��7� +��  ��6 :�
��
�� �
 �	

� ����� 	���	��&�� �
���*�����

" 
�������� ������� �� ������� ��	��	��	� �
�	�� 
���
��	 
���� ��	
�	� �	�����	 �������	� 
�� 
 �����!

��������� $������ �	�	���/��� ����	��6	� ������������-
����( .��(����

$������
� ��� ��	
�	�� 
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��� ����	�	 ������ ��

�	��� 
���� S2(r)
����
� r# 
��������	 ��	%����� � R

3! /��	���# ��	 3
��������4 �� 
���� 
���� S2(r) ����� �� ���	���	� ���

	�	� ������  ����� 2/r2!

" ����
��� ��	�	�	 ������ ��

�	��� ��	������� ��	
�	
�� R92!



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� P*U

S������� R92 � ��� ����	� ��	
����
��� S2(r)/Z2! ��� ��	�	 	�	% 
��
��� �� S2(r) �	��# 
��������� 	��	
�����	 ������ 
�� 
�� S2(r)! g
�	# ��	 ������ ���	�	 R92 ����� ������ 
���� S2(r)
# �����# ����� 2/r2! '��	� ��	�����	� ��	
����
��	 ����� 	�	��� 
���� R92(r)! +	�	�	 ���
��� 
������� ���������# 
�!# �������# TUVW!

$��������	� ��
�� ���� W � �������	� �������	� ����

�	�	 ��	�		$����� �	�	���	� �	�	�������	� �������� 2/r2! %	���
W ��	�������	 ��� ���� S2(r)" ��� �������	�� ��	������	�� ��	

������� R92(r)!

�����# ��

�	��� ��������	�����# ��������� �� ���� ����	�	�
e  f #  
���� � ���	 ��������� ��������� �	�����	
�� �	 
�	 
�� aba−1b−1! /��	���# ��	 �	
���	��������� ����� 
�	�� 
		����
� 
���� �	
���	��������� 
�	�	��� ��

��������	�	 ��������	������#
����� 	����	��� ����� 
		����
����� 
��������� 
�	�	���! )�
��	� ����� �	��	��
� � ���
 ������ 
������# �
� 	������� 
	 
	����
������� 
�	�	�� ��	��	�	�	%�� ������	� ������� 	������
�	����� ��������	������ 3�
�	# ��	 ��%��� ���� 
�	�	� �	%�	 
��� 
�� �	��	 ����� 
�	
	���# ����� ���	� �	������	�	 
�	
	�� �	%�	
	
���
����# ����� 	������ ��� 
�	�	�4! )	�������� � ����������
�	�����	
�� ������
� ��������� ��	
�� �	�	�# �	�	��� �� �����
	�	������� T 2(e, f)! R
� 
����� ��������	����� �	 
�	�� aba−1b# �	
�	����
� ��	
��� ������� .�����# �	�	��� �� 	�	����� K2(e, f)!
]���� ��
�	 
������� ���������# 
�!# �������# TUVW!

$��������	� ��
�� ���� W � �������	� �������	� �����	�	
��	�		$����� �����	� ��������! %	��� W ��	�������	 ��� �������	

�� �	�� T 2(e, f)" ��� $������ (����� K2(e, f) ��� ���	�	��' ����	

�	� e � f !

)�
�� ������ Pg ( ���	�	��� 4g ��	���� ��� ���	�	�	�	 g > 1!
S�
�	�	%� ��	 �� ��	
�	
� ,	�����
�	�	 ������ k < 0 ���# ��	��

�	�	�� ��	 ��� 	������� ������ � 
��
�� ,	�����
�	�	# � 
����
���	� �������
� 2π 3	�����# ��	 ��	 �	%�	 
������ ��	�� 
�	
	 
���4! "����� 
�	�	 w = a1b1a

−1
1 b−1

1 · · · agbga
−1
g b−1

g  �����	�	%�#
��	 
�	�	�� ��	�	��	����� Pg# 
		����
������ 	����	��� ������#
����� ��%�� 
	�	�! \���� ��������� �	�����	
�� �	 
�	�� w# �	�� 
�� �	�����	
�� �	�� g# ��������
� ������ ����	��� ��	�		��� 
��� �	
�	���	� 	���������	� ������ k! '��� �	�����	
� �����
	�	������� ����� M2

g (k)! ]���� ��
�	 
������� ���������# 
�!# ���� 
���# TUVW!



P*Y ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

$��������	� ��
�� ���� W � �������	� �������	� 	����

������	� �����	�	 ��	�		$����� �	�	���	� 	����������	� ������

�� k! %	��� W ��	�������	 ���	�	�	� �	���'�	�� M2

g (k)" g > 1!

" 
������� �������� �� �������� 	������	 ��%��� � 
������
 ������� �	���� ���

����� ��������� �	�����	 ���������

���� �� �	�����	
��� �	�	%�����	�  �����	� ������!

��
���  ����/�� �	�	���/��� ���	 �� '����-�����-
'��������( '����	���/��( ��	�	���

" ��
�	���� ������� �� �	��	
��� 	���� �
� ��������� �	�����	
��������� 
�� �� ��������� �	�����	
��� �	
�	���	� �	�	%���� 
�	� ������! .�� �%� 	������	
� ����# �
� ���� �	�����	
� 
���
� 
���� S2(r)# � ��	������� ��	
�	
� R92(r)! 5�����# ��	 ��

�����# 	�������
� �����	� ������# ��	%�
��	 �
�� �	�����	
��������� 
���� ���� 	���  �� %� 
��������0 � ����	# ��%��� �	 
�����	 ��������� 
��� �� 
���� S2(r1) ����������
� � �	�����	 � 
�������� 
��� �� 
���� S2(r2) �	� ���
���� ��
��%��� ��	
���� 

��� R

3 � r2/r1 ���! c���	����� ���������# 	�����	# ���� ��
�	 
��� �	�����	 ��������� 
���� �� ��	������� ��	
�	
���! )	��	��
� ���������� �� ����� �����	������# ��	 ��

���������� �	�����	
��������� 
�� ���	���
� � �� 
���� S2(1) �����	�	 ����
�#
�	�	��� ����� 	�	������� ��	
�	 S2# � �� ��	�����	� ��	
����
���
R92(1) = R92# �	������	� ����	������ 
���� �����	�	 ����
�!

/����� 
 	�
��� ���

���� ��������� �	�����	 ������ 
��� 
���� �� S2!

��
����� "�������� �����/�� �	�	���/��� ���	 �� �9���

,	�����	 ��������� 
�� �� 
���� S2 ��� �	��	
��� 	�
� 
�� +����
	� � ��	 ���	�� T*bW! \�� +����
 �� �	������
� � T*bW ��� 
��	� `�	�����	 ��������� 
���a! $� ����� ��	�����
�� 
�� 

`	����	�	 �
��	�����a �������! ]� ��	��� 	 �	�����	� 
���� 
���� �	�����	 ��������� 
����# 
�! ����� 1# ��������# ��	 ��%���
��������� �	�����	 ��������� 
��� �� ���	� ��	�		���� ���� 

������� 
	�	� � ��������� ��	�����
���# � ��	�����
��� 
���#

����� ����� �	�	�	� ����� ����# ����� ��	� ��%�� 
������� 

� � ������ ������ 
�� ����� 120◦ 3�	��	�� �
� ������ ���	� 
��
`�
��	��� 	����	�	a4! '��� 	����	�# ������ 	�
��� ��������� �	 



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� P*2

�����	 ��������� 
���� �� 
���� ( ��	 ��
���� 
����� ������	�
+����
	� �����!

" ����
��� ����	�	 ���� �� 	�
�� ��������� �	�����	 � 
�������� 
���� �� 
���� �	%�	 �	
�	���	����
� ��	���	� e��

�&
[	���# � �	�	�	� ��������# ��	 
���� ���	� ��	�����
�	�	 n ��	�� 
��� �� 
���� �	����# ��� π(n− 2) �� ��	���� ��	�	 ��	�	��	�����!
$�
��� ����	 ����
�# ��	 ��	�	��	����# �� �	�	��� �	�����	 � 
�������� 
��� �������� 
����# �� �	��� ���� �	��� ��� �����!

�����# �	�����
� �	����	� Z����� ��� 
�����
�� ����	�# �	%�	
�	����� �	������ 
�
	� �	��	%��� �	�	�	���
�� ��	� ������ 
��� �	�����	 ��������� 
���� �� 
���� 3	��������
�# ����
� �	��	
12 ��	� ���� 
����4!

/��	���# �	�����
� ������ ������ 
�����
�	� ��	����#
�����	%����� +����
	� T*bW# �	%�	 �	������ 
�������� ����� 
������ ��	����!

������ ���
� C� ��������	� �������	� ���� � ������ �	�

�	 10"  �	��	��� �	 ��	������" ��������' �	�����	 ����������'
����! %��� ���' ���� ��������� �� ��! ?!)H!

���� $��0� ���� *�	������ ����&� 	���	��&��� �
�
� �� ���������� �6
�
�
�



P** ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

��
���
� "�������� �����/�� �	�	���/��� ���	 �� R92

$���� ������ ��������� �	�����	 ��������� 
�� �� ��	�� 
����� ��	
����
���� �	
�	���	� �	�	%�����	� ������ k! .�� �%�
	������	
� ����# �	%�	 
�����# ��	 ������ k ����� 1!

)�
�� π : S2 → R92 ( 
���������� ��	����# 
��������� ����� 
�����	 ��	��	�	�	%��� �	�� 
���� S2! $�����	# 	�	���%��� π
������
� �	�����	� �	������! R
� Γ ( ��������� �	�����	 �� 
������� 
��� �� R92# �	 π−1(Γ) ( ��������� �	�����	 ���������

���
 �� S2# �����	����� � 
��� �� ���������	� 
����� 	��	
 
�����	 ������ 
���� S2! $�����	# �
� Γ′ ( ��������� �	�����	 � 
�������� 
��� �� S2# �����	����� � 
��� �� ���������	� 
�����
	��	
�����	 ������ 
���� S2# �	 π(Γ′) ( ��������� �	�����	 �� 
������� 
���� �� R92! ]���# ��� �	�	 ��	�� 	�
��� �
� ��������� �	 
�����	 ��������� 
�� �� ��	�����	� ��	
�	
� R92# �	
���	��	
	�
��� �
� ��������� �	�����	 ��������� 
�� �� S2# �����	�� 
�� � 
��� �� ���������	� 
����� 	��	
�����	 ������ 
���� S2!
)	������ 
������� ���������!

������ ����� C� ��	������	� ��	�	�� R92 � ������ �	�

�	 3"  �	��	��� �	 ��	������" ��������' �	�����	 ����������'
���" �! ?!)F! 3�� ��� ������� 	$������ ��� ��������	� ��	��

��� π : S2 → R92 ����� �' ���� �� ����. ���" 	$��� �	�	�	� � ��

������� ��	���������" ���" ����������	����	� 	��	������ 	�	

�	� ��$�" � ���" ����������	����	� 	��	������ 	�	�	� �	��������!

" 
������� ���� �������� �� ���� ��������� �	�����	 � 
�������� 
�� �� ��������� ��������� �	�����	
��� �����	� �� 
����! .�� ���	 	������	 ����# ���� �	�����	
� �	��� ���� ��	
�	���# ��	 �������� .�����! /����� 
	 
����� �	�	�!

�1���� ���
����� ����� π : M → N * ����������� ���	���� Γ: G → N *
������ ������� ���� � V * 
������� ����� ����� G ;������
 7����#�	�8
���� G′ � 
�������
 ����� V ′ = π−1

�
Γ(V )

�
� ������� �����	 x, y ∈ V ′ �����


����� � ������ ������ ����� π(x) � π(y) ������"��� �����
 γ ���� Γ� � �������
γ′ ������ γ� ����"#���� � x� �������� � y ;������ γ′ � ����"� ����� ����
π−1(Γ): G′ → M  

�;���� π : M → N * ����������� ���	���� ��������� ������� Δ� ��������
"#�� � M � � Γ′ : G′ → M * ������ ������� 7����#���8 ����� ���������
���������� �������� �����	 Δ K������ ����������� ���� ��������� �������
���� �������� �����	 Δ � ����� G′� ����������� � ��������
 � M  N����������
G′/Δ �������
 ����� G ?��� ν : G′ → G * ���������� ��������� ��� ��� �����
������� ������� ��������� 7����#���8 ���� Γ: G → N � ������ ��� Γ◦ν = π◦Γ′ 
&���" ���� Γ 
	 � ��������� ����� π(Γ′) 



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� P*V

���� $��2� ���� *�	������ ����&� 	���	��&��� �
�
� �� �>2�

��
�
� �����	9	��6	� ��������- �	�	���/��- ����( ��
'����	- ����-

" 
����� 
���  ��	������� ��	
�	
��� �	
�	���	� ������ 
� 
��
����� �	��	 	�� ���

 �	�	�� ���� ����	��� ��	�		�����!
'�� ��� �	�	�� �� ������ 
�������� ��	%�
��� �
�� �	�����	 �� 
������� 
����# �	 �
��
�����	 ���

����� ��	�	��� 
 �	��	
���
�	 �	�	��! " ���������� �� ���	�� � ������ 	�
��� �
�� ������ 
��� �	�����	 ��������� 
���� �� 
��������	� 
���� �����	�	
����
� 3��	�����	� ��	
����
���# �	������	� ����	������ ���	�

����4!

" 
����� ��	
�� �	�	� ���%� 	��������	 �	�	��#  	�	 ���%� �� 
���	�� �	�����	 ��������� 
�� � �	�����	 ���������! $����	
�� �	�� 
���
����� �%� �������������
�	� 
����
��	 ���

	� �	�	 
�� ��	
�� ����	��� �����! Z�	 ���	�� � �	��# ��	 
����� ��
�	�� 	��������
� ����	�	 �	����# ��� �� 
���� � ��	�����	� ��	
 
�	
�! $��������
�# �� ���	�	���� �	��� �
�������
�# �		��� �	�	��#
�	�����	 ��������� 
�� ����	�	 �	�	�	���
�	�	 ���!

$�����# ��	 � 
����� 
��� �� 	������� �	�	�� ��� ���	��� 
�	����# �����	����	� �� 
���� 
	�������� 	������� 
%�� 
��v��
��%���� �����	�� ��	
����
���# � �	�	�	� ���� 
���� ��
 
�	�	%���! "	 ��������� ������� ��	 	��������� �	%�	 ���� ���!

������������ ��� ����	��� ����� �� ����	� ��	�		���� �� 
�	��� �	�	$����# �
� �	
�� ���	%��� 	��	� � �� �� �	�
�����
������
� �	�	�	���� �	%��
�����	�� 	�	���%��� ����	�	����
��	�	 ��	�		����� �� 
���# �������
� �	������ �	�������� ��� 
��!



P*^ ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

��
�
��� )'	���	� '����	- ����	� �� ��������- ����-

/��	���# ��	 ������ �� ����	�	� �������	� ��	�		���� W
��������
� ��	�	�# �
� � 	���
��	
� ��%�	� �	�� P ∈ W 
��� 

����� ����� 

���� �		�����# ��	 � ��� ������ �� W 
���	��
�
�	
�	���	�  �����	�	�!

)�
�� T 2 ( ���	�	��� �	�! $���� ���

� �	�	���� ��	
�� ��� 
�� �� �	�� T 2! d�
���� � ������ 	��	������ �	�	�	�� �	�� ���	 
�	��� ���
 (h1, h2)! '	��� �
� �� �	�� T 2 ��
�	���� ��	
��� ��� 
���# �	 � ���

�� hi �	%�	 ������� 	�����	������ ��������� ��	 
�����
��# �������� �	� �	 �	�	��� �� �	���� 	�����	������
��������	����� 3	������� ��������	������ ������
� �	����	� ��� 
����	� ���
� (h1, h2)4! Z�	� ��������	����� ��������
� ���	�������
��������	�����	�!

$��������	� ��
�� 2�� ��	��' ������� �� �	�� T 2 �	�	$��"
��� � �	���	 ��� �' ���	������� ��������	������ 	����������	
�	�	$�� 3�!�! � ������ 	'����� �� 	��������� �	�	$��" �����	

�� �� 	��� �� ��' � ����	�4! %���� 	$���	�"  �	��	��� �	 �	�	$��"
��	��� ������� �� �	�� T 2 �	��� $��� ������ 	�������	������
��������	�����	�" �	�	������� ���	� ����	�	� (e1, f) �� �������

�	� ������	�	� ��	�	�� R

2" ��$����	� ������	���� �		�������

��" ��� e1 = (1, 0)" � f � ��	���	����� ����	� �� ���'��� �	����	�	

��!

" ���������� �� ����� 	�	������� ��	
�� �	�# ���	���
�� �� 
������	����� �	�	�	�	 �	�	%��� ����	��� e1  f # ����� T 2(f)! '��
���# � 
		����
�� 
 ����
��������# �� �	�	���� �	��� ���������
�	�����	 ��������� 
�� �
��	��� 	����	�	# �� 	������
� ��
 

�	������ �	���	 ��	
�� �	�	� ��� T 2(f)!

��
�
�
� ���''� ���	���< ��1���� 	 ��	������/��� ������	�
'������� ����

)	
��	� ������ ��%��� 	�6����# 
		����
������ ��	
�	�� �	��
T 2(f)# ���������� ������	�  �����	� 
���	� ��	�	 �	��! $�������
������ ����	� Gf �	�� T

2(f) ��� ������ 
���	� �� ���	�
������
������� �	����� ����	�	� e1  f ! $�����	# Gf ≈ Z

2! )��� e1#
f 
���	� �� ����	�� e1  f # 
		����
�����	# ���	��� ���	�������
$���	� ������ Gf !

-�	%�
��	 �	��� ��	
�	
� R
2 ��� αe1 + βf # ��� α  β ( ��	 

��	����� ����� �
��# �!�! 	���� ������ �		����� �	� ���
����



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� P*Q

������ Gf # ���	��� ��+���	� �	�� T 2(f)  ����� 	�	������� ����� Lf !
$�����	# ������ �	��� T 2(f) 
		����
����� ������ ������ 
���	�
 ������ ������! '�� %�# ���  � 
����� ������ Gf # ���� e1f ���	���
���	������� $���	� ��+���� Lf !

e����� 
���	� �	�� T 2(f) �	��	���� �	
��	�� �	�����	 �	��� 
���	� ������� πf : R

2 → T 2(f) ��	�	 �	�� �����	�	� ��	
�	
���#
��������	� ������������ ���������! c ����	# ��
�� x′ ∈ R

2 ( ��	 
��	����� �	��� ��	
�	
�! '	��� 
���
����� ���� �
�� a′  b′# ��	
x′ = a′e1 + b′f ! )	�	%� a = {a′}  b = {b′}# ��� {c} 	�	������� ��	� 
��� ��
�� ����
�����	�	 �
�� c 3���	���# ��	 ��	���� ��
�� {c}#
�	 	���������# �	�	%������4! g
�	# ��	 �	��� x = ae1 + bf ��%� �
���	���
�	� ��������	������ �	�� T 2(f)# �!�!# ������
�# � 
��	�
�	��! '	��� x# ��

���������� ��� �	��� �	�� T 2(f)#  ������
� 	��� 
�	� �	�� x′ �� 	�	���%�� πf ! ,���	 �����# ��	 �	���� ��		����
�	�� x �� �	
��	���	� 	�	���%�� πf 
	
�	� � �
�� �	��� ��	
 
�	
� R

2# 	�������
� 	� �	�� x′ 3 ���� 	� �����4 �� ����	� �
������ Lf 0 �
� y  z ( ��� ��	��	����� �	�� � π−1

f (x)# �	 
� 
��
����� h ∈ Lf # ���	�# ��	 z = y + h! $�����	# ��� ���	�	 h ∈ Lf 
���	� �	�� y ∈ π−1

f (x) �	��� z = y+h ��%� � π−1
f (x)! '��� 	����	�#

�	���� ��		���� π−1
f (x) ��	��	���	� �	�� x �	�� T 2(f) �	������
�


���	� ������ Lf �� ����	� x!
)�
�� Γ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� ��	
�	� �	��

T 2(f)# � πf : R
2 → T 2(f) ( �	�����	 �	������	� �����
����	� �� 

�����! )�
�� Γ′ = π−1
f (Γ)! ]� ��	���� 	 �	�����	� 
�������� �	���� 

�	 ��������� 
���	�# 
�! ����� 1# ��������# ��	 Γ′ ����
������� 
	 
�	� 	�	������� 
���# 
	
�	���� � ��
�	����	�	 �
�� �����&	�����	�#

�������
� � ������� ��	� 
�� �	� ������ 120◦ �����! )	��	��

��� Γ′ �������� ��	
�	
�� R

2 �� ��
���	���� 
 ����� �	 120◦#
�	�	��� ��� %�# ���  � πf  	����� �� �	��# �� ����� �������� ����

����! g
�	# ��	 	�	������� 
��� Γ′ �	%�� ���� ������� �������	� 3���
��� 
����� �
�� �� ����� ����� ����4 �	�����	 �������	� 3� 
��
���	����� �
�	�� ��	���� 	 �	�����	� �
��	�
��� �	�����	 �� 
������� 
���	�4 
����! -� �� ����� �������� ��	�� ��
�	������
�	�����	 ��������� 
����# ��� ��� ��	 ���	�� �� ���� ��
�	����
�	�	����! $����	 � ����������# ��� ��� ��	�
��� ��	%���# ��
����� �������� 
���# ���������� ��	
�	
�� 3��� %�# ���  
��� Γ′4
� 	�6������ ��
���	����	� 
 ����� �	 120◦# $��	����	� ������

�	� �	�����	 ���������	� ���� �� ��	�	��! )� ��	� �������
��	
�	
� 
���� Γ′ ����� �������� ��������# �	�	������� ������

�	� �	�����	 ���������	� ���� Γ � T 2(f)!
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�� ���
�

\��� Γ′# 	�����	# 	������� 
������� 
�	�
��	� `���	���	
�a0
	�� ��������� 	��	
�����	 
���	� �� �������� ������ 
���	� Gf

�	�� T 2(f)! $�����	# �
� ���	�	��� ��
�	������ ��������� �	�����	
��������� 
��� Γ′ �� ��	
�	
� R

2 ��������� 	��	
�����	 
�� 
�	� �� �������� � Gf # �	 	���� Γ 
�� Γ′ �� ��	��� πf ������
�
�������	� �	�����	 �������	� 
���� �� T 2(f)! '��� 	����	�# �� 
���� 	�
��� ��������� �	�����	 ��������� 
���� �� �	�� T 2(f)

�	��
� � 	�
��� `���	�����a 3�	 	��	���� � Gf 4 ��
�	������
��������� �	�����	 ��������� 
���� �� ��	
�	
� R

2!

��
�
��� ������� ������	#���	�

'�� %�# ���  � 
����� 
���� S2# �� �	�� ����
� ��������� �	 
�����	 ��������� 
��# 
	
�	��� � 	��	� ������  	��	�	 � 
������	�	 �� �����! '��� 
�� �� T 2(f) ����	 	�
���0 � ���

�
���	����	��	� ����������	
� ���

������
� ����� �����	
��	
��� ����� �
�� (p, q)# q > 0! )� ��	� ��%�	� ���	� ���� 
���� 

� � 
		����
��� ���

 ���	����	��	� ����������	
� 
��# 	����
�	�	�	� ( ��������� ��	�����
���# �	��������
� �� ��	��� πf �
����	�# ����������	� ����	�� pe1 + qf !

 ���	
��(�� ��� �������������� !���
��� �����	
� ��
����	�


�� ��� 
� ������� ���� ��������"�4�� ����
��� � !���
���

"����!�������!

_�	���� �	����� ��� ���

���� ��������� �	�����	 �� 
������� 
���� �� ��	
�� �	��� ������
� �	���� 
����	� ��	��� 
��
�	�! /��	���# ��	 �	� T 2(f) �����	������
� 	�����	������!
)�
�� Γ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� T 2(f)! "������
��	��	���	� ����	 I 
�� Γ  	�������� ��	! [���� ������
� �	
I � �	�	%�����	� ��������� �	 ��� �	�# �	�� �� ����� � �� 
������� I ������ V ! ]� ������ V ���	��� ��� ��� ����� 
�� Γ#
�	�	��� �� 	�	����� ����� Il  Ir � ���
�	
� 	� �	�	# � �����

�	�	�� �� �	������# ������	 � �����	# �� �����	�� 
 ����� I ��
	��	 � ��� ����� 3
������ 
 	���������� �
�� ������� ��	
�	�	
2 ������4! )����	�	%�# ��	 �� 
������ �����	! '	���# ��	�	�%�
��%��� �	 ����� Il# �� �	���� �	 ������ 
�� Γ# � �	�	�	� � ����
��������� �� ����� I ′l  I ′r# 	������ 	� Il# ������� ����	 I ′r # �	��� 
��� ������	# ����� ��	�	�%��� ��%��� �	 I ′r! " 
�������� ������
�� ��	�� 
������ �����	! ]���# ����� ������
� �	 
�� Γ# �	��������	

�	������ �	 ������	# �	 �����	# �	 ��� �	�# �	�� �� �	����� � 	��� �
�%� ��	������� ����� 
�� Γ! " ���
�������	
�# ��� ����	 ��	�� 



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� PVP

���# �� ������
� � ��������� ������ 3	�����	����	�	4 ����� I!
)	�������� �	�����# 
	
��������� � ����� 
�� Γ# ���	��� ������

�	� ����	� ��	�������	� �� �	�� T 2(f)# � ��	��	����� �� 
������
��
�� ( ��	
�	 ����	� ��	�������	�!

)�
�� πf : R
2 → T 2(f) ( �	�����	 �	������	� �����
����	� �� 

�����# Γ′ ( �	����� 
�� Γ �� ��	
�	
�� R
2 
 �	�	��� ��	��� πf 

γ ( ��������� 
������ ��	�����
��� � Γ! )�		���� π−1
f (γ) 
����	� ��	 

�����
�	� γ �� 	�	���%�� πf 
	
�	� � 	�6������ ��
�	������
�	����� 3�	�����# ����� ��
�	����	� �
�	 �������4# ��%��� �
�	�	��� �	%�� ���� ��

�	����� ��� 
������ ��	�����
��� � Γ′! ��� 

�������	# ����	 �����# ��	 �� ��%�� �	 ��%�	� ���	� �	���	�
�� �	��������	 
�	������� � �� ������� �	 �����	# �	 ������	! )	 
�������� 
������ ��	�����
�� � 
�� Γ′ �� ����� �������� �������
�������# � ��%��� 
������ �	��	����� � 
����	� ����	� ( ��	
�	
����	� ��	�������	�!

\������ ��	�����
�� �	%�	 	��������  ����	�	 �	 ����	��!
��� ��	�	 ���	���� ��	%�
��	 ����� 
�� Γ′ �� �� ���

� ��������� 
�	
�# 	���
� � ��%�	�� � �� �����	 ������������ �����! ,���	
�����# ��	 ����� 
�� Γ′# 	��	
���
� � ������ ���

�� ����������	 

�# �����	���
� ��	����� πf � ������ ����� 
�� Γ! /��	��� ���	�
����������	�� ����� 
�� Γ 	���� ���

� ����������	
� ����� 
��
Γ′ �� ��	��� πf ! '��� 	����	�# �� ���%� ����� ����� 
�� Γ ��
�� ���

� ����������	
�!

/��	���# ��	 ����� � ����� ��������
� 
������ �	�����# 
�����
����� �	�	�	�	 �� ����	
�	��� 2!

������������ )��� γ � 
�� Γ 3
�� Γ′4 ���	��� ����	� ��	������

�	�# �
� ��	 ����� �������%�� �� �	��� ��� ���� ���

�� ��������� 
�	
�! -��
������� �	 �������� 
������ ��	�����
�� � Γ ���	���
����������# � � Γ′ ( ������� �������!

$�����	# ��������� 
������ ��	�����
��  
������ ������ � Γ
 Γ′# 
		����
�����	# �� ���� 
��	����
�����! [	��� �	�	# 	���� ��
��	��� πf ��%�	� 
����	� ����	� 
�� Γ′ �
�� ���	�	��� ���������

������ ��	�����
��� � Γ!

7�	�� �	��	
��� 	���������	���� ���

 ���	����	��	� ����� 
�����	
� �������	� �	�����	 �������	� 
�� Γ �� T 2(f)# �	
�� 
�	��	# 	��������
�# ���� ��	����� 	 ���� ��	��	����� ����
� 
�����
� ��������� 
������ ��	�����
�� � Γ! Z�� 	�6�
����
�
��	��	� �%� 	���������!

S�

�	��� ��	��	���	� ����	 I 
�� Γ! g
�	# ��	 ����� ����	 I
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�

��	�	�� �	��	 ��� ��������� 
������ ��	�����
��# �	�	��� �� 	�	 
����� ����� γ1  γ2! $�������� ����	 I# ��	 ����
� ��� 	�������

������ ��	�����
�� γi! )��� γ1γ2 ��������� 	�����	������ 
��� 
��� ��	�����
�� ���	��� $���	� ��� Γ!

$������� 
		����
������ 	�6��� ��� 
�� Γ′! )�
�� A  B (
���� ����� 
�� Γ′# � Gf ( ������ 
���	� �	�� T 2(f)! "����� A 
B ��������
� Gf 
��������������# �
� 
���
����� 
��� τ � Gf # �� 
���	���� A � B! \������ ��	�����
��� � Γ′ ���	��� ����	�����	�#
�
� �� �	������ ������ Gf  �����������! )��	���
��� 
������
��	�����
��� � Γ′ ���	��� ������	���	�# �
� 
��� �� ���������
����� ��� Gf  ������������ �� �	������ �������! " ��	���	�

����� ����� �������� ���	���
��� 
������ ��	�����
��� ����	

���	�!

)�
�� V ( �	������ ������ 	�����	����	�	 ����� I# � O ( ��	 
��	����� �	��� � R

2# �����# ��	 πf (O) = V ! [�� 	�������� 	���	 

� �	%�	 
�����# ��	 O 
	������� 
 �����	� �		�����# ���	 �
����
�	%�	 �	���
� 
 �	�	��� ���	�	�	�	 
���� �� �	�� T 2(f)�!

)�
�� I ′ ( ���
�����	� ����	 
�� Γ′# ���	����� � O  ���	�#
��	 πf (I ′) = I! )�
�� γ′1  γ′2 ( 
������ ������# ��	�	���� ����� I ′!
'	��� O ������
� �����	� 	��� ��� 
������ ��	�����
��! $� 
������� γ′1  γ′2 ���# ��	�� O ���� �	����	� �	��	� ����� I ′! 7�
��

����	� ��	�����
�	� γ′i# ���������
� � O  ����� � �	�	%���� 
�	� ���������# ���	��� ������ ���	�  �����	� � O  	�	�����
����� γ̃′i!

)�
�� Ai ( ������# 	������ 	� O# ������ 
����	�	 ���� γ̃′i 
���
��� ��	 �����# �	�	��� Gf  ����������� O! '�� ��� O ∈ Lf # �	 Ai (
��%����� � O �� γ̃′i �	��� ������ Lf ! $�	����� ����� γ′i ���� 
�	���� 
������ ��	�����
���# ��%���� ��%�� O  Ai! g
�	# ��	
πf (γ′i) = γi! $������� �������	� 
����	� ��	�����
�	� γi �	�	%����
	������� �� γ′i! $�����	������ �����	���� 
������ ��	����� 

��� � Γ′ ���	��� $����	� ����	� ��	�������	� � Γ′# 		��������

 �� γi! )� ��	� �	��� Ai ����� �������� �	��	� $����	� ��	������

�	� γ′i# � �	��� O ( �����	� γ′i! )��� γ′1γ′2 	�����	������ ���
���

������ ��	�����
�� 
�� Γ′ ���	��� $���	� ��� Γ′# 		�������

� �� $���� γ1γ2 ��� Γ!

�!���� � ���� 
���� �	�� �������� ��� ?��� τ ′ * ���������	� ����� � �2�
�� ��������� ���
����� τ ���� T 2(f)� ��������� τ ′� ��	������ ������� ��
���� % ���
 ���� ���
����� τ �������� ���0 τ(x) = πf (τ ′(π−1

f (x)))� ��� x * ����

�������� ����� �� T 2(f) 
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���� PVU

��
�
��� 	' ���	

" ��
�	���� ������ �� 	������� ��%��� ���������
��� ����� 
���
��� 
�� Γ# ��� ���������� ��# � ������� �	�	�	�	 ��  �����
��	�	��� ���

�����!

)�
�� γ′ ( ��	��	����� ���	���
��� 	�����	������ 
������
��	�����
��� 
�� Γ′# �	��� A ( �� �����	# � B ( �� �	���! )�
�� τ (

��� � Gf # �����	���� A � B! S���	%� τ �	 ���	���
�	�� ���
�
e1f 0 τ = pe1 + qf !

������������ )��� (p, q) ���	��� ���	� 	�������	����	� ����	��

���	� ����	� ��	�������	� γ′!

$�����# ��	 ��%��� ���	���
��� 
������ ��	�����
��� 
	
�	�
� ����	�	 �
�� �����!

������������ 7
�	 ��� �����# 
	
�������� ���	���
��� 
��� 
��� ��	�����
���# ���	��� ����	� ��	� 
����	� ��	�����
�	�!

]���� ��
�	 
�������� ������
�	� �����%����!

���������	� ���
� ���� γ′ � 	�������	������ ����	�������
������ ��	��������� ��� Γ′ � (p, q) � ��� γ′! %	��� γ′ 	$������
����� ��� �	������!

• ,������ ��	��������� γ′ ������	���� �	��� � �	���	 �	���" �	

��� (p, q) � ���� ������	 ��	��' ����!

• ,	������������ ������	����� ������ ��	��������� ����� 	�

�� � �� �� ����� � 	��� � �	� �� ���!

• 2�� ���+��� ������	���	� ����	� ��	�������	� γ′ �������
Gf 
�������������� �	��� � �	���	 �	���" �	��� 	�� � �	������
���+��� � γ′!

• %�� � ����� ����	�����	� ����	� ��	�������	� ������  	�

��� � ��� �� �	�	��������� �	���������	� 		��������

�	 ���� � ����� ������	���	� ����	� ��	�������	� �	�	 ��
�����������! %	����" ��� γ′ � ����	������� ������ ��	������

��� ���� (p, q) � ����� m" � γ′ � 	������������  γ′ �����

�	����� ������ ��	��������� ���� (p, q) � ����� m" �	 � �

����� ���	� �	�	�������	� ���	� ���	 k" ��	 p = kp" q = kq
� m = km!

]� �����%���� 2!P1 �������� 
������� ��%��� ���������! )�
��
γ′1γ

′
2 ( ���
 
�� Γ′# � (pi, qi) ( �� ���
�	� 
����	� ��	�����
�	� γ′i!



PVY ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

$�����# ��	 �
� Ai ( �	��� 	�����	����	� 
����	� ��	����� 

�	� γ′i# �	 Ai = pie1 + qif # �!�! �� (pi, qi) � ����	� 
����� 
	������� 

�		������� �	�� Ai � ���	���
�	� ���
� ������ Lf �	�� T 2(f)!

���������	� ����� C��$	��+�� 	$ �� �������� ���� (pi, qi) ��

��� 1!

5����� �	�������� �
�� (pi, qi) � ������ M =
(
p1 p2

q1 q2

)
=(

p r
q s

)
 	�	����� ����� m1 = m  m2 = n ���� ���
��� ��	 

�����
�� γ′1  γ′2 
		����
�����	!

������������ '�	��� (M,m, n) ���	��� ���	� �������	� �	�����	
���������	� ��� Γ � ���
� γ1γ2! )� ��	� ������ M ����� ���� 
���� �������� ����# � �
��m  n ( 
		����
�����	# �	���	��������
 ������������ ����	����! '� %� �����	�	�� �� ����� ��
�	 ��
 
��	
�������  �� 
��� Γ′ 
 ���
	� γ′1γ

′
2# 
		����
������ γ1γ2!

\�������� �����	%��� ������
� �������� � ��	� ��	� �� 
������� �	�����	 ��������� 
���� �� ��	
�� �	���!

$��������	� ��
!� %��� $�����' �����' ��	��������' ����

��� ������ ������	 ��	��' ����! D������ ����" �	 �	�$���
�	�	�	� �	�� ���� $�����' �����' ��	��������'" �����	�����!
I	���	�������� � ������������ ����	�� ������ �� 	�����������
������� ����!

\�	�
���# 
�	�����	������ � �����	%�� 2!1V# ���� � 	
�	��

��������	 	���������!

������������ '�	��� (M,m, n) ���	��� �	�����	�# �
�

• M =
(
p r
q s

)
( ���	�
������ ������ 
 ��������� 	�������� 

��� Δ# �����# ��	 ���� (p, q)  (r, s) 
	
�	�� � �����	 ��	
���
�
��X

• m  n ( ����� �	�	%������� �
��# ������� Δ!

'��� 	����	�# �� ��%�	� �������	� �	�����	 �������	� 
� 
� �� ��	
�	� �	�� T 2(f) 3� ��%�	� ���
� 
��4 ������
� �	��
��	�
��	��	�! -� �	��%��# ��	 ����	  	�����	� �����%����# � ����	0
��%��� �	��
���� ��	��� ��������
� ��� �� ���	�	�	� �������	�



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� PV2

�	�����	 �������	� 
�� �� ���	�	�	� ��	
�	� �	�� � ���	�	�	� �� 
�
� ��	� 
��! [	��� �	�	# ��� ������
� ��������� ��������� �	 
�����	 ��������� 
����0 ���	����	��	 ������������ 
�� ����
	����	��� ��� 3	���� %�# � ���	�	��� ���
�� ��� 
����4! )	��	��
�	��
���� ��	�� �	%�	 ���	 �� 
�	���	���� ��� ���

����!
$����	 
������ �� �����
� 	� ���
�	
� ��� 
�� 	� �� ���
�!

��� ��	�	# ����	�# ��	 �� 
������# ( ��	 ��	���	�� ���
��� 
� 
����� ��	�����
�� γ1γ2 ���# ��	�� 	���������� ������ ��� ���
�	�	%�����! " ���������� �� �
���� ����� 
�����# ��	 �
�	�� �	 
�	%�����	
� 	���������� ������ ��� ���	����	! )	��	�� �����
��������� ��
��� ��� ��� � ��������� �����6 ��,���� �������

����$���	
��� ����������� ����#�M!
'�����# 
 ����	� 
������	�	 
	�������# ���
��# ��� ������
� ��


�� �� �����	�� � �	�	�� ���
� 
��!

$��������	� ��
3� ���� (M,m, n) � ��� �������	� �	�����	
���������	� ��� Γ �� ��	�	� �	�� T 2(f) � ���	�	�	� $���� ���!

�	�	��� M =
(
p r
q s

)
" Δ = det(M) > 0" m = uΔ" n = vΔ! %	���

�	���� ��	� ��������' ���	� ��� Γ �	 ���	��	���' �� $����'
	�	�� �� ����� �' +��� �������	�0((

p r
q s

)
,m, n

)
,

((−p −r
−q −s

)
,m, n

)
,

⎛
⎝
⎛
⎝r ur − vp

d

s
us− vq

d

⎞
⎠ , n,

uvΔ
d

⎞
⎠ ,

⎛
⎝
⎛
⎝−r −ur − vp

d

−s −us− vq
d

⎞
⎠ , n,

uvΔ
d

⎞
⎠ ,

⎛
⎝
⎛
⎝ur − vp

d
−p

us− vq
d

−q

⎞
⎠ ,

uvΔ
d

,m

⎞
⎠ ,

⎛
⎝
⎛
⎝−ur − vpd

p

−us− vq
d

q

⎞
⎠ ,

uvΔ
d

,m

⎞
⎠ .

J��� d � ���$	��+�� 	$ �� �������� ���� ur − vp � us− vq!
d	����� � �����	%��� 2!1^ �	%�	 
������ ����	�	 ����� ��	 

�	����! ��� ��	�	 �� ������# ��	 ��	%�
��	 �
�� �	��
����
��	�� �	�	�	 �	�������
� ���	�
������ 2 × 2 ������� 
 �	�	 
%������� 	����������� 3��	%�
��	 ���� ����� 	�	����� �����

M+
2 (Z)4! c ����	# ��
��

(
M =

(
p r
q s

)
,m, n

)
( �	��
���� ��	� 

��# Δ = det(M) > 0! )	
���� � 
		����
��� ��	� ��	��� ������



PV* ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

g ∈M+
2 (Z) 
������� 	����	�! )	�	%� u = m/Δ# v = n/Δ! '	���

g =
(
vp ur
vq us

)
.

$�����	# ��
�� g ∈M+
2 (Z) ( ��	��	����� ������# g =

(
P R
Q S

)
! $�	 

����� ����� v ���	���� 	��� ������� �
�� P  Q# � ����� u (

���	���� 	��� ������� �
�� R  S! )	�	%�M =
(
P/v R/u
Q/v S/u

)
!

)�
�� Δ = det(M)! )	�	%� m = uΔ  n = vΔ! g
�	# ��	 ��	� 
�� (M,m, n) �	��
����! ,���	 �	��������
�# ��	 �	
��	����� ���
	�	���%��� 3� ��	%�
��� �	��
���� ��	�� �	 ��	%�
��	 M+

2 (Z)
 	�����	4 ������
� �����	 	�������! '��� 	����	�# ��%�� ��	 
%�
��	� �	��
���� ��	��  ��	%�
��	� ����� � M+

2 (Z) 
���
�����
�
��
�����	� �����	 	��	�����	� 
		����
���! " ���������� ���� 
�� � M+

2 (Z) �� ���%� ����� �������� ������ ��������� �	�����	
��������� 
���� 3	���� %� � 
		����
������ ���
�� ��� 
����4!
]�	���# ��	�� 	������ �� ��� 	� ��	�# �������� �	��
����
��	����# �� ����� �������� � M 
������!

/� ����� M  ��	� �����	%��� 2!1^# �	
�� ���	
���
������� �� 
�
����# �	%�� ���� �����	�����	���	 ���!

$��������	� ��
4� ���� g =
(
P R
Q S

)
� ��� �������	� �	


�����	 ���������	� ��� Γ �� ��	�	� �	�� T 2(f) � ���	�	�	� $���

� ���! %	��� �	���� ��	� ��������' ���	� ��� Γ �	 ���	��	�

��' �� $����' 	�	�� �� ����� �' +��� �������	�0(

P R
Q S

)
,

(−P −R
−Q −S

)
,(

R R− P
S S −Q

)
,

(−R P −R
−S Q− S

)
,(

R− P −P
S −Q −Q

)
,

(
P −R P
Q− S Q

)
.

5����� ������ J � M+
2 (Z)# �	�	%� J =

(
0 −1
1 1

)
! -����� J

�	�	%���� �����
��� 3�	 ���	%���4 ������ 〈J〉 ��
�	�	 �	�����!
S�

�	��� ���
��� ������ 〈J〉 �� M+

2 (Z) ���	%���� 
�����! R
�
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g =
(
P R
Q S

)
∈M+

2 (Z) ( �� 
�� Γ# �	 ��	%�
��	 [g] = {gJk}5k=0 
	
�	 

� � ��
� �������� �����# �������
� ���� 
�� Γ �	 �
��	� 
�	%��� ���
�� ��	� 
��! )	��	�� �	� ������ ��������' �	�����	
����������' ���� �� ��	
�� �	��� �
��
�����	 �	����� ������ 
�� 	��	�	��	�	 ��	
����
��� M+

2 (Z)/〈J〉# ��	 ��  ����� ������! '��
����	����������� �� �%� �� ���
� 	� ���
� 
��!

��������� % ���
��� ���� ����� �	�����"��� ���������� ������ ����� �
����� 7�����8 ���� /���� ���� F �
��� ���� �� � � � * ���������� ������ �����
� ����� ��
����� ������� 
��
����� ���� Γ ���� (M, m, n)� Δ = det(M)� ��

� = 2mn/Δ, � = 3mn/Δ, � = mn/Δ.

?��� m = uΔ� n = vΔ� ��

� = 2uvΔ, � = 3uvΔ, � = uvΔ.

?��� g ∈ M+
2 (�) * ��� �� M ������� � Δ * ������������ 
�����	 g� ��

� = 2Δ, � = 3Δ, � = Δ.

��
�
��� C�������	��	#���	( �������/�	�

)�
�� T 2(f) ( ��	
�� �	�# � g =
(
P R
Q S

)
( ���	�	��� ������ �

M+
2 (Z)! )	�	%� A = Pe1 +Qf # B = Re1 + Sf !

������������ )	
��	����� �����	���� OAB ��������
� '������

��������� �����	�����	� ���� g ∈M+

2 (Z) ��� �	�� T 2(f)!
)�
�� Γ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� T 2(f)  g ∈

M+
2 (Z) ( �� M  ��!

������������ +�������
���
�� �����	���� ��� g �	�� T 2(f)
��������
� '��������������� �����	�����	� �������	� �	�����	
���������	� ��� Γ � �	� ���
� 
�� Γ# � �	�	�	� g ������
� M  
��	� ��	� 
��!

\�������� �����%���� ���	
���
�����	 �	������
� � �����	%� 
�� 2!1Q!

���������	� ����� K��������������� �����	������" 		����

���� �� ������ $����� ��� Γ" �	��������� ����� 	$	�!

]���# 
 �	��	
��� �	 �	��������	
�# 
���
����� �	��	 	�� ����� 
���
���
�� �����	���� ��� ����	� 
�� �� ����	� �	��! " ���� 
������ �	� '��������������� �����	�����	� �������	� �	�����	



PV^ ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

���������	� ��� Γ 3�����
�	 	� ���
� ��	� 
��4 �� ����� �	� 
���� ���	� � �	��	%��� ��������
���
�� �����	����	�! $���� 
����� ��	�	 �	%�� 
��%�� �	 	�
�	�����
��	# ��	 ��
 ����� ����� 

	���� ��� 
�	�
��� ��������
���
�	�	 �����	�����# �� ���
���
	� ��	 ��
�	�	%��� �� ��	
�	
�!

$��������
�# 
�	�
��� ��������
���
�	�	 �����	����� ��
�	 
�� 
���� 
 
���
��	����� �� ����	� ��	
�	� �	�� ��������� �	�����	
��������� 
���� ������	�	 ���! /����� 
	 
��������	 �����%�� 
��!

���������	� ����� ���� OAB � '��������������� ���

��	����� �������	� �	�����	 ���������	� ��� Γ �� ��	�	� �	��
T 2(f)! %	��� �� ���� �����	������ OAB ����+� 120◦" �!�! ���+���
O" A � B �	��	 �������� �����	�����	� �	�����	 ���������	�
���� >������� Γχ! ;	��� �	�	" ��$�� ��� Γχ ����������� 		�

������� �� ��$��� ��� Γ′!

������������ \��� Γχ � �����%���� 2!P2 ���	��� '����������

���	� ����# 
		����
������� 
�� Γ!

��
�
��� �����	9	��6	����� �������

" ��
�	���� ������ �� ������� 	
�	���� ���������� ���

� 
��� ��������� �	�����	 ��������� 
���� �� ��	
�� ���������
�	���! $
�	���� �	�� � ����� ���

���� ����� ����� 	�������� 
��� ���� ��� 
����!

$�����# ��	 ��������� �	�����	 ��������� 
�� �� ��	
��
�	��� �	%�	 ���	���	����# �	����� �� ��	� ���	�������� �	 
�����	 ��������� 
��! 7�	�� ����
����� �	��	%��� ���	����#
��

�	��� ��	��	����� ������ ���	� 
��  ����� 
%���� ��# �� 
��� ����	����	 
 	����	��� 
�	�	
��� �� ������ �	 �

����
��
��������� ���	� ��	� �����! g
�	# ��	 �� �	%�� ���� 	����	� �� 
�	���	���� ��%��� ������ �	�����	 �������	� 
��! )� ����
���	������ 
��� 	
����
� � �	� %� ���

� ���	����	��	� ����� 
�����	
�! R
��
�����	# �	���	
� �� ������� � ��%�	� ���	� ���

�
�	�����	 ��������� 
���# �
��	����� ���	��� ��������	! $���� 
����
�# ��	 ���
�������	 �	%�	 
������! )� ��	�# ����	���� 
�	��
��������	
�# ���� 
�� �	��� ���� ����	 	�
���!

������������ 5�������� �	�����	 ��������� 
��� �� �	�� ���	 
��� ��������	�# �
� �
� �� ����� �	��� ���� �	������ � ��
�	 
����	� ����� ���	�	��� 
�����!



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� PVQ

��������� 4��������� ��������� ���� � ���� ������������ /�� ���� ���
������������� ��
���	� ������� 
��
���	� ����� � ������� ����� ������
����� A % ;���	��� �
 +(3D. 

\�������� ��	���� �	��	���� 
��
� ���

����� ���������
�	�����	 ��������� 
���� �� ��	
�� �	��� � ���

���� ��� 
������ 
����!

������ ����� 2�� ����	� �������	� �	�����	 ���������	�
��� Γ �� ����	� ��	�	� �������	� �	�� T 2(f) � ������ ����

������� 3 �	��	��� �	 �����4 ���	�����	��	 ������������� ��
���������� �	�����	 ����������� ��� Γr! 2���� ���� Γ � Γr ���

��" �	��	�� ���	�����	��	 ������������� �	�����	 �����������
��� ����� 	�����	��� �����!

;	��� �	�	" ������ �	�����	 ����������� ��� �� T 2(f) �	���
$��� ��	���	����	���� � ��	���	����� ���	�����	��	 ����������

��� �� �	�����	 ����������� ��� � ���� �	�����	 ����������'
����!

"��� �� ���� �	���� ��� �	�����	 �������	� 
��# � ��
� 
�	
�# �	���� M  ���! \�������� ��	���� �	��������# ��	 �� �	% 
�	 
�	���	���� ��� ���

���� 3
 �	��	
��� �	 ���	����	��	�
����������	
�4 ��������� �	�����	 ��������� 
���� �� ��	
��
�	���! [	��� �	�	# 	��������
�# ��%��� �� ��������
� ���	�	�	� �� 
�����	� �	�����	 �������	� 
���� �� ���	�	�	� ��	
�	� �	��!

������ ����� 2��	�����	��	 ������������� ��������� �	

�����	 ����������� ���� 		��������� 	�����	��� ���� ��
��	������� M+

2 (Z)/〈J〉! 2�� ����	�	 �������� [g] ∈ M+
2 (Z)/〈J〉

� ������ ����� ��	��� ������� �� T 2 � ����� ��������� �	

�����	 ����������� � ��	� ������� ��� Γ" ��	 [g] ������� ���	�
��� Γ!

'��� 	����	�# ��������� �	�����	 ��������� 
�� �� ��	
��
�	��� ���

������
�# 
 �	��	
��� �	 ���	����	��	� ��������� 
�	
�# ��������� 	��	�	��	�	 ��	
����
��� M+

2 (Z)/〈J〉!
'�	���� 2!P2# 	����	# �� �	��	���� 	������ �� �	��	
# 
���
�����

� �� ����	� �	������	� ��	
�	� �	�� ��������� �	�����	 ������ 
��� 
��� ������� ������	�	 ���! " 
�������� ��	���� 	�
�����
�
�	�
��������� ������ 
���
��	���� ���� 
����!

������ ����� C� �����	����	� ��	�	� �	�� T 2(f) � ����

�� ��������� �	�����	 ����������� ��� ����	�	 M 
���� [g] � �	�



P^b ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

� �	���	 �	� �����" �	��� �� ���� '�������������	�	 �����	��

���� ���� g ��� �	�� T 2(f) ����+� 120◦!

'��� 	����	�# ��	�� �	����# 
���
����� � �� ����	� ��	
�	� �	 
�� ��������� �	�����	 ��������� 
��� ��� [g]# �	
���	��	 �	
��	 
�� ��� ��	�	 �	�� ��������
���
�� �����	���� ��� g  ������
� ���	 ����!

��������� ;���� g =

�
P R
Q S

�
* 
������ �� M+

2 (�) � OAB * �������������

������ ���������� ���� g ��� ���� T 2(f) ;���� (a, b) * ��������	 ������� f
� ��������
 ������
������
 ������ e1e2 � ����� � /��
 �� ������ �������
��	 ����� A � B ����������� OAB ���	 (A1, A2) � (B1, B2) ������������ 

;�����
 F =

�
1 a
0 b

�
� E =

�
A1 B1

A2 B2

�
 &����

E = Fg.

��������� M����������������� ���������� ����� ����� ����	���� � ��
��
������ ���
� ;����� � ���������� ����	��#��� ��
������ z = a + ib * �����
�������"#�� ������� f ��
������� ����� &����

A = P + Qz, B = R + Sz.

/��	���# ��	# � 
		����
�� 
 ��	���	� 2!PY# ���	����	��	 �� 
���������� ��������� �	�����	 ��������� 
�� ���� 	����	 
��� ����! " 
�������� ��	���� �� �	��%��# ��	 ���� �������	�
�	�����	 �������	� 
�� �	%�	 ���
���# ���� ���� 
		����
��� 
���� ��������
���
�	� 
��!

������ ���!� ���� Γ � ��������� �	�����	 �����������
��� �� ��	�	� �	�� T 2(f)! ���� Γχ � '��������������� ���"
		�������� �� Γ! %	��� ����� ���� Γ � Γχ ����� ����� 	$	�!

)�
�� g =
(
P R
Q S

)
∈ M+

2 (Z) ( �� 
�� Γ# (a, b) ( �		������

����	�� f � 
��������	� ���
� e1e2  F =
(

1 a
0 b

)
! )�
�� E = Fg =(

K M
L N

)
( ������# �	 
�	����� �	�	�	� 
�	�� �		������ 3� ���
�

e1e24 ����� A  B ��������
���
�	�	 �����	����� OAB 
�� Γ ���
�	�� T 2(f)!

������ ���3� 2���� � ��� Γ �	��� $��� �������� ��� 0

�2 = K2 −KM +M2 + L2 − LN +N2 +
√

3 det(E).

)�
�� z = a + ib! '�	���� 2!P^ �	%�	 �����
��� � �	�����
�	�
�	��� ���!



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� P^P

������ ���4� 2���� � ��� Γ �	��� $��� �������� ��� 0

� = |(P −Reiπ/3) + (Q− Seiπ/3)z|.

" 
������� ��	����� ��� ��%�	�	 ��
�	����	�	 ��	
�	�	 �	��
T 2(f) 	���������
� �
� �������� g ∈ M+

2 (Z)# ��� �	�	��� �� ���	�
�	�� 
���
����� ��������� �	�����	 ��������� 
�� ��	� [g]# #
	�����	# ��� ��%�	� ������ g ∈ M+

2 (Z) 	�
�����
� ��	%�
��� ���
��	
�� �	�	� T 2(f)# ��� �	�	��� 
���
����� ��������� �	�����	 � 
�������� 
�� ��� [g]!

)�
�� Ω ( ��%���� � ������� �	����	
�	
� 	�����	� �	���	%� 

��	 ��	
�	
�# 	���������	� ���! )�
�� OE ( 	����	�# 
	�������
�����	 �		����� O 
 �	��	� E = (1, 0)! )	
��	� �� 	������ OE ��� 
������ �����	����# ������ ������ �	�	�	�	 ��%� � �%��� �	 
����	
�	
�! $���� �	���� ��	�	 �����	����� 	���%�	
��#  ��
��
K ( ����# 	���������� ��	� 	���%�	
���! )�
�� lO  lE ( ���# �� 
�	����# 
		����
�����	# � �	��� O  E  ������������ � �������
�	����	
�	
��# ����� lO 
	
������� 
 �	�	%������� �����������
	
 ��
�

 ��	� � 120◦# � lE ( � 60◦! -�	%�
��	 Ω ( ��	 	���
�� ��%��
����� lO  lE # ��%���� ��� ����� K 3�
! 2!1Q4! $�����# ��	 Ω ( ��	
��	%�
��	 �
�� �	��� X 	�����	� ������� �	����	
�	
�# ����# ��	
�
� ���� �����	����� OXE 
��	�	 ������ 120◦!

���� $��4� ,�����& 	���	��&�����

������������ '	���	 ��	 �	
��	���	� 	�����	� ��	%�
��	 Ω ���	���
	$����� ���������	��!

)	
��	� 	�	���%��� αf : M+
2 (Z) → R

2 ≈ C# �	
���� � 
		� 

���
��� ��%�	� ������ g =
(
P R
Q S

)
�	�����
�	� �
�	 αf (g) � 

��
R+ Sz

P +Qz
# ���# ���	���# z ( �	�����
�	� ����
������� ����	�� f !



P^1 ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

$�	���%��� αf �� �	
�	���	 �� 	����� ���
��� ������ 〈J〉# 	����	
���� ��
�	 
�������� �����%����!

 ���� ���� #$��� ��	���	���	� 	�$��� ������ 〈J〉 ��� 	�	$��

����� αf ��� �����	� ����� � 	$���� ���������	��" ��� ����

�	� ����� ��� ��!

]���� ��
�	 
�������� ��	����!

������ ��
5� C� ��	�	� �	�� T 2(f) � ������ ��������� �	

�����	 ����������� ��� ���� g ∈M+

2 (Z) �	��� � �	���	 �	���" �	

��� αf (g) ����� � 	$���� ���������	�� Ω! E���� �	����" ��	

����	 ��' ���	�" ��� �	�	��' � ������ ��������� �	�����	
����������� ��� �� �	�� T 2(f)" ����	

α−1
f (Ω ∩ If ),

��� If � 	$��� 	�	$������� αf ! ;	��� �	�	" ��� ��	������	M
+
2 (Z)

����������� ��� ��	����	 ���	�������' �	��� � R
4" �	 ��	


����	 ��' g ∈ M+
2 (Z)" ����� �'� ������ ��������' �	�����	

����������' ���� �� ����	� ��	�	� �	��" 	�������  ��	��

��	� ���	�������' �	��� �� ���	�	�	�	 	�����	�	 �	���	�����
� R

4" 	���������	�	 �	���'�	���� ��	�	�	 �	�����!

)�
�� ������ ��
�	���� ������ g ∈M+
2 (Z)!

������������ -�	%�
��	 �
�� f � 	�����	� ������� �	����	
�	
�#
��� �	�	��� �� ��	
�	� �	�� T 2(f) 
���
����� ��������� �	�����	
��������� 
��� M  ��� g# ���	��� 	$����� ��	����	�� ���� g!

������ ��
�� #$���� ��	����	�� ���� g ������� 	$���	�
	$���� ���������	�� Ω ��� ��	$�	 ������	� 	�	$�������

z �→ w(z) =
Pz −R
−Qz + S

,

��� z � w � ���������� �	�������� �		������� �� R
2 ≈ C! 4 ���


�	��" ��� g � ��������� ������� 3���" $	��� 	$ 	" ��������4" �	
	$���� ��	����	�� ���� g 	�������  	$����� ���������	��!

)�
�� g ∈ M+
2 (Z)! )	
��	� 	�	���%��� βg : C → C 
��������	

���! R
� g =
(
P R
Q S

)
# �	

βg(z) =
R+ Sz

P +Qz
.



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� P^U

������ ��

� #$���� ��	����	�� ���� g ����'	��� � 	$

���� ��	����	�� ���� g′ ��� ��	$�	 ������	� 	�	$�������
β−1

g′ ◦ βg!

)��������� ���� ��	
��� ��	������
�� ����� 
���
��	�� 
�� �������	� �	�����	 �������	� 
�� ����	�	 ��� ���� �	��	% 
�	
�� �	����� ��� ����������� 
���
���!

�������	� ����� &�� �� ����	� ��	�	� �	�� T 2(f) � ������
��������� �	�����	 ����������� ��� ���� (M,m, n)" �	 �� ��	�
�	�� ����� � ������ ��������� �	�����	 ����������� ���
���	� (M, km, kn)" ��� k � ��$	� �	�	�������	� ���	� ���	!

" ������� ��	� � M+
2 (Z) 
���
��� 2!UP �	%�� ���� 
�	���� 

�	���	 ���!

�������	� ���
� &�� �� ����	� ��	�	� �	�� T 2(f) � ����


�� ��������� �	�����	 ����������� ��� Γ ���� g =
(
P R
Q S

)
" �	

�� ��	� �	�� � ������ ��������� �	�����	 ����������� ���
���	� (

kP kR
kQ kS

)


(
P/l R/l
Q/l S/l

)
,

��� k � ��$	� �	�	�������	� ���	� ���	" � l � ��$	� 	$ �� �	�	��

������� �������� ���� P " Q" R � S! E���� �	����" ��� ��' ���

��� �� M+

2 (Z)" �'	�� �' � ������ ��� ��	������	�	 ��	�������
MP+

2 (Z)" �	�����	 ����������� ��� ���' ���	� ��$	 	��	�������	
� ������" ��$	 	��	�������	 �� � ������!

�������	� ����� C� ����	� ��	�	� �	�� � ������ $��	���

�	 ��	�	 �	�	�	������ ��������' ��������' �	�����	 ��������

��' ����!

�������	� ����� D���� +�������� ��	�	�	 �	�� � ���� ��	��'
�	�	� 3�	����" ��	�	� ������� �� �	�� � ���� ��	��' ������4
�� �����+��� ��������� �	�����	 ����������� ���!

��
��� �����	9	��6	� ��������- �	�	���/��- ����( ��
'����	- ,������- ���(��

" ��
�	���� ��������� �� ������� ���

����� ���������
�	�����	 ��������� 
���� �� ��	
�� �������� .�����! S���������
����	�	 ������� ��� �	������ ���	��� 
	���
��	 
 ]! "! )����	�!
)	��	��	
� �	%�	 ���� � TV^W  TPUbW!



P^Y ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

'�� %�# ���  � 
����� �	�	�# ����� ��	�	��� ���

����� 

�	��	
��� �	 �	�	�� 	�6�������	 ��	�		�����! /����� 
 	�
���
��	
�� ����� �� ������� .�����!

��
����� )'	���	� '����	- ����	� �� ,������ ���(��

]���# ��
�� K2 ( ������� ������� .�����! /��	���# ��	# 
 �	 
�	�	���
�	� �	�� �����# ������� .����� �	%�� ���� �	������ �
�������� Q 
�������� ��	 ��	��	�	�	%��� 
�	�	� �	 
�	�� aba−1b!
5��
�# ��� �
����# �� �����	������# ��	 ������� Q 	�����	��� ���#
��	 �	�	%������� 	��	� �	 ��	 �	����� ��	
�	�� ��	�� ��
	�	�

�����# �� ��	� a# b# a# b 	�	������� �	
���	��������� 
�	�	�� ���� 
���� Q 
 �����	����	� �� �� 	��������! R
� �� 
�	�	��# 
�� 
%�� a# 
����� 	������� �� ��	��	�	�	%���# �	 ��� 
�	�	�� �����
���
�����
� ��� a−1!

]���� ��
�	 
�������� �����%����!

���������	� ����� (����� ��	��� $������ (����� �	���
$��� �	������ ��������	� �����	� �� ���	�	�	�	 	��	�����	 	���

������	�	 ��	�	�	 ����	��	������! ��	��� $������ (����� �	�	$��
�	��� � �	���	 �	���" �	��� 		�������� �� ����	��	������ �	

�	$��!

)���	��	���� � �����%���� 2!P* ���	��� ���	������� ����	

��	�����	�# � �	�	�	�	 
������ ��	
��� ������� .�����!

]� �����%���� 2!P* ���	
���
�����	 ��������# ��	 � ��%�	� ���

�
�	�	�� ��	
�� �����	� .����� �	%�	 ������� ���
�����	�	 ���� 

�������# ��� �	�	�	�	 
		����
������ ��� ���	���
�� ����	 
��	���� ������� �� ����	�� OA1 = e1  OA2 = αe2# ��� α ( �	�	% 
�����	� ����
�����	� �
�	! )	��	�� ���

� �	�	�� ��	
�� ���� 
�	� .����� �	%�	 	�
����� �	���� �	�	%�����	� �	������	�! "
���������� ����� K2(α) �� ����� 	�	������� ��	
��� ������� .��� 
��# ��� ���	���
�� ����	��	���� Πα ������� �� ����	�� OA1 = e1
 OA2 = αe2! '�� ��� �� �	�	���� ��	
�� �������� .����� ������ 
��� �	�����	 ��������� 
�� �
��	��� 	����	�	# �� 	������
�
��

�	������ �	���	 ��	
�� �����	� .����� ��� K2(α)!

��
���
� ��	������/��� ������	� '�����( ,�����	 ���(��

)	
��	� ������ ��%��� 	�6����# 
		����
������ ��	
�	� ����� 
�� .����� K2(α)# ���������� ������	�  �����	� ���������� �	 
�����!



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� P^2

)�
�� Πα ⊂ R
2 ( ���	���
�� ����	��	����# � �	�	�	�	 
������

K2(α)! S�

�	��� �� ��	
�	
� R
2 ������ l# ��������������� 	


��
�

  ��	�	����� ����� �	��� 
 �		������� (1/2, 0)! g
�	# ��	
Πα 
�������� 	��	
�����	 ����	� l! $���%��� ��	
�	
� 	��	
 
�����	 ��	� ����	� ����� ���%� 	�	������� ����� l! )�
�� τ = αe2 (

��� �� ����	� αe2! S�

�	��� 
�	������� 
������ λ = τ ◦ l#
��������
� �	��	���� 	���%��� l  
���� τ ! )�
�� Gα 	�	����� 
�� �
������� ������ ��%��� ��	
�	
� R

2# �	�	%������ 
���	�
�� e1  
�	������� 
������� λ0 Gα = 〈e1, λ〉!
������������ e����� Gα ���	��� �����	� �������� �' ��	������
��� K2(α)! )��� e1λ ���	��� ���	������� $���	� ������ Gα!

$���� ������ �		����� �� ���
�� ������ Gα# �!�! ��	%�
��	
�	��� ��� μ(O)# μ ∈ Gα# ���	��� ��+���	� ��� K2(α)  ����� 	�	��� 
���� ����� Lα! $�����	# ������ K2(α) 
		����
����� ������ ������
Gα  ������ ������ Lα!

���
��� ������ Gα �	��	���� �	
��	�� �	�����	 �	������	�
������� πα : R

2 → K2(α) ��	
�	� ������ .����� K2(α) �����	�	�
��	
�	
���# ��������	� ������������ ���������! c ����	# ��
��
x′ ∈ R

2 ( ��	��	����� �	��� ��	
�	
�! '	��� 
 �	�	��� �����	 
�	 �������� 
���� ±e1 �	����
� �	�	# ��	�� ��
�

� �	������	� �
���������� �	�� x′′ ��%��� ��%�� 0  1! �����# ������� ������� 
�� ���	����	���� λ±1 � �	������	� �	��� x′′ ������
�� x′′ � �����
�	��� x# � �	�	�	� 	������ ���	��
� � �������� ��%�� 0  α! )	 

������	 �
���� �	%�	 �	���
�# ��� ��� ���	����	���� λ±1 �����	���
�	�	
� ��%�� 	
�� 	�����  ����������	� �� ����	�# ��	�	����� �� 
��� (1, 0)# � 
���# 
����� �� ��	� ��

���������� �	�	
� ��	�� 	

	����� �� ±α! d�����
�# x ∈ K2(α)! -� �	�	%� πα(x′) = x!

$�����# ��	# � 	���� 	� 
����� �	��# 	���� ���������� �	��
���	���
�	�	 ����	��	����� Πα# �� ��%���� �� ����	� l# �� �	��� 
���� ������� Lα!

)�
�� Γ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� ��	
�	� ����� 
�� .����� K2(α)# � πα : R

2 → K2(α) ( �	
��	���	� �	���	 ��	 �	�����	
�	������	� �����
����	� �������! )�
�� Γ′ = π−1

α (Γ)! ]� ��	����
	 �	�����	� �
��	�
��� �	�����	 ��������� 
���	� ��������# ��	 Γ′

��� %�# ���  ��� �	��# ����
������� 
	�	� ��
�	������ 
���# ����� �	 
�	�	� ( 	�����# 
�������
� � ������� ��	� 
�� �	� ������ 120◦

�����! )	��	�� 
��� Γ′ ���%� �������� ��	
�	
�� R
2 �� ��
���	�� 

�� 
 ����� �	 120◦# �	�	���# ���
�� 
 � 	������ �� K2(α)# ��
����� �������� ��������! $���� %�# 
��� Γ′ ����� �������� $��	���




P^* ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

�	� �������	� �	�����	 ���������	� ����# � ������� ��	
�	
�
��	� 
���� �� ��
���	���� 
 ����� �	 120◦ ( ���$������" �	�	

������� �������	� �	�����	 ���������	� ���� Γ ⊂ K2(α)!

\��� Γ′# 	�����	# 	������� 
�	�
��	� `���	���	
�a0 	�� ��� 
������ 	��	
�����	 ���������� �	����� � Gα! $�����	# �
 
� ���	�	��� ��
�	������ ��������� �	�����	 ��������� 
��� Γ′

�� ��	
�	
� R
2 ��������� 	��	
�����	 ���������� �	�����

� Gα# �	 	���� Γ 
�� Γ′ �� ��	��� πα ������
� �������	� �	 
�����	 �������	� 
���� �� K2(α)! '��� 	����	�# ������ 	�
���
��������� �	�����	 ��������� 
���� �� K2(α) 
�	��
� � 	�
���
`���	�����a 3�	 	��	���� � Gα4 ��
�	������ ��������� �	�����	
��������� 
���� �� ��	
�	
� R

2!

��
����� :�����	� '�����( ,�����	 ���(�� '����	� �����

$��������
�# ������ ���

���� ��������� �	�����	 �� 
������� 
���� �� ��	
�� �������� .����� �	%�	 
��
� � ������#
�	�	��� �� �%� ���� � ���������� �������# � ����	# � ���

 
���� ��������� �	�����	 ��������� 
���� �� ��	
�� �	���!
��� ��	�	 �� �	
��	� �	�����	 �	������	� ����
��	� �������
������ .����� K2(α) ��	
�� �	�	� T 2(f)# ��� f = 2αe2!

7�	�� �	
��	�� ��	 �������# ������# ��	 ������ Gf �	���	 ��	
	�
���	�	 �	�� ������
� �	������	� � Gα! ���
�������	# ���	����	 
���� ��	
�	
� λ2 ������
� 
���	� �� ����	� 2αe2!

)�
�� Πf ( ���	���
�� ��������	����� �	�� T 2(f)! '	��� 	����
��%�	� �	�� � Πf �	� ���
���� ������ Gf ��	�� � 	���� ��	� %�
�	�� �	� ���
���� ������ Gα#  �	��	�� 	�� �� 	���� �����	���
�
��	����� πα � 	���  �� %� �	��� � K2(α)! '��� 	����	�# �	������	
	��������	 	�	���%��� ψ � T 2(f) �K2(α)! ,���	 �����# ��	 ��		����
��%�	� �	�� ������ .����� �� 	�	���%�� ψ 
	
�	� �	��	 �
���� �	���!

$�����# ��	 ��������	����� Πf � ���
�������	
� ������
� ��� 
�	��	����	�# 	��� 
�	�	�� �	�	�	�	# ������������ 	
 ��
�

# 
	� 
������ 
 
		����
������� 
�	�	�	� ����	��	����� Πα# � ������ 
�	 
�	�� ( � ��� ���� �	���� 
		����
������� 
�	�	�� � Πα!

)�
�� Υ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� ��K2(α)  Υ′ = Γ′

( �� �	����� �� ��	
�	
�� R
2 ��	����� πα! '	��� 
��� Γ′ ������ 

�� 	��	
�����	 ������ 
���	� Gf �	�� T 2(f)  �	��	�� �	�	%����
�� T 2(f) ���	�	��� ��������� �	�����	 ��������� 
��� Γ! '���
	����	�# ��%��� ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� K2(α) �	�� 
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����
� � ���	�	�	� �������	� �	�����	 �������	� 
�� �� ��	
�	�
�	��# ����������� K2(α)! $�����	�# �		��� �	�	��# ������	! \����� 
��� �����	%��� �
����������# �	��� ��������� �	�����	 ������ 
��� 
��� �� �	�� T 2(f) �	%�	 
��	����	���� � ���	�	��� ���������
�	�����	 ��������� 
��� �� K2(α)!

$��������	� ���5� 7��	���� ��������� �	�����	 ����

������� ��� Γ �� ��	�	� �	�� T 2(f)" ��� f = 2αe2" � ψ : T 2(f) →
K2(α) � �	��	���	� ��+� �������	� ��������! ���� πf : R

2 →
T 2(f) � ����������	� �������� � Γ′ � �	������ ��� Γ �� R

2  �	

�	 �� ��	����� πf ! ���� l" ��� � ��+�" � 	�������� 	��	�����

�	 ����	�" ����������	� e2 � ��	'	�� �� ����� �	���  �		���������
(1/2, 0)" τ � ���� �� ����	� αe2 � λ = τ ◦ l � �	���� �� �����

���! %	��� ψ(Γ) ������� �������	� �	�����	 ���������	� ���� ��
K2(α)" ��� � �	���	 ��� ��� Γ′ ����������� 	��	������	 ���	$

���	����� λ!

'��� 	����	�# ��	�� 	�
��� ��������� �	�����	 ���������

�� �� ��	
�� �������� .�����# �	
���	��	 	�
��� �� ���������
�	�����	 ��������� 
�� �� ��	
�� �	���# 
�������� � ����	 
��	����	�# �	�	��� �� �
��
�����	� ��	��� �� 
		����
������
������ .����� �����	���
� � ��������� �	�����	 ��������� 
��!
)�
�� T 2(f) ( ��	
�� �	�# 
�������� � ����	��	�����#  f = 2αe2#
 ��
�� Γ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� ���# � Γ′ ( ��
�	����� �� ��	
�	
�� R

2 
 �	�	��� ��	��� πf ! )�
�� λ ( 
�	���� 
��� 
������# �	
��	����� ����!

���������	� ���!� &�� ��� Γ′ ����������� 	��	������	
�	���� �� �������� λ" �	 ��� ��� Γ �	��� $��� 	��	�	 �� ���'
���	� 3� �	�'	�� �� $���� ��� Γ′40

/*0

(
M =

(
1 r
0 s

)
,m, n

)
���

/)0

(
M =

(
0 r
1 s

)
,m, n

)
!

������������ 5�������� �	�����	 ��������� 
�� �� T 2(f)# ��

�	�	��� � ���	�	�	� ���
� 
�� ���� ��

(
M =

(
1 r
0 s

)
,m, n

)
# �� 

�	��� 
���� A
�	 �������	�	 ����! c���	���	# ��������� �	�����	



P^^ ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

��������� 
�� �� T 2(f)# �� �	�	��� � ���	�	�	� ���
� 
�� �� 

�� ��

(
M =

(
p 0
q 1

)
,m, n

)
# ���	��� 
���� AA
�	 �������	�	 ����!

Z� %� ������� 
	�����  �� �	������ ���� 
���� �� ��	
�	
��!
-	%�	 �	������# ��	 ������ M  ��	�# 
		����
������ 	����� 

������ ��� �	���	 ��	 �
������� ����# ���� 
������� ��0(
2h h
0 m

)
��� : �	 ��� 

(
n 0
w/2 w

)
��� :: �	 ���!

��
����� $���	�/��� ���	

/��	���# ��	 ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� �	�� ��
������� �������	�# �
� �
� �� ����� �	��� ���� �	������ � �� 

�	����	� ����� ���	�	��� 
�����! \���
������� �	����	�#
	��
�������� 
	���%������	
�� ���	�	 	���������# ������
� �	 	� 

�	�����
��	# ��	 ������ 
���	� �	�� ���
����� �� �	�� ��������	#
�!�! ��� ���	� ���� �	��� � �	�� 	��� � �� �	%�� ���� �
���� �� 
�������� � ������ 
 �	�	��� ���	�	�	�	 
����! /� ��	
�� ��������
.����� ������ ��%��� ���
����� �%� �� ��������	! )	��	�� ��
�� �	%�� �	
�	��	 ������
� 	��������� ��������� 
���� �� 
�����
�����	� .�����! '�� �� �����# 
�	����� �	
��	���	� ���� ����
��	�
������� ��	
�	� ������ .����� 
		����
������ ��	
�� �	�	�#
�� �� 	�������� ��������� 
���� �	%�� �	
�	���	����
� 
		���� 

������ 	���������� �� ����������� �	��!

������������ 5�������� �	�����	 ��������� 
��� Υ �� ��	
�	�
������� .����� ��������
� ��������	�# �
� �� �	����� �� ������� 
��� ��	
�� �	� ������
� �������	� 
����!

$��������
�# ��	 ��� %�# ���  � 
����� �	�	�# ��%��� ���������
�	�����	 ��������� 
��� �� K2(α) �	%�� ���� ��	���	���	����
� ���

� �	�����	 ��������� 
���� � ���	�	��� ��������� 
���
�� K2(α)!

������ ��
�� 2�� ����	� �������	� �	�����	 ���������	� �

�� Υ �� ����	� ��	�	� $������ (����� K2(α) � ������ ����

������� 3 �	��	��� �	 �����4 ���	�����	��	 ������������� ��
���������� �	�����	 ����������� ��� Υr! 2���� ���� Υ � Υr ���

��" �	��	�� ���	�����	��	 ������������� �	�����	 �����������
��� ����� 	�����	��� �����!
;	��� �	�	" ������ �	�����	 ����������� ��� �� K2(α) �	���

$��� ��	���	����	���� � ��	���	����� ���	�����	��	 ����������
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��� �� �	�����	 ����������� ��� � ���� �	�����	 ����������'
����!

��
����� ������ �����	9	��6		

" ���������� ��������� �� ���� �	���� ��� �������	� �	 
�����	 �������	� 
�� �� ��	
�	� �	��# �	�	�	� 	�����	
� �	������
��� ���

���� ���� 
����! " 
����� ��	
�� �����	� .����� ��
�	�� �� ������
� �	���� ��� 
 �����������	 �	��! $����	 ���	�
���

����	�# ��� ����	 �����# 	������� ���	� ������ ��	��� 
�# �� ������� �� ���

�����! )	��	�� �� �	
���� ����	 
�	 ����  ����� ���������	���� 

�������� 
�� ����� �
���0
(t, a, b)# ��� t ������� ������� 1 � 2  ������
� ��������	�	�
	��	�	 � ���� �
������� ��	� ��������� �	�����	 ���������

���� �� K2(α)# ��������� ����! 7
�� a  b ������
� ����� �	�	 
%�������# ������# ��� 
���� : �	 �
�����	�	 ��� (t = 1)# m  h#
� ��� 
���� :: �	 �
�����	�	 ��� ( 
		����
�����	# w/2  n 3
�! �� 
��4!

������������ '�	��� (t, a, b) ���	��� 3�	����4���	� �������	� �	 
�����	 �������	� 
�� Υ �� K2(α)# �
�� a  b ( 
		����
�����	#
�	���	��������  ������������ ���	��� ��� Υ# � �
�	 t# ��� 
����# ��������� ���	�!

������������ '�	��� (t, a, b) ���	��� �	�����	�# �
� t ����	 1
� 2  a# b ( ����� �	�	%������� �
��!

)�
�� K2(α)# ��� �
����# ( ��	
��� ������� .�����# � (t, a, b) (
�	��
���� ��	���! )	
��	� �����	���� OAB# ��� O ( �����	 �		� 
����# � �		������ �	��� A  B ���
�� 	� ��� (t, a, b) ���0

• �
� t = 1# �	 A = 2be1# B = be1 + 2aαe2X

• �
� t = 2# �	 A = be1 + 2aαe2# B = 4aαe2!

������������ )	
��	����� �����	���� OAB ��������
� '������

��������� �����	�����	� ���� (t, a, b) ��� ��	
�	� ������ .��� 
�� K2(α)! R
� � �����	����� OAB �
� ���� ������ 120◦# �	 ��� 

������� �����	%������ �	�����	 ��������� 
���# �����������
������ ��	�	 �����	�����# ��������
� '�������������	� ����
���� (t, a, b) ��� K2(α)  	�	�������
� ����� Υχ!

g
�	# ��	 �
� Υ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� � 
�� (t, a, b) �� K2(α)# �	 ��������
���
�� �����	���� ��	�	 ���



PQb ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

��� K2(α) �	��������� ��������
���
�	�� �����	����� 
		���� 

������� 
�� �� ����������� �	��!

'�� %�# ���  � 
����� �	�	�# ���� ��
�	 
�������� ��	���� ��� 
����!

������ ��
�� 2��	�����	��	 ������������� ��������� �	

�����	 ����������� ���� �� K2(α) 		��������� 	�����	���
����! 2�� ����	� �	�����	� ��	��� (t, a, b) � ������ �����
��	��� ������� �� K2 � ����� ��������� �	�����	 ����������� �
��	� ������� ��� Υ" ��	 (t, a, b) ������� ���	� ��� Υ!

'��� 	����	�# ��������� �	�����	 ��������� 
�� �� ��	
��
�������� .����� ���

������
�# 
 �	��	
��� �	 ���	����	��	�
����������	
�# ��	%�
��	� �
�� �	��
���� ��	�� (t, a, b)!

������ ��
�� C� �����	����	� ��	�	� $������ (����� K2(α)
��������� �	�����	 ����������� ��� ����	�	 ���� (t, a, b) � ��

���� � �	� � �	���	 � �	� �����" �	���

b

a
<

√
3

2
α �� t = 1 

b

a
>

α√
3/2

�� t = 2.

������ ��
�� ,��� ���� (t, a, b) � ������ �� ��' � �	���	
��' ��	��' $������' (����� K2(α)" ��� �	�	��'

α >
2√
3
b

a
�� t = 1  α <

√
3

2
b

a
�� t = 2.

.��  � ���������� �������# �	%�	 ���
��� ���� �	�����	
�������	� 
�� � ������� �� ���# 
�! TV^W! " ��������� �������
��
�	���	 �����
��� ����������� 
���
���!

�������	� ����� &�� �� ����	� ��	�	� $������ (����� K2(α)
� ������ ��������� �	�����	 ����������� ��� Υ ���� (t, a, b)"
�	 �� K2(α) � ������ ��������� �	�����	 ����������� ���
���	� (t, ka, kb) � (t, a/l, b/l)" ��� k � ��$	� �	�	�������	� ���	� ��

�	" � l � ��$	� �	�	��������� 	$ �� �������� ���� a � b!

�������	� ����� C� ����	� ��	�	� $������ (����� � ����

�� $��	����	 ��	�	 �	�	�	������ ��������' ��������' �	�����	
����������' ����!

�������	� ���!� D���� +�������� ��	�	� $������ (����� �
���� ��	��' $����	� (����� 3�	����" ��	�	� ������� � ����
��	��' ������4 �� �����+��� ��������� �	�����	 �����������
���!



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� PQP

��
��� "�������� ���	 �� ��������- '����-�����-
���	6����/��( ��	�	���

" ��
�	���� ������� �� ��

�	��� ������ h������� �� ������ 
��� �	�����	
��� �	
�	���	� 	���������	� ������! /��	���# ��	
��������� ��������� �	�����	
�� 	������� �����	� �	
�	���	� 	�� 
�������	� ������ �	���  �	���	 �	���# �	��� 	�� 	����� 	� 
�� 
��# ��	�����	� ��	
�	
�# �	��  ������ .�����! '�� ��� ��	��
��������� �	�����	 ��������� 
���� � ��

��������	� 
����� �
��
�	���� ����� ��� �� ��������� 3�	 ������� ����# 	�� �� ���
���
���	���4# �� 	������
� 	�
���� ��� 	�������� 
�	�
�� ���� 
� 
���# � ���%� ������� 
��� �����	�! " ������� 2!Y ���%� 
	���%�
�
��� ���������	� 	 �	�����	 ��������� 
���� �� ��	�		������ 	� 
��������	� ������! �	��������
��� �� 	��
���� 3
�! TV^W4!

��
����� B���	#���	� �����	#��	� �� �����(���� ��������-
����(

)�
�� M2
g ( 	���������� �	�����	
�� �	
�	���	� 	���������	�

������ −1# g > 1#  Γ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� ��
���! '	��� Γ �������� �	�����	
�� M2

g �� ���	�	��� ��	�����
��
��	�	��	����# �	�	��� �� ����� �������� �������� 
�� Γ! 5��
�#
���  ����# �� 	������
� ��

�	������ 
����# 	������ 	� ������ 
��� ��	�����
��!

+	�	�	 ���
��� 
������� ���������!

$��������	� ����� ��	 ��� �	���'�	�� M2
g ����� 4π(g − 1)!

&�� P � ��	��������� n
��	����� �� M2
g � αi � ��	 ����������

����" � S � ��	 ��	 ���" �	 ���� ���	� αi ����+� ��� π(n − 2) ��
��	 ��� S0

n∑
i=1

αi = π(n− 2)− S.

]� �����	%��� 2!UP �������� 
������� ���������!

$��������	� ���
� 7��	���� ��������� �	�����	 ����

������� ��� Γ �� M2

g " � ���� P � ���	�	��� �� ������" 	�����

������ n � 2 ��$���� ��� Γ 3�!�! ����� ��� n
��	�����	�4! %	���
��	 ��� ������ P ����� (n − 6)π/3 �" ������" n � 7" �!�! �� ������
��� Γ � �� ����� ��� �����	������!
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�

2����" ���� ki � �	������	 ����� � Γ" ����� �'� i
��	������

��! %	��� ����� ���	 ����� �� 		��	+����0∑

(i− 6)ki = 12(g − 1).

]� �����	%��� 2!U1 �������� 
�������� �����%����!

�������	� ���3� ,��� Γ �� M2
g �� �	��� ����� �����" 	�����


�����' $	��� ��� 12g−6 ��$����! �	��	�� � ������ ��+� �	����	�
���	 �	�	�	��� ��������' �	�����	 ����������' ���� �� M2

g !

��������� A� ��������� O 3, � �	������� ��� � M2
g �
����� ���� ������

����� �����
����� �/��������	� ������� 
��
���	� ����� ���� � ��
�
��� ���� G ���� � ��� �� ��������� 
���� �	�� �������
� ����� � ��� � ��
�� ���������� 

" 
�������� ������� �� ��

�	��� ���	�	��� ������ ������ 
��� �	�����	 ��������� 
���� �� �	�����	
��� M2

g !

��
���
� $�	���� ��������- �����/�� �	�	���/��- ����( ��
'����-�����- ���	6����/��( ��	�	���

=��> )�
�� Δ ( ��������� �����	���� �� ��	
�	
� ,	�����
�	�	
L2  ��
�� g > 1 ��
�	���	! S�

�	��� 4g − 2 �����	����� �� L2#
�	���������� Δ#  
���� � �� ���	�	��� ��	�	��	���� P ���# ��	 
�� � �	������	� ��������� �� ���	 ��������� �����# �	����#
��	�� ��%��� ������ �����	����	�# ��	���� � P # ��%��� �� ��
������ ��	�	��	����� P ! ,���	 �����# ��	 ��	�
������� 
��� ���	�
��������� ����
������� 
	�	� �����	%����	� �����	 h�������# �

��� ��� ���������� ���	������# �	��	�� �
�	 
�	�	� ��	�	��	�� 
��� P ����	 4g!

)	������ ������ ��	� α �����	����� Δ ���# ��	�� 
���� �
�� ���	�
��	�	��	����� P �������
� 2π! ,���	 �����# ��	 α = 2π/(12g−6)! [	 
��� �	�	# �
�	# ��	 �
� ������� α ������ 2π/(12g−6)# �	 � 	��� 
���� 
�� � 4g−2 �����	����	�# �	���������� Δ# �� �	%�� ���� ����������
������  ����
������� 
	�	� ��	�	��	���� 
 �����# ������ π#
�!�! �������� ��	�	��	����! '��� 	����	�# 
�������� �����%����
���� ��
�	!

���������	� ���3� ��	���	����� ����	������� ������������
��	�	�	 ������	�	 4g
��	������ �	��� $��� ������	���� �� ��	

�	�� �	$�����	�	 L2 � ���� ���	�	�	�" ���������	�  �	��	���
�	 ��������" ����	�����	� ������������ ������	�	 4g
��	������
P ⊂ L2" ���	�" ��	



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� PQU

• ��	���	�	�	���� �	�	�� ��	�	��	������ P ����� ����� 	

$	�"

• ���� ���	� ��	�	��	������ P ����� 2π"

• �� �����	������ �	��	���	� ������������ ������� �������

���� � �	����	 �	���������!

S�

�	��� 	�
����� � �����%��� 2!P^ ���������� ����� 
�	�	 ��	�	��	����� P ⊂ L2  ����� � ��%��� �����	���� ��	�
��������� �	�����	 ��������� 
���# 
	���� 
������ ��	 
�	 
�	� 
 ��	 �����	�! ,���	 �����# ��	 ����� 
�� � ��%�	� �����	�� 
��� 	��	�	������ 
�	�	��� ��	�	 �����	�����# � 
����� �	�	���
	� ���	���! )	��	�� 	�6������ ��� 
���� �	 �
�� �����	������
������
� ���	�	�	� �	�����	 �������	� 
���� Γ# ����������� 
� 
����� 
�	�	� ��	�	��	����� P ! )� ��	�# 	�����	# ����� 
�� Γ
�	��	��� � 
�	�	��� � P �������������	!

'�� ��� ���� �
�� 
�	�	� 4g ��	����� P ����� ��%�� 
	�	�# �

���� �
�� ���	� � P ����� 2π# �	# 
������ 
�	�	�� ��	�	��	�����
P �	 
�	�� a1b1a

−1
1 b−1

1 · · · agbga
−1
g b−1

g # �� �	���� ��������� 	���� 
�	������ �	�����	
�� M2

g �	
�	���	� ������ −1# ����� 
��� Γ#
	�����	# �������� � ���	�	��� ��������� �	�����	 ���������

��� �� M2

g ! ,���	 �����# ��	 �	�������� �	�����	 ��������� 
���

	
�	� � 	��	� ���� 3�����4# ��������
� ��������� (12g − 6) 
��	����	�# � 6g − 3 �����  4g − 2 �����! '��� 	����	�# ��
����
���� �	�����	
�� M2

g � ��� 
����� � �������	�	 (12g − 6) 
��	�����# ���� �	�	�	�	 ����� 2π/3!

=
�> )��������� ���	� �	
��	��� �	�����	 ��������� 
����
�� M2

g �	%�� ���� 	�	���� �����	� ��������� �����	����	� �� ��� 
��	���� �	��� 	����	 ���  �����	�� � ��� ���������� �����	�� 
��� �������! 7������# �������
	������	
� ��������� �������
��� ���# �� 	�
����� � TU^W!

=��> ����	� 
�	
	� 	�	����� 
	
�	� � �����	�� � ��� ����������
p ���������# �!�! �������� ��	�	��	����� �� p ��	����! [	���
�	��	��	# ��

�	��� ��������� p ��	���� Q �� ��	
�	
� ,	�� 
���
�	�	  
���� � �	���������� ��	�	��	�����Q ��	�	��	����	�
4g ��	���� P ���# ��	�� �
� ������ p ��	����	� ��%�� �� ������
��	�	��	����� P ! )	������ ��	� α � Q ���# ��	�� 
���� ���	� ��	 
�	��	����� P �������
� 2π! g
�	# ��	 P 
	
�	� � (4g − 2)/(p − 2)
���� p ��	����	�  ��	 α 	����� �������
� π

2g−1 (1 − 2
p )! )� p � 3

��# 	�����	# ��	�� �	���� �������� ��	�	��	���� P !
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�

)�
�� q ( ����� ��	�	��	����� Q 3�������# ����� ��
���	� �
���	 	���%�	
�4! \	���� 
������ 
�	�	� � Q 
 �	��	� q 	���� 
��� si  ����� ����	����	 
%���� ��	�	��	���� Q′ 
 ������� �
��� 
�������# ����� ��	 ������ �	 si 
 	����	��� 
�	�	
���!
\����
��	 �	�������� ��	�	��	����	� 	�	����� ����� Q′

t! '�� ���
��	���� ���	������	�	 ��	�	��	����� Q′ ���������
�  
����� 

� � ���� �� ����%�� � �	��� q# �	 ������ ��	 ���	� ���� 
�����
�  
������
� � ����� �������	�	 p ��	����� �� �����	�	�
��	
�	
�!

)�
�� p � 7! )�	
��� ���
����# 
�	������� 
		��	���� ��

�	�	��  ���� �����	����	� �� ��	
�	
� ,	�����
�	�	# �	������ 
��# ��	 � ��	� 
����� α < 2π/3! \ ����	� 
�	�	��# ������ ���� ��� 
����	�	 p ��	����� �� p � 7 �	����# ��� 2π/3# �	��	�� 
���
�����
���	� t# �� �	�	�	� Q′

t ( ��������� ��	�	��	���� 
 ����� � 2π/3!
'��	� Q′

t# ���
�� 
 ���������� 	�����	� si# 
	������� ������
� Q′

t 
 ������� � Q′ 3
������� 
�	�	� ��	�	��	����� Q4# 	��� 
���� �	�����	 ��������� 
���# ����������� ������ � Q′! g
�	#
��	 �������� ����� ��	� 
�� �	��	��� 	��	�	�����	 � 
�	�	��� ��	 
�	��	����� Q!

"�
�� � ��%��� � p ��	����	�# �	������� p �������� 4g 
��	����� P # �	�����	 ��������� 
��� �	���	 ��	 	�
����� 
�	 

	�	�# �	���� �	�����	 ��������� 
��� Γ �%� �� �
�� P ! \��� Γ
��������� 
������ 
�	�	� ��	�	��	����� P  �	��	�� � ��� 
�	 
�	��� 	��	�	�����	! '�����# 
���� 
�	�	�� 4g ��	����� �	 
�	��
a1b1a

−1
1 b−1

1 · · · agbga
−1
g b−1

g # �� �	���� ��������� 	�����	������ �	 
�����	
�� M2

g �	
�	���	� ������ −1# ����� 
��� Γ# 	�����	# �� 
������ � ���	�	��� ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� M2

g !
,���	 �����# ��	 �	���
��	 ������ 3�����4 �	������	� �	�����	 � 
������	� 
�� ����	 1 + (4g − 2)/(p− 2)# ����� (4g − 2)/(p− 2) ��� 
��� ������
� ��������� p ��	������# � 	��� ����� ( ���������
2p(4g − 2)/(p− 2) ��	����	�!

��
����� $���#	����	� ��������- �����/�� �	�	���/��-
����( �� '����-�����- '��������( ���	6����/��(
��	�	��� � ��#����/? �� ��'����	#����(
2��	����������	

" ����	� ������� �� ������� ��� ���������	� c! c! "�	��	� 
R! /! \�����	�	�# 
�! TP2PW!

������������ ��� ��������� �	�����	 ��������� 
�� �� �	���� 
�	
� M2

g ��������
� �	�	�	������ ��������������# �
� 
���
��� 



*��� 5���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
� ������
���� PQ2

�� �	��	�	���� �	�����	
���# 
	�������� 	�������# �����	�� 
�� 	��� 
��� � ������!

5�������� 
��� Γ �� �	�����	
� ��������
� 	��	����	��	�# �
�
�	���
��	 ����� 
�� Γ ����	 1! c! c! "�	��	�  R! /! \�����	�	�
���	 �	
��	��	 �
��
�����	� �����	 	��	�����	� 
		����
��� ��% 
�� ���

�� �	�	�	���
�	� ����������	
� ��������� 	��	����	� 
��� �	�����	 ��������� 
���� �� 	���������� �	�����	
��� M2

g #
g > 1#  ���

�� �	�	�	���
�	� ����������	
� ��	%��� ����� 

�� ����	� � �	�����	
�� M2

g ! Z�	 �	��	��	 � �	����� 
�������
���������!

������ ��
!� ,� ������ ����������� ���	����" ��������

� �� �� ���� �	�	�	������ ������������' ��������' 	��	���

�	���' �	�����	 ����������' ���� �� ��������' �	�������' 	��

���������' �	���'�	��' �	�� g > 1" ��$�����' ������	� �	�	

���	� 	����������	� ��������!
���� N(1, g) � ���	 ���	� �	�	�	�����	� �����������	��

����' ���� �� �	���'�	��' �	�� g! %	���

log(N(1, g)) = (2g log(g) + 2g log 12 + 2g)(1 + o(1)).

�������	� ���4� C� ��������' 	�����������' �	���'�	��'
�	�� 2" ��$�����' ������	� �	�	���	� 	����������	� ������

��" � ������ ������ ���	� �	�	�	�����	� �����������	�� ��

������' �	�����	 ����������' ����!

c���	����� ���������� �	������  ��� ��� ���������� �������

��' ��������� �	�����	 ��������� 
����# �!�! ��������� �	�����	
��������� 
����# �
� ����� �	�	��� �	����	 �	���������!

������ ��
3� ,� ������ ����������� ���	����" ��������

� �� �� ��������� ���������� �	�����	 ����������� ��� �� M2

g "
g > 1" ��$�����' ������	� �	�	���	� 	����������	� ��������!
2���� L ��	���	���	� �������	� ��������	� �	�����	 ��������


��� ��� �� M2
g " g > 1" ��$�����' ������	� �������� −1" ��	���


��	���� ���������� 0

2
√
g(g − 1)π < L < 42(g − 1)a, ch a =

4 cosα+ 1
3

, α =
π

6g − 3
.

���� N(g) � ���	 ��������' ���������' �	�����	 ����������'
���� �� ��' �	�������' 	�����������' �	���'�	��' �	�� g > 1"



PQ* ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

��$�����' ������	� �	�	���	� 	����������	� ��������! %	���

2g log(g) � log(N(g)) � 14g log(g)(1 + o(1)).

" ��
��	
�# �	�����	 
�������� ��%�	� �����%����!

�������	� ���5� 2�� ����	�	 g > 1 � ������ �	����	� ��

�	 �	���'�	��� M2

g 3 �	��	��� �	 ��	������4" �� �	�	��' �	�

�	 ������	���� ���������� ��������� �	�����	 ����������� ���
����	� �	�	�	���!

)��� /���
��� �����	
� ��
����	
�� ��� 
�

������
���� �
������

����

" ��
�	���� ������� �� ������� ���������� 

���	���� �	 
�����	 ��������� 
���� �� �	�����	
��� ��	
����
������� ��	�	 
������	�! )	�����	
�� ��	�	������� �
��
�����	 ��

�������� ���
��	
�	� �������	� ��	�		����� 
 ��	
����� �	������ 	
	����	 

��� ( ������� ��	�	������	�! e�	�����
��  �	�����	 �� 
������� 
�� �� ��	�	�������� ��
�	 �
�������
� � ���	%����!
���	 � �	�# ��	 � �������# 
�������� 
 ��	����	����� �������� �	� 
������	���� 
����# ���	��
� ���� ���	 
 ���� �	�����	
���#
���# �������# �	�����	
� �����# ����  ����� �	�
������# �	 
�	��� �
��
�����	 ����
������� 
��� ��� ��	�	������! .�	�� �	�	#
�� �	��������	� �	����	��� ��	��	����� ������� �	�����	
��
	����	 �	�������
� ��	�	������	�! "
� ��	 ������ 

���	���� ��	 
�����
��  �	�����	 ��������� 
���� �� ��	�	�������� ��
���
����������!

" ����	� ������� �� 	���� �	������� 
�������� �	�����	 �� 
������� 
���� �� �	�����	
��� ��	�	������	�# ������� ����	� ��	 
���� e��

�&[	��� ��� ���� �	�����	
���# �	��	����� ����	 ���
 
���� 
���� ���	� ��	�����
�� ��	�	��	����	�# ������� ������
��������� �	�����	 ��������� 
���� �� �	�����	
��� ����	�	���
���# �	��	
��� 	���� ��������� ��	�����
�� �� �	�����	
� ����#
	���� ��������� �	�����	 ��������� 
�� �� �	�����	
� ����� 
����  ������� ���%� ��
�	���	 	��� ��	��� �����
�����	
� 
��
���
��	���� ��������� �	�����	 ��������� 
���� �� �	���� 
�	
��� ��	�	������	�! 7�
�� ��������� ��� ���������	� �	������
���	��� 
	���
��	 
 ]! "! )����	� 3
�! TPUPW  TV^W4! -� ���%� �� 
����� ���
� ��
�	���	 ���������	� '! "! )�������� 3c�����	�4 TUW!
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���� PQV

������ ),&	� ���(���� �����/�� �	�	���/��- ����( ��
����������	��-

" ��
�	���� ������� 	�
�����
� �	������� 
�������� �	�����	
��������� 
���� �� �	�����	
��� ��	�	������	�! /%�# ��� ���� 
�	
�# �	�����	
� ��	�	������	� �� ����� �������� ��	
�	 ��	�	 
��������! c ����	# ���� 
�������� 	���������!

5�������� ��������� ��	�	�������	� K ��������
� �	�	�	��� 

�	� ��	
����
��	# 
������	� � �	����	�	 �
�� ��	
�� ��	�	��	�� 
��	� 3������ ��	�	�������� K4 ���� 	����	�# ��	��

• �	�	�	���
�	� ��	
����
��	 K ���	 �	��	�	���	 �������	�
�������	� �	�����	
� M2#

• �	��# �������%��� 	��	�  �	� %� ����# �� 
������
�# 

• ��%��� ��� ����# ����� 	��� �	��# 
������
� � �	
	��	� 
�	�	��# � �	 	��	� ������!

'��� 	����	�# �
� {Ki} ( 
����
��	 ��	�	��	����	�# � �	�	���

����� ��	�	������ K# �	 ���� �
��
�����	� 	�	���%��� ��	���
π : Ki → K! $����� 
�	�	�  ����� ��	�	��	����	� Ki �� ��	�� 
� π ��������
�# 
		����
�����	# ��$����  ���+����� ��	�	����� 
�� K# � 
��� ��	���� π ( ������� �� 	�	$��������! )	��������#
��	 ��%��� ����� ��	�	������� ( ��	 ��	
�� ��	�	��	����# � ��
� 
�	
�# �� ��%�	� ���� ������ �����	�� ������!

��������� ;����� ��������� � ���������� 
��������� 
��� ��
����
� ������� ��
��
������� ����������� ����������� ��
����� �����������
����
�� ����� 6���������� ��
��
���	� ������ ����
 ��	���� �#������
�	��� 

��������� ?��� ���������� M2 ���������
�� ��� �	���� ��� �� �� �����
������ 
��� ������ ��������� ���� ����� ;������� ��������� ���������� ���
���������� ��������� ������ ������ ������ ���� �� ��
 ��
	
� ���� �����

���������� ���������#�� ���� ���� @��� ��� ��������� ������ �����
	� �������#�
� ��� ����
�� ������������	 % ��������
� ������ ��� ����
������$ �����������	� 7��� ������ ���������
�� M28� 
	 ����
 �
��� � ����
�
�� ����" ��������" ��� ����� � ����� 

 ���	
��(�� ��� �
�"�"��

��� ��������"�4�� ����
��������!
7�
���� 
������ ��	�	������	� ������
� �������� ��	�	���� 

�� � R
3! 7�	�� �	����� �������� ��	�	������# ��

�	��� �� 

��
����� V �	����	�	 �
�� �	����	
����
�� Πi � R
3! )����	�	%�#

��	 ��	%�
��	 V 	�������	! '	��� ������ K ��	%�
��� V �������� 

� �������� ��	�	�������	�# �	�	%������ �	����	
����
���� Πi!



PQ^ ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

)�
�� γ ( ����� �� ��	�	������� K! '	��� �� �	%�� 	��������
���� ��	� ���	� 
������� 	����	�0 ���	���� ����� γ �� ��
�#
��%��� � �	�	��� ����	� ��%� � �	 ��������	
� 	��	� ����#
� �� 	��	� �����! '	��� ����	� �(γ) ����	� γ ����� �������� 
����
��� �	�������� ��������	�!

/� 
����� ��	�	������	� 	������� 	����	� �	%�	 ������
� �	 
���� ����������
�� 
����  
���	�# � ���%� �	���� �	�����	� 
��
	����	� �������	
� ���� 
����!

$�����# ��	 ��	�	������ K 
 ����	������ ������� ���� 
����
� �
��
������� 	����	� 
�������	� �����	�	 ����	�� ��	�		� 
���� 
 ��	
�	� �����	�! )� ��	� �
� ����� γ �� ��	�	�� �����
������ � K# �	 	����������� ���� ���� �(γ) ���	� γ �����# 	�� 
���	# ���� ��	� ���	� � ��	� ��	
�	� ������!

$����	 ��� �����	�� ������# �		��� �	�	��# �� ��	�	�%���
� �	
����	�	� ����� � ������ ��	�	�������# �	��	�� ��	�	������
�	%�	 ��

�������� ��� ��	
�� ����	�� ��	�		����� 
 	
	����	 

���! /���� ��� 	
	����	
��� ���	�� � �	��# ��	 �	�����	 �� 
������� 
��� �� ��	�	�������# ��	�	����� ����� ��	 ������# �	%��
���� �	��� 
�	%��� �	������� 
��������# ��� 
��� �� �����	� ��� 
�	�	� ��	�		����!

-� ������ 
 ������� ���	�	��� �	������ �	����# �����������
��� ��	�	������	�# �	�	��� �	��	��� �	 ��	�� 
������ 
��
� ������
� ��	
�	�!

�������� 7�������	

)�
�� e ( ��	��	���	� ����	 ��	�	������� K# � F  G ( ����#
�	�	��� ������
� � e! $�	����� ����� eF  eG 
�	�	�� ��	�	��	��� 
�	� F  G# 
��������
� � ��	�	������� K � ����	 e# �!�! ��		��� 
�� ����� e �� 
��������� 	�	���%�� π! $�������� ��	�	���� 
�� K# �	��� ��	�	��	���� F  G �	����� ���	�	��� 	�������!
"�	%� F  G � 	��� ��	
�	
�� R

2 ���# ��	�� � 	������ ���
	����	��! \ �	�	��� ��%��� ������
�� G ���# ��	�� �����	 
�	 
�	�� eG 
	����	 
 �	��	� 
�	�	�� eF # � �	��� 
�	�	�� eG ( 
 �����	�

�	�	�� eF 3� �����	������ � G  F 	��������4! '��	� ��	%���
������ F  G � ��	
�	
�� R

2 ���	��� ��������	� ��	�� ��$�� e! "�	��
	�	����� ����� e 	����	� eF = eG! g
�	# ��	 ��� ���	� ����������
�	�� P ��	�	 ����� e 
���
����� ����	��� 	���
��	
�� U �	�� P # �� 
��	� ��%���� � 	�6����� F  G  ����������
� ����	� e �� ���
�	�������# 	�� � �	�	��� ��%� � F # � ����	� ( � G! '���� 	���
� 
�	
�� U �� ����� �������� �	�����	� 	�����	��� �	��� P ��$�� e
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���� PQQ

�� ��������� ��	�� e# � �� ��		���� �� ��	�	������� K ( �	�����	�
	�����	��� �	��� P !

$������� ��	�	������� K ������ �	�	%�����	� ����������
	��	�� �	���� ��%�	� ������ �K! )�
�� P ( ��	��	����� ������
��	�	������� K! S�

�	��� ��	%�
��	 �
�� �����# ���	���� � P !
_�	���	�� �� ����� � 
		����
�� 
 	��	�	� �	���� ������ P �
�	�	%�����	� ���������#  ��
�� ei ( i � � ��� �����! R
� nP (
�	���
��	 ����� ei# ���	���� � ������ P # �	 ����� 
�����# ��	
�������� ����� �������
� 
 0# � �	��� i ������
� �	 �	���� nP 3�!�!
�������� �����
���4!

)�
�� Fi ( ����� ��	�	������� K# 	��	�������	 
	���%���� �� 
��� ei  ei+1! " ���������� ��� �������	������ ���� Fi ����� �� 
������
� �	���	���������� ������� �	���� P ! $�	����� ����� αi

��	� �� ������ P � ���� Fi! "������ �	
���	��������� ����
Fk, Fk+1, . . . , Fk+p  ��	%� Fk � ��	
�	
�� R

2! [���� �	
���	������ 
�	 ���������� � ��� %� ��	
�	
�� R

2 ���� Fk+1, . . . , Fk+p ���# ��	��
�� ��%�	� ����# �	��� ����������
� ����� Fi+1# �	������
� ���������
��	�� ����� ei! '��	� ��	%��� ������ Fk, . . . , Fk+p � ��
�	������
��	
�	
�� R

2 ���	��� ��������	� � ���+��� P ������ Fk, . . . , Fk+p! $� 
��� ������ P � ��	
�	
� R

2 ��������� �������� 	�	����� ���%�
����� P ! ,���	 �����# ��	 
���
����� ����� ����	��� 	���
��	
�� U
�	�� P ∈ R

2# ��	 ����
����� �� 
 ��%�	� ������ Fi ����
������� 
	 
�	� ���	�	��� 
���	� ����� U ! '���� 	���
��	
�� ���	��� �	�����	�
	�����	��� ���+��� P �� �	��	���	� ��������� � ��	� ���+���#
� �� ��		���� �� ��	�	������� K ( �	�����	� 	�����	��� ���+�

�� P ! g
�	# ��	 ��%��� �	������� 	���
��	
�� ��	��	���	� ������
��	�	������� ������
�# 
 ������
�	� �	�� �����# ����	� ���	�	 
�	�	 ����
� �� ��	�	������� K 
 �����	� � P !

)�
�� a  b ( ��� 	������# ���	���� � P # ��%��� � �	�	���
��%� � ���	�	�	� ����! S�

�	��� ����� �	������� 	���
��	
��
������ P # ��	�� a  b ����
���� �� ������! 7�
�� 	���
��	
� U #
����������� ��%�� a# b  ��
��� ������ ∂U 	���
��	
� U # �� 
%��� �	 �	�	�	� 	� a � b ��	
�	�� � �	�	%�����	� ���������#
���	��� ���	�	� 	� a � b  	�	����� ����� S(a, b)!

)�
�� Fa  Fb ( ����# 
	���%��� a  b 
		����
�����	! S�

�	� 
�� �	
���	��������� ���� �	���� P # ����# ��	 Fa ( ������# � Fb (
�	
������ � ��� ������! )	
��	� 
		����
������� ���������# �
��� ( �	������� 	���
��	
�� U ������ P ! '	��� 	�������� 
���	�
S(a, b)! )	���	%�
��	 � U # 
		����
������� 
���	�� S(a, b)# ���	���
��������	� ���	�� S(a, b)!



1bb ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

S�

�	��� �	
���	�������	
�� ����� ei, ei+1, . . . , εi+k# �
����� 
��
� �� 	��	�� ������ P �� ��%�� 	� a � b! $�	����� �����
αa ��	� ��%�� a  ei# � ����� αb ( ��	� ��%�� ei+k  b! \����

αa +
i+k−1∑

j=i

αj + αb

���	��� �	�	��������� ���	� ����� a � b � �������	� ���	��
S(a, b)  	�	����� ����� α+(a, b)! "����� 
���	�� S(b, a) ���	���
	������������ ���	� ����� a � b  	�	����� ����� α−(a, b)!

������������ \���� �	�	%�����	�	  	���������	�	 ���	� α+(a, b)
 α−(a, b) ���	��� �	���� ���	� ��� ���+��� P !

/�
�	%�	 ��	�����# ��	 �	���� ��	� �� ���
� 	� ���	�� 	�����	�
a  b# ���	���� � ������ P !

,���	 �����# ��	 ��������� 
���	�� S(a, b) ������
� ��	%���	�# �
 
�  �	���	 �
� ������ ��	�	 
���	�� ������ 2π!

)����	�	%�# ��	 �	���� ��	� � ������ P �	���� ��� π! )�
��
a ( ����
 	���
��	
� U ! $�	����� ����� b+  b− ���� ����
�
	���
��	
� U # ��	 �	�	%������� ��	� ��%�� a  b+  	�������� 
��� ��	� ��%�� a  b− ����� π/2! \���	� S(b−, b+) ������ π ���	���
�	������� �	������	�  	�� a  	�	����� ����� H(a)! $�6������
����
	� b−  b+ ���	��� �	������� �������������	� � a � P ! \���� 
���� ����� 	������!

 ���� ���� ���� a � b � ���� �����	� 	�����	�� U " ����'"
��	 �	�	��������� � 	������������ ���� ����� ���� �� ����+�"
��� π! %	��� �	������� �	������� H(a) � H(b) ���������� �� $	���"
��� �	 �	�� �������!

������
�  ����/��� ������	#���	�

)�
�� A  B ( ��	��	����� ���� �	��� ��	�	������� K! .����#

	�������� A  B  ������ ��������� ���� 
��� �
�� �� 
��� 
 ��� %� �	����# ���	��� �������+�� ��	�������	� � ��	
�	
�������+��! .���� γ �� ��	�	������� K ��������
� ��	�������	�#
�
� ��� ���	� ���� �	
���	��	 ����� �	��� �� γ ��
�� ���	� γ#

	�������� �# ������
� ���������� ��	�����
�	�!

)�
�� P ( ��	��	����� �	��� �� ��	�	������� K  U ( ���	 
�	��� �� 	���
��	
��! R
� ��� ��%�	� ���� �	��� � U 
���
�����
���������� ��	�����
���# � 
	��������  ��%���� � U # �	 	���
� 
�	
�� U ��������
� ������	�! k��� ��
�	����	 ������ ( �	������# ��	
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�	
���	��	 ����� ����	��� 	���
��	
�� ��%�	� �	�� P ∈ K ������ 

� ������	�#  	�
��� �
� ��������� ��	�����
��# 
	�������
�	�� � ��	� 	���
��	
�!

)�
�� P �� ������
� �����	� ��	�	������� K! "������ ����	 
��� 	���
��	
�� U ′ 
 �����	� � P # �� 
	���%���� ����� �K#  ��
��
U ( ����	��� 	���
��	
�� ��� P ���	� �������	 �������# ��� U ′! '	 
��� ��%��� ���������� ��	�����
���# 
	�������� �	�� � U # ��� 
�	� 
	���%�
� � U ′!

R
� P ��%� ����� ���	�	�	� ����# �	 ������� U ′ ���%� �� 
��	� 
	���%����
� � ��	� ����! R
� P ��%� ����� ���	�	�	�	
�����# �	 � ����
��� U ′ ������� ���	�	��� �� �	������� 	���
��	
��!
'�� ��� �� ��������� 	���
� U ′  U ����
������� 
	�	� ���� �	���� 
����
�� ����	�# �	 ����� ���������� ��	�����
���# 
	��������
�	�� � U # ������
� 	�����	�#  �	�	�� ��%� � U ! [	��� �	�	# � ��	�

����� ���������� ��	�����
��� ���
������!

]���# ��� ��%�	� �	�� P ��	�	������� K# 	����	� 	� ������#
�	
��	��� �������� ����	��� 	���
��	
��! .�������� ��	�����
��#

	������� �	�� � ��	� 	���
��	
�# ���
������ 3��� ��%�	� �� 
�� �	���4  �� 
		����
������� ��������� ����
������� 
	�	� 	�����!

)�
�� ������ P ( ������ ��	�	������� K! )�
��# 	���� %�# U ′ (
����	��� 	���
��	
�� ��� P # �� 
	���%���� ����� ����� ��	�	���� 
��� K# ��	�� P # � U ⊂ U ′ ( ����	��� 	���
��	
�� ��� P ���	� ���� 
���	 �������# ��� U ′! '	��� ��%��� ���������� ��	�����
���# 
	 
�������� �	�� � U # 
�	�� ��%� � U ′!

S�

�	��� ��	��	����� ���� �	��� A  B � U ! $�	����� �����
a  b ����
� 	���
��	
� U # ��	�	���� ����� A  B 
		����
���� 
�	! )�
�� α+  α− ( 
		����
�����	# �	�	%�������  	�����������
���� ��%�� a  b!
$��������	� ����� 8 ��$	� �	��� P ��	�	�������� K � �


����� �������� +��	��� 	�����	�� U " �����" ��	 ������ ����

���+�� ��	���������" 	������ �� ��	���	����� ���� �	��� A � B
�� ��	� 	�����	��" �����	� 	������� � U ! ;	��� �	�	" ��� P
�� ������� ���+��	� ��	�	�������� K" �	 �	��� A � B 	�������

� ���������	� �������+�� ��	�������	�! &�� �� P � ���+���
��� K" �	 ����� �������+�� ��	��������� ����� ����������" ��
���������� �����" �	��� �	�	��������� � 	������������ ����
����� PA � PB ����� ����� 	$	� � ����+� π! 4 �	������ �����
�	��� A � B 	�������� ����� �������+��� ��	����������!
;	��� �	��	" ���� P � ���+��� ��� K � α± � �	�	���������

� 	������������ ���� ����� PA � PB!
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• &�� α± � π" �	 ����������� �������+�� ��	���������" 	���

��� �� A  B" � ��	 �	����� APB!

• &�� ���� α± �� ����� ����� 	$	� � 	��� �� ��' ����+� π"
�	 �������+�� ��	��������� �� A � B ����� � ���	��" ����

���� �	�	�	�	 ����� �������+��� �� α±! ��� ��	� �� �������

�� ��	�	 ���	�� ��� ��	��������� ����������� 	$	� 	����	�
AB" ����� �	�	�	�	 ����+� ����� �	���	� APB!

• &�� ���� α± ����� ����� 	$	� � ����+� π" �	 � ������
�	��	 ��� �������+�� ��	���������" 	������ �� A � B" ����

� ��� �� ���������' 	����� �' �' ���	�	� 	�������� AB"
������ ����� ���' ��	��������' ����+� ����� �	���	� APB!

.�	�� �	�	# �� 	���� �	�����	� �
��	�
��	 ��	�����
�� �� ��	 
�	��������!

������ ��
4� (����� γ �� ��	�	�������� K ������� ��	������

�	� �	��� � �	���	 �	���" �	��� ������ �	���	��	 ����� ����

���� ����	� γ" �� ��	'	�� �� ����� ���+��� ��	�	�������� K" ����

������� 	$	� 	����	� 3� �	�'	�� �� ���������4" � ��	'	�� �� ��

��� ���	�	��� ���+��� P �� K ������ ��	� ���+��	� �� ��� 	�

�����" �	�	��������� � 	������������ ���� ����� �	�	���� ��
����+� π!

" 
�������� ������ �� 
�	������ ������	������ ������ ���


���	���� �	�����	�	 �
��	�
��� �	�����	 ��������� 
���� ��
��	�	��������!

��������  ����/��� ��������� �����/�� �	�	���/��- ����(
�� ����������	��-

" 
�� ����
������	�	 �	������� 
�������� �	�����	 ������ 
�	� 
�� Γ �� ��	�	������� K � �	��� X ∈ Γ# 	����	� 	� ������
� K# ( ����� %�# ���  � 
����� ��	
�	�	 ����	�� ��	�		�����!

\�	�������� 
������� ������ �	�����	� �������	
� 
� 
� �� ��	�	�������! '�� %�# ���  � 
����� ��	�		�����# �� ���� 
�	������# ��	 
��� Γ �� 
	���%� ������� �����  �� 
	������� 

�������	� ��	�����
�	�!

������ ���5� ,��� Γ �� ��	�	�������� K" ��������� �� �	

����	� ��	����	 M �	��� �� K" ������� �	�����	 ���������	�
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�	��� � �	���	 �	���" �	��� 	��	�������	 ���	������ ����� ��
��	���0

/*0 �� ��$�� ��� Γ ������� ��	����������"

/)0 ���+��� ������ 1 � 2 � ���������"

/50 ���� ����� ��	���	���	� ���	� ��$��" ����� �'� � ���+���
��� Γ" �� ����+� 120◦!

]� ��	���� 2!Ub  
�������� ���� �������� �	������ 
�������
���������!

�������	� ����� J�������� �	�����	 ����������� ��� �� ��

����	� ��	�	�������� K �� ��	'	��� ����� ���+��� ��	�	������

�� K! ,������ ����	� ���+��� ���	� ��� ����� ����!

��������� 4�
���
� ��� � ������ ��#�� 
���������� ������� 
��
����
	� ���� ��� � �����	 �	�� ����
� H������� � � ������ ������	� �����
������� 
��
���	� ����� 
���� �	�� ������ ��
 3 % ������������ � �������
����
 O 33 ����� �����	 �����	 ��������� � ������
� 
���������� �
�"�
#�
� ��������� ������� ���	� ���� 7�� ������ 
���� � 
����� ��
 8π/38 

�������� ������ ������D8���� ��� ����������	���

 �4�� 
�$� � ��

�� ��!���� ��� �
�"�"��

��� ��������"�4��

�7����������! )�
�� P ( ������ ��	�	������� K# � α ( �	����
��	� �� ��	� ������!

������������ "����� τP = 2π−α ��������
� ���	�	� �������	�
� ���+��� P !

$�����# ��	 ���

	�� ������ � ���	� ������ ������	�	 ��	 
�	������� �	�	%������!

)�
�� γ ( ��������� �	����� �� ��	�	������� K! ,	����� γ ��� 
����� K �� ��� 	���
� 3��� �� �	������
� 
�����	
��� ��	�	���� 
���4! )�
�� Ω ( 	��� � ��  P1, . . . , Pk ( ������ � K# �	�����
������ Ω!

������������ \���� ���

	��� ����� �	 �
�� ������� Pi ���� 
����
� �	��	� �������	� 	$���� Ω! R
� � Ω ��� ����� � K# �	
�	���� ������ ���	� 	���
� Ω ����� 
����� ����	� ����!

$���
�� Ω �	%�	 ��

�������� ��� ��	�	��	����# ��%��� ��
��	�	������� K! )�
�� n ( �	���
��	 ���	� � ��	�	��	����� Ω#
� βi ( ������ ��	 ��������� ���	�! ]���� ��
�	 ����	� ��	����
I���-;	���# 
�! TV^W!
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������ ����� ,���� ���������' ���	� n
��	������ Ω �� ��

�����	� ��	�	�������� 	�������� 	� π(n− 2) 3���� ���������'
���	� ��	�	�	 n
��	������4 �� �	���� �������� τ(Ω) 	$���� Ω0

n∑
i=1

βi = π(n− 2) + τ(Ω).

4 ����	��" ���� ���	� ��$	�	 n
��	������ �� ������	� ��	�	

�������� K" 	����� ��	 '	�� $� 	��� ���+��� �� K" $	��+�" ���
���� ���	� ��	�	�	 n
��	������" �!�! ��� π(n− 2)!

����
� B���	#���	� 	 ��'����	#���	� �����	#��	� ��
�����(���� ��������- �����/�� �	�	���/��- ����(

)�
�� Γ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� 
�����
�	�
��	�	������� K! \��� Γ �������� ��	�	������ �� 	���
� ( ���� 
� � ���� 
�� Γ! .�%��� 	���
�� ������
� ��	�	��	����	�# �
�
��������� ���� �	�	�	�	 ����� 2π/3! )�
�� Ω ( ��	��	����� ���� 
�� 
�� Γ# ��������
� n ��	����	�# ����� �� ������ ��	� �����
��� ����� ��	�	������� K! $�	����� ����� τ(Ω) �	���� ������
	���
� Ω! ]� ��	���� 2!UP �������� 
������� ���������!

$��������	� ����� �	���� �������� τ(Ω) ����� π(6 − n)/3!
4 ����	��" ��� Ω �� 	������ ���+�� �� K" �	 ������ Ω ������

� +�����	�����	�! ;	��� �	�	" ��� K � �������� ��	�	�������"
�	 �� ������ ��� Γ ������� �� $	��� ��� +�����	��������" ���

��� ������ Ω � +�����	����� �	��� � �	���	 �	���" �	��� 	�� ��
	������ ���+�� ��	�	�������� K!

$��������
�# ��	���� 2!UP ����������� 
���
������� 	��������
�� ���

 ��	�	������	�# �� �	�����	
� �	�	��� 
���
����� �	�� ��
	��� ��������� �	�����	 ��������� 
���! /%� �� ������� �� 
������� '! "! )�������� 3c�����	�4 �� ��� ����!

����
��� � E� $���?���	#� ��&��������	� ��������-
�����/�� �	�	���/��- ����( �� ��'����-
����������	��-

/��	��� 
�	�� �	��	
�!
.��

��
��� ��	���� ,�
������&h��������� 	 ��������� ��	 

�����
�� 3��	
����� ��������� �	�����	 ��������� 
����4 �� 
���%����# ��	 �� ���	� ������	� �����	� �	������	� �	�����	
� W
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� R
3# �	��	�	���	� �������	� 
����# 
���
����� �� ����� ���� �� 

������� ��
��	����
������
� ��	�����
��# 
�! TPbQW! '��� ��	�� 
���
��# ������ ��������� �	�����	
�� M �� ��� ��
�# ��%��� �
�	�	��� �	��	�	���� �������	�� �
��# ��������
� ��	����!

�����# � ���	��� T1W  TP1PW ���	 �	�����	# ��	 ��	���� ,�
������&
h��������� 	
����
� 
��������	� � ���

� ��	
��� ������	����� 

�� �� ��	�	������� W ! /��	���# ��	 ����� γ �� ������	� �	 
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• &�� K � ��	����" �	 �� ��� �	��� ������	����� �� �	��	�
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S����%�� �������� K �	 ���� ��	 ������# ���	���� � 	��	� ��� 
���! -� �	���� ��������� �����	���� Δ# ������� �� ������
�	��� ����� ��������� �����	����� Δi! )�
�� ψ ( ��	%��� ��� 
��	����� Δ � ��	
�	
�� R

2# �� �	�	�	� �����	���� Δi 	�	���%� 
��
� �� ����� ������� T ! )	
��	� ������ T ′ ��	
�	
� R

2# �	�	 
%������ �����	� Δ′ = ψ(Δ)! )�
�� λ ( 	���%��� 	��	
�����	 
��� 
��� 	��	� � 
�	�	� �����	����� Δ′ 3�!�! ����������� 
������4 
Δ′′ = λ(Δ′)! $�	����� ����� Π �	�� Δ′ ∪Δ′′!

)�
�� ϕ′ : Δ′ → K ( 	�	���%���# 	�����	� � ψ! )	
��	� 	�	��� 
%��� ϕ : Π→ K# 	������� ��	 �� ������ δ ∈ Δ′ ������ ϕ′# � �� ������
δ ∈ Δ′′ ( ������ ϕ′ ◦ λ! ,���	 �����# ��	 	�	���%��� ϕ �	������	
	��������	 �� ����
���� Δ′  Δ′′ # �����# �� �
�� �	��� Π! [	���
�	�	# ���	
���
�����	 ��	������
�# ��	 	�	���%��� ϕ `	����	�	a ��
��	��	�	�	%��� 
�	�	��� �	��� Π! [	��� �	������	# �
� τ ( 
���#
�����	���� 
�	�	�� l �	��� Π � ��	��	�	�	%��� ��	 
�	�	�� l′# �	
��	�� 
�	�	�� l ���� ϕ|l = ϕ|l′ ◦τ ! )	��	�� 	�	���%��� ϕ �	�	%����
	�	���%��� φ : T 2 → K �������	�	 ��	
�	�	 �	��# 
������	�	 � �� 
������	������ Π# �� �������� K! .	��	��� ������� π : R

2 → T 2

��	
�	�	 �	�� T 2 ��	
�	
��� R
2  	�	���%��� φ : T 2 → K �	�	%����

	�	���%��� Φ : R
2 → K!

$�����# ��	 	�	���%��� φ  Φ ������
� ������������� ����� 
���0 ��		���� �� 	�	���%�� φ ��%�	� �	�� � K# 	����	� 	�
������# 
	
�	� � ���� �	���# � ��		���� ��%�	� ������ ( � 	� 
�	� �	��!

)�
�� Υ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� K! .�� �� 
�	 	������	 ����# 
��� Υ �� ��	�	�� ����� ������ ��������� K!
)	��	�� ��		���� Γ 
�� Υ �� 	�	���%�� φ ������
�# � 
�� ��	 
��� 	 �	�����	� 
��������# �������	� �	�����	 �������	� 
���� ��
�	�� T 2! $�����	�# �		��� �	�	��# ������	!

"��
��# �	��� ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� T 2 �	�	 
%���� ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� K! )�
�� C ( �����
�	��� Π# � �	�	�	�	 
����� �	� T 2# � λ ( 	���%��� 	��	
�����	 C!
)�
�� Γ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� �	�� T 2! $�	��� 
�� ����� Γ′ �� �	����� �� ��	
�	
�� 
 �	�	��� ��	��� π! )�
��
L ( ��	%�
��	 �
�� ����� ����� ������� ��	
�	
� T # �!�! ��		����
�� 	�	���%�� Φ ����� ��������� K! -�	%�
��	 L ���	��� ��+��

�	� ������� T !
$��������	� ����� ,��� Γ �� �	�� �	�	����� ��������� �	


�����	 ����������� ��� �� ��������� K �	��� � �	���	 �	���"
�	��� 	��	�������	 ���	������ ����� �� ��� ��	���0
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• ��� Γ′ ����������� 	��	������	 ���������	� �������� λ"
�

• ��� Γ′ �� 	������ �	��� ��+���� L ������� T !

�������	� ����� ,��� Γ′ �� ��	�	��" �	�	������� �������	�
�	�����	 ���������	� ���� �� ���������" ����'	��� � �$� ��� 	�

������� 	��	������	 ��	���	���	� ���+��� �� ��+���� L �����

�� T !

'��� 	����	�# ��	�� 	�
��� ��������� �	�����	 ���������

�� �� ���������# �	
���	��	 	�
��� �
� ��������� �	�����	 �� 
������� 
�� �� ��	
�	� �	�� T 2# 
������	� � �	��� Π# �	����� �	 
�	��� �� ��	
�	
�� R

2 �����	��� � 
��� �� 
����� 	��	
�����	
������ �	��� Π  �� 
	���%�� �	��� ������ ������� T !

\������ ��
�	���	 ��	��	���� �������� 	��	
�����	 �	�����	
��������� 
���� �� ��	
�� �	���!

��������� ;���� Γ * ��
����� ������� 
��
����� ���� � T 2(f) �
Γ′ ⊂ �

2� ��� ������� * �� ������� � ��������� �2 % ����	��#�
 �������� ���
���������� ���� ���� Γ� 
	� ��� �������� ��������� �������� ���� Γ ���� ����	
��� �� ����� �����������"#�� �� ���� Γ′ ������� � �����
 �������� % ���

������� � ���� ���������� O 3O� ���� Γ′ � 
���� ��������� ����� ����� �������
�� %������" �������� 
��� ����� ����������� �	����� ����
��� � ��������
����������� ��
��� �� �������� ����� ��� T 2(f)� ��
�� ������"#���� �� Π �����
��
� ��������#�
 ��� �� ����� ��
�� Π � ������ ���� Γ′ ������ ���
������
������� � ���������� ������ ���� Γ′ ��� ����������� ���	 ��������
	� �����
�	� �������������� �	����#�� �� ����� ����� ���� Γ′� � � ���������� ������
��������� ���������� Γ′� ��� ����������� ���	 ����������	� ���
	� /���
�� �������� ;�� /��
 �
 �������� �	 ��������� ������������ 
���� �����	
�
������
� � ������
� �������� 2�� �	 �� � �	��� �����	� ���������� ���
���	��"�� ��� ����������� ������������ �
� ��� ���������� ����� �������

��
���	� ����� � ������� ������ � ��������������� 
���� �	�� ����
����
����� � ��������
 ��	��� � � � ������
� �� ����
��� ����������� �����
������� ���� � ����� ���� Γ′ 7���������� �
 � +(3(.8 

/��	���# ��	# � 
�� �����%���� 2!P1# �
� �����	���� ����� 
������� 
������ ��	�����
�� 
�� Γ′ ���� 	����	��� ����! R
�
������ ���
 
�� Γ′# 
	
�	���# �	 	���������# � ���� ����������� 
��� �����	���� 
������ ��	�����
��# �	 ���� ��� ���
��� ��	 
�����
�� �� ������� �	��	��������  ����������� ���	���

�� Γ′! /��	��� ���%�# ��	 
���
����� �� ���

� ����������	
�

������ ��	�����
��! "
� ����
������	� ������
� �	������ 
���� 
����	 	���������!

������������ _�	���	�� ���

� ����������	
� 
������ ��	��� 
��
�� 
�� Γ′! ���� �����	��	� 
����	� ��	�����
�	�# ��%���� �
i � ���

� ����������	
�# ���	��� i
� ����	�	� ��� Γ′! c���	�����
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�

	��������� ����
�  ��� 
�� Γ# ��� ���
�	 �����	���� ��

��� 
�����
� ��������� 
������ ��	�����
��!

$��������
�# ��������	
�� 
�� Γ′ 	��	
�����	 	���%��� � ��� 
���� ������ L ������� T ���	�� � ���	�	��� 	��������� ��
���	�� 
����!

)�
�� Υ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� ��������� K#
Γ ( �� �	����� �� ���������� �	� T 2  Γ′ ( �	����� 
���� Υ 
Γ �� ��	
�	
�� R

2! )�
�� ������ T  �	�� Π ������� ���# ��	 �	� T 2

�	%�� ���� ���
�� ��� T 2(f)# ��� f = (1/2,
√

3/2)!
$��������	� ����� 4� ����	�� ��� Γ′ �����!

������������ �	��
���� ��	���
(
M =

(
p r
q s

)
,m, n

)
��������
�

����	�# �
� �
�� m# n  uvΔ/d ( �����# ��� Δ ( 	���������� ��� 
��� M# m = uΔ# n = vΔ  d ( ���	���� 	��� ������� �
��
ur − vp  us− vq 3
�! �����	%��� 2!1^4!

"	 ��������� ������� �����	%��� 2!U* �	%�� ���� �����	��� 
��	���	 ���!

$��������	� ���!� (����� �	������� ��	���" ����� ���
���	� ��� �	������ Γ �������	� �	�����	 ���������	� ��� Υ ⊂
K �� ��	��� �	� T 2(f)" �������� �� �������� K" � ��	���	���	�
$���� ��� Γ" � ������!

" 
�������� ������ �� 	������� ��������� 
�� �� ���������
 �	��%��# ��	 ����	 	�����	� �����%���� � �����	%��� 2!U*!

������
� $���	�/��� ���	

)�
�� Υ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� ��������� K 
φ : T 2(f)→ K ( �	
��	���	� ���� �����������	� ������� ���������
K ��	
�� �	�	� T 2(f)# f = (1/2,

√
3/2)! )�
�� Γ ( �	����� 
�� Υ

�� T 2(f)!

������������ \��� Υ �� ��������� K ��������
� ��������	�# �
� ��
�	����� Γ �� �	� T 2(f) ������
� �������	� 
���� �� ��	� �	��!

$��������	� ���3� ����
(
M =

(
p r
q s

)
,m, n

)
� ������ �	


������� ��	���" ��� �	�	�	� �� ��	�	� �	�� T 2(f) � ������
��������� �	�����	 ����������� ��� Γ ��	�	 ����! %	��� �������

��� ��� Γr ⊂ T 2(f)" ���	�����	��	 ������������� Γ" ��	���������
	�	$�������� φ" �	�� ���	�	�	�	 ����� �� �	�� T 2(f)" � �������

��� ��������� �	�����	 ����������� ��� �� ��������� K!
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�������	� ����� 2�� ����	� ����	� �	�����	� ��	��� T " ��

��� �� ��� ���	�	�	� �������	� �	�����	 ���������	� ��� ��
�	�� T 2(f)" � ������ ��������� �	�����	 ����������� ��� Υ
�� ��������� K" �����" ��	 �	������ ��� Υ �� �	� T 2(f) �����
��� T !
������ ����� 2�� ����	� �������	� �	�����	 ���������	� �


�� Υ �� ��������� K � ������ ����������� ���	�����	��	 ��

����������� �� ���������� �	�����	 ����������� ��� Υr! 2����
���� Υ � Υr �����" �	��	�� ���	�����	��	 ������������� �	����

�	 ����������� ��� ����� 	�����	��� �����!
;	��� �	�	" ������ �	�����	 ����������� ��� �� K �	���

$��� ��	���	����	���� � ��	���	����� ���	�����	��	 ����������

��� �� �	�����	 ����������� ��� � ���� �	�����	 ����������'
����!

��������� >� ��
�
 ����� ����������� �������	� � �����#�
 ��������
�������"� �������� ����" ������������" ��
���	� ������� 
��
���	�
����� � ����� ������
 ������ 
���������� * � ��� ��	���
	� 	��������
������
 �����&���
� � � �����/����� ��� ���� �����	� �����/�	 
���� ����� 
2���	� ����� �����/��� � �������" �� �������� 
���� �	�� ���� ������
 ����
��������
� ��� ������ �������� * ������ e1 = (0, 1)� � ������ * ������ f ��
������ �������������� �
 ��� O 3' &���� �����/�� �������
 ����� K(f) )���
�� ������ ��� �����/�� K(f) ���	������ ����
 T 2(f)� � ��/��
� ��� �����	�
�	�� ���������� �������	� ��� ������ ���������� �����/���� ���
��
	 �
� �������������
� �����/��� K(f) 4�
���
� ��� A % ;���	� � +(3(. �������
���� �
�� � ������������	� �����/���� % �����"#�
 ������� 
	 �������

��#�� �������������	� �����
	 ��� ��
���	� ������� 
��
���	� �����
� ������������	� �����/���� 

���� $���� 3��*�������&��� �
���"���

�������� ������ �����	9	��6		

)�
�� Υ ( ��������� �	�����	 ��������� 
��� �� ���������� 
�	� ��������� K(f) 3
�! �������� ����4  Γ ( �	����� ��	� 
��
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�

�� ��	
�� �	� T 2(f) �� �	�	� �����������	�	 ������� φ! )�
��

[g] ∈M+
2 (Z)/〈J〉 ( �� 
�� Γ! )� ��	�# ���	���# �
� g =

(
P R
Q S

)
#

�	 �
�� P, Q, R  S 	������ ���� ������! )	�	%�

P ′ = P/2, Q′ = Q/2, R′ = R/2,  S′ = S/2.

-�����

(
P ′ R′

Q′ S′

)
	�	����� ����� g′!

������������ Z������ [g′] ∈M+
2 (Z)/〈J〉 ���	��� ���	� 
�� Υ!

������ ���!� C� �������������	� ��������� ���	�����	��	 ��

����������� ��������� �	�����	 ����������� ��� ����� 	����

�	��� ����! 2�� ����	�	 �������� [g] ��M+

2 (Z)/〈J〉 ������� �����

���������� �������� K(f) � ��������� �	�����	 ����������� ���
Υ �� ���" �����" ��	 [g] ������� ���	� ��� Υ �� K(f)!

'��� 	����	�# ��������� �	�����	 ��������� 
�� �� ��� 
���������� ���������� ���

������
�# 
 �	��	
��� �	 ���	� 
���	��	� ����������	
�# ��������� 	��	�	��	�	 ��	
����
���
M+

2 (Z)/〈J〉!
.��  � 
����� ��	
�� �	�����	
���# �	%�	 	�������� '������


��������� �����	����� OAB ���� [g] ∈ M+
2 (Z)/〈J〉 ��� ���������

K(f) ���0 �
�

(
P R
Q S

)
∈ [g]# �	 A = Pe1 +Qf #  B = Re1 + Sf !

������ ���3� C� �������������	� ��������� K(f) � ������
��������� �	�����	 ����������� ��� ����	�	 ���� [g]" ��� � �	��

�	 ��� �� ���� '�������������	�	 �����	������ ���� [g] ��� K(f)
����+� 120◦" �!�! ��� ���+��� '�������������	�	 �����	������
�	��	 �������� �����	�����	� �	�����	 ���������	� ���� Γχ"
�	�	��� ��������� ��������
���
�	� 
����!

7������ ��� ����� 
�	�������� ����	� ��	��� 2!PV&2!11 ��� 
�� 
��� ������������� ��������	�# � ���%� ����	� 
���
��� 2!U1! -�
������� ���
� ��� 
������� ��� ��	������
�� �����%����!

�������	� ����� C� ����	� �������������	� ��������� � �

����� $��	����	 ��	�	 �	�	�	������ ��������' ��������' �	����

�	 ����������' ����!

�������	� ����� D���� ���	������ �������������	�	 ���������
� ���� ��������������' ��������	� �� �����+��� ��������' �	

�����	 ����������' ���� �� ���!



*��� 5���
��� ��� 
� ������
���� �
�"�"��

���� 1P2

������ G����	�� H���������	�I ��������- �����/��
�	�	���/��- ����( �� ����������	��-

" ����	� ������� �� ��	%� ����������# �	�������� '! "! )���� 
���� 3c�����	�4! k��� ����	�	 ������� ( �	������# ��	 �
� �� ���	 
�	�	� ��	�	������� K ����
� 	��� ��������� �	�����	 ������ 
��� 
���# 	������ 	� �������	� ��	�����
�	�  �� ��	�	����� �����
������ ��	�	�������# �	 �� K ����
� ��
�	����	 ��	�	 �	�	�	� 
��
� �������� ��������� �	�����	 ��������� 
����! -� ����6 
��� �	�
��������� ���	��� `�����	%���a �	�����	 �������	�

��! .�	�� �	�	# �� �	
��	� ��������� �	�����	 ��������� 
���
�� �	��������# 	������ 	� �������	� ��	�����
�	�! '��� 	����	�#
� ��
��	
�# ����� �	������ 
�������� ��	����!

������ ���4� C� �	���'�	�� ����	�	 ����	�	�� ���� � �

����� $��	����	� ���	 �	�	�	������ ��������' ��������' �	

�����	 ����������' ����!

��������� ��� �����/���� ����� ����/��� � �����/��� �������	� ����� ���

���	� ������� 
��
���	� ����� �	�� �������	 � +-,. !���� ����� ����� �
������/��� �������� & % ;���"����� 

k���������� ���������	� ����	�	 ������� ������
� 
�������� �� 
	����# �	�������� '! "! )��������!

������ ���5� &�� �� ���	�	�	� ��	�	�������� K � ������
��������� �	�����	 ����������� ���" 	������� 	� �������	� ��	

�������	� � �� ��	'	�� �� ����� ���+��� ��	�	�������� K" �	 �� K
� ������ $��	������ ���� �	�	�	������ ��������' ��������'
�	�����	 ����������' ����!

���������	
���� )�
�� �� ��	�	������� K 
���
����� ���������
�	�����	 ��������� 
��� Γ0# 	������ 	� �������	� ��	�����
�	�
 �� ��	�	����� ����� ������ � K! -� �	
��	� ��
�	������ 
� 
�� �	�����	 ��������� 
����# �	�	��� �	������
� � 
�� Γ0 �����
�	������� ���	�	�	�	 �
�� ��
���	����	�! -� ����6��� ���� 

��	�� 
�� Γ0 � ���	�	�	� �	
���	��	 ���	� 	���
��	
� ��	� 
��#
�	��	����� 
��	�� �	��� 
�� �	��� 
�	%�	� �	�	�	�!

`%�	����	�a ���	��� 
���# ��������
� ������� ����� h����� 
�� �� ��	
�	
� ��� �������	�	 �����	�����! -� 	���� ��
�	���	
�	��	%��� ����
��	�� 
��!
*� . 
�	��	� 
�� Γ0 �	����� `��	���a ���� 	����	�# ��	��

������ 
����� 3 `��	����a 
	����� 
 �����	� V 
�� Γ0# � ��	
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����� ��%�� �� �� ��	�	�%���� ����� 
�� Γ0 �� ������ V ! $� 

����� ��	������ ��	������ � ��%�	� ������ Vi 
�� Γ0# �	
�� ���	

	���� ������ 
����� 1 `��	����a 	������� ��	�����
��# `�� 
���������� ������a 
�	��	� 
��# 
�! �
! 2!UU# �! 35�����# ��	 �
��%�	� ������ 
����� 1 `��	����a ��%�	 ��	��
� �	��	 ��� 	���� 
��! '���� %� 	����	� ������
� �%� �	
��	����� ����	� `��	����a 

	������ ��� ������ 
 ��	 �����	� 
����� 3!4 Z� 	�����  �����
`��	����a ����� ������ �	�	� 
��! "������ 
�� ����� ������
�
�� `��	���	�a!

���� $���� �
�
������ �
��8 ���
��� ������� � �
���� �&�����

**� "	����� ������ ��������� ��
���	����! )	����� ��	 � 
� 
� ���� 	����	�# ��	�� ��	 ����� 
	���� 
 �����	� 
�� Γ0# � ��
��	 ������ ��%�� �� �� ������ 
��! /� �

����
�� ������ �� 
�	�# ���	���� � ��� ����� ��
���	�����# �	�	��� �� ��%�� ��
������ 
��# 	��	%� 	����� ����# ����	� 
�	�	�� ��
���	�����#

�! �
! 2!UU# �! $�
����� ��	������ ��	������ � ��%�	� ������ Vi


�� Γ0! .	��� 	�����	�# �� �������%��� ������� ��
���	��� 
��# 
	���� ��%�� 
	�	� ����	���	 �	��# ��� ��	 �����	
� � :! S���� 
� �	�	� 
�� ����� ����� 
���	� 
��# � �	�	��� ������� 	�����#
�	����� ������ ��
���	����	�# � ���%� 
�	�	�� ��
���	�����
 	�����# �	
��	��� �	�	��� ���	 	�
��	 ����! "������ �	�	�

�� ����� �
� ������ �
�� ��
���	����	�  �	��� ��� 	�����	�#
�	�	��� 
��	�
� �� �

����
��!
***�D � � � . ��%�	� ������ Vi 
�� Γ0 �	����� `��	��� ��
� 

��	����	�a  ����
��	� 
��� �	 ����	� 
 �%� ���	������� 
�� 
����# 
�! �
! 2!UY!

.�%��� � 	�
����� ��	����� �	%�� ���� �������� � ��	��	�� 
�	� 
��# 	����	� 	� �������	� ��	�����
�	�  �� ��	�	����� �����
������ ��	�	�������! �	��������
��	 ���	����	! �

.�� ���	 �	�����	 ����# �	�����	 ��������� 
��� �� ����� 
�	� ��	�	������� �� �	%�� ��	�	��� ����� ������ ��	�	�������!
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���� 1PV

���� $��#� ���
��� @ �*�� �
���� �&����A�

)	��	�� � ��	���� 2!Yb �	������ 
������� ��������� 3'! "! )���� 
����4!

�������	� ���!� C� ��	���	���	� ������	� ��	�	�������� ��$	
�� � ������ ��������' �	�����	 ����������' ����" 	������'
	� ��������' ��	��������'" ��$	 � ������ $��	������ ���� �	

�	�	������ ��������' ��������' �	�����	 ����������' ����!

]
�	������ ������ ��	���� 2!Yb ��� �	
��	��� ��
�	����	� 
��
��������� �	�����	 ��������� 
���� �� �	�����	
� �	��������!
)�
�� W ( �	�������! " ��	� 
����� �	���� ������ �	 �
�� ��	 ��� 
���� 	����	��  ����� π/5! )	��	��# ��� �%� 	������	
� � ������� 
��� �������# �
� Γ ( ��	��	����� ��������� �	�����	 ���������

��� �� W # 	������ 	� �������	� ��	�����
�	�# �	 ��	%�
��	 ��� 
�� 
�� Γ 
	
�	� � ������� ��	�����
�� �����	����	�# ��%��� �
�	�	��� 	��������� �	��	 5 ����� �	��������#  ���	�	�	�	 �	� 
��
��� ��	�����
�� ��
���	����	�# ����� ��%�	�	 � �	�	��� ��

	���%�
� ����� �	��������!

-� �	
��	� ����� �������	� �	�����	 �������	� 
�� ��
�	��������# �	�	��� 
	
�	� �	���	 � �����	����	�# 
�! �
! 2!U2!
" ���������� ����� 
��� ����� �������� ��������	�	�	$�	�!

)	��%��# ��	 
���# ����
��������� �� �
! 2!U2# ���
�������	 ���� 
��
� �������	� �	�����	 �������	� 
���� �� �	��������! S�

�	� 
�� ��������� W̃ �	�������� W # 
�! �
! 2!U*! 5�����# ��	 ���������
W̃ �	%�� ���� �	������ � �� ��������� w0 3�� �
! ��	� �������� �� 
����	���4 	���%����! ��� ��	�	 	����� �������� w0 ���������	

�������	 	��	
�����	 �	�� A ( 
������ ����� a �	�������� W !
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���� $��$� �
���"�������! �
�& �� ��
��"��
 B��*�
����C�

)	���� �������� w1! 5���� 	����� �������� w1 ���������	 
���� 
���	 	��	
�����	 �	�� B ( 
������ ����� b! )	�������� �	���
�������� 	�	����� ����� w2  	����� ��	 	��	
�����	 �	��D ( 
� 
����� ����� d �	�������� W ! )	�������� ��������� wi# i = 0, 1, 2, 3#
	������� �	���� ��������� �	��������!

S�

�	��� �����	���� �ABC# 
�! �
! 2!U*! ��� ���	 ���� �� 
���� h�������# �	 �
�� ������ �	��� h������� S 3�	
�	���� �
� ����
�����	����� ABC ������ 120◦# ����� �	��� 
���
�����  ��%� ��� 
�� �����	�����4!

-� �	���� 
�	��� 
��� �� �	�������� � �	�����	 �������	�

�� ��� �����	����� ABC# 	���%�� �� ���������	 
�������	 	��	 

�����	 �	�� A# ����� B  D! )� ��	�# 	�����	# ����� 
�� �����	

�������
� �� ������ c# e# f �	�������� W # 
�! �
! 2!U*! )	
��	�� 
��� 
��� ����� ���� ������ �	��%��� ������  ���	���� �	�������
�� ������ ��	�����
�� �����	�����# ��%��� � �	�	��� 	���������
�	��	 �� ������ ��	�	�������# 
�! �
! 2!UV!

��� �	��������
��� �	������	
� 	�
���	�	 ���� �	
��	��� �	 
�����	 �������	� 
�� �� �	�������� W �	
���	��	 ��	�����# ��	
���� ��
�	 
�������� �����!

 ���� ���� 4 �������' ��+� 	$	��������' �	��� >������� S
����� ������ ������'��	������ AC′HB′!

�)���� ��
������ ��� ����
��	 w2 � w3 
���� �	�� ������	 ������
� �����

��������� ����
���� w0 � w1 � ������
−−→
AD
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���� 1PQ

���� $��.� �
���"�������! �
�& �� ��
��"��
 B����
��
C�

���� $��0� �
���"�������! �
�& �� ��
��"��
�

���������	
���� ]
�	������ 	�	�������# 
�������� �� �
! 2!U*!
��� �	��������
��� ����� �	
���	��	 ��	�����# ��	 �	��� H ��%�
��� 	���%�	
�! /	 ��	 	�����	# ��� ��� ������ ���� AHB �����
���� �������	�	 �����	����� # �����# ������ 120◦! ,���� �	�� 
����! �
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]���# �� �	
��	� ��������	�	�	���� ��������� �	�����	 �� 
������� 
��� �� �	��������! "	
�	���	����
� ��	���	� 2!Yb# �	���� 
�� 
������� ��������� 3'! "! )��������4!

������ ����� C� �	�������� � ������ $��	������ ���� �	

�	�	������ ��������' �	�����	 ����������' ���� $�� ������!

)	
����� ��������� ��������� �	��������
��	 ��	���� 2!UQ# 
�!
���%� �
! 2!UP!

������ "�������� ������	#���	� �� ��,�

" ��	� ������� ���%� �������
� ���������� '! "! )��������
3c�����	�4!

$���� �
� ��	%����� 3�!�! ��� 
��	����
�����4 ��������� ��	 
�����
�� �� ����! ]� ��	���� e��

�&[	��� 
������# ��	 ��%��� �� 
������� ��	�����
��� ���� ��� �� ��� ��
�# ��%��� � �	�	��� 
	 
���%� �	 ������ ������! $��������
�# ���� �������# 
 �	��	 

��� �	 ��%���# 
���
����� �	��	 6! )� ��	� ��� ���� � ��

		����
����� ��	%����� ��������� ��	�����
���! c���� �
��	��	% 
��� ���� ������� ����� ���� �� ������� ���	�� � 
���������
����������!

��� ��	�����
�� �� ��	�	������� ���	��� ��������������# �
 
�# 
 �	��	
��� �	 ��%��� ��	�	�������# 	��� �	������
� � ����	�
���������	� ���	������ � ���

� ��	�����
��!

���� $��2� ��(
���! *�	�����!  
�
*��
���! �� ���
) ��

������ ���
� C� ��$� � ������ �	��	 ��� ��������������'
��	�����' ��������' ��	��������'" ��	$�������' �� ��! ?!5F" ?!5B
� ?!6L!
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���� $��4� ��(
���! *�	�����!  
�
*��
���! �� ���
) ��

���� $�#7� ��(
���! *�	�����!  
�
*��
���! �� ���
) ��

)�#� '� �� 0��
�
�

1
����� '���� �����	
� ��
����	
�� ����

" ����	� ��������� 
	���%��
� ���������� �
������ ������	 �� 
�������
�	�	 ���������� -e_ -! "! )�	���! d�����
�# �� �� 
�	�� 
	��������� ���
 
����� -! "! )�	��� TP12W  TP1VW# �����
����
������� 	 �	�������� � �����������! /��	�	��� 	��������� 
������
�� ���������� ����	�	 ��������� �	��	���� ������ � ��� 
������ �������� ���! -�# 	����	# ���� �	�� �� ��	# ��	��

	������ ���	
��	
�� ��	%���  	�	�������!

������ E�����	�

,	�����	 ��������� 
�� ������
� �
��
������� 	�	������
��	�����
�� �� ����	�	� ��	�		����! )� ����� ��	����� 

�� 	��������
� �	������ �	���� ���� ����
� 3�����	
� 
	��� 
%���	� �	��4  ����
�! /��	���# ��	 �����	� 3����
�����	�4
-	�
� ��	�����
�	� ��������
� ����
 3
		����
�����	# �������	
��
����4 ��	�	�	 ����������� �����	���� ����! "�	�	� ���� 
������ �����	���� ���� ��������
� ������	� �	��	� ��	����� 

�	�!
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$�����	
�# ��	 �	���� ����
�	� �	���# ����
�  ���� ����
�
�	��� ���� ������
��� �� 
����� �	�����	 ��������� 
����! / 
%� �� ������� 	
�	���� ����������# ��
����
� ����
	� -	�
� �	 
�����	 ��������� 
����!

����
� J�������� 9����

" ��	� ������� �� 	������� �	���� ����
�	� �	���# ����
� 
���� ����
� ��� ��� ���������� ���������' ���������' 
����# 
�!
	��������� �%�!

��������� >��� ����� �������� ��� ������ ������� 
��
����� ���� 
��
��� �	�� ����
��������� ��������� ����������� ����" 

��	������	 ��	��	
������' �����' γ : [a, b]→ W �� ��	�		��� 
� W 	�	����� ����� Ω! /� ��	
����
��� Ω 	�������� �����	���

���� L0 L(γ) =
∫ b

a
〈γ̇, γ̇〉1/2(t)dt# ��� ����� γ̇ = dγ/dt 	�	������ ����	�


�	�	
� ���	� γ! 4�������� α ���	� γ ∈ Ω ��������
� 	�	���%���
α : (−ε, ε) → Ω ���	�# ��	 	�	���%��� α(s, t) = (α(s))(t) ( ��
	��	 
�����	�  α(0) = γ! �	��� �������� α ��������
� ����	��	� �	�� Y
��	�� ���	� γ# 	���������	� �	����	� Y (t) = ∂α/∂s(s, t)|s=0! [����
	�	������� ����� �tγ̇/|γ̇| = γ̇/|γ̇|(t+)− γ̇/|γ̇|(t−) ������ ����	��	�	 �	 
�� γ̇/|γ̇| ��	�� γ � �	��� t! R
� γ ( ��
	��	 ���������� �����# �	 �	��
γ̇/|γ̇| ���� �	����	� �
�	 �	��� �������!

+	�	�	 ���
��� �	����� ����	� �������� ����	� TPP*W# TP1UW# �	�	 
��� �� ������� � 
��������# ��	��	� ��� ����������	# �	���!

���������	� ��

� ���� α : (−ε, ε)→ Ω � �������� ��	��	
��

������	� ����	� γ �� Ω  ��������	�" ��	�	���	������� ����� ����"
Y � �	�� �������� α! %	���

dL(α(s))
ds

∣∣∣
s=0

=

= −
∑

t

〈Y,�t
γ̇

|γ̇| 〉(t)−
b∫

a

〈Y,∇γ̇
γ̇

|γ̇| 〉(t)dt+ 〈Y, γ̇|γ̇| 〉(b)− 〈Y,
γ̇

|γ̇| 〉(a),

��� � ����	� ������	� �����	����� ������ �	 ��� �	���� t" ��

��� ���� �	����� ������� �	�� γ̇/|γ̇|!

]���� ��
�	 �	����� ��	�	� �������� ��	�������	� TP1U# 2*W!

���������	� ��
�� ���� α : (−ε, ε)→ Ω � �������� ��������	�
��	�������	� γ �� Ω" Y � �	�� �������� α" Y ⊥ = Y − 〈Y, γ̇〉γ̇/〈γ̇, γ̇〉
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� 	��	�	������� �	��	����� �	�� Y " ∇Y Y = (∇/∂s)(∂α(s, t)/∂s)|s=0"
��� α(s, t) = (α(s))(t)! %	���

d2L(α(s))
ds2

∣∣∣
s=0

=
1
|γ̇|

b∫
a

(
〈∇γ̇Y

⊥,∇γ̇Y
⊥〉 − 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉

)
(t)dt+

+ 〈∇Y Y,
γ̇

|γ̇| 〉(b)− 〈∇Y Y,
γ̇

|γ̇| 〉(a),

��� R � ����	� 7�����!

)�
�� G ( 3�	�	�	���
��4 ���� 
 ������� ∂G  ϕ : ∂G → M
( ���	�	�	� 
��6�����	� 	�	���%��� ��	%�
��� ∂G �� �	����	�
��	%�
��	 M �	��� � ��	�		���� W ! [���� �	�	���# ��	 
���
Γ: G → W ���� �	�	�	��� (G,ϕ)# �
� 	�	���%��� Γ|∂G : ∂G → W
 ϕ : ∂G → M 
	�������! g
�	# ��	 � ��	� 
����� 
��� Γ ���������
��	%�
��	 M ! $�	����� ����� Ω[G,ϕ] ��	������	 ��	��	
������'
���� �	�	�	��� (G,ϕ)! /� ��	
����
��� Ω[G,ϕ] ��

�	��� ����� 
	��� ���� L! $�	���%��� α : (−ε, ε) → Ω[G,ϕ] ���	��� ���������

�� Γ ∈ Ω[G,ϕ]# �
� α(0) = Γ  ��� ��%�	�	 ����� [a, b] ����� G 	�	� 
��%��� α[a,b] = α|[a,b] : (−ε, ε)× [a, b] → W ������
� ��
	��	 ������!
]� 	��������� 
������# ��	 ������ 
�� 	
������� ���	��%���
�������� ������ 
��! /��	��� �	��� �������� α ����	��	� �	�� X
��	�� 
��# 	���������	� �� ��%�	� ����� �	����	� X[a,b](t) = αs(0, t)#
��� αs(s, t) = ∂α[a,b](s, t)/∂s! 5�����# ��	 � ��%�	� ������	� ������
�	�� ����� 
�� ����	 ����!

\��� Γ ∈ Ω[G,ϕ] ���	��� ��������	� 
���� �����	���� ����
L �� Ω[G,ϕ]# �
� ��� ���	� ����� α 
�� ���	����	 �������
��	0
lims→0+ (L(α(s))− L(Γ))/s � 0!

\ �	�	��� �����%���� 2!11 ����	 �	����� �	����� ����	� ����

���� ���!

���������	� ��
�� ���� α : (−ε, ε) → Ω[G,ϕ] � ��������
��	��	
��������	� ��� Γ �� Ω[G,ϕ]" ��$�� {γi}ni=1 �	�	�	� �������

���	���� ��	�	���	�����	 ����� ����" Y � �	�� �������� α" Yi = Y |γi

� 	���������� Y �� ��$�	 γi! %	���

dL(α(s))
ds

∣∣∣
s=0

=
n∑

i=1

(
−
∑

t

〈Yi,�t
γ̇i

|γ̇i| 〉(t) −
bi∫

ai

〈Yi,∇γ̇i

γ̇i

|γ̇i| 〉(t)dt+

+ 〈Yi,
γ̇i

|γ̇i| 〉(bi)− 〈Yi,
γ̇i

|γ̇i| 〉(ai)
)
,
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��� � ����	� ������	� �����	����� ������ �	 ��� �	���� t" ��

��� ��� �	����� ������� �	�� γ̇i/|γ̇i|!
�������	� ���3� (�	��	
���������� ��� Γ ∈ Ω[G,ϕ]" ��$�� �	


�	�	� ����������	���� ��	�	���	�����	 �����" ������� �������

�	� �	��� � �	���	 �	���" �	��� �� �� ��$�� � 	������ ���������'
��	��������' � � ����	� �	�����	� ���+��� v ��� Γ ���� ����	

�	� ����� 1" �����������' ��	�� ��$��" ����������' v" ����� ����!

.�
	��	 ���������� �����
��� 
���# ��%�	� ����	 �	�	�	� ���� 
�����	���	 ��	�	��	�����	 ����# ���	��� ��������	� ��������	�
����!

'�	���� 	 �	�����	� 
�������� �	�����	 ��������� 
����&
�� 
�	� �����%����# ��	 ����� ���	���
�	�	 ����
������� ���	� 
�� (
���������� ��	�����
��  ��%��� ��	 �	��%��� ������ ���� 
�� 
���� 3! S����# ��������� ���	� ������# 
������
� �	� �����
� 120◦! "
��� �%� � ����	� ������� �� ����� ��

�������� �	�� 
�	 ���� �	�	�	� (G,ϕ)! " ��
��	
�# � ��� �����	�	%����# 
��� 

��� 2!Y^ ����������# ��	 ��%��� �	�����	 ��������� 
��� �	%��
���� ���������	���� �������	� �����
�	� 
����!

\ �	�	��� �	����� ��	�	� ����� ��	�����
�	� ����	 ����
�
����	� ��	� �	����� ��� 
����� �������	� �����
�	� 
��! #�

�	�	�����	� �	��	����	� Y ⊥ �	�� ����� Y 
�� Γ ���	��� ���	�
	��	�	������� 	��	
�����	 ����� 
�� �	��	���� �	��� Yi = Y |γi # �!�!
Y ⊥ = {Y ⊥

i }ni=1# ��� Y ⊥
i = Yi − 〈Yi, γ̇i〉γ̇i/〈γ̇i, γ̇i〉!

���������	� ��
�� ���� α : (−ε, ε) → Ω[G,ϕ] � �������� ���

�����	� ��������	� ��� Γ �� Ω[G,ϕ]" Y � �	�� �������� α" Y ⊥ �
	��	�	������� �	��	����� �	�� Y ! %	���

d2L(α(s))
ds2

∣∣∣
s=0

=
n∑

i=1

1
|γ̇i|

bi∫
ai

(
〈∇γ̇iY

⊥
i ,∇γ̇iY

⊥
i 〉 − 〈R(Yi, γ̇i)γ̇i, Yi〉

)
(t)dt.

)�
�� Y ( ����	��	� �	�� ��	�� ���	� γ  Y ⊥ = Y −〈Y, γ̇〉γ̇/〈γ̇, γ̇〉
( 	��	�	������� �	��	����� �	�� Y ! '	���# �	 
�	�
���� ����	�� S 
���� 3
�!# �������# T2*W4 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉 = 〈R(Y ⊥, γ̇)γ̇, Y ⊥〉! \ ����	�
��	�	 ��������# �	����� ��	�	� ����� �������	� �����
�	�

�� �	%�	 ���
��� � ���

d2L(α(s))
ds2

∣∣∣
s=0

=
n∑

i=1

1
|γ̇i|

bi∫
ai

(
〈∇γ̇iY

⊥
i ,∇γ̇iY

⊥
i 〉 − 〈R(Y ⊥

i , γ̇i)γ̇i, Y
⊥
i 〉

)
(t)dt.
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$�	����� ����� TΩ⊥
Γ ��	������	 	��	�	������' �	��	���� �	


��� �������� ��������	� ��������	� ��� Γ! /� ��	� ��	
���� 

��� �	%�	 	�������� ����������� �	��� I �	 �	�����0 I(X) =
d2L(α(s))/ds2|s=0# ��� X ∈ TΩ⊥

Γ # α ( ���	�	��� ������# 	��	�	���� 
��� �	��	����� �	�� �	�	�	� 
	������� 
 X ! ]� ��� �	����� ��	 
�	� ����� 
������# ��	 ��	 	��������� �	������	! )	 ���������	�
�	��� I 
���������� 	����	� �	%�	 �	
��	�� 
��������� �� 
������ �	��� �� ��	
����
��� TΩ⊥

Γ ! Z�� �	��� �� ���%� ����� 	�	 
������� ����� I  �������� ������	� �	��	� �������	� �����
�	�

�� Γ! )�
�� X # Y ��%�� � TΩ⊥

Γ # �	���

I(X,Y ) =
n∑

i=1

1
|γ̇i|

bi∫
ai

(
〈∇γ̇iXi,∇γ̇iYi〉 − 〈R(Xi, γ̇i)γ̇i, Yi〉

)
(t)dt.

S������	
�� ���� ����
�	� �	��� ���	��� ����
�����	� 
�� Γ!
-��
������� �������	
�� �	���	
����
��� ��	
����
��� TΩ⊥

Γ # 	��� 
����� �� �	�	�	� ����
�	� �	��� I ������
� 	���������	 	����� 
����	� �	��	�# ��������
� �����	� 
�� Γ! \���� ����
�  ���� 
����
� ��������
� ����������	�! C���
�����	�" �����	� � �����

�����	� �	�����	 ���������	� ��� ���	���# 
		����
�����	# ���� 
����
# ����
  ��������
 ���	�	 ���	���
�	�	 ����
�������!
/������	 �����# ��	 ��	 	��������� �	������	 3�!�! �� ���
� 	�
���	�� ���	���
�	�	 ����
�������4!

_
�	��
� 	�	������� ���� ����
# ����
  ��������
 
�� Γ �� 
��� null Γ# ind Γ  ind0 Γ 
		����
�����	!

)� ���
��� ����
	�  ���� ����
	� ��	��	 �	���	����
� 
�� 
����� ����
�������� ��	
����
��� TΩ⊥

Γ ! ]���
��	# ��	 ��%��� �	� 
�� ����	�� ��	�		����� ��%� � ���	�	�	� 	�����	� ��	%�
���# �
�	�	�	� ����� ��� �	�� �	��� ���� 
	������ ���������� ��	��� 
��
�	�# �����	 ���
���� 	� ��� �	���! "������ ������� τ = {tij}
����� ����� G ���� 	����	�# ��	�� ��%��� 	����	� γi|[tij−1,tij ] ���	 
�	 ����� γi 
�� Γ ��%�� � ���	�	�	� ���	� 	�����	� ��	%�
��� Uij #
���
���� 	� i  j! '��	� ������� 
���
�����# �	
�	���� 	���� 
��
Γ �	�������! $�	����� ����� TΩ⊥

Γ (τ) �	���	
����
��	 ��	
����
���
TΩ⊥

Γ # �������� �	�	�	�	 �� ��%�	� 	������ [tij−1, tij ] ������
� ��	$�

����� �	����! /��	���# ��	 �	�� J ��	�� ��������	� ��	�����
�	�
γ : [a, b] → W ��������
� ��	$�����# �
� 	�	 ��	�����	���� ������

��� M�	$�0 ∇2

γ̇J + R(J, γ̇)γ̇ = 0# ��� ∇2
γ̇J = ∇γ̇(∇γ̇J)! R
� J ������ 


� 	��	�	������� �	��� g�	�# �!�! 〈J, γ̇〉 = 0# �	# ��� ���
��	# ∇γ̇J
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( ���%� 	��	�	�����	� �	�� ��	�� γ! $�	����� ����� T ′(τ) �	���	 

����
��	 ��	
����
��� TΩ⊥

Γ # �������� �	�	�	�	 	�������
� � ���� �
�	���� ������� τ !

 ���� ���� ���� Γ � ���������� ���������� ���" �	���
�	���	������� TΩ⊥

Γ (τ) � T ′(τ) 	��	�	������ � TΩ⊥
Γ 	��	������	

������	� �	���" TΩ⊥
Γ ��� ������ ���� �	���	������ TΩ⊥

Γ (τ) �
T ′(τ) � 	���������� ������	� �	��� �� T ′(τ) ������� �	�	������

�	 	���������	� �	��	�!

]� �����  �	����	����	
� ��	
����
��� TΩ⊥
Γ (τ) ���	
���
�����	

�	������ 
������� ���������!

�������	� ���4� E���� � ����
����� ��������	� ��������	�
��� Γ �	����� � ����� ������ � ����
������ 	���������� ������	�
�	��� �� ��	������	 TΩ⊥

Γ (τ)!

$�����# ��	 �
� X  Y ��%�� � TΩ⊥
Γ (τ)# �	

I(X,Y ) =
n∑

i=1

∑
j

(
〈Yi(ti,j),∇γ̇iXi(ti,j)〉 − 〈Yi(ti,j−1),∇γ̇iXi(ti,j−1)〉

)
.

\�������� ��	���� 	�
����� 
�������� �������	�# ��%��� �
���� ����
�	� �	���!

������ ����� ���� Γ � ���������� ���������� ���" �	���
X ∈ TΩ⊥

Γ ����� � ���� ������	� �	���" ��� � �	���	 ��� ��	��
����	�	 ��$�� γi ��� Γ �	�� Xi = X |γi ������� �	��� M�	$�" � �
����	� �	�����	� ���+��� v ��� Γ ����� ���	 �������	0∑

j(v)

〈�ej , γ̇j〉/〈γ̇j , γ̇j〉∇γ̇jXj(v) = 0,

��� �ej � ����	� �� TvW �������	� �����" ������������ ��	�� ��$��
γ̇j " � �����	����� ������ �	 ��� ��$���" ����������� ���+��� v!

R
� ������ v ������
� 	��� �����	� � 	��� �	��	� �
��
��������� �� �����#  ��%�	� � ��� ����� ���������	���	 �� 
��������� ��������	�# �	 ��	�	� �
�	�� ����� 
������� ��0∑

j(v)∇γ̇jXj(v) = 0!
]���� ��
�	 
�������� �����%����# �	��	������ � ���	�	���


������ 	����� ������� ���� ����
�!
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���������	� ��
�� ���� α � �������� ��������	� �������

�	� ��� Γ" ������ α(u) � ���������� ���������� ��� ��� u > 0!
%	��� ��$	� 	��	�	������' �	��	���� ����	��	�	 �	�� �������� α
����� � ���� ������	� �	��� ���!

/��	���# ��	 ��%��� 
��� �	%�	 ����
����� � ��� 	�6���� 
�� �� �����	%������ �	��	���� 3
�! ����� P4! R
� Γ ∈ Ω[G,ϕ] (
��������� �����
��� 
���# �	# �
�	#  ��%��� �� �����	%������
�	��	����� ������
� �������	� �����
�	� 
����!

���������	� ��
!� ���� Γ ∈ Ω[G,ϕ] � ���������� �������

��� ��� �� �����	�	� ��	�		$����� W " �	��� ����� 3����
�����4
Γ ����� ���� �����	� 3		���������	" ����
�����	�4 �� �����	

������' �	��	����!

������  ����/�� �	�	���/��� ���	 �� ������,���	�-
��'����	���/��( ��	�	���

" ����	� ������� ��

��������
� �	�����	 ��������� 
�� ��
��	�		������ 
��	�	 	���������	� 
���	��	� ������  �� ���� 
�	���� ��	�		������!

������ ����� ���� W � �����	�	 ��	�		$����� ��	�	 	���

�������	� ����	��	� ��������" Γ � �	�����	 ����������� ���! %	

��� ����� � ����
����� ��� Γ ����� ����!

S�

�	��� ���� 
���� Γ0  Γ1 �	�	�	� (G,ϕ) �� ���	�	�	� ��	 
�		���� W ! \�� Γ0  Γ1 ���	��� �	�	�	�����# �
� 
���
�����
���������	� 	�	���%��� F : G × [0, 1] → W # ���	��%�	� �� ������
∂G ����� G# ����� FG×{0} = Γ0  FG×{1} = Γ1! ]���� ��
�	 
����� 
�� ���������# 
�! TP12W!

������ ����� ���� W � �	��	� �����	�	 ��	�		$����� ��	�	
	����������	� ����	��	� ��������! %	��� � ����	� ���� �	�	

�	���' ���� W � ������ �� $	��� 	��	� �	�����	 ���������	�
���! %	����" ��$�� ��� �	�	�	���� �	�����	 ����������� ��� ��

����������" �!�! 	�������� �� ������ ��������������!

R
� ��	�		����� W �����	�	#  ��%��� �����	%������ �	��	 
����� ����� G 
 ������� ∂G ������
� �����	� 3�!�! �� 
	���%� �� 
�	�4# �	 ����� �����%����# ����	����� ��	����� 2!YY  2!Y2!

	>���
�
� ��� ��
���� 
���������� ��	������ ��������	
� ���� ��� �����
5�
�� ���� ��" 
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������ ����� ���� W � ������	�	 ��	�		$�����" Γ � �	����

�	 ����������� ��� �	�	�	��� (G,ϕ)" ������ ������ �����	����

��� �	��	����� ����� (G, ∂G) ������� �����	�! %	��� ����� � ����

����� ��� Γ ����� ����! &��" ��	�� �	�	" W ������� �	����
��	�		$������" �	 � ����	� ���� �	�	�	���' ���� �� W � �

����� �� $	��� 	��	� �	�����	 ���������	� ���!

S�

�	��� 
�� 	����	 ��� 3�!�! 
��# �����	%������ �	��	�����
�	�	��� �	��� 
	���%��� ����4! /��	��� ����	��������� ���	�
��� Γ: G→W ���	�����
�	� �
�	 3����	� �
�	 [��� b1(G)4 ��� 
�� G! [���� �	�	���# ��	 
��� Γ 	������ ��	������������ ����#
�
� � ����� G ����
� ��������� ���� s ���	�# ��	 �����	
 	��� 
��	����	�	 ������ ��	�� �������	� ���	� Γ|s �� ��	�		���� W
���	�� � ������� 	������ ��	�	 ������!

������ ���!� ����W � �������	� ������	�	 ��	�		$�����" Γ �
�	�����	 ����������� ��� �� W ! %	��� ����� ��� Γ ����� ����" �
����
����� ����� ���� ����	��������' ���� �����	������' �	�

�	���� ��� Γ ���� ���	 �����	������' �	��	���� Γ" 	�����

 �' ��	������������ �����!

$�����# ��	 ��	���� 2!YV � 
�����# �	��� ��	�		����� W �
��
�����	�	 ��	
����
��	# 
������ � ���	� T^YW  T^^W# 
�! ���%� ����� Y!

\��� �	�	�	� (G,ϕ) ��������
� �������	�# �
� ������ ∂G ��� 
��G ������
� ��
��� ��	%�
��	�! " ���	��� TV*# PUbW �	�����	 �	��	�
	�
��� ��������� �	�����	 ��������� 
���� �� ��	
�� ������ 
��� �	���  ��	
�� �������� .����� � ������� M 
���	� 
��# �� 
�����
� ��������� 	��	�	��	�	 ��	
����
��� M+

2 (Z)/〈J〉# 
�! ��� 
��� 2!1!

"��
�� ���� ����
 ��� 
����! 5�����# ��	 ���	�����
�	�
�
�	 c 
����	�	 ����� 
 v �������  e ������ ����	 1 + e − v!

)�
��

(
P R
Q S

)
( �� �������	� �	�����	 �������	� 
�� �� ��	
 

�	� �������	� �	��! '	��� v = 2(PS − RQ)# e = 3(PS − RQ)# 
�! ��� 
��� 2!1! \���	�������	# ���	�����
�	� �
�	 3����	� �	 ��	���� 2!YV
���� ����
�4 ����	 1 + PS −RQ!

'� �������	� �	�����	 �������	� 
�� �� ��	
�	� �������
.����� �	%�� ���� ���
�� � 	��	� � ���� �	��	%��� ��	�# 
�!

������ 2!10

(
2h h
0 m

)
�

(
n 0
w/2 w

)
! $�����# ��	 ��������� �	�����	

��������� 
��� �� ��	
�	� ������� .����� �
���� 
	���%� ��	� 
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��������� ����! Z�	 
������ � �	�	# ��	 ��������� �	�����	 � 
�������� 
��� �� ��	
�	� ������� .����� 	��������� ������� ��	�
�	�����	
� �� 	���
�# �������
� �����	��� ��
���	������!

7
�	 �����  �
�	 ����� 
�� ���

(
P R
Q S

)
�� ��	
�	� �������

.����� ����� v = (PS−RQ)  e = 3(PS−RQ)/2 
		����
�����	 TPUbW!

'��� 	����	�# ����	 
�������� �����%����!

������ ���3� C���
����� �������	� �	�����	 ���������	� �


�� ����

(
P R
Q S

)
�� ��	�	� �	�� ����� 1+PS−RQ! C���
����� ��


�����	� �	�����	 ���������	� ��� ����

(
2h h
0 m

)
3		��������


�	" ����

(
n 0
w/2 w

)
4 �� ��	�	� $������ (����� ����� mh 3		����


�����	" nw/24!

������  ����/�� �	�	���/��� ���	 �� �9���

" ����	� ������� ������ 
�	
	� ���
���� ����
	� �	�����	 � 
�������� 
���� �� 
��������	� �������	� 
���� S2# ������� ���� 

�  ���� ����
� ��������� �	�����	 ��������� 
���� �� S2 
���� � ��	������
��� �����������! ]���
��	# ��	 �� S2# 
 �	��	 

��� �	 �	����# ����
� �	��	 ������ ��������� �	�����	 �� 
������� 
����# 	������ 	� �������	� ��	�����
�	�# 
�! ������ 2!1
 T*bW# T1PW# TV^W! " 
����� 
��� �	����� �������	
� 
����� 
��� 

�����	 
�	%���! -� �	
��	� ��
�	������ 
��� �����	� ������ 
��� �	�����	 ��������� 
���� �� 
���� S3! $
�	���� ����������
������� ���������
� � 
��������!

������ ���4� ���� Γ � ��������� �	�����	 �����������
��� �� S2! %	��� ����� ��� Γ ����� ����	�������	�� ���� 3�!�!
����	�� ���� ;����4 ���" � �� ����
����� ����� ����!

\�������� ��	���� �	��	���� ���
���� ����
  ���� ����
 ��	 

������ 
�� 
 ������� �� 
���� S2!

������ ���5� ���� Γ � �	�����	 ����������� ��� �� S2" 	

�	� �� �� ���' ��$�� ����� a" b � c" �'	�� �' �� ���������	�
�	�����	� ���+��� ��� Γ! ���� a" b � c ����+� π! %	��� �����
3����
�����4 ��� Γ ����� ������ 3		���������	" ����
������4
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����������	� �	��� �� �������	� ��	�������" ���� �� �����

 �� ���. I(u, v) = u2(ctg c+ ctg a) + 2uv ctg c+ v2(ctg c+ ctg b)!

" 	���� 
����� �	%�	 �	����� 
�������� 	����� �� ����
 
��
�� 
����!

������ ����� ���� Γ: G → S2 � �	�����	 ����������� ���
�� S2" ����� ����	�	 ��$�� �	�	�	� ����+� π! %	��� ����� Γ �� ����

+�" ��� ����	�������	� ���	 ����� G̃" �	������	�	 �� G ���������
��������' ��$��!

S�

�	��� ������ 
�� �� 
����� �	����� �������	
�! 5��
� 
 
����� 
���
�����	 �
�	%����
�!

������ ���
� C� ��������	� ���'����	� ���� ����������
$��	����	� ���	 ��������' �	�����	 ����������' ���� ������

�	� �	�	�	���! ,� ������ ���" �	����� �� ����	��������� ��

�	������ � ���� ��������' �	�����	 ����������' ���� 3������
�	��	��� ���	������" ��� �	�	��' ��������� ����� ��$�� �	����

�	 ���������	� ���4!

���������	
���� S�

�	��� ���������� 
���� S3 ����
� R � R
4


	 
��������	� �����	�! $�� 
	���%� � ����
��� ��	��� ��	����� 

�� �	���	�		����� ��������� 
���� S2 ����
� R 3����� ��������
�� 
���� $	��+���4! e�	�����
�� 
���� S3 ������
� �����	� 
������ 	���%�	
� ����
� R 3����� �������� �� 	���%�	
� $	��

+���4! \���
����� ��
�	����	� �
�	 �������� �	���� 2 
���# 
	 
���%��� 	���  �� %� �	����� 	���%�	
��!

S�

�	��� ��	��	����� �	����� 2 
���� L# ��

�	��� �� ���
��	��	����� �	����� 	���%�	
�� l! d�
���� ���	� ��	�������� 
�	� ���	� �
�	 k! "������ �� l �	�� A1, . . . , A4k+2 
������� 	��� 
�	�0

3P4 �	�� A2i  A2i+1 ��� i = 1, 2k  �	�� A1  A4k+2 ����������	
��	��	�	�	%�� �� LX

314 �	�� A2i−1  A2i+2 ��� i = 1, 2k ��%�� �� 	��	�  �	� %� �	�� 
	���%�	
� A2iA2i+1X

3U4 ����� ��� A2i−1A2i ��� i = 1, 2k + 1 �� ����
�����
�!

.�� 
���
���# �	������# ��	 �	�� A4k+1  A2 ��%�� �� 	��	�
 �	� %� �	��	���%�	
� A4k+2A1! "������ 2k + 2 �������� �	�� 
�� 2 
��� L1, . . . , L2k+2# 
	���%��� l! )	
��	�# ���	���# ������ 
��� �	�����	 ��������� 
��� Ck! R� ������� ����� �	�� Ai#
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���� $�#�� ���	
� �
�� ��� k = 1�

i = 1, 4k + 2X ������ ( ��� A1A2# A3A4# ! ! ! # A4k+1A4k+2# � ���%�
�� ���� �	���� �	��	���%�	
���# 
	������� A2A3# ! ! ! # A4kA4k+1#
A4k+2A1# �	�	��� ��%�� �� L1, . . . , L2k+2 
		����
�����	  	�������
���� �	 120◦ 
 ����� A1A2  A3A4# A3A4  A5A6# . . . # A4k+1A4k+2 
A1A2 
		����
�����	 3����	 �����# ��	 �	
��	�� ���� �	��	���%�	 

�# � 
�� 
�	�
�� (1)&(3)# �	%�	4! )	������	� ���� 	����	� ��	 
%�
��	 Ck ( ��������� �	�����	 ��������� 
���! " ��	����� �� 
%����
� ��� 	�
��
��� ����
�����  
��	����
����� �����# ��	

������ � ���	�� �������� 
��� L1, . . . , L2k+2! 5�����# ��	 �� �	 

��	�� �� �	�� ������� ��	��	����� 	����	� ���� ��%�� 
�� 
��� L1, . . . , L2k+2 3��%�	 ���# ��	�� 
���� ��� ��������4  �� 
����# � ���	�	��� ��������# ���� ����� A1A2, . . . , A4k+1A4k+2 3��%�	
���# ��	�� ���	����
� 
�	�
��� (1)&(3)4! '��� 	����	�# 
�� � 
�� C1, . . . , Ck, . . . ( ��������� �	�����	 ��������� 
�� ������	�
�	�	�	�# ��%��� ����� 
��� �	��
���� ���	�������� ���	����
� ���

� ��������� �	�����	 ��������� 
����! '�� 
����# ��	�� 
�� 2!21 �	������! �

������ ������ �, 	������

k���� ����	�	 ������� ������
� 	�	����� �� 
����� �	�����	 � 
�������� 
���� ���
��	� ��	���� -	�
� 	� ����
� ��	�����
�	�#

�!# �������# TPP*# 2*# P1UW# �	�	��� ���������
� � 
����� �����
���
���� ����
� ��	�����
�	� � �	��� ��	
�	� ������ ���
����
���� ����
�!

������ ����� E���� ��	�������	� γ : [a, b] → W �� �����	�	�
��	�		$����� W ����� ���� 	��������' �	��� γ(t)" a < t < b" ��

��� ������ �	��� �	���	 ���" ���	�� �� �����	��!

)�
�� (G, ∂G) ( ���� 
 �������! /��	��� k
�����	�  �����	� �
�	�����	� ���+��� v ∈ G ���	� �������� ����� T1, . . . , Tk# ��%�	�
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� �	�	��� �������	 ������ v  ���	�	�	� 3
�	�� ��� ������ �� 
���4 ������	� ������ 
����� 1! 5�����# ��	 1 ������ ����
����� 
�� 
	�	� ������	� ����	# �������	� ������	� ������ 
����� 1
 ���	�	�	� �	��%�	� ������# � 2 ������ ����
������� 
	�	� ��#
�!�! ���� �����# ��������� 	���� �	��%�	� ������  ���� ��� 
����� ����� 
����� 1! S�

�	��� ���	�	��� k ������ T1, . . . , Tk


 �����	� � �	��%�	� ������ v ∈ G! )�
�� π : �n
i=1 [ai, bi] → G (

�
��
������� ��	����! /� 	�������� 	���	
�# ����� 
�����# ��	
Ti = π([ai, bi])# v = π(ai)! S�

�	��� 
����
��	 ����	� 
 �������
(G(t), ∂G(t))# t ∈ [0, 1]# 	���������	� 
������� 	����	�! )� t = 0
���� 
 ������� (G(0), ∂G(0)) 
	������� 
 (G, ∂G)# �� 0 < t < 1 ����
G(t) �	����� � 	�����	� �i>k[ai, bi]# �i�k[ai, bi + t(ai−bi)] 	�	%��
���� 
��� ��� %� �	��	�# ��	  ���� G! -�	%�
��	 ∂G(t) �� 0 < t < 1
�	�����	 � ∂G �������� ����� π(bi)# i � k#  �	�������� �����
π(bi + t(ai − bi))! )� t = 1 ���� G(1) �	����� � 	�����	� �i>k[ai, bi]
	�	%��
������� ��� %� �	��	�# ��	  ���� G# ��	%�
��	 ∂G(1) �	�� 
���	 � ∂G �������� ����� π(bi)# i � k#  �	�������� ������ v!
\����
��	 ����	� 
 ������� (G(t), ∂G(t)) ���	��� ������ k
������
T1, . . . , Tk ����� G!

)�
�� Γ ∈ Ω[G,ϕ] ( ���	�	��� 
���! /��	� Π ����� 
�� γi : Ti →W #
1 � i � k# ��� T1, . . . , Tk 	������� k ������ ����� G# ���	��� k
�����	�
��� Γ! 7���� ∂Γ(t) 	�	����� 	�������� 	�	���%��� Γ �� ∂G(t)0
∂Γ(t) = Γ|∂G(t)# � ����� Γ(t) ( 	�������� Γ �� G(t)0 Γ(t) = Γ|G(t)! g
 
�	# ��	 Γ(t) ∈ Ω[G(t), ∂Γ(t)]! \����
��	 Γ(t)# t ∈ [0, 1]# �	
��	���	� �� 
�� 	����	� �	 
%��� k ������ ����� G# ���	��� ������ k
������
Π ��� Γ! 5�����# ��	 �
� Γ ∈ Ω[G,ϕ] ( ��������� �����
���

���# �	 �� �
�� t ∈ [0, 1] 
��� Γ(t) ∈ Ω[G(t), ∂Γ(t)] ������
� ������ 
�	� �����
�	� 
����! [���� ����� ����� vi(t) 	�	������� ����%���
bi+t(ai−bi)! /��	� �	��� {γi(vi(t))}1�i�k �� 0 � t < 1 ���	��� Π
	���

������ ��$	�	� �������	� �����
�	� 
�� Γ 
 k �����	� Π# 	��� 
�	����	� ������ γ1, . . . , γk# �
� ���� ����
 
�� Γ(t) 	����� 	� ����#
 
���
����� ������� X � TΩ⊥

Γ(t)# ��%��� � ���� ����
�	� �	���

I(t) = I(Γ(t))# �	�	��� �� ����� �	%��
�����	 ���� �� �
�� ������
γi : [ai, vi(t)] → W ! '	��� t# 0 � t < 1# ����� �������� Π
	�������	�
�	��	�# �
� ���	� �	��� {γi(vi(t))}1�i�k ������
� Π 
	���%�����!

 ���� ��!� ���� Γ ∈ Ω[G,ϕ] � ���������� ���������� ���
�� �����	�	� ��	�		$����� W ! ���� Π � ���	�	��� k
������ ���!
%	��� ��	����	 Π
	��������' �	��� �	����	!

)�
�� Γ ∈ Ω[G,ϕ] ( ���	�	��� ���������� 
���! /��	��� ������
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γ1, . . . , γk 
�� Γ 
 �����	� � �	��%�	� ������ v �����	� 	$ ��	 �	

�	�����# �
� �	���	
����
��	 � ��
������	� ��	
����
��� TvW # �� 
�����	� �� ����	�� 
�	�	
��� ����� γ1, . . . , γk � �	��� v# ���� ������ 
�	
��# �	����� �����! )�
�� Γ ∈ Ω[G,ϕ] ( ��������� �����
���

���# Π ( ���	�	��� �� ������# Γ(t) ( 
%��� ��	� ������! (����	���
Π
	�������	� �	��� t# 0 � t < 1# ���	��� ����	
�� null Γ(t)−Π null Γ#
��� null Γ(t) ( ���� ����
 
�� Γ(t)# Π null Γ ( �������	
�� �	���	 

����
��� � ���� ����
�	� �	��� 
�� Γ# 	����	����	�	 ���������
� TΩ⊥

Γ # �	�	��� ����� ���� �� Π 3�!�! �� ��%�	� ����� � Π4! k����
������ Π ( �	��%��� ������ v ( ���	��� Π
	�������	� ���+��	�

�� Γ# �
� �
�	 null Γ(1) − Π null Γ �	���� ����! Z�	 �
�	 ���	���
�����	��� ������ v  �	�� t = 1# �	�	��� ����� �������� � ��	�

����� Π
	�������	� �	��	�!

������ ����� ���� Γ ∈ Ω[G,ϕ] � ���������� ���������� ���
�� �����	�	� ��	�		$����� W " Π � ���	�	��� ������ ��� Γ" Γ(t)"
t ∈ [0, 1]" � ����� ��	� ������" 0 < t0 < 1! %	��� ����� ��� Γ
����� ���� ������ ��� Γ(t0) � ���� Π
	��������' �	��� t" 0 <
t � t0" ����� ������ 	��������� �	��� �	���	 ���" ���	�� ��
�����	��!

������ ����� ���� Γ ∈ Ω[G,ϕ] � ���������� ���������� ���
�� �����	�	� ��	�		$����� W " Π � ���	�	��� ������ 	$ ��	 �	�	��

���" Γ(t)" t ∈ [0, 1]" � ����� ��	� ������! �����	�	���" ��	 ���
Γ �� ����� Π
	��������' �	��� t" ����+�' 1! %	��� ����� ���
Γ ����� ���� ������ ��� Γ(1) � �����	�� ������ ������ ��� Π

	�������	� ���+���" ��������" ��	 ��� �����	�� ����� ����"
��� ����� ������ �� ������� Π
	�������	� ���+��	�!

R
� ������ Π �� ������
� �����	� 	����	 �	�	%���# �	 ����� 
%���� ��	���� 2!22 �	%�� �� ���	�����
�! " ����
��� ������ ��
 

�	��� �� 
��������	� �������	� 
���� S2 ��������� �����
���

��� Γ# 
	
�	���� � 	��	� �	��%�	� ������ 
����� 3# ���� ��� 
����� ����� 
����� 1  ���� 	�����	� ��	�����
�� γ1# γ2# γ3# ��% 
��� � �	�	��� 
	������ �	��%��� ������ 
 	��	� � ��������
�����! $�	����� ���� ����� γ1# γ2# γ3 
�� ����� a# b# c! \	���
�	
��	���� 2!2b ����
  ���� ����
 
�� Γ ����� ����
�  ���� ����
�

�������	� ������	� �	���# ������	� 
�������� �������0

B =
( ctg a+ ctg c ctg c

ctg c ctg b+ ctg c

)
.
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)�
�� a = 3π/4# b = 3π/4# c = π/4! S�

�	��� 1 ������ Π# 
	
�	����
� ����� γ3! )�
�� Γ(t)# t ∈ [0, 1]# ( 
%��� ������ Π! '	��� �� t ∈ [0, 1)
����0 ind Γ(t) = indB(t) = 1# null Γ(t) = nullB(t) = 0# Π null Γ = 0# ���

B(t) =
( ctg(tπ/4)− 1 ctg(tπ/4)

ctg(tπ/4) ctg(tπ/4)− 1

)
.

)� t = 1 
��� Γ(1) 
	
�	� � ���� �����	%������ �	��	���� 3��	 
�����
�� γ1  γ24# ����
  ���� ����
 ��%�	� � �	�	��� �����
����! \���	�������	# ind Γ(1) = 0# null Γ(1) = 0! ]���# 
��� Γ �� �� 
�� Π 
	���%����� �	��� �� t ∈ [0, 1]# �	 ind Γ 
= ind Γ(1)# ��� ���
ind Γ = 1# � ind Γ(1) = 0!

)�
�� Γ ( ��������� �����
��� 
���! /��	��� ���������� ��

���� 
�� Γ 
����
��	 ��������� �����
�� 
���� Γ(t)# ��� t ∈
[0, n + 1)# n ∈ N# ���	�# ��	 3P4 ��%��� � 
���� Γ(t) 
	
�	� � ��� 

�����	� �����	%����	� �	��	�����# 314 Γ(0) = Γ# 3U4 Γk(t′) = Γ(t′+k)#
��� k ∈ N ∪ 0# k < n# t′ ∈ [0, 1]# ( 
%��� ���	�	�	� ������ 	����	 �	 
�	%��� 
�� Γ(k)# 3Y4 
��� Γ(t) �� t ∈ [n, n + 1) ������
� 	�����	�
���	�	�	� ��������	� ��	�����
�	� γ : [n, n+ 1]→W !

)�
�� Γ(t)# t ∈ [0, n + 1)# ( �������	� 
%��� �������	� �� 
���
�	� 
�� Γ! $������� ������ λ : (0, n + 1) → N ∪ 0! )�
t ∈ (n, n+1) ������� λ(t) ����	 ���� ����
� ��	�����
�	� Γ(t)! )�
��
k ∈ {0, . . . , n − 1}! )�
�� Γk(t′) = Γ(t′ + k)# t′ ∈ [0, 1]# ( 
%��� ���	 
�	�	� ������ Πk 	����	 �	�	%��� � 
�� Γ(k)! )	�	%� �������
λ(t)# k < t � k + 1# ������ �����	
� �	�� t− k ��� Πk 
	���%���	�
�	��# �
� t − k ������
� Πk 
	���%���	� �	��	�#  ������ ���� �
��	���	� 
�����!

������ ����� ���� Γ � ���������� ���������� ���! �����	

�	���" ��	 � ������ ��������	� ����� ��� Γ! %	��� �������
λ(t) 	������ 	� ���� �� $	��� ��� � �	����	� ���� �	��� {ts}ms=1 �
����� ���	 �������	. ind Γ =

∑m
s=1 λ(ts)!

)�
�� Γ ( ������������ �	�����	 �������	� 
��# �����# ��	
�
� �� ����� ( ��	�����
��# ���������	������ ��	�	��	�����	 �� 
�������	�� ���������# � �
� �	��%��� ������ ���� 
������ ��!
'���� 
��� ����� �������� ��������	� ��	�������	� �������������

�� �	�����	 �������	� 
��! -	%�	 �	������# ��	 �
� Γ ( ���� 
�	%����	� �����	 3�!�! �� 
	���%� ���	�  ����� 
����� 24# �	

���
����� �������	� 
%��� 
�� Γ! \�������� ��	���� ������
�
��	
��� 
���
���� ��	���� 2!2*  	�	������ ��	���� -	�
� 	� � 
���
� ��	�����
�	�!
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������ ���!� ���� Γ � ���������� ��	��������� �����������

��� �����	�����	� �	��	����� Γ̃ ���	�	�	� �	�����	 ���������	�
��� � ���� Γ ������� �����	�! %	��� � ������ ��������	� ��

��� Γ(t) ��� Γ" t ∈ [0, (r+1)/2)" ��� r � ���	 ��$�� ��� Γ! 9������
λ(t) 	������ 	� ���� �� $	��� ��� � �	����	� ���� �	��� {ts}ms=1" �

����� ���	 �������	0 ind Γ̃ = ind Γ =
∑m

s=1 λ(ts)!

)�)� !� 2� "����
�
�

'�
����	
�� ��� � ���(�
���
��

����� '����

������ E�����	�

$��� � ���	�	� ������ ����� h������� ( �	
�� ��
	��� 
�	 �������	� 
��# ����������� ������ ������ A �� �����	�	�
��	
�	
� ( ������
� �	
��	��� �
�� �	�����	 ��������� ���� 
���� 
 ������� A# ���
���� � ���  ���	� � �	
��	����� 
����
����������! \���
����� ���	��� -������&+����� TPP1# *2W# �	�	���

 �����	� 
�	%�	
��� O(|A|) 
��	� �	�����	 �������	� �����	 

������ ��	�  �������! '��� 	����	�# 	
�	���� 
�	%�	
�� ��	�	
���	�� ���������
� � �	���	� �����	�� �	��	%��� ��	� �	�����	
��������� 
����! " ���
�������	
�# ��� �	����� e��# e����� 
�%	�
	� TYQW# ������ h������� ������
� H9 �����	�!

"	������ �	��	
0 ��
�	���	 ? M>Dn>D �� �	%�� 	������� �����	�
�	��	%��� ��	� �	�����	 ��������� 
����# ���������� ������
������f " ���	��� TVPW  TPY^W c! $! ]���	�  c! c! '�%�� �����
����� ��	���� ������ �� ���� ���	���� 	����������! -� %�
����� ����� ������ ����� �� ��	���� ������# � ��	���� 	�6�� 
�����	 ��	
����
���! ����� 
�	���# �	
��������� �	��	
 �	%�	

�	�����	���� 
������� 	����	�0 ���	� ���������	� �	������	
�	�����	 ����������' ���� �	��� ���������� ������ /�	  ��	

���	���	� ��	�������0 �������f

c! '! d	����	# c! $! ]���	�  c! c! '�%�� �����	�	%�# ��	
��� 	����� �� ��	� �	��	
 �	� �� ���� �	����� ���� ����	� ��	�
-	�
� ��� ��������� 
����! [	��� ���������	 � ��� ��������
��	� -	�
� ��� 	���� �	���
��� �	�����	 ��������� 
����# �� 
�������� ������ ������# ��	%��� � 
�������� ��	������0

�
!
 ����� ����� 3 � ��������	 G G� G O� O ( �����#�� 
�������� 
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3P4 )	
��	�� �	�������	��	� ��	
����
��	 K# �	�� �	�	�	�	
�	%�	 ���	 �� ���������	���� ��� 
�� 
 ����	� �������!

314 5����� �� ��	
����
��� K ������ f !

3U4 $�������� �����
�� �	��  �����
�� ������� �����
f ! )���� 
������ ��	 ���# ��	�� ���	�	��� � �����
�� �	 
��� �	%�	 ���	 �� ���������	���� ��� �	�����	 ���������

�� 
 ����	� �������!

3Y4 $�������� ����	� ����
� � ���

��
�	� ��	� -	�
� ���
�����
�� �	��� ����� f !

324 /��� 
���� ��%�� ����
�� �����
�� �	��� ����� f 
���	�	��� ��������
���� 3�������# �	�	�	���4 ��	
���� 

��� K!

$������ ����
� �����
�� �	���# 
 �	�	��� �! 24 ������	 
%���	� ��	������ �	%�	 	�������  �	���
��	 ���	�	��� ����� 

�� �	���# � ��
��	
�# �	�����	 ��������� 
���� 
 ����	� ���� 
���# �	�	���# 
	���
�	 �! U4# ���%� ������
� �����
�� �	����!

" ������� 2!2!1 �� ��	%� ��	��	���� 	���������  �������� 
�� ��	� ��������� 
����# � ���%� �������� ������ ��� ������
��	������ �	
��	��� ��	� -	�
� ��� ��������� 
����! " ��� 
���� 2!2!U 
 �	�	��� �	��	�	� ��� ��������	� �	�$����	��	� ��	���
D	�� ����� �����	���� 	
�����
� �� ������ ��	� ��	������ 
�������� ������ �������� �	
��	���	� ��	� ��� ���	%����
	���	� �	���
��� �	�����	 ��������� 
����# ���������� ���� 
�� � 4 � 5 �	��� �� ��	
�	
�!

����
� B	�	���/��� ���	

������ ����� ��������	�����- ����(�
" ����	� ��������� ��# ��� ��	
�	��# ����� ��

�������� 
� 

� �� �����	�	� ��	
�	
� R
2! [	����
��	 ���������� �%� �	� 


������  ���������	� �	��� ���� 	�	�����  �� ����� ������
��
��	
����
���# 
�! TQQW!

" ��

�	������� ���� ������� �� ������� �����	���� �� 
�� ��������� 
�� �� ��	
�	
� R

2 	��������
� �������# �!�!

	
�	��� � ����	������� 	�����	���! \���	�������	# �� ���� 
� ��������� 
���� �� ��	
�	
� R

2 ���� 
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�
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	� ������� 
����! )���� � ������
�� 
		���%��� �
��	���� 
����� ����������
��!

/��	���# ��� ���	 ��	�������	���	 �	 ������# 
��	����
� �� 
��� ��	�� -	�
� ��������� 
���� �	�%�� �	��	��� �	������ 	�� 
�� �� �	���
��	 �	�����	 ��������� 
����# ���������� ��� 
��� ������! )	��	��# � ����
��� ������ ��

���������� ��� 
����
����
���� ���	�	�	� �	����	� ��	%�
��	 A# 
	
�	���� � n �	���
��	
�	
�!

]���# 	�6���� �����	 ������ ( ��	 ������� ����������
��
Γ 
�� �� ��	
�	
� R

2# ���������� ���	�	��� ��
�	������ ��� 
��� A! 7�	�� ���	 ������� ������������� ���� G ��� 
�� Γ# ��
����� 
�	���	���� 	�	������� Γ[G]!

����
� 	' ���	 � ����	6�(�

��� 
���� 
 ������� 
������ �������� ��� �	����0 �	�	�	�� 
��
 �� 
��! '���� ��	��	��	
�� �	������ � �� �	�	# ��	�	�	�	��� 
� 
� Γ[G] ( ���

 ����	�# �	�	����� G# ( �� 	��������� �	��	
��� �	 
�	# ��	 �
��
�����	 ���	 �� �������� �	�����	��	� 
�������	� 
�� 

�������! /������# ��� 
�� Γ1  Γ2# �	���%����� �� �
! 2!Y1# �� 
�� 	���  �� %� �	�	�	��  ������! /	 ��� ������ 	� `�	 ����	��
���������a! ]� ��������	�	 ������ �� ���# ��	 ��� �	�	# ��	 
�� �	��	
��� 	�������� �	�����	���� 
�������� 
�� 
 �������#
��%�	 ������ 
		����
��� ϕ �	��� � ������ A 
�� Γ ��������
������� �� ��������������	 ����� G! )��� (G,ϕ : ∂G→ A) ���� 
����
� ���	� 
�� Γ 
 ������� A! '��� 	����	�# �� 
�� 	������� 
��
� 
 �	��	
��� �	 �	�	����� ����	� 
 �	�������� ��������
�������!

���� $�#�� %�
 �
�� ������� ��� ��) ����*�	� *��! ���-'�
 �� �
� (
  ������
 	�(
����
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d�
���� ���%� ���	�	��� �������� �	��� � ������ A =
{Ai}ni=1! '	��� ��� 	��������� ��� ��%�	� 
�� Γ[G] 
 ������� A
�	
���	��	 ������ �� �������� ������� ��������������	 �����
G ��������  
�����# ��	 ������	� ������ 
 �	����	� i 
		���� 

����� �� ������	� 	�	���%�� �	��� Ai! '��� 	����	�# ��	�

�� 
 ��
�	����	� ������� �	%�	 
����� ���� 
 �������	����� 
� �������� �������!

������ $�������	��6	� �����/�� �	�	���/��- ����(�

/��	���# ��	 � ������ ��	� ����� �	�����	 ��������� 
��� �� 
�� 	��������� ��� ��	%����� 
���&
��� Υ# ��
���������� �	 	��	�� 
�� � �����	���� ����! $����	 �� ��	��	��	
� ���������	 
���� 
���&
��� �������
� �� ���	���
�� ����
������� Γ! _ ���	� 
��
�	�	 ����
������� �	�����	 �������	� 
�� �	��	 ��������
����� 
����� P �	��� ���� �������� ������ 
����� 1  U!�� $� 
���	# ��� ���� ����� ����	��	 ��

�������� ����������
�� 
��

 �������� ������� 
����� 1  U � 
�� � �	��� 
�	%�	�	 �	� 
����	��	�	 	�
���!

R
� � 
�� Γ �
�� �������� ������ 
����� U# �	 � ��� ���	���
�� ����� �	� ���	� 120◦ ���� � �����! Z�	 
����� �� 	����	 �	�	 
%���# �	
�	���� ����	�	 �	������ ������# �	%�	 �	���
� �	�	#
��	�� �	�����	 ��������� 
��� ���	�	 ��� �%� �� 
���
��	����!
)	��	�� ����� �� �� ��� ��

�������� �� �����!

"������ ������ ����
������� Γ′ 3�		��� �	�	�� �� ���	���
�	 
�	4 �	�����	 �������	� 
�� Υ# � �	�	�	�	 �
� �������� ������
���� 
������ P! ��� ��	�	 ����
��	� ���	���
�� ����
������� Γ

������� 	����	�! " ��%��� �������� ������ v ∈ Γ 
����� 1 �	 
��
�� �	�	��������� �	��%��� ������ w# 
	���� �	
������

 ������	� �����	� ���	%������ ����	� (v, w)# � �
� ���������
������	� ������ v ����� �������� � �	�	� �	��%�	� ������ w!
$�����# ��	 �	�������� 
��� Γ′ �� ���� ���	%������ ���������
�����# �	# �	��	%�	# ���� ���	�	��� ���	%������ �������� �����!
" ������ ��	�	 ��������� 
��# �� ����� ���	%������ ������� 
�� ����� �� ����� �������� �����������# � 
�� �		��� �� �����
���	%������ ����� ( �����	��������!

'��� 	����	�# ����� �	� �	�����	 �������	� 
���� ����� �	 
����� ����
������� �	�����	 �������	� 
��&
����# �
� ����� 
��� ������ �	�	�	�	 ���� 
������ P# � �
� �	��%��� ( 
������ U

��!
 �������� /�����
������� �����X������ ���������� ��������� ����
	 * ��������� ' - 
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3����� 
�	���# �� �	�����	 ��������� 
���� ����� 
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�
������� �����	�4!

������ �������	#���	� �����/��

��� �	
��	��� ��	� -	�
� ��������� 
���� ��� ���%� �	 
���	���
� 
��# ��� �	�	��� ������
� �������� 
 �������� ��� 
���� 
����� P  ��� �	��%��� ����� 
����� 1! '��� ��� ��
���	��� ��	����������� ���������! $�	����� ����� G ��	%�
��	
�
�� ��	������
�� �������� 
 n �������	������ �������� ��� 
����# ��� �������� n# ��� �����	# �
�� � �	����
��#  �� ��	 �����
	��
����! 7���� G(2) ⊂ G 	�	����� �	���	%�
��	 ������� ��	���� 
��
�� ��������!

-�	%�
��	 ������� ��	������
�� �������� G(2) ��������
� 
�� 
� �
�� �������� � ���

� G ���# ��	 ������� ������� 	������� ��� 

������� �	���
��	� ��������� �����# ������ n − 3! .	���
��	
��������� ����� ��	��	���	�	 ��������������	 ����� G ����� �� 
������ ����	� ��	�	 �����! " 
�	� 	������# ���� ������������	� �

�� Γ[G]# �	 	���������# �	�	%� ������ ����� G!

,��	� ��	������
�	� �����	 �	%�	 ������ ���	�	� ��	 ���������
����� 
������� 	����	�! .�%�	� ����	 e 3�� 	���������	 ����������4
������ G 3�� 	���������	 ��	������
�	�	4 �������� ��	 �� ��� ���� 
��
������
� �	������� G1  G2# �	�	��� �� ���	��� ������� ������
G# ��������� ����� e! "���� G1 ����� ��������
� �	�	��������	�
� ����� G2#  ��	�	�	�! "
� �������� ������ ��	������
�	�	 �� 
���� G ��������� ����	� e ��������
� �� ��� ��	%�
��� U  V #
��%��� � ������ G1  G2 
		����
�����	! S������ ∂G = U �V 	��� 
������ ���������� ����	 e 	��	�����	! 5�����# ��	 ����	� �������
∂G = U ′�V ′# 	����������� ���������� ����	 e′# 
�����	 
 ���	� (U, V )

������� �
�	��� 
�������0 	��	 � ��	%�
�� ����	�	 �������

	���%�
� � 	��	� � ��	%�
�� ��	�	�	 �������# � ��� �	�	�� 
������� ��	%�
�� ���	����	 	�����	� ��������! -	%�	 �	������#

�! TQQW# ��	 �	 ���	�� ������� (U1, V1)# ! ! ! # (Us, Vs)# ����� ��� �
�	�	��� 
������ �
�	��� 
�������# ��	������
�	� �����	 G ���%�
�	

����������
� 	��	�����	!

\ �	�	��� ���	� �	��	�� 
�������� �� �	%�� 
��������
	��	 ��	������
�	� �����	 
 �����! [���� �	�	���# ��	 �����	 G′ ∈
G �� �	���� ������ G ∈ G# �
� �����	 G′ �	������
� � ������ G
�	�������� ��������� �����# �!�! �	��	��� 
�������� ������ G′


	���%� �	��	��� 
�������� ������ G!



1Yb ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�

������ B	�	���/��� '�������	#���	� ���	 	 ��	���	( '���;
����	#����( �	�	���/����	�

$�	����� ����� [G,ϕ] ��	%�
��	 �
�� ����������
�� 
���� ���
(G,ϕ)! $�����# ��	 ��%��� 
��� � [G,ϕ] ������
� ��� �	�	%��� 
� 
�	� �	��%��� �����# �	
�	���� �	�	%��� �������� �����
�%� ������ 	�	���%���� ϕ!

)'�������	�� \��� Γ# ������ ��������� ���� 
��� �
�� 
����
� ��	%�
��� [G,ϕ]# ��������
� ���������	� ������������	� ����
��� (G,ϕ)! $ ����������
�� 
����# �� �������
� ���������#
�� ���%� ����� �	�	���# ��	 	� �		$�� �����+��� �	� ����� !

" 	���� 	� �	�����	 ��������� 
����# �	�	��� �� ���� ���	 
%������ ��������� �����# � ��������� ����������
�� 
���� �� 
�	� ����	 �	%��# �		��� �	�	��# 	������
� ���	%������! )	��	�� ���
�	���	���
� ���	�	��� 	�����  �	����# 
�������� 
 ���	%����� 
� 
����!

/����� �� 
 	����� ������ 
�� �	 ���	%����	�� �����! )�
��
e = (v, w) ( ���	%����	� ����	 
�� Γ : G→ R

2# �!�! Γ(v) = Γ(w)! `\�� 
���a ��	 ����	 � ����� G � �	���! /� ��	�� 	����	������
� ������ u#

������	� � v  w# 	�	���%��� Γ �	�	%� ������ Γ(v)! /� ����� 
����
� ������� ����� G 	�	���%��� Γ 	
���� ���%��! '����
	������ ��������
� ��������� 
�� Γ �	 ���	%����	�� ����� (v, w)!

$������� 	������ � ������ �	 ���	%����	�� ����� ��������
�
�� �������� ���+���! S�

�	��� ����� ����� ������ u 
�� Γ :
G → R

2! $�	����� ����� E(u) 
	�	����	
�� �����# �� ���������!
S������ ��� 
	�	����	
�� �� ��� E(u) = E1 � E2! `"
����a ���
�	
������ u �	�	� ����	 (v, w) ���# ��	�� ����� � E1 
��� ��������
������ v# � ����� � E2 ( ������ w! /��	���# 	�	���%��� Γ ��
�	��� ������� v# w �	�	%� ������ Γ(u)# � �� 	
������� 	
����
���%��! '��� 	����	�# � 
�� Γ �	����	
� 	��	 ���	%����	� ����	!
'��%� �� ����� �	�	���# ��	 
��� Γ′ ������
� �� �������� ��� Γ#
�
� Γ′ �	������
� � Γ ��
�	���� ��
�������� �����!

$�����	# ��	 	����� ������ �	 ���	%����	�� �����  ��
 
������� ������ �� ������� ���� 
��!

\�	�� ��

�	��� 
��� Γ! )�	��������� �� �	 �
�� ���	%������
������! )	�������� 
��� Γ̃ ����� �������� ���������	� �����������

�	� ���� ��� 
�� Γ! )��������� 
��� �%� �� 
	���%� ���	%��� 
��� �����!

)�
�� Γ ( ����������
��� 
��� 
 ���	�	�	� ������� ∂Γ : ∂G→ R
2

 Γ̃ ( 
		����
������� ���������� 
���! "����� ��������	� 
��



*�*� )�
����	
�� ��� � ���,�
���
�� ����� )���� 1YP

���	��� �	�����	�# �
� �� ��		���� �� ������ 
	���%� �	�� ��
	��� �	��%��� ������ 
�� ΓX ������ ��������	� 
�� ���	���
���	 �	�����	�# �
� �� ��		���� �� ������ �� 
	���%� ��� 
����� ����� 
�� Γ! $
������� ������ 
�� Γ̃ ����� 
�����
�
����������!

S�

�	��� 
��� Γ[G]! \������ �	��	����� ��	%�
��� �
�� ���	 
%������ ����� ����� G ���	��� �	��	������� ���	������ ������� 
�������	 ����� 
�� Γ! ]� �	�������� 
		���%���# ��%��� ���� 
�� ����� G# �
� ��������� ����� �	�	�	� �����	%����# ���%� �� 
��� 
����� �	��	����	� ���	%����! .�%��� �	��	����� ���	%�� 
��# 	�����	# ������
� �	�����	� � G# �
� ������ �	�	�	�	 	�	� 
��%���
� � 	���  �� %� �	���! g
�	# ��	 ��� �������� �	��	�����
���	%���� ����� G �� ����
�����
�!

)�
�� Hv �������
� 
���� ������� ����������� ����	�	�
�����	%������ �����# 
�	���� � �	��%�	� ������ v 
�� Γ
3�
� ���� �����	%������ ����� ���# �	 �	�	%�# �	 	���������#
Hv = 04!

)����	�	%�# ��	 ������������� ���� G 
�� Γ ������
� �� 
���	�! $�	����� ����� Γ̃ ���������� 
��� ��� 
�� Γ! S�

�	���
�	��%��� ������ V 
�� Γ̃  �� �	��	����� ���	%���� GV

d ! \�	� 
������� ������ ������ �������	
� ����������
�	� 
�� Γ!

���������	� ������ �� 2�� �	�	 ��	$� Γ $��� ���������	� ����

��������	� ����" ��	$'	���	 � �	���	��	" ��	$� ��� ����	� �	

�����	� ���+��� V �� ���������	� ��� Γ̃ ���	����	� ����� ��
��	���. ��� ����	� ����� Gb ������ G

V
d " �� 	����� �� �������	�

���+��� ������ G" ����� ���	 ���������	 | ∑
v∈Gb

Hv| � 11 ���" � �	


�� ��" V � ���	 �	������� ���+���" �	
∑

v∈GV
d

Hv = 0!

������  ����/�� �	�	���/��� ���/ �������� �	�	���/��( '�;
������	#����( ���/?�

)�
�� Γ ( �	�����	 ��������� 
���! )	��%��# ��	 	�� ��	��� 
��	���� ������ �������	
�! $�	����� ����� v ���	�	��� �	 
��%��� ������ 
�� Γ! 5�����# ��	 � ��%��� �	��%��� ���� 
�� V ��������	� 
�� Γ̃ �����	�� �	��	 	��� �	��%��� ������ v
�	�����	 �������	� 
�� Γ! R
� ������ v 
	������� ��� �	��� ��
��	
�	
� 
 	��	� � �������� �����# �	 �� �������� ��� �����	 
%������ �����# �	�	��� 	������� ��	� �� ������ 120◦! \���	�������	#

��:��� �������� ������ �	������� �� �����
	 G ( ����	 G 



1Y1 ����� *� '�������� ��������	
�� ���
�


���� Hv ������� ����������� ����	�	� ��� ����� �	 �	���� ��
�	���� P! R
� %� v �� 
	������� � 
 	��	� � �������� �����# �	
� ��� ���	��� �� �����	%������ ����� �	� ���	� 120◦ ���� � ��� 
��! \���	�������	# 
		����
������� 
���� Hv ����� b! '��� 	����	�#
����� �	�����	 ��������� 
��� ������
� ��������	� �������	�
����������
�	� 
���� 
 ��	� �����	�	 ������!

$������� ���������� ���� ��

�%���� �	��	���� �����%����#
��	 ����	  	�����	�# �!�! ����� ���������� ��������� �������� 
��
��� 
��� 
 ��	� �����	�	 ������ ������
� �	�����	 �������	�

����!

����!� $�������	� ���9	����6	������ '������������

/��	���# ��	 A = {Aj}nj=1 ( ��
�	������ ������ �� ��	
�	 


� R
2! /����� 
 ��	�	 ������# �� ����� ��

�������� 
�� 
 ��� 

���� A# �� �	�	��� 	���������
� ���	�	��� ��	������
�� ���� 
�	� G � ��	%�
��� G! )	��	�� �� ��
�	����	� ������ ������	�
	�	���%��� ϕ : ∂G → A ������
� 	��	�����	#  � 	�	������ [G,ϕ]
�������� ϕ ����� ����� 	��
����
�!

S�

�	��� ��	
����
��	 T̃ # ����
��������� 
	�	� ��
������ 
�� 
�� T̃ =

⊔
G∈G

[G]! )�	
����
��� [G] ����� ��

�������� ��� �	���	%� 


��� ��	� 
����! 5����� ������ �� ��	
����
��� T̃ 	��	���� ��� 
�������	
� 
������� 	����	�!

)'�������	�� ��� �	�� 3
��4 Γ1 ∈ [G1]  Γ2 ∈ [G2] ����� 
�����
��������������# �
�  �	���	 �
�# ��	������	��� � �	 �
�� ��� 
������ ���	%������ ������# �� �	���� 	���  �� %� 
����	!

)	
��	� ������ ����	� ��	
����
��	 T = T̃ /∼# ��� ∼ ( 	�
�����
���� ����������	
��! 7���� π 	�	����� 
���������� ��	���� T̃ ��
����	� ��	
����
��	 T !

)�	
����
��	 T 
	
�	� � �
�� ���

	� ����������	
� �	 	��	 
���� ∼! $���� ������# ��� �
��	��� �� ���

�! )�
�� Υ ( ���


����������	
� 
�� Γ# �	��� Υ 
	
�	� � �
�� 
����# �	�������
�
� 
�� Γ ���	�	�	� �	������� ��
������� �� �	��%��� �����
 ������� �	 �� ���	%������ ��������� ������! ,���� 
��� �
���

� ����������	
� Υ ���	��� ������������� ����	�	 ���

�!
5�����# ��	 �	
�	���� 	����� ������  ��
������� 
	�������

�������
� �����
�� /��������	� ���� ���� ������������� ���� � ��� �� ����X
����� Υ 
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���
�� ����� )���� 1YU

���� 
��# �	 �
� 
�� � 	��	�	 ���

� ����������	
� ���� 	��� 
�	��� ����! \���	�������	# �� ��	
����
��� T �	������	 	���������
������� ����� �!

" ��%�	� ���

� ����������	
� 
���
�����  ���
������ 
���
3����
�������4# �	�	��� ������
� ��������	� 
����! '���� 
��� ��
���	��� ���������� ������������� ����	�	 ���

�! $�����	# ��	
����� ���������� 
��� 
 ������� A ������
� ���������� ����
��� 
����� ���	�	�	�	 ���

� ����������	
�! '��� 	����	�# ����
� ��� 
��	 	��	�����	� 
		����
��� ��%�� ���������� 
���� 
 �������
A  ���

�� ����������	
�! Z�	 
		����
��� �	������ 
����� 
��� 	���������!

)'�������	�� )�	
����
��	 T ���	��� �	���������	���� ��	���

���	� ��' ���������' ����  ����	� ��������!

" ����������# �
� �� 	�	�	���	 ��	���	�# �������� 3���

� �� 
��������	
�4 ��	
����
��� T ����� ��

��������
� ��� ����������

�� 
 ����	� �������!

)�	
����
��	 [G] 
���� ��
�	����	�	 ��� �	%�	 
����� �	� 
��	
����
��	� ��	
����
��� T # �	
�	���� ����� ��� 
�� � ��	 

����
��� [G] �� ������
� ������������ �	 	��	���� ∼! ,��	�
�	���	
����
��	 [G] ���	��� ����	� ��	
����
��� T !

5����� ���%�# ��	 ����� 
��� Γ ∈ [G] ����������� ���	�	�	�

�� Γ′ ∈ [G′] �����	�	 ��� G′ ∈ G(2)# �	�	��� �	������
� � Γ ��
 
�������� �
�� �	��%��� �����! )	��	�� ��	
����
��	 T �	��� 
����
� ���	�	� ��	
����
�� {[G] : G ∈ G(2)}! ,��	� �	���	
����
��	
[G] ∈ G(2) ����� �������� ���	� ��	
����
��� T ! /�
�	%�	 �	������#
��	 ���	� ����
����� �
�	� ��	
����
��� T 
	������� 
 ���	�	���

����	�X  	�����	# ���	� 
���� ��	
����
��� T �	%�	 ����
�����
��� ����
����� ���	�	��� �
�	�!

$�	���+ n = 4�
)� n = 4 ����
� 1 ��	������
�	� �����	 G0 ����� ����  3 ��	 
������
�� ������ G′

0# G
′′
0 # G′′′

0 ����� 	��# �	�������� � ������ G0

�	�������� 	��	�	 ����������	 �����# 
�! �
! 2!YU! \���� [G0] �����
����
����� �
�	� [G′

0]# [G′′
0 ]# [G′′′

0 ]# �!�! [G0] = [G′
0] ∩ [G′′

0 ] ∩ [G′′′
0 ]! )�	 


����
��	 T # 
		����
������� 
����� n = 4# �
�	��	 �	���%��	 ��
�
! 2!YY!

)	
��	� ��	
����
��	 T 
 ������� �# �� �����	��� ������ ���
������ ��	������ �	
��	��� ��	� -	�
� ��������� 
����!
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�

���� $�#�� D
	
����
���
 �
�
�&! ��� � 1) ����
���
 �*  
	
����
�� 
�
�
�� G0 ��� � 0 �����
��
	 ��  �����
��
  �
����

���� $�##� /������� ����������� T ��� n = 4�

������ ���,	�������� ����	� B����

" ��	� ������� �� ��	%� 	
�	���� �� ��� ��������	� �	� 
����	��	� ��	� -	�
�! )���������	 
 ��	%���� �	�����	��	�
��	� -	�
� ��� � ����
��� ������# ���  � ����
��� �	���� 
��	 
�
� ���������
� �� ��� ��	�� -	�
� ��������� 
����! '��
�#
�	
�������� ��	� -	�
� ��������� 
����# ����� �������
� 

����������� BB�# � ����������
� 
��	�	� �!

������ ),&�� ���6�'6	� ����		 B�����

)���� ��� ��� ��

�������� �	�������� ��	� -	�
�# �����	

�	��������# 
����� �	�	���� T2UW# 	���� �	������ �	
��	���
��	� -	�
�0

���� K � ���	�	�	� ��	����	" f � �� ������	������� ����

��� �� K � c � �� ������	� ���	! #$	������ ����� K�c �	���	��

��	 ��	����� K" 	�	� �� �� ��' �	��� x" � �	�	��' f(x) � c!
#�	���� ������ ��	��� D	�� � �������" ��� ������� ��	����	
K�c  ���������� ���� c!
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����
� �����	#����� ����	� B�����

\������ �	�	��	 ��

�	��� ���

��
��� ��	�� -	�
�! " ���
 

��
�	� ��	� -	�
�# 
�!# �������# TPP*W# � ����
��� ��	%�
��� K
��
������ �����	� �������	� ��	�		�����! /������ 	����	� �� � 
��
������ 
������� 
���������� �����0 ��������� �	� T # ��	 
%����� � ��������	� �����	�	 ��	
����
��	# 
�! �
! 2!Y2!

���� $�#$� E�����! ����� �� ���	
��	 ��
�

)�
�� f ( ��	���� �� ����������� �		�������� 	
�# ��� ��	
f(x) �
�� ��
	�� �	�� x! [���� �������	 ��������� c  ���������
�� �������� ��	
����
��� T�c = {x : f(x) � c}! " ���

��
�	�
��	� -	�
� �	� ���������� ��	
����
��� T�c �	����� �������
��	 �	�	�	���
�	�	 ���! -� 	�����%�# ��	 	� ������
� ��� �	���#
�	��� c ��	�	�� ����� 	��	 � ������� �����
�� ������� v1# v2# v3#
v4# 
		����
������ �����
�� �	���� p1# p2# p3# p4! 3(���������
�	��� �����	� ����� f �� �����	� ��	�		���� K ( ��	 �	��# �
�	�	��� �� ���������� df 	�������
� � 0! (��������� ��������
����� f ( ��	 �� ������� � �����
�� �	����!4 Z� ���������
�� �	�	� T ���
������ ������ ��
�� 	
�	��	�	 ���������� ���

 
��
�	� ��	� -	�
�0

������ K� � ���� f � ������� ������� �� �����	� �������	�
��	�		$����� K! �	�� ���	 c ������� � �������' 	�����	�	 �����

���� ����� ����� 	������ ����������� ���������� ������� f "
�	�	�	������� ��� ��	������� K�c 	����� �	�	�����!
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)	
�	��� ������# ��	 ��	
�	�� 
 �	�	�	���
�� ��	� ��	 

����
��� T�c# �	��� c ����� 	��	 � �����
�� �������# 
�!
�
! 2!Y*! R
� c ������# ��� v1# �	 T�c ��
�	! .�� �	���	 c ��	�	��
����� v1# ��	
����
��	 T�c �������
�0 ��	
�	�� �	������� ������ 
�	�	 �
�� 3������	 �	��� ����4! )� ��	�	%��� �
�� c �����
v2 ��	
����
��	 T�c ���	�������
� �	
���
��	� ��������� ����	 
��	����� ��	�� ���� ��	 ��	��	�	�	%��� 
�	�	�! .	��� c �����
v3# ���������
� ��	�� ���� ��	��	�	�	%��� 
�	�	� ����	� ����	 
��	����! /��	���# �� ��	�	%��� �
�� c ����� v4 ���������
�
��	�� 
�	��	 ���� ��������� �
� 3����� �	��� ����4# � ������ 
���� ���	 �	������
� ��
� �	� T !

���� $�#.� �
�
������ F����

$������� ���� D	�� ��� ����� f � �����
�	� �	��� p ∈ K
��� ���� �	�	�	���
�� ��	
����
�� (A,B)# ��� B ⊂ A# 	���������

������� 
�	�
��	�0 �������# ��	
�	����� 
 ��	
����
��	� K�c

�� ��	�	%��� �
�� c ����� �����
�	� ������� v = f(p)# �	%��
���� 	�
��	 ��� ��������� ��	
����
��� A ��	�� B! )���������
���� 	�
��� ���	����	���� ��	
����
��� T�c �	%�	 ������ 	�6 
����� � 
�������� ������ ��� -	�
� ��� �	�� T 0

.����
��� �	��� )��� -	�
�

p1 = (D0 ×D2, ∂D0 ×D2)

p2 � p3 = (D1 ×D1, ∂D1 ×D1)

p4 = (D2 ×D0, ∂D2 ×D0)
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5��
� ����� Di 	�	������ ��������� i ������ �
�# � ����� ∂Di (
	����������� ��	 (i − 1) ������ 
����! 3$�����# ��	 ����������
�
� ����
������� 
	�	� �	���  ��	 ���� ��
�!4

Z�� ������ ��� -	�
� ���
������ ��	��� ��
�� 	
�	��	�	 �� 
�������� ���

��
�	� ��	� -	�
�!

)���� ��� ��� 
�	�����	���� 
		����
������� ��	����# ���	 
���# ��	 � ���

��
�	� ��	� -	�
� � �
�� ������ 
	�
�������
������ 3������� ������ ��������
� 	$�����	�# �
� ��		���� �� 
�	�	 �������	�	 	������ �	�������4 �� �����	� ��	�		���� ������ 
��
� ������� D	��# 	�������� ����� �
�	���0

• �
� �����
�� ������� ����� -	�
� �������X

• ��%��� �����
��� �	��� ����� ����� -	�
� �����	%�� 
��# �!�! ������ e�

�# 
	
�	���� � ��	��� ��
���� ��	��	����
����� � ��	� �	���# ���� �������	� 	����������!

]� ��������	�	 ���� 	��������� ��������# ��	 �����
�� �	� 
� ����� -	�
� �	��	���� ���� 	� ����� � �����	� ��	�		��� 
� K# � �� �����
�� ������� �	��	���� � R!

\�	�������� ������ ��	��� ��
�� 	
�	��	�	 ���������� ���

�� 

�	� ��	� -	�
�0

������ K
 � ���� f � ������� D	�� �� �����	� ��	�		$����� K
�������	�� N ! ���� D	��" ������� �� �	�	�	������� ���������
��	������� K�c ��� ��	'	������ c ����� ��������	� �������� v =
f(p)" ������� <����	�= (Dλ × DN−λ, (∂D)λ × DN−λ)" ��� λ � �����
D	�� ������� f � ��������	� �	��� p" �!�! ���	 	�����������'
	$������' �������� ������� I�� ������� f � p!

/��	������	 �	�	��# ����
 -	�
� ����� f � �����
�	� �	� 
�� p ����� �	���
��� ���������� � 
�������	� ���
� ��
������	�	
��	
����
��� TKp# �	 �	�	��� ������ f ���������
�! " 
����� �	��
T ����
 -	�
� ����� ���� � �	��� p1# ����� � p2  p3  ���� � p4!

]� ���������� ��	���� ���	��
� �	���
������� 
���� ��%�� � 
���
�� �����
�� �	���  �	�	�	��� ��	�		�����K# ������� ��	
�����	�	� ��������
��	� χ(K)! ��� �	�	 ��	�� �	
����� �����	��
��������
��� ��	�		�����K# ��	 ���	 ��������	����# �!�! ������
�� N  ������ 
�����
�#  ����� ��������	������ 
����0 �	���
��	
0 ������ 
�����
	� − �	���
��	 1 ������ 
�����
	� + �	���
��	
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�

2 ������ 
�����
	�  �!�! ��� �������	�	 �	�� T �����	�� ������� 
�
��� ����� 0!

]���# � ���

��
�	� ��	� -	�
� �	��������
� 
�������� ��	�� 
��!

������ K� � #$	������ ����� Cλ ���	 ���������' �	���  ��

���	� λ � ������� D	�� f �� �����	� �������	� ��	�		$����� K!
%	��� ����� ���	 �������	 D	��.∑

λ

(−1)λCλ = χ(K),

��� χ(·) � �����	�� '������������!

��� ��������	�	 ���� ������ �������	�	 �	�� 
 ������� �� 

	�� ���	����� �����
��� -	�
� ����	 ��	����� ���	
���
�����	!

������ �	�'�	6	��/��� ����	� B�����
)�
�� M ( �	������ 
���������� �	�����
! S�

�	��� �� 

���� � ����
��� ��	%�
��� K ��	%�
��	 ����� V (M) �	����� 

� M# � ���%� ��

�	��� ���	�	��� ����
�����	������� ���� 
�� f �� V (M)! $�	����� ����� ci ������� ����� f � ������
vi ∈ V (M)! -�# �		��� �	�	��# �� �����	������# ��	 �
� �
�� ci ��� 
����!

]���� ������ ������� ��	%�
��� K�c! " 	���� 	� ���

��
�	 
�	 
�����# ���
� ��������� �� �	����� ��������	0 ��	%�
��� K�c′ 
K�c′′ 	����� ���� 	� �����# �
� K�c′ 
= K�c′′ ! \ ��%��� ��	%�
��	�
K�c 
����� �	��	�����
M�c# 
	
�	��� � �
�� 
�����
	� �	����� 

� M 
 ������� � K�c! $�����	# ��	 ��	%�
��	 K�c �������
�
�	���  �	���	 �	���# �	��� �������
� �	�����	���� 
�������� �	� 
����
� M�c! )	 	���������# ��%�	� �
�	 ci ����� 
�����
� ���

������� ��������� ����� f # � ��%��� ������ vi ( ��������	�
�	��	�! '	��� ����	�	� ����	� ��
� 	
�	��	�	 ���������� ���

�� 

�	� ��	� -	�
� 3��	���� wP4 ������
� 
�������# � ����	� 
�����
	�������# ���������!

������ L� � ���� f � �� ������	������� ������� �� ��	��

��� ���+�� �	����	�	 �����������	�	 �	������ M! �	�� ���	
c ������� � �������' 	�����	�	 ��������� ����� ����� 	����

�� ����������� ���������� ������� f " �	�$����	���� ��������
�	������M�c 	����� �	�	���	�!
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d����� -	�
� � 
��������	� 
����� �� 	������� 
����� 
�� 	����	�! d����� f ��������
� �����������	� �������� D	��#
�
� ��� ���	�	 	��	����	�	 
�����
� (vi, vj) ∈ M ���	�����
� ���� 
���
��	 f(vi) 
= f(vj)! \���������� ����� -	�
� ��	��� ���#
��	 ������� �	�����	��	� 
�������� �	�����
� M�c �� ��	�	 
%��� ����� �����
�	� ������� ci 	�
�����
� 
 �	�	��� ��	� 
��� 	 �	����� ����� f � 	���
��	
� �����
�� �	���# 	� 
������� �����
�	�� ������� ci! 3#�����	��� ������ v 
� 
�������	�	 �	�����
� ��������
� ������ ��	� ������# �	�	��� ��
	�	����� ����� St(v)!4

����� ����� �����	������# ��	 ������ f ������
� 
��������	�
������� -	�
�! $������� ��� ��%�	� ������ vi ��� �	��	�����
�
V i
−  V i

0− � ������ St(vi)0

• V i− ( ��	%�
��	 
�����
	� � St(vi)# � ������� �	�	��� ���� 
�� f 
��	�	 ������ ci = f(vi) 3�	��	%�	# ��	 V i

− ��
�4X

• V i
0− ( ��	%�
��	 
�����
	� � St(vi)# � ������� �	�	��� ���� 

�� f ������ � ����� ci = f(vi)!

5�����# ��	 ��� 
��������	� ����� -	�
� f �	�����
 V i
0− �� 

����
� `�	��
	�a ��� �	�����
	� V i
− 
 �����	� � �	��� vi!

c���	�	� ��	�	� ��
� 	
�	��	�	 ���������� ���

��
�	� ��	�
-	�
� 3��	���� w14 � 
��������	� 
����� ������
� 
�������� �� 
	����!

������ L
 � ���� f � ������������� ������� D	�� �� ���+�

��' �����������	�	 �	������ M! ���� D	��" ������� �� ����

����� �	�$����	��	� �������� �	������M�c ��� ��	'	������ c
����� ��������	� �������� c̃" ������� 	$N��������� <�����=

⋃
f(vi)=c̃

(V i
0−, V

i
−).

$! S! -�
� � ���	�� TPPQW ����� 
���� ��%�� �	������� ���� 
� f � 	���
��	
� �����
�� �	���  �	�����	��	� 
�������	�
�	�����
� M! ��� ��	�	 	� 	������� ����
 ������ vi �����
��	�
ind vi := 1 − χ(V i−)# ��� χ(V i−) ( �����	�� ��������
��� �	����� 

� V i

−! /��	��� 	��������� �����	�	� ��������
�� 
������� 
�	�	 �	�����
�! )�
�� N ( 
���������� �	�����
 �������	
� n!
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$�	����� ����� Ni 
	�	����	
�� 
�����
	� ��	�	 �	�����
� ������ 
�	
� i! '	��� �����	�� ��������
��� �	�����
� N 	���������
� �� 
���
��	�

χ(N) =
n∑

i=0

(−1)i|Ni|.

/�
�	%�	 �	�
����� �����	�� ��������
��� 	����	�	 
�����
�
3����	�	 ���
�� 
	 �
�� 
�	� ������4# 	�� ����� 1!

c���	�	� ���

��
�	�	 �����
��� -	�
� 3��	���� wU4 ������
�

�������� ��	����# �	�������� � TPPQW!

������ L� =)� 7� B��	�>� ���� vi � ���������� �	��� ��

���������	� ������� D	�� f �� �	����	� �����������	� �	�����

�M! E���� ���	 �������	 D	��.∑

i

ind vi = χ(M).

"�����	%����� �	�
������ 
�	������
� � �	��������	� ��	 
���� ��� ��
�	������� ���	�	��� 
�	�
�� ��	�		�����# �	�	���
�
�����	 ����
������� � ����� Z"-# �	��	���� 
�! ���	�� TPPQW!

������ )'�������	� �;��'����	#������ '������������

/����� 
 ��	�	 ������# �� ����� �������� ��� ���������� �	�$�

���	���� ��	��� D	��# �� ���� �	�	�	� 	
�	������
� ��	�� -	�
�
��������� 
����!

)�
�� K ( ���	�	�	� ��	%�
��	! "	����� ���	� ����� �	����	�
�	����� Σ = {Ki} ��	%�
��� K ��	 �	���	%�
���� Ki# K = ∪iKi!
)	����� Σ = {Ki} ����� �������� �	�$����	��	� �	�	�	����
�# 
	�������	# �
�	�	�	���� �� ��	%�
��� K! -�	%�
��	# 
���%�� 
�	� �	�����	��	� �	�	�	���# ���	��� �	�$����	���� �	�	�	����

��� ��	������	� �# 
	�������	# �
�	�	�	������� ��	����

��	�! ,��	� �	���	%�
��	 V � �	�	�	���
�	�	 ��	
����
��� K
�	%�	 ���%� 
����� � �	�	�	���
�� ��	
����
��	�# �� �	�	�	� � 
�	�	�	�� �����	���� � �	�	�	��� ��	
����
��� K 
������� 	� 
���	�0 V = ∪i(V ∩Ki)!

)�	��	���	� ����
����� Ki1∩· · ·∩Kis �������	� � �	�	�	� ��	 

����
��� K ���	��� ����	� ��	
����
��� K!

BB�+ 5����� �� ��	
����
��� T 3���	���# ��	 ��	
����
��	
T ( ��	 �	�������	��	� ��	
����
��	 �
�� ���������� 
���� 
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����	� �������4 � �	�	�	�� Σ# ���� � ����
��� �������	� �	��� 
�� �
�� ��	
����
��� T ! '	���	 ��	 �������	� �	���� 
����� � 
�	�	�	���
�	�	 ��	
����
��� ��� ��	
����
��� T 
	������� 
 	����� 
�����# ������ ���� � �! 2!2!V!

" 
����� Y �������� �	��� � �	�	�	�� Σ 
	
�	� � U �
�	� [G′
0]#

[G′′
0 ]# [G′′′

0 ]# � ���
������� �����������# �!�! 	������ 	� ��� � 

�	�# 
����	� ������
� 
���� [G0] 3
�! �
! 2!YY4! �

$������� ������ ��� � �	�	�	���
�	�	 ��	
����
��� K ��	 �	�

$����	���� �	�	�	������� ��� N (K)! )���� ��� ��� ���� 
		���� 

������� 	���������# ���	��� �	���� ����� �	����	�	 �	�����!
C���	� N (Σ) �	����	�	 �	����� Σ = {Ki} ��������
� 
���� 

������ �	�����
# 	��������� 
������� 	����	�! "������ 
� 
�������	�	 �	�����
� N (Σ)# �	 	���������# 
�����
� ��	%� 

��� Ki! \�����
 � = (Ki1 , . . . ,Kis) 
�����
� �������%��� �	� 
����
�N (Σ)# �
� 
		����
������ 
���� S(�) = Ki1∩· · ·∩Kis �� ��
�#
� ��	���	� 
����� ���	� 
�����
 � �	�����
� N (Σ) 	�
��
�����!

"����� �	����	 �	���� 
���
�����	�	 
�����
� ��� �	����� 

� N (Σ)! -� ����� �	�	���# ��	 
�����
 � ������ 
���� S(= S(�))
��	
����
��� K# �
� S = Ki1∩· · ·∩Kis ! 7�
�	 	��������
�# ��	 
���� S
�	%�� ���� ����� ��
�	���� 
�����
��! -��
������� �	 ���� 
���� 
�����
# ������� ������ 
���� S# �� ���	��� � ��������

�����
	� �	�����
�N (Σ)! -�%�� 
���
������� 
�����
�� �	� 
����
� N (Σ)  
������ ��	
����
��� K ����
� �
��
�����	� �����	
	��	�����	� 
		����
���!

/��	���# �	�$����	���� �	�	�	������� ���	� N (K) 3�#

	�������	# �
�	�	�	������� ���	�4 ��	
����
��� K ���	���
���� N (Σ)!

BB�+ )	
�	���� �
� �
�� ��	
����
��� T ���� 	���� ����
� 
���� ( 
����# 
		����
������ ��� ������# �	 � �	�	�	���
�� ��
N (T ) ��	
����
��� T ����
������� 
	�	� 
�����
 ���
�� 
	 �
�� 
�	 
� ������! S������	
�� ��	�	 
�����
� ����� �	���
��� �������
��	������
�� �������� 
 ������ �
�	� n �������� ����� � 
��
 P! " 
����� n = 4 �	�����
 N (T ) ������
� �����	����	�!

$����� ���
� ���%�# ��	 �����	 	��	�����	� 
		����
��� ��%��
��	������
�� ��������# 
������ ��	
����
��� T  
���
������ 
� 
�����
�� �	�����
� N (T ) 
	������� 
		����
������ 	��	�� 
�� �# ⊃  ⊂# �����
� �� ��� ��	%�
����# � 
�������� 
��
��!

G′ � G⇐⇒ [G′] ⊃ [G]⇐⇒ �′ ⊂ �,
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�

��� �  �′ ( 
���
������� 
�����
�# 	�������� 
������ [G]  [G′]

		����
�����	! �

������ $����	� ��	�	#������ ���#��	� 	 ��	�	#����( ��#�	�

)�
�� ������ �� � �	�	�	���
�	� ��	
����
��� K ������ ���
�� 
�����	������� ������ f : K → R! \	���
�	 	���� �	����� �	
��	 
��� ��	� -	�
� ��� ���� (K, f) ��	��	��	 �����# ��� ������
�
��	%�
��	 K�c = {x ∈ K : f(x) � c}!

-�	%�
��	 K�c 
���%���
� �
��
������� �	������ {K�c ∩ Ki}#
���
���	������ 	� ��	%�
��� K! ����� ���� ��	�	 �	����� ��� ���� 
�	
� ����� 	�	������� N�c# � ���� N (K) ( ����� N ! [���� ������# �	
	���������# �	� �������� ��	%�
��� K�c �	����� ������� ��� 
�� N�c!

5�����# ��	 �
� ���	�����
� �������
��	 c1 � c2# �	 �	�����

N�c1 �	%�	 
����� �	��	�����
	� �	�����
� N�c2 ! ��� ��	�	 ��%�	
	�	%��
���� 
�����
 (K�c1 ∩ Ki1 , . . . ,K�c1 ∩ Kis) �	�����
� N�c1 


�����
	� (K�c2∩Ki1 , . . . ,K�c2∩Kis) �	�����
�N�c2 ! '��� 	����	�#
���	� �	�����
 N�c ������
� �	��	�����
	� �	�����
� N !

)'�������	�� (��������� ��������� ����� f �� ��	
���� 

��� K ���	��� ���	� ������� ��������� c̃# �� �	�	�	� ��	
�	��
������� �	�����	��	� 
�������� �	�����
� N�c# �!�! ��� ���	�	
�	
���	��	 ���	�	 ε > 0 �	�����
� N�c̃−ε  N�c̃+ε �������!

" 
�� �	����	
� ��

���������� �	�����
	� �	%�	 �	������	
	�������� �������� dNc̃ �	�����
� N�c � �����
�	� ������
c̃ ��� �������� �	 �������� 
���������� �	�����
# 
	���%� 
�� 
	�	����	
�� 
�����
	�N�c̃+ε\N�c̃−ε# ��� ε > 0 �	
���	��	 ���	!

���������	� ����
� :��	 c̃ ������� ���������� ��������� ����

��� f �	��� � �	���	 �	���" �	��� � ������ ���� S" �� �	�	�	�
�$	������ ������� ������� f ����� c̃" �!�!

c̃ = inf
x∈S

f(x).

R
��
�����	 ������ ���� ���	� 	��������� �����
�	� �	��0

)'�������	�� '	��� x ��������
� ��������	� �	��	� ��� ���� 
� f # �
� 	�� ������
� �	��	� ��
	����	�	 ������ ����� f
�� ���	� ��	 
����� S# 
	���%���� ��� �	���# �!�!

f(x) = inf
x′∈S

f(x′), ��� S � x!
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BB�+ )	
�	���� 
������ ��	
����
��� T ������
� ��	
���� 

��� [G]# �	 �����
�� �	���� ����� ���� � ������
� � �	��	 

� �
� ���������� ��������� ����������
�� 
��  �	���	 	�!
" 
�	� 	������# �����
�� ������� ( ��	 ���� ��������� �� 
��������
�� 
����! �

������ J����� ��#�	�
$������� ��� ��	��	���	� �	�� x ∈ K �	�$����	���� �	���


���� V−(x) �# 
	�������	# �
�	������� V−(x)!

)'�������	�� \�����
 � �������%� �	�����	��	�� �	����� 
�� V−(x) �	���  �	���	 �	���# �	��� ������� ����� f � �	��� x ��
������
� �	��	� �%��� ������ ����� f � 
����� S(�)# �!�!

f(x) > inf
x′∈S(	)

f(x′).

-� ����� �	�	���# ��	 ��� �	��� x �	 ����� S(�) �	��	 �����

+��� ������� f !

���������	� ������ (
�	������� ����������	� �	��� x �������

���� 	$	� ������!

)'�������	�� E����	� ��	��	���	� �	�� x � ��	
����
��� K �� 
�	��� 
�������� ����	
��0

indf x := 1− χ(V−(x)).

]� ��	�	 	���������  �����%���� 2!2!U ��������# ��	 ����

�������
�	� �	�� ����� 0! .�� ����� ���	 � ����������	# 	���� 
�	�# �		��� �	�	��# ������	!

BB�+ " 
����� ��������� 
���� 3�!�! ��	
����
��� T  ���� 
� �4 ����	��	 �	���	����
� 	���������� ����
� �	�� ���	
��� 

�����	! )�������� ��	 	��������� �� ���� ��	� ��������� 
� 
���!

$��� � ���������� ������
�� 
���
��# �	��	����� ���	 
���� 
 ����������
�� 
����# ������
� ������ �������	
�
3�����%���� 2!2!P4! \ �	�	��� ��	�	 ������ �	 ����	� �������� 
��
�	� 
�� �	%�	 
������# ����� � 	�� �������	� � ���! '���
	����	�# �	 ����	�� ��
������� Γ′ 
�� Γ �	%�	 	��������# 
�	 

	��	 � 	�	 �������� 
�	� ����# � �����#  ���� 
�� Γ! S�
 
������� 
�� Γ# 
�	
	���� �������� �� ����# �� ����� ��������
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�

��	������� ��� �� ���������! \����� ������ ���
���� ����
�

�� Γ � �	�
���� �� ��	�������� ��
�������! [���� ���
��	����
�	 
�������� 
����0

P4 )	
���� � 
		����
��� ��%�	�� ��	���������� ��
�������
���	�	��� 
�����
 � � �	������� V−(Γ)!

.�%�	� ��
������� Γ′[G′] 
�� Γ[G] 	���������
� ��	� G′# �	�	 
��� ���� ��
�	���	 �	�	��������� �	 	��	���� � G ���������
�����! \���
������� 
�����
 �′ ∈ N # 	�������� ��� G′# �� 
�	
���� � 
		����
��� ��
������� Γ′! R
� ��
������� Γ′ ������ 

� ��	��������# �	 
�����
 �′ ����� �������%��� � �	�������
V−(Γ)! $������� ����� ���	�� 
���
�����	�� 
�����
� � V−(Γ)
�	%�	 	��	�����	 
	�	
����� ���	�	�	� ��	��������� ��
�������!

14 /�
�	%�	 �	������# ��	 ����
����� ����� ���� 
���
�������

�����
	� �	�����
� N ���%� ����� 
���
������� 
�����
	�!

U4 S�

�	��� ���
������� 
�����
� � �	������� V−(Γ)! $�
������
� 
���
�������! " 
��	� ����# ��
��� ( ���
������� 
� 
����
 �	�����
� V−(Γ)! '	��� �
� ��� �� ��� 
���
������� 
����� 

	�# �	 
���
��	��� �� 
�����
 �̃ ⊃ �# ������� �	� %� 
����# ��	
 
�����
 �! \���	�������	# �̃ ���%� �������%�� �� � �	�������
V−(Γ)  �	��	�� � �� ��� �� ���
������� 
�����
	�!

Y4 "	����� ���� �	����� ���
������� 
�����
�� � �	���� 
��� V−(Γ)# 	�	����� ��	� ���� ����� V ∗

−(Γ)  ���	��� �	
�	�������	�

�� Γ! ]� 14 ��������# ��	 ���	� 
�����
 �	 �	������� V ∗

−(Γ) 
		� 
���
����� ���	�	�	�� 
���
�����	�� 
�����
� � �	������� V−(Γ) #
���� 	����	�# 
	���
�	 P4 
		����
����� ���	�	�	�� ��	����������
��
������� 
�� Γ! "���	  	�����	�!

$
���	
� 	�
��� ��	�������� ��
������� 
�� Γ# 
		����
��� 
��� 
�����
�� �	 �	������� V ∗

−(Γ)!
24 /��	��� ������������ ��
�������# 	��������
� 	� 
�	��	�


�� Γ 	��� �	�	��������� 3���	%������4 ��������� ����	�!

 ���� ������ ���� Γ � ����������� �������������� ���! %	���
���+��� �	
�	�������� V ∗−(Γ) /����������� ������� �
�	�����

��� V−(Γ)0 		��������� ������������ ��	������� �� �� ����

���� ��� Γ!

*4 " �!24 ��� 	�
��� ��
������� 
�� Γ[G]# 
		����
������
������� �	 �	������� V ∗

−(Γ)! 5��
� �� 	���� ��
�������# 
		� 
���
������ 
�����
�� � V ∗−(Γ)!

)�
�� 
�����
 �∗ ∈ V ∗
−(Γ) ������
� ���
������� 
�����
��

(�′
1, . . . ,�′

s) � �	������� V−(Γ)! $�	����� ����� � 
�����
# 	��� 
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������ ����
������ �′
1 ∩ · · · ∩ �′

s# � ����� Γ′
1[G

′
1]# ! ! ! # Γ′

s[G
′
s] ( ��� 

��������� ��	�������� ��
�������# 
		����
������ 
�����
��
�′

1# ! ! ! # �′
s! '� G′

i ��%�	�	 ��
������� Γ′
i 	������
� 	� G �	���	

	��� �	�	��������� ��������� ����	� ei! '	��� �	 ��	���������
��
������� Γ′# �	�	�	� 	������� 
�����
� �# ����� 	������
� 	� Γ
��� �	�	��������� ��������� ������ e1#! ! ! # es! _�	������ 
��� ��
������� 
�� Γ# 	����	����	� �	�	��������� ���������
������# ��%�	� � �	�	��� ���	�� � ����������	�� ��	�������� 
�� ��
�������# �� ���	��� �	 ��� ��
�������� 
�� Γ!

$�	����� ����� PSj(Γ) ���	� �	���� ��
������� 
�� Γ# ����
�	�	��� ����� j! '	��� �����	�� ��������
��� �	 �	������� V ∗−(Γ)
�������	� ����������
�	� 
�� Γ ����� i ����%���
� 
�������
	����	�0

χ(V ∗
−(Γ)) =

∑
k

(−1)k−1#PSi+k(Γ).

]� ��	���� .������ 3
�!# �������# TPYbW4 
������# ��	 χ(V−(Γ)) =
χ(V ∗−(Γ))! '��� 	����	�# �� �	������ �����%����!

���������	� ������ ���� Γ ∈ T � ����������� ��������������
��� ����� i! %	���

ind� Γ = 1−
∑

k

(−1)k−1#PSi+k(Γ).

)�	���	�
������ �������� �	������	� �	����� ��� �	�
����
����
	� ��������� ����������
�� 
���� � 
����� n = 4 ����� 
��� �	���! S��������� ��������� ����������
��� 
��� Γ ���
 
�����	�	 3����	�	 n− 34 �����# ��� ���	 �	�����	 � �! 2!2!*# ������
�
�	�����	 �������	� 
����! $��	�������	 ��� 
��� ������
� �	���� 
��� �����	� ����� � �� ��	
����
��� T # �	
�	���� �� 
���
��� 
�� 
�����# �	 �	�	�	�� �	%�	 ���	 �� �������� ���� 
�� Γ# �#
����� 
�	���# �� 
���
����� ��	���������	 ��
������� 
�� Γ!
\���	�������	# ����
 
�� Γ ����� 1!

��� 
����� 4 �������� �	��� ���������� ��������� ������� 
���
�� 
�� �	��� ���� ���� ������ ��	 P ( �	�����	 ������ 
��� 
��# ����
 �	�	��� P# ( ��	 b! "��
�� ����
 �������	�
����������
�	� 
�� Γ0 ����� b! ]����
 
�� Γ0# 
	���
�	 �����%�� 
�� 2!2!Y# ����%���
� �	����	� ind� Γ0 = 1 − #PS1(Γ0)! " ��

��� 
�����	� 
����� 3n = 44 
	�	����	
�� PS1(Γ0) ����
������� 
	�	� �
�
��	�������� ��
������� 
�� Γ0 
���� �����	�	 ���! )	�
� 
���� � �	���
��	!
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_ 
�� Γ0 �
��	 	��� �	��%��� ������ V ! S�

�	��� 
������

�����# �	��� ������ V �� 
	������� � 
 ���	� ������	� ���� 
�	� Ai! '	���# 
	���
�	 ������ �������	
� 2!2!P# 
���� ���� 
��� ����������� ����	�	� ei �����	%������ ����� (V Ai)# ���	�� 
�� � V # ����� 0! )	��	�� ����� (V Ai) ��������
� �� ���� ��	� 
�	�	�	%�	 ������������ �����# 
��%��# ���# ��	 e1 = −e3  e2 = −e4!
'����� ��%�	 ��

�	����� ��� �������0

3P4 \���
����� ���� ����	�	�# ��	� ��%�� �	�	��� �� �	���� 60◦#
�������# (ê1, e2) � 60◦! '	���# 
	���
�	 ������ 2!2!P# ��
��� 
����# �� G′

0 �	�	�	�	 �	���%�� �� �
! 2!YU# ������
� ��	��� 
����� ��� 
�� Γ0# � ��� 	
������� ( ���!

314 "
� ���� ��%�� �������� ����	��� ei 
��	�	 �	���� 60◦! Z�	
	�������# ��	 �
� ���� ��%�� 
	
���� ����	��� 
��	�	 ���� 
�� 120◦! \�	�� �	
�	���	����
� ������� 2!2!P# �	������# ��	
��
������� 
 ���� G′

0  G′′
0 ������
� ��	�������� ���


�� Γ0# � ��
������� ��� G′′′
0 ( ���!

'��� 	����	�# � 
�����# �
� �	��%��� ������ V �� 
	�������
� 
 ���	� ������	� �����	�# �	���
��	 ��	�������� ��
����� 
�� 
�� Γ0 ����	 ��	 P# ��	 1! ����	� 
����� ��������
� ����	���	
 ���	�� � �	�� %� ����������! \���	�������	# ����
 ind� Γ0 �����
��	 0# ��	 −1! �

����!� ���,	�������� 9���6	� B�����

/��	���# ��	 �� ��
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	� ������# ���������� ������� -	�
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�	��	� 	�����������

�	�
��	 ������ -	�
� 
	
�	� � �	�# ��	 � �����
�� �	�� `�	 
��	����a ���� 	� �����! ]�	��	����	
�� �����
�� �	��� �	��	�� 
�� � �	������� ������� 	�
��� ����
��	�� ��	%�
��� K�c  ���� 

� �����
��	 -	�
�! ��� ��� %� ����� � �	�����	��	� 
����� ���%�
��	��	��	 ������� ���

 ������ 
 �	��	������ �����
��
�	����!

)'�������	�� (	�$����	��	� �������� D	�� �� � �	�	�	���
�	�
��	
����
��� K ��������
� ������# ��� �	�	�	� ���	����	 
����� 
��� �
�	��0 ��� ��%�	�	 
����� S 
���
�����  ���
������ �	���
x ∈ S# � �	�	�	� ������ f |S �	
����� 
�	�� �	��	� �%��� ����!
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$��������	� ������ ���� x1" x2" ! ! ! " xm � ���������� �	���
�	�$����	��	� ������� D	�� f " 	������ �� ��������	�� �����

��� c̃1 � �1" �2" ! ! ! " �m � � �������� �������" ����� �� ��

��������� �	 ��������� ����� S(�1)" S(�2)" ! ! ! " S(�m)" 	���

�� �� 		�������� �� ���������� �	���! %	��� ����� ���	
����� �� �����������.

/*0 ������� �1" �2" ! ! ! " �m ������� ������������ ������

��� 	�	����	�� dNc̃ \ N<c̃1

/)0 ���������� ��$�' ���' ������	� �i � �j ����������� �	�

����� N<c̃1

/50 ���	������ �������	 V−(xi) = �i ∩ N<c̃!

'��� 	����	�# ������� �	�����
� N�c �� ��	�	%��� �����
�����
�	� ������� c̃ �	�����	��	� ����� -	�
� �	%�� ����
	�
��	 ��� �������� � �	�����
� N<c̃ 
�����
	� �1# �2# ! ! ! # �m#
����
������
� �	���	 � �	�����
� N<c̃# 
�! �
! 2!YV!

���� $�#0� �
�
������ �	��
��� N<c̃�

BB�+ " ���	�� TQVW ������� ���

 �������� ��	%�
�� A# �	�	���
	�����  �
��� ��	��� � R

2n# ����# ��	 ����� ��������� ������� 
���
��� 
��� Γ[G]# �����������A# ������
� ���
�����	� ������ 
�	� ����������
�	� 
���� ��� G! e����� � ��	�	 ���

� �������
��������� ���������! '��� 	����	�# �	�� ��� �
�� �������� ��	 
%�
�� ������ ���� � ������
� �	�����	��	� ������� -	�
� ��
��	
����
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����3� 7�������� B�����
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������ ������ ���� f � �	�$����	���� ������� D	�� �� �
�	

�	�	�����	� ��	������� K! #$	������ ����� xα �� ����������
�	���! %	��� ����� ���	 �������	∑

α

indf xα = χ(N (K)),

�	�	�	� �� ���	��� �������	� D	��!

���������	
���� $
�	��	� ����# 
�	�������� �� �	��������
���
��	� ��	����# ( ��	 �	�	�	 ���
���� � ���������
�	� �	�	�	� �� 
����	
�� �����	�	� ��������
��! [	��� �	��	# ��� ��	��	�����

���������� �	�����
	� N1  N2 ���� ��
�	 �����
��	

χ(N1 ∪N2) = χ(N1) + χ(N2)− χ(N1 ∩N2).

Z�	 
�	�
��	 �����	�	� ��������
�� ��
�	%�	 �������� � �� 	��� 
������!

_�	���	�� �
� �����
�� ������� ����� f 0 c̃1<c̃2< . . . <c̃t!
S�

�	��� 
������� �	�����
� N ��	 �	��	�����
�� N�c̃i 0 ∅ ⊂
N�c̃1 ⊂ N�c̃2 ⊂ . . . ⊂ N�c̃t = N ! 5����� ���%�# ��	 N�c̃i−1 = N<c̃i 
∅ = N<c̃1 !

)�
�� x
(i)
1 # x

(i)
2 # ! ! ! # x

(i)
mi ( �����
�� �	��# 	�������� �� 

���
�	�� ������� c̃i! '	���# � 	�	�������� �����	%��� 2!2!P# �� 
���	� 	� �	�����
� N<c̃i � �	�����
� N�c̃i �	������
� ��� �	
���	 

�������	� `���������a 
�����
	� �(i)
1 # �(i)

2 # ! ! ! # �(i)
mi ! )	
�	����

V−(x(i)
1 ) = �(i)

1 ∩ N<c̃i # 
�! �! U �����	%��� 2!2!P# �	 �� �	%�� ��� 

���

χ(N<c̃i ∪�(i)
1 ) = χ(N<c̃i) + χ(�(i)

1 )− χ(N<c̃i ∩�(i)
1 ) =

= χ(N<c̃i) + 1− χ(V−(x(i)
1 )) = χ(N<c̃i) + indf x

(i)
1 .

)����� 	
������� 
�����
� �(i)
2 # ! ! ! # �(i)

mi # ����� ����

χ(N�c̃i) = χ(N<c̃i ∪�(i)
1 ∪ . . . ∪�(i)

mi
) = χ(N<c̃i) +

∑
j

indf x
(i)
j .

_������# ��	 χ(∅) = 0# ��	������ �	
���	�������	 ��� ��	������
��� �
�� �����
�� ������� ����� f # ������ 
 c̃1#  �	����
�����%���� ��	����! �
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BB�+ $��������
�# ��	 ��� ��	
����
��� T ( ��	
����
��� �� 
�������� 
����# ���������� ��
�	������ ������ ������# (
 ����� ���� � �	%�	 � 	���������	� 
��
�� ���
��� ��
�	���	
�����
�� -	�
�# 
�! �%� �	��������
��	 ��	���� 2!2!1! Z� �����
���
�	��	���� �	����� �	������ ��� ���	%��� �	�����# ����%�����
�	���
��	 ���������� ��������� ����������
�� 
���� ����� k
3	�	����� ��	%�
��	 ���� 
���� ����� Ck4 ����� �	���� ��
����� 
�� ���������� ��������� ����������
�� 
���� �������	 �����!

������ ����
� (	������	 ���������' ����������' �����������

��' ���� ����� k" ��������� �' �����	������ �������� �������"
��������� ����� �� �	����	�.

|Ck| =
∑

Γα: kα<k

(−1)k−kα−1#PSk(Γα),

��� �����	����� ������ �	 ��� ���������� ����������� ����

���������� ���� Γα ����� kα < k!

���������	
���� "	
�	������
� �����
��	� -	�
� � 	���� �	���#

�! ��	���� 2!2!P! ��� ��	�	 ���	���# ��	 ���� N ��	
����
��� T �
��
���������� 
���� 
 ����	� ������� ����
������� 
	�	� 
�����
# #

���	�������	# χ(N (T )) = 1! /��	��� ���%�# ��	 ����
 ��������	�
�������	� ����������
�	� 
�� Γα ����� kα ( �����
�	� �	��
����� ���� � �� T ( ����%���
�# 
	���
�	 �����%���� 2!2!Y#

������� 	����	�0

ind� Γα = 1−
∑

s: kα<s�n−3

(−1)s−kα−1#PSs(Γα).

)	�
���� ��	 ����%��� � �����
��	 -	�
�  
������	��� 
�� 

	����	��� ����	�# ����

n−3∑
i=0

⎛
⎝|Ci| −

∑
Γα: kα=i

∑
s: i<s�n−3

(−1)s−i−1#PSs(Γα)

⎞
⎠ = 1.

S�

�	��� ������ �	���	
����
��� Tk ⊂ T # 	����	������ �
� 
� 
���� ����� �� ���� k! $�����	# ����
� ���	��� ��������
T0 ⊂ T1 . . . ⊂ Tn−3 = T ! .�%�	� � ��	
����
�� Tk �
��
������� 	� 
���	� ����������
� � � �	�	�	���
�	� ��	
����
��	 
 �	�	��� �	 
����� ��	 �	���	%�
���� {[G] : rkG = k}! )	��	�� �	%�	 �
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��# � ����
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� ���

ind� Γα = 1−
∑

s: kα<s�k

(−1)s−kα−1#PSs(Γα),
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		����
������� �����
��	 -	�
� ������� 
������� 	����	�0

k∑
i=0

⎛
⎝|Ci| −

∑
Γα: kα=i

∑
s: i<s�k

(−1)s−i−1#PSs(Γα)

⎞
⎠ = 1.

"����� ������ � �����
��� -	�
� ��� ��	
����
��� Tk �����
��	
-	�
� ��� ��	
����
��� Tk−1# �	���� �	���������� �	�����! �

)����� �����	�������� �	����� ��� 	���� �	���
��� �	 
�����	 ��������� 
����# ���������� ������ ������ � ���	�� 
�	�	 �
�� �	���!

���������	� ������ (	������	 �	�����	 ����������' ����" ��

������� �' �������� ������� �� 4 �	��� �� ������	�	� ��	�	��"
�	��� $��� ����	 ��$	 1" ��$	 2!

���������	
���� " �! 2!2!* ���	 �	�����	# ��	 �	�����	 ������ 
��� 
�� ������
� ���������� ��������� ����������
�� 
� 
��� ����� n − 3! ��� 
����� 4 �������� �	��� ��	 
�� � ��	%� 

��� C1! -	��	
�� |C1| ��	�	 ��	%�
���# 
	���
�	 ��	���� 2!2!1# ���� 
%���
� ���

|C1| = #PS1(Γ0),

��� Γ0 ( ���
������� ��������� ����������
��� 
��� ����� 0! \	 
���
�	 �! 2!2!* �	���
��	 �	���� ��
������� #PS1(Γ0) 
�� Γ0 ��� 
�	 ��	 P# ��	 1! $����� 
������ �	��������	� �����%����! �

\�	�������� ����	���	� �����%����  ��� 
����� n = 5!

���������	� ������ (	������	 �	�����	 ����������' ����" ��

������� �' �������� ������� �� 5 �	��� �� ������	�	� ��	�	��"
�� ����	'	��� 8!

�	��������
��	 ��	�	 �����%����# �	�	�	� �	%�	 ���� � TQQW# ��	 
�	��
� ��� %� ���	���# ��	  �	��������
��	 �����%���� 2!2!2!
$����	 	�	 �	�	���	 ����	#  �	��	�� �� ��	 ���
� �� ���	��! �



����� �

��������	
 ����
��	���

������ �����


��������� �	�
� ���
���� ������� �������	�
 � �������

��� ���������
��� ��������� ������ ���� ���������
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 ����
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n ���
����� ����� �	� ��� �������! � ���������� ����
"���# ������	�������� ��� 
 R

n �������
� ��������! $����� %�	�

 ������
� 	�������� ����������# ����������� �	�� 
������

��������!� �� �� � ��	���� �����	��� �����������	
 ����� &��
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���� 
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��� � �������
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n� � � � ���������� �	�������� ������	#�� ���������
�
'�� �$������	#��
� ���
���� � ���
	��� �
�� �������
� ( �����
�����
������ ��� ��	�
�� ��������	#���� ����)�	��� ��������� ����#
	���	#�! ��������� ��� ��� $�	� 
 ������� *�+�  ��������� 	���	#�
�� �����	#���# ���� �����# � ��
�
�	��� �� ��������	#�����
��� ��� $�	�� �������� 
 �	���� �������	� �����
�! �	��� ���
��� ���$� �������������
��# ���� ������ �� ���
���� �������!
��������	#���� �	����! ���� �� ���,��� � �������	� ������
�����! �	��� ��� ������� -�./�

'�������	� ����������! �	�� �
	����� 
���� �	����� ����
�����	#�� ����!� 0��
�� ��$���� ���
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 ����	� ����������! �	��� ���
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 �
��� � $���� ���
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���� 
 �
��� � ���� ��� ����

����� � ������� �	���� ������ ��� ���
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�����
	��� �� ��������	#�� � 
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����� ���� $� ���� ������������ ������!,�� ����
�� Γ0� 0��
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��� ������� 
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 ����
� Γ0 ��
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� 1�  ��������� ����
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��������� �������� � ���� -�.�

���� ���� ��	 
��	 ����� ��	
�	���� ��
���

&���� �������
�! �	������� �������! ������!,�� ��������	#�
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	����� NP ���	�!� ����� ������ 
�����
� ������
��� ��	�����	#��� �	������� ��,��� ���! ������� '���
���� ��	��� ������� ��������! � ��������� ������!,�� ����! ���
$�	�� �����	#���

6��� ����������� �	�����	�������
�� ����! 
���
��� ���
����
����� ���
�	��# ��� ������� ������!,�� ����! 
 �	���� �
�	���
�!
�	��� ( ����� �����
 	���	#�� �����!��
� ������!,�� ����! 2�	�
����� ��������� ��,��# ������ � � $�	�� ��� ���! ����	���	#�!



��	
����� ������������� �������� ����� *-+


��,��!5� �� ������
��� �$����� �������� � ������ ������� 
���
����!� ���
	��
������� ��	����� ����������� A���� ���� �$�����
�� $�	�� ,�����! �	���� � ��� �$���� ���
��� �	�����	 �������
��� �������� &������� ��� ���
�� ���	#�� �	������� ���������
������!,��� �
�	���
� ����
�� ���
��� � �	������� B�	���� 3..*4�
����$���	� 
�� 
������� 	���	#� �����	#�� ����
#� � ����	�
����� �� ������!,���

 ��!��
���	#����� ����� �!�� ������!,�� ���# �����
����� ���
����
�� ������ ��� �������	��# 
�� 	���	#� �����	#�� ����� ���
������ ��� 
�,�� ��� ��	� ������
� ������� ����� �������
	���
��$�! ������
� 
��,� ���
�	#��� n����	#���� n � 6� ��� ��� ���
����	� C��� � D���	�� 3794 �	� n � 13 � ?�� 8
�� �  �� 3++4 �	�
6 � n � 12� ������!,�� ���# �������
	��� ��$�! n����	#�� $�� 	�$�!
��� ������� B�����
� �� 	���	#� �����	#�� ����! 
 ���� �	����
������
�� $������ ��� 
�,�� � ����� 3@.4� 3./=4�  �	���� ������!,��
����������� ����! � ��� ���
����! ��������	#�)
����	�! �����
��! ��
���� ��	�����	#�� �	������� ��������� ����� ����!� ����
�������� ��$��� E������ � ;�	�
� 3.+*4�

&������� ��� 
 �������	��� 
�,� ��$���� ���������� 
 ���
�
��� �	������������� ������� ���$	����  ��������� � $�	� �����
��� ��	���� 	���	#� �����	#�� ����! 2����� 
 ���� ���������
����!� ������� �� �� 	���	#�� ���������� ��� � ������!,�� ���#5
�� ��������	#�� ����!� A���� � �����	��# ��������� � ����	����
	���	#� �����	#�� � ��������	#�� ����!�

6����� � ������� ��������	�! 
 ����	� �
�	���
�! � ������
�����! �	��� � ����� ����� ���������� �$��	�
	� ���� ��� ���
�
� �������	� �������
	��� ��$�!� 
 �������� ����	�� �����	#��
�	���� �������	�
� ��������� ��������� F����)B���
�����G
�
�	���
� �	�� �������� ��$�	�� ����������! ������ 
����	�!
����!� � ����������� �	�� : � ������ 
����	�! ����! � ����
����	#�! �	��! ������! ���������� 6��� �������
�� ������!

����	���� ���
���� � ����� ��� 
 �	���� ����������! �	��� 
 ���
	���� �� �
�	���
�!� �	���� ��������	#�� � 	���	#� �����	#��
����! � ��
������ 3=*4� (�	������ ������� ����� ����� � �	� ����
��� ��� F����)B���
������ ������� �	� �	���� ��� ���
����!
λ����������� ��� ����

�������� ��� ��	
 ���  ������ �������� ���������	�� ���� ������� ��������
���������� ����� � ������ �����
 ����� ��� ������� �������������
 ������� 
���������� ����� �� ����� ������	���� ������ ��������� ����������� �����
��� ������������� ����� 



*-/ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

���� ����� �	
��� ���

 ���� �����	� �� ������ �������� ��������� ������	��
��� ��$������� �	� ��	#�!,���� D���� ����� �� ������ �$��� 
��
�������� �
�!��
� ��������������� ����! � ����!)�	���
 
 �����
��
��� ���������
���

������ �����	
� ��
����	
� � ���������	
� ����

&�����	���� ���
����� 
 ���� ������ ���� �������� �
������
�� $�	�� �$��! �	���!� ?	� �������� ��	����� � �����

��������� ����	 ������� �����
��������� ����� � ��
��
�

��������

� �������
������

0���# X : ���������� 	��!�� ���������
� � �������! ���
��! ‖ · ‖ � γ : [a, b] → X : �������� ������
�� ���
��� D��
��
γ ���
����� �����	
� ��	� ������
��� �����	 �(γ) �	� 	������

������ 
 ��� ���
��� H��	� �(γ) ���
����� 
 ���� �	���� ���	

���	
 γ� &������� ��� ��	� ���
�� γ : ��������	������ �� �� �����
���� �

�(γ) =
∫ b

a

‖γ̇(t)‖ dt.

A���� �$������ �	�� ���
�! 
 ������
��� ���������
� : ���
�������	 	������
� ���� � 	���������� ��
�� �����

0���# Γ : �����
�	#�� ��������	����� ���# �X � A����� ��� � 
��
,�� ���	
 �(Γ) ��� Γ ���
�� ����� �	� �� ��$��� ;
���� ���# Γ�
������
����� ������
�M ⊂ X � ���
����� ������
��
� ��	� �� �	��
� � ���
������� �	�� 	�$�! �
���! ����� ������
����! M �

�����������	 ;��# Γ ���
����� �	�����	 �������	
� ��	� ����
��� �� ����� ���������� 
 �������! ������!,�! 	���	#�! ���� 2��
���,��� � ���������! ������5�

�����������	 ;��# Γ ���
����� �������	
 �	� �����������	
�
��	� �	� 	�$�! ���������� Γt� t ∈ [0, 1]� ��� Γt=0 = Γ� 
���	��
�����,���

d

dt

∣∣∣
t=0+

�(Γt) � 0.

B��� �������#� ��� �	� �	���� ��������! �
�	���
�! ���� 

n������ 
������� ���������
� ������
� 	���	#� �����	#�� �
��������	#�� ����! ��
������� &����� �����
������ $�
��� �����



���� ���� ������ ���� *-9


 ������� ��� � ���� 0������� ����! ���� �
	����� ��� ���
�����
����������� ����� �	� �1������

0���# 
 R
n �������
�� ��������� ���������

(
x1, . . . , xn

)
� ���

������ ��� �����������	
 �	��	
 
������ y =
(
y1, . . . , yn

)
���
��

���� �	������� ���	�G

‖y‖1 =
n∑

i=1

|yi|.

;���
����
����� ������
��� ���������
� $���� ���
��# n����
���� ������������ ��	��������	�� ���� �� �������� ��� �	���
	���	#� �����	#�� ����! 
 ����������� ���������
� ������
��
� ,��� �	���� ��������	#�� ����!�

������ ������� ������ ����� �� ���
 ������� �

��������

�� �������
����

H��$� ������# 	���	#�� ��������� 	���	#� �����	#�� � ����
�����	#�� ����!� �� ���� � 
�
��� �����	� ���
�! 
������� �	��
� ������� 
 ������
��� ���������
�� 0���# ρ : �������� ����
� 
������� ���������
� R

n � Σ = Σn−1 : ������� ����� �� ����
,��� � ���! ����� ����

Σ =
{
x ∈ R

n | ρ(x) = 1
}
.

&$������ ����� ‖ · ‖ ��������� �
�	���
� ���� 
 R
n� � ����� S =

Sn−1 : ��������� �
�	���
� ������
;	������! ����	#��� ����,� ��
�����

!�����"�
�� ���� ����� ρ � ��	��	����� �	��� �� R
n x ∈ R

n

� ���	�	��� �	���  η ∈ TxR
n ≈ R

n � ��	��	����
 ����	�! "	���
�	��� ρ ������������� �	 ���������# η �!�! ��$������� ������

ρη = lim
t→0+

ρ(x+ tη)− ρ(x)
t

.

0���# x �= 0 : �����
�	#�� ����� �� R
n � η : �������! 
�����

�� TxR
n ≈ R

n� 0�����	����� ��� 
������ x � η 	��!� ���
������ �
�$������ ����� Π �
������ ������������
�� ������� � ��� 
�����
��� 0������ ���������� ����� ���	� �������� � ����� x� ���$�
���
�	������# Π � �
� ��	��	�������� ��� �� ������� �������� 
����� η�
'�� ���	���� ��	��	������# �$������ ����� Π+(η)� � ����
,����
��	��	������# : ����� Π−(η)�



*-- ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

!�����"�
�� ���� %�������� ����� g(η) = ρη �� ��&��# �
��	��	���
 Π±(η) � ���
��� ������!


�����������	  
���� �	������� �$�������� 0���# S1(η) :
���������� �	������� Π �� �����! Sn−1� C��� ��� S1(η) : $�	#,��
��������# ���! ������ ���������� ����� ����� n = x/‖x‖� F�	�� ���
��� �$��� ������� ������ ��	��	�������! Π±(η) �������� ����� n�
&$������ ����� S1

± ���� S1(η) ∩ Π±(η)� 0������������ ���� S1
+(η)

�����	#�� ���������� ϕ �� ����� n ���� ���$� n ����
����
�
�	�
ϕ = 0� � ����# τ(η) : ������! 
����� �������� ���! ���� 
 ���	#�
�! ����� ϕ = 0� A���� �$������ ���� S1

+(η) �������� �������
�������
n(ϕ) �
��� ������ ������ n(0) = n � nϕ(0) = τ(η)� F�	�� ����� ������
����� P �� ��	��	������� Π+(η) �������� �
���� ��	����� �������
����� (r, ϕ)G P = r n(ϕ)�

C��� ��� ����
(
n, τ(η)

)
�$������ ����������
��! $���� 
 �	���

����� Π� E��	���� 
����� η �� ����� $�����G η = αn+βτ(η)� &�������
��� β > 0 �� ���������� 0�	���� f(ϕ) = ρ

(
n(ϕ)

)
� %�	� P = r n(ϕ) :

�����
�	#�� ����� �� ��	��	������� Π+(η)� �� �� ���������� ����
���	������ ��� ρ(P ) = rf(ϕ)�

0���# x(t) = r(t)n(t) : ��������������� ������ 	���� ������
�� �� x 
 ����
	��� η� ������ ��� x(0) = x � xt(0) = η� 6����
ρ
(
x(t)

)
= r(t)f(t)� 6� ����	����� -�. � �	������� ���
�� n(t) � x(t)


�������� ��� ������ f(t)� � ������ � ������ r(t) ��������������

 ���	#�! ����� t = 0 2� ������
� t ∈ [0,+∞)5�

6����

η = xt(0) = rt(0)n+ r(0)nϕ(0)ϕt(0) = rt(0)n+ ‖x‖ τ(η)ϕt(0).

0������ α = rt(0)� � β = ‖x‖ϕt(0)� ; �����! �������

ρη =
d

dt

∣∣∣
t=0

(
r(t)f(t)

)
= rt(0) f(0) + r(0) fϕ(0)ϕt = αf(0) + βfϕ(0).

A�� ��� f(0) � fϕ(0) � ��
���� �� 
�$��� η �� ��	��	������� Π+(η)� ���
�	������ ��� rη 	��!� ��
���� �� η� ?�������	#��
� ����	����� -�*
�������� �

������� ��� �����!� ��$������� �	� ��	#�!,��� ��	������
��� �����$����� �������� 
 3../4� '�(�������	� 
����	�! 
��
������ F : R

n → R 
 ����� x ∈ R
n ���
����� ����! ��
�����

ξ ∈ T ∗
x R

n� ���

ξ(y − x) � F (y)− F (x) �	� 
��� y ∈ R
n.



���� ���� ������ ���� *-=

?�	��� ��	� X ⊂ R
n : 
����	�� ��
������# � x ∈ X : �����
�	#��

�� ������ �� ���������� ����� x ������	������# Π ���
����� 	�	��	

��	��	���# ��
������� X 
 ����� x� ��	� X 	���� 
 ���� �� ���
������ ��	����������
� ��������� Π� �����	# � �����! ������
�	�������� ����
	��� 
 �� �� ��������� ���! ������	������#�
��	����������
� 
�������# �������� � ������������ � X � ���
��
������
 �	�����# � ��
������� X 
 ����� x� B�����
� NxX 
���

�,�� ����	�! � ��
������� X 
 ����� x ���
����� �	��������
�	���	��

������� �	�	��	
 ρ∗� ����
����
����! ���� ρ� ���
����� �	����
���� ������ � ��
�������G

ρ∗(ξ) = max
{
ξ(ν) | ν ∈ Σ

}
.

8���,� ��
����� ���� ��� ��������� ��������
	��� ������
����
 T ∗

x R
n � TxR

n� ��(��������	� ��	&����	 SF (x) ����� F �
�	��� x� ���� ������
� 
��� ��$��������
 ������ F 
 ����� x� �
	��
���� ������� 
����	�� ��������� ���������
�� ����	#���
����� 
 ����� x � ��
������� ���
� ���! ������� ���������! ���
��� x� 0�� ���� ������ F �������������� 
 x� ��	� � ��	#�� ��	�
������
� SF (x) ������� �� ���! ������ ��
�������! 
 ���� �	����
� ��������� ������ F � %�	� F = ρ : �������� ����� �� 	����
������
����� �	������! ����	#����

!�����"�
�� ��#� ����� ρ � ���	�	��� �	���  Σx � �	�����
�	��� ��	��� �	��� ρ ��	�	��$�� ����� x �= 0! "	��� ��(��������	�
��	&����	 Sρ(x) � �	��� x �	������� � ��	&����	� ���� ������
�	�����
 �����	
 �	�	��� � Σx � �	��� x!

; �����#� ��$���������� ������
� 	���� 
����	����� ������

���� �� ����
	��� �� 
����	�! ������ F � ( ����� ����� �����
�	������� ����	������

!�����"�
�� ��$� ����� F � �������� ��� ������  η �
��	��	����
 ����	� ����������
 � R

n � �	��� x ∈ R
n! "	���

Fη = lim
ε→0+

F (x+ ε η)− F (x)
ε

= max
ξ∈SF (x)

〈ξ, η〉.

'�� ����	����� $���� �������
��# �� 
 �	����� ����� F = ρ :
�������� ����� ���� �� ���
���� ���������
��! 
�
�� ������
	� �� ����	����� -�/ �	� ���� F = ρ � ����� �������������� ��
����������� ��	������ ����	#�����



*-@ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

�������� ��� 
�,� ����� f(ϕ) �� �$�����	� ������ f(ϕ) =
ρ
(
n(ϕ)

)
� &�����	�� �����# ��
����� ξ ∈ T ∗

x R
n ≈ R

n� ��	���
 ξ =
f(0)n + ḟ(0) τ(η)� &������� ��� ��
����� ξ� 
��$�� ��
���� ��
����
�� η� F�	�� ����� ξ ������� ������	����� ��	��	������#� Π+(η)�
���� ��	� η1 � η2 �� TxR

n ��������� ��� � �� �� ��	��	������#
Π+(η1) = Π+(η2)� �� ����
����
����� ��
������ ξ1 � ξ2 �� T

∗
x R

n ��
�
������� "������� ���� �� ������	���� ρη = ξ(η) = 〈ξ, η〉�

&��,�� �������� �
�!��
� ��
������ ξ� ?	� ����� �����	#�
������������ ���
�� n(ϕ) � ����� Σ � �$������ ��	����� ����

�� ����� e(ϕ)� A���� �$������ e(ϕ) = n(ϕ)/ρ

(
n(ϕ)

)
� I���� 
����#� ���

� ���
�! e(ϕ) 
 ���	#�! ����� ϕ = 0 ������	� 
����� ���������
������!� �����
��� ��� ρ

(
n(ϕ)

)
= f(ϕ)� ���� �������# ���G

ė(0) =
f(0) τ(η)− ḟ(0)n

f2(0)
.

0������ ����� ����� �	������! ����	#����

!�����"�
�� ��%� )���	�� ξ  ė(0) 	��	�	������! �	��	�� ����
�	� ξ � ��	 ������� �	����� � �	��� e(0) � ������	
 ���	
 Σ ∩Π!

E��������� 
 ����� e(0) �����
�	#�� ������ �	������# � ����
�� Σ� ���������� 
����� ė(0)� � ����# N : 
�,�� ����	# � Σ 

����� e(0)� ���������	���� ���! �����! �	�������� I���� 
����#�
��� 〈N,n〉 > 0� 0������ �������� ������	� �	������! 
�����G

m =
f(0)
〈N,n〉N − ξ.

!�����"�
�� ���� )���	� m �������������� ��	��	�� Π! �	�
��	�� ������� �	����	�	� ξ + m  ξ �� ����	��� � ��	��	�� Π
�	�����#�!


�����������	 ?�!��
���	#�� �	������# Π ������ � 
������
ė(0) � n�  ������ ξ � N ���������	��� 
������ ė(0)� �������m ����
���������	��� ė(0)� �������

〈m,n〉 =
〈 f(0)
〈N,n〉N − f(0)n− ḟ(0) τ(η), n

〉
= f(0)− f(0) = 0,

��� � ���$�
�	��#� �
A���� �$������ ����� ����� �	������! ����	#����



���� ���� ������ ���� *-7

!�����"�
�� ��&� '�$������� ���	
 ����	� m �������������
��
 ��	��	�� Π ��	 �	����	� ξ+m �������� ��(�������	� �����
� ρ � �	��� x! *���� ��	��� ����	� ξ + m �������&� �	��
�����	�� �	���� � ����� ‖x‖Σ � �	��� x  ��	 �	�	��� ����� 1! +	���
�	�	 ��&��
 ���	
 ����	� m 	��	�����	 ���	��� �	 �	���&�$�

����	� ė(0) 	�	��	
 ��	��	�� � ����� Σ � �	��� e(0)! ) �����	�� 
����	� m ���������� �	���  �	���	 �	��� �	��� ����� ��	��	���
����������!


�����������	 ;�����
�
��� 
������ m 
������� �� ����	����
�� -�-�  ����	�� ������ ��
������ ξ + m� A�� ��� 
����� ξ + m
�����	���� ����	#��� ����� Ne(0)Σ� ��

max
{〈ξ +m, ν〉 | ν ∈ Σ

}
= 〈ξ +m, e(0)〉 =

〈
f(0)
〈N,n〉N,

n

f(0)

〉
= 1.

&������� ������	����# 
������ m �� ����
����
����! �����!
�	������� ���������
�� �	����� �� ���������� 0���	����� �����
���� �
�������	 !��� ��	�������� ��"���#���� ����������� ���� 2
 ��
 ��� �����
�����
 ����� m ���� ���#
 � � ������� ξ ��� ������� ������������� $���%��
ρ  ����� x 

�������� ��� �� ������	���	� 	��!�� ���
�������# 
������

x � η� 0���# �����# 
������ x � η 	��!� ��
������ A����� ���
���
�� ρη = ±ρ(η)� ��� ��� ��
������ �� ����� ���	����� �����
�����
〈x, η〉� ; �����! ������� �	� 	�$��� ��$�������� ψ ������ ρ 
 ����
�� x� 
���	��G

〈ψ, η〉 =
〈
ψ,±‖η‖ x

‖x‖
〉
.

0�	���� n = x/‖x‖� � e = n/ρ(n)� A����

〈ψ, η〉 =
〈
ψ,±‖η‖ρ(n) e

〉
= ±ρ(η) = ρη.

������� ����# x = 0� A����� ���
���� ρη = ρ(η)� A���� �$������
������ �	������! ����	#����

'������ ���� ����� ρ � ���	�	��� �	��� �������� �� ����	���
��	��������� R

n x ∈ R
n � ��	��	����� �	���  η ∈ TxR

n ≈ R
n �

�#(	
 ����	�! "	��� ��$������� ��	��	���� ρη ����� ρ � �	��� x
�	 ���������# η  �� ������� ����	

ρη =

{
ρ(η), ��	� x = 0,
〈p(η), η〉, 
 �����
�� �	����,



*=1 ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

��� p(η) � ��(������� ����� ρ � �	��� x ����� ��� η  x �= 0 �
�	������� �	 p(η) � �#(	
 ���	
 �	����	� � ��� η  x �= 0 �
���
�	 �������� �	 p(η) ��	�����	���� �����#$��� �	�	���
�����	�� ���	�#G ����	� p(η) 	��	�	����� �������	
 ��	��� ����
x+ tη t � 0 �� ����� Σ =

{
z ∈ R

n | ρ(z) = 1
}
!

�������	 &���� �����
 ��� �� p(η) $���%�� h(ξ) = 〈ξ, η〉
 ������������ ��
���'���� Sρ(x)
 ��������� ��� ������������ 	�������
 ��� ����������� � ����(
��'����� ) * + ���������� ����������� p(η) ����� ��	���� �������������	


������ η 

 
���� �	������� �$�������� E��������� ������� [x1, x2]� 0���#
ni = (−1)i(x2 − x1)/‖x2 − x1‖ : 
�,�� ����	# � ������� [x1, x2] 

����� xi� &$������ ����� pi(η) ��$������� p(η)� 
����	��! 
 �����
x = ni� ��� 
 ������� -�.� &������� ��� �	� 	�$��� 
������ η �����
����� �	������� ��
���
�G

p1(η) = −p2(−η).
(�������� ���� ����� ρ � ���	�	��� �	��� �������� �� ����

�	��� ��	��������� R
n x1  x2 � ��	��	����� �	�� � R

n � ηi 
i = 1, 2 � ��	��	����
 ����	� � TxiR

n ≈ R
n! ,����	��� ���	��

���# [x1, x2]t = [x1 + tη1, x2 + tη2] t � 0 	������ [x1, x2]! �����
�(t) � ���� 	������ [x1, x2]t � �	���	����	� ��	���������! "	���
����� �(t) ������������� � ��������
 �	���� t = 0! -�� ��
��	� x1 = x2 �	

d

dt

∣∣∣
t=0+

�(t) = ρ(η1 − η2),
� ��� x1 �= x2 �	

d

dt

∣∣∣
t=0+

�(t) =
〈
p1(η1 − η2), η1 − η2

〉
=
〈
p2(η2 − η1), η2 − η1

〉
.

+	��� �	�	 ��� �	����	� p1(η1−η2) � �����  p2(η2−η1) 	���������
	��	�����	 �	 p1(η1 − η2) = −p2(η2 − η1) 

d

dt

∣∣∣
t=0+

�(t) =
〈
p1(η1 − η2), η1

〉
+
〈
p2(η2 − η1), η2

〉
.

-�� &� �	����	�� p1(η1− η2)  p2(η2− η1) 	��������� �� 	��	�����	 
�	 �	������� ��������	 ���� ����	 ��� ��	��	���	�	 ��(	�� ���
�	����	�	� �� �	�	�	� p1(η1 − η2) = −p2(η2 − η1)!

 
���� �	������� �$�������G

px1x2(η1, η2) = p1(η1 − η2), px2x1(η2, η1) = p2(η2 − η1).



���� ���� ������ ���� *=.

0�� ���� ��	� ��
������ p1(η1 − η2) � p2(η2 − η1) ������	�� �
�������� �� 
����� $���� ������	����# �� 
�$����� ����� �$�
������ ��� px1x2(η1, η2) = −px2x1(η2, η1)� &������� ��� ��	� ��
���
���� p1(η1 − η2) � p2(η2 − η1) ������	�� �������� �� ��
���
�
px1x2(η1, η2) = −px2x1(η2, η1) ����� ����� �
������������ D���� �����
px1x2(η1, 0) = p1(η1)�

D�
����� px1x2(η1, η2) ���
�� ρ�������	� ������� [x1, x2] 
 �����

�! ����� x1 �� ���,��� � 
������� ηi ∈ TxiR

n ≈ R
n� &������� ���

��	� ����
	��� ������� [x1, x2] ����
����
��� ����� �	������� ����
�� Σ� �� �� 
 ����
����
����! ����� ����� ����	#�! ���� �������
�� ����� 	���� �� ρ�����	#� ������� [x1, x2] � ��
���� �� 
�$��� 
���
����
 ηi � ������� ������	� 
 �����! �� ����
�� ����� xi�  ����
�	����� ���
���� px1x2(η1, η2) ��
������ � ��������� ������ ρ 
 ����
�� x1 − x2�

&������� ��� 
 �
�� �$�������� �����	� �� �	����
�� -�. �����
��
����� 
 
���

d

dt

∣∣∣
t=0+

�(t) =
〈
px1x2(η1, η2), η1

〉
+
〈
px2x1(η2, η1), η2

〉
.

����#� )��������� ���������	
� �����

0���# Σ : ������� ����� 
 ������
��� ���������
� (Rn, ρ)�
.�����	� ���	$��� ���
�� ���������� ����� Σ � �������! ��
�����! ������	������#�� B������	#�� �� 
�	����� ������� ��	��
���� ���
�� �	��	������ ���	$���� C��� ��� ������
� 
���
������� ��	����� �$������ �������� �������� ����� Σ� �
����
���� �������	#� �����	#�! ���������� J����	#�������������
�������� ��	����� ���
�� ��	��	�	�	&���� F���� ��
����#�
��� ����	� x �= 0 ��&� � ������� ���	$���� ��	� 
 ���� �������
	���� 
����� x/ρ(x)�

'������ ���� /���� γ �	����#$�� �	�� A  B � �	���	�
����	� ��	��������� (Rn, ρ) �������� ������
��
 �	���  �	���	
�	��� �	��� ��� ����	�� ��	�	�� ���	
 γ ��&�� � 	��	
  �	
 &�
�	��	����� ���	$���! ) �����	�� �#(	
 ����	���
��
 	����	�
�������� ������
��
 ���	
!

*���� ����� �������� ����������# �����	���� �	���	����	

���� �	���  �	���	 �	��� �	��� 	�� � ������
���! /���� ���
������ �	�����	 ������
��
 �	���  �	���	 �	��� �	��� �� �	&�	
�	����� �	������ ���	� ������
�� ����� ��� ��	(� ��&���



*=* ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

���������� �	��� ���	
 γ �������� ���������
 �	��	
 ���	�	�	

���	
 ��	�	 �	�����!

����$� �����	
�� ��������� ���������	
� ��
��
�
��������������� �����

0���#� ��� � 
�,�� ρ : �������� ���� � ���������
� R
n�

 ���� �����	� �� ���
���� ��$������� � ���������� ��	�
��
��������	#���� ��������������! ���� 
 ������
��� ���������
�
(Rn, ρ)�

0���# Γ: G→ R
n : �����
�	#�� �
�������	���� 	��!�� �����

����������� ���#� ������� �$������� �� �	�
� *�
?	� �����! ���
����! �������� H ⊂ Γ �$������ ����� EH

� VH ������
� ��$�� � 
��,� ���� H � H���� ∂H �$������ �����
��
� 
��,� �� H � �
	������� �������� 
 ���� Γ� H���� ∂H �$����
��� ������
� 
��,� �� H � �������� ����	���� ��$��� ���� Γ�
?�	��� �	� �����! 
��,�� x ∈ ∂H �$������ NH(x) ������
� ���
��	���� ��$�� ���� Γ� �������� x�

%�	� γ : �����
�	#�� ��$��� �� �$������ ����� ∂γ ���� ��� ���
��
�� 
��,�� 0�	���� ρ

({A,B}) = ρ(B −A)�
������� �	� �����
�	#��� ����	����� ��$�� γ = [x, y] � ������


�	#�� 
������
 η1� η2 ∈ R
n ��	���� px(γ, η1, η2) ��
�� ρ�����	#��

pxy(η1, η2)� �������� ��� ��	� ρ�����	#� pxy(η1, η2) ������� �
������	�� �� �� ����	���	#� ������	����� 
���	��� ��	�
��

px(γ, η1, η2) = −py(γ, η2, η1).
%�	� ρ�����	#� � ��
���� �� 
������
 ηi 2��� ����� ������ ��	� γ̇ 
 
���
,�� x ����
����
��� ����� �	������� ����� Σ5� �� $���� �$������#
��� ����� px(γ)�

6� �	����
�� -�. 	���� ��	������� �	������� ��	���� 	 �	�����	

����������

'������ ��#� ����� (Rn, ρ) � �	���	����	� ��	��������	! /���
����������� �������������� ���
��� ���� Γ: G → R

n � ����
���
 β �������� ����������# �����	���� �	���	����	
 ���� 
���  �	���	 ��� ��� ��&�	�	 	�	(��&��� η : VG → R

n ���
η(∂G) = 0 �����#$�� ����� �	 ���� ���������� �	��	������ H
��� Γ ��	����������G

∑
H

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∑

x∈∂H

〈 ∑
γ∈NH(x)
γ=[x,y]

px

(
γ, η(x), η(y)

)
, η(x)

〉
+

∑
γ∈EH

ρ
(
η|∂γ

)
⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ � 0.



���� ���� ������ ���� *=+

(�������� ���� ) �����	�	&���� ��	���� 0!1 ���������� ��
��
��� �������������� ���� Γ: G → R

n � ������
 β �������� ����
�������# �����	���� �	���	����	
 ���� ���  �	���	 ��� ���
��&�	�	 	�	(��&��� η : VG → R

n ��� η(∂G) = 0 �����#$�� ����&��
�� ��	���������	G

∑
x

〈 ∑
γ=[x,y]

px

(
γ, η(x), η(y)

)
, η(x)

〉
� 0,

��� ����� (������ �	 ���� �	��&��� ������� x!

(�������� ��#� -�� ���������� ���
��� �������������� ����
Γ � R

n � ������
 β �������� ����������# �����	���� �	���	����
�	
 ���� �	 ��� ��&�	
 �	��&�	
 ������ x ��� Γ  ��&�	�	
����	�� η ���� ����	 ����������	G〈 ∑

γ=[x,y]

px

(
γ, η, 0

)
, η

〉
=

〈 ∑
γ=[x,y]

ξy(η), η

〉
� 0,

��� ξy(η) � ��	 ��(������� �	��� ρ � �	��� x−y �		��������#$

����	�� η!

E��������� �����# �����! �	���!G ����# ������ ρ �
	����� �	���
��! 
����� ����� 0 ∈ R

n� '�� ��
���	#� �	������� ������! ����
�� Σ� A���� �	� ������� 
������ x �= 0 ��$��������� ������
�
Sρ(x) ������� �� ����� �	����� : �������� ������ ρ 
 ����� x� ���
����! ��
������ � 
�,�! ����	#� p � ����� ρ(x)Σ 
 ����� x� ����!�
��� ρ∗(x) = 1�  ��������� ρ�����	#� �����
�	#��� �
���������
��$�� � ��
���� �� ��	� 
��������

(�������� ��$� ����� � �����	�	&���� ��	���� 0!1 ����� Σ
�������� �����	
! /������������� �������������� ���
��� ����
Γ � R

n � ������
 β ������������ ��� �����	���� �	���	����	

���� ���  �	���	 ��� ��� ��&�	
 ��������	
 �	��	����� H 
��&�	�	 	�	(��&��� η : VH → R

n ��� η(∂H) = 0 �����#$�� �����
&��� ��	���������	G∑

x∈∂H

〈P (x), η(x)〉 +
∑

γ∈EH

ρ
(
η|∂γ

)
� 0,

��� P (x) =
∑

γ∈NH(x) px(γ) � ��������
 ρ������� �����	&������
��(�� ��������� x ���������
 � �	��� x!

%�	� ����	���	#� �����$�
��#� ���$� 
�� ��$�� ���� Γ $�	� �
��
��������� �� �������! ��� $�	�� �����������



*=/ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

(�������� ��%� ����� � �����	�	&���� ��	���� 0!1 ����� Σ
�������� �����	
! "	��� ���������� ���
��� �������������� ���� Γ
� R

n � ������
 β �������� ����������# �����	���� �	���	����	

���� ���  �	���	 ��� ��� ��&�	
 �	��&�	
 ������ x ��� Γ
���� ����	 ��������	G ∑

γ

px(γ) = 0,

��� ����� (������ �	 ���� ��(��� γ ��������� ������ x!

������	 0���# M : ������ ���������
� ������! ����� Σ� ���
���� ��� 	�$�! ������� ��	����� D ⊂ Σ �������� ���	#�� �� �����
��M � ���	#�� � �����	#������������! ��� ������� −D� A���� ���#
� ������!M � 
�� ��$�� ������! : �������� ���������� ���	� �����
���� � ������� ��M � �
	����� ��������	#�! ��������������! ���#�
2�� ���,��� � ������
��! �	��5�

?�!��
���	#�� �	� ��������	#��
� ��������� ���
����#� ��� �	�
	�$��� 
������ η ����� ����� ���
���
�G〈 ∑

γ=[0,y]

ξy(η), η

〉
� 0,

��� y ���$����� 
�� ����� �� M � � ξy(η) : ��� ��$������� ���� ρ

 ����� −y� ����
����
����! 
������ η 2��� �	����
�� -�*5� I���� 
��
���#� ��� 
� 
��� ������ y �� M ���� ��� 
�$���# ��$�������� sy

������ ρ� ��� �� ����� $���� ��
� �	�� ; �����! ������� 
 ��	�
����	����� -�/�〈 ∑

γ=[0,y]

ξy(η), η

〉
�
〈 ∑

γ=[0,y]

sy, η

〉
= 0,

��� � ��
��,��� ��������	#��
��
0��
���� ��� ��� ��	���! �������! ��������	#���� 	��!�!

�
�������	���! ��������������! ���� Γ� �$�$�����! ������� � 	��
��	#�! ��������� 	���	#� �����	#�� ��������������� ����!� ���
������� /�. �	�
� /� ?	� ����� �����! ���� (e, v)� ��������! �� ���
���
�! 
��,�� v ���� Γ � ��������� ���! 
��,�� ��$�� e� �����,��

�����
��� n������ �������� xe,v � ���������� 	��!�� ���
������ ��������� �� 
��� ���
��! �	������� �
�� ����
G⎧⎨

⎩
∑

e�v xe,v = 0, ��� v : ���
���� 
��,�� ���� Γ,
xe,v + xe,w = 0, ��� e = [v, w] : ��$�� ���� Γ� v � w : ���

�
���� 
��,���



���� ���� ������ ���� *=9

'�� ������� ��� ��� ��� � 
 �	�
� /� ���
�� ��������������	
 ��
����	
 ���� Γ� &������� ��� ��� ������������������ ������� 
 ��!�
��
���	#���� ��	���#� ������	����� ��������������� ������ G
���� Γ�

?�	��� �� ������� ��$�� e ���� Γ � �������! e 
��,�� v ���
������ 
����� n(e, v)� ��
�! �	� ����	����� ��$�� e ����
	���
������� e� ��������
���� 
 ������ 
��,�� v� � ��
�! �	� �	�
�������� ��$�� e� 0���# Sρ(e, v) : ��$��������� ������
� ������
ρ 
 ����� n(e, v)�

'������ ��$� /������������� ���
��� ���� Γ �������� �������
�����	
 ������������	
 ����# ��� �����	���� ρ��	���	����	

���� ���  �	���	 ��� ��$������� ������

{
x0

e,v

}
���������

������	
 ������ ��	
 ��� ���	� ��	 ��� ��&�	�	 ��(�� � Γ
 �������	
 ��� ������ v ���	������� x0

e,v ∈ Sρ(e, v)!


�����������	 ��� �����$���� �	������! ����,� ��
����!
����	#���� ���� �������� 3../4�

!�����"�
�� ��*� )��������� �	��� x 	(���� 	��������� ���
����	
 ��� ����� F �������� �	��	
 ������ ��� F  ��� 
�	���	 ��� ��(��������	� ��	&����	 SF (x) ����� F � �	��� x
�	���&� 0! 2�	&����	 ���� �����	� ������	
 ��� ����� F
�����	 ������	  �� ��� ������ F ������� 	��	  �	 &� ����
����!

!�����"�
�� ��+� '���� �������� ��� �����
 �������� ���
����	
 ������
! '�(��������	� ��	&����	 ����� �������� ���
�����
 � �#(	
 ���������
 �	��� 	(���� 	��������� ����	 �����
��(���������� ��	&���� ��� �����
!

0���# Γ: G → R
n : �
�������	���� 	��!�� ���# � xv ∈ R

n :
��������� �� ���
���! 
��,�� v� &$������ ����� VM (G) ���
����
� ���
���� 
��,� �� G� � ����# m : ��	�����
� �	�����

������
� VM (G)� A���� ������������� ���������
� [G, ∂Γ] =∏

v∈VM (G) R
n 
��� 	��!�� ����! ����	���� G � ��� �� �������

���$�������� ��� � � Γ� �������� R
mn� ?	� ���$��
�� ����� ��

[G, ∂Γ] $���� �$������# ����� x = (xv)� ������ ��� xv �������� 
���
���� x ∈ R

mn � �� R
n� ������� ����
����
��� ���
���! 
��,�� v�

D���� ����� �	� �����! ����� x ∈ [G, ∂Γ] �$������ ����� Γx : G→ R
n

����
����
����� 	��!�� ���#�



*=- ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

�������
��� �	�� ���� Γ ������ ������ ρc : [G, ∂Γ] → R� ���
�����
	����� ������� 
������ x ∈ [G, ∂Γ] ������
��� �	�� ���
��
����
����! 	��!�! ���� ΓxG

ρc(x) =
∑

e=[v,w]∈E(G)

ρ
(
Γx(v),Γx(w)

)
.

0����	#�� ������ ������ ρc
vw(x) = ρ

(
Γx(v),Γx(w)

)

����	� �

[G, ∂Γ]� �� ������ ρc ����� 
����	�� D���� ����� 	���� 
����#� ���
���# Γ �
	����� ��������	#� �������	� ������
��! �	��� ��	�
� ��	#�� ��	� 
����� x �������� ���
���� 
��,� ���� Γ �������
�
	��� ��$�! ����� ������� �	� ������ ρc� ; �����! ������� ��
����	����� -�@� ���# Γx ��������	#�� ��	� � ��	#�� ��	� ��$������
���� ������
� Sρc(x) �������� 0�  �
�� ������#� ������
� Sρc(x)
�
	����� �����! ������
 Sρc

vw
(x)�

 ������ ��� 
��	���� ������
� Sρc
vw

(x)� 0� ������	���� ��	�
v � w : ���
���� 
��,��� �� ������ ρc

vw(x) ��
���� 	�,# �� xv

� xw � � ��
���� �� ����	#�� xu� u �= v, wK ��	� ��� �� ���� 
���
,�� ������ v� : ���
����� � ������� w� : �������� �� ρc

vw(x) ���

���� ��	#�� �� xvK ������ ��	� �$� 
��,�� v � w �������� ��
������ ρc

vw(x) �������� &����� 
�������� ��� ��� ���
���� v �
w �����! ��$������� �� Sρc

vw
(x) 	���� 
 	��!�� ������������
�

V = R
2n(vw) ⊂ R

mn� �
	������� ������������� ���������
��

��,� v � wK ��� ���
���! v � ����
���! w �����! ��$�������
�� Sρc

vw
(x) 	���� 
 	��!�� ������������
� V = R

n(v) ⊂ R
mn� �
�

	������� ������������� ���������
�� 
��,�� vK ��	� �� �$�
v � w ����
���� �� Sρc

vw
(x) = {0}�  �
��� � 
�,�������� �	�

������� ��$���������� ������
� ������ ρc
vw ��������� ������#

�� ��������� � ����
����
����� ���������
� V � '�� ���������
�� $���� �$������# ��� �� ���
�	���

%�	� 
��,�� v ���
���� � w : ����
���� ��� ��� $�	� 
�����

�,�� ��$��������� ������
� Sρc

vw
(x) ⊂ V = R

n(v) ≈ R
n �������
�

	��� ��$�! ������
� 
��� ������� �� ������ 
�,�� ����	�! �
�����

{
y ∈ V | ρ(y) = ρ(xv)

}

 ����� xw − xv� ��	� xv �= xw 2����# ���

�	� ����
����
����� ��������
	��! �� ���������
��� �$� ����� xv

� xw ��� ����� ���������
� V 5� � ������
� 
��� 
������
 
 ����� 0�
������ ������� � ���
������� 1� ��	� xv = xw�

A���� �$������ ����	��# 
�����#� ��� 
��	���� ������
�

Sρc
vw

(x) ⊂ V = R
2n(vw) ≈ R

2n,



���� ���� ������ ���� *==

����� �$� ����� v � w ���
����  ���� �	���� ������ ρc
vw(a, b) �

V ��
� ρ(a− b)� C��� ��� ������
� ρc
vw = 0 �������
	��� ��$�! ����

���	# Δ =
{
(a, b) ∈ R

2n | a = b
}
� � �	� 	�$��� (a, b) ∈ V ���������

������ ρc
vw � ������ ���������
� (a, b) + Δ ��������

0���# Δ⊥ �$������� �������	#�� ����	��� � Δ 2�������	#�
���������� �
�	���
� ���	����� �����
�����5� ������ ���
����

Δ⊥ =
{
(a,−a) | a ∈ R

n
}
.

A�� ��� �	� �����! ����� (a, b) ������
� (a, b) + Δ 	���� 
�
������
� ���
� ρc

vw = ρc
vw(a, b)� �� ����	#�! ���� � ���!

������
� ���
�� � ������ � ��$��������� ������
� Sρc
vw

(a, b)
	���� 
 Δ⊥� F�	�� ����� ������
� Sρc

vw
(a, b) ��
������ � ��$�

��������� ������
�� S′ ��������� ������ ρc
vw � (a, b) +

Δ⊥ =
{
(a+ c, b− c) | c ∈ R

n
}
� 0� ������	���� ��� ��������� ��
�

ρ(a− b+ 2c)� ������� S′ ��
� ��$���������� ������
� Sρ(a − b)�
&����� ���	������ ��� ��$��������� ������
� Sρc

vw
(a, b) ����� 
��G

Sρc
vw

(a, b) =
{
(ξ,−ξ) | ξ ∈ Sρ(a− b)

}
.

A���� �$������ ������� �	������� ��
��������

)����"��
�� ���� ����� v  w � �	��&��� ������ ����� G!
'�(��������	� ��	&����	 ����� ρc

vw : R
mn → R � �	��� x ����

��3 {
(ξu)

∣∣ ξu = 0 ��� u �= v� w4 ξv = −ξw4 ξv ∈ Sρ(xv − xw)
}
.

A����# ������� -�/ 
������� �� ����	����� -�7� ������� ���� 
���
������# 
����	��# ��$��������� ������
� ������ ρc� � ����	��
���� -�@� �

 ������
� ���
��� ���	������ 
������ ����� ��������	#�� ���
��
�� ������
����� ��� �����
�	#�� ����� ������
���� ��������
��
� (Rn, ρ)� �
	����� $����� ����
��� ���� ����� 
������ 
��,��
� 2��	�� ����� A������		�)L��!���5�

)����"��
�� ���� ����� A0A1A2 � ��	��	����
 �����	����
� �	���	����	� ��	��������� (Rn, ρ)! "	��� ��	&����	 T ���� �	�
��� T  ��� �	�	��� ����&���

∑
i ρ(T − Ai) ������� �������

��� ������� �������� �������� �	�����	�! 2�	&����	 T �	����
&� ������ Ai ���  �	���	 ��� � ��(���������� ��	&������



*=@ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

Sρ(Ai−Aj) j �= i ��
����� ���� �	����	�� ��	 �	�	��� � �����
�� ����	��	�� 1!


�����������	 &$������ ����� f(T ) ������
∑

i ρ(T −Ai)� A��
��� f : 
����	�� ������� ��������� 
����������� ��� ������
	��� T � $���������� �� 	�$��� ����
	���� ������
� T �� ���
�����
 ������� ��������� ������� � 
����	�� ��� ����� ���
��
����# ��
������� ��������

?�	�� ������	����� ��� A0 �����	���� T � ���� ���������������
���# Γ� ��������� �� ���� ��$�� ei = AiT � ���������� ���
����

��,�� T � �������� 
��,���� Ai� �
	����� ��������	#�! �	�
T = A0� 0� ������� -�/� ��� ��
���	#� ����� ��� ������������������
������� ���� Γ� ��������� 
 ���� �	���� �� ����� ���
��� Xe0,T +
Xe1,T +Xe2,T = 0� ����� ��,��� Xej ,T = pj � ������ ��� pj ∈ Sρ(ej, T ) =
Sρ(T − Aj)� &���	��# �������#� ��� Sρ(e0, T ) = Sρ(0) =

{
p ∈ T ∗

A0
(Rn) |

ρ∗(p) � 1
}
� ?�������	#��
� �������� �

�������	 &���� ��������� ������
 ����	��#���
 ��� ��� n > 2 ���'����
T �� ���	��� ��'���  ������������ A0A1A2 ,���������� ����������� �����������
 ������������� ���������� �����������
 ��������� �� ��������� ��	����� ��(
����- ������ ��� n = 2 �����'�� ��������
 ��� T �����'����  ������������
A0A1A2 ,�������� ���- 

(�������� ���� ����� �	��� ρ ���	�	 �������! "	��� ���
��	��	���	�	 ����	��	�	����	 �����	����� A0A1A2 � ��	������
���� (Rn, ρ) ��	&����	 T ���� �	��� T  ��� �	�	��� ����&���∑

i ρ(T −Ai) ������� ��������� ������� �� �	���&� �����
Ai �����	�����!


�����������	 &��
���� ����� Ai � 	���� � ���! �����!�
E��������� �
������ �	������# Π� ���������� ����� Ai� 8��� ���
����
� T � � �$���� 	����# 
 Π� �	� ��������	#��
� �	����
�� ��
��������� ����������# ������
� T ∩Π� ������ ���� ����� �������
	����#� ��� n = 2� D���� ����� $�� ��������� �$����� ���� �����
��	����#� ��� ρ(Ai, Aj) = 1 ��� i �= j� � A0 = 0 : ���	� ���������

0�����	����� ��� ����� A0 = 0 ����	� 
� ������
� T � 0� ��
���
����� -�*� ��� ��
���	#� ����� ��� �	� �������� ��$��������

�� Sρ(−Aj)� j �= 0� ������ �� ����� � ���
������� 1� 0��	����� 

��	� �����	#�! ������������� ������! ���������� ��
���	#�
� ����� ��� �	� �������� ��$��������
 pj �� Sρ(Aj)� j �= 0� ������
�� ����� � ���
������� 1�

I���� 
����#� ��� ����� A1� A2� � ����� −A1� −A2� � ±(A1−A2) 	��
��� � ������! ��������� Σ � �$������ ��
�������!� 
 ����	�



���� ���� ������ ���� *=7

���� ρ� ,�������	#��� �����
���	���� ������ �������� ����	�
	�	#� �� ������ ��
� ����� � �������	#� �
�	���
�! �����

&���� ���� 
�	���� ρ∗(p1 + p2)� 0� ������	����

ρ∗(p1 + p2) � (p1 + p2)(A1) = ρA1(A1) + ρA1(A2) = 1 + ρA1(A2),

��� ρη(A) : �����
���� ���� ρ �� ����
	��� η� 
����	��� 

����� A� B� �������� ��� ρA1(A2) > 0� ��	���
 ��� ����� �����
����
��� � ������
 ��������	#��
� �	����
���

C��� ��� ��	�
�� ρA1(A2) > 0 ��
���	#� ����� ��� 
����� A1

�����
	��� � ������ ��$��������� �� Sρ(A2) �����! 
 �
�	���
��
����	� ���	� 0��	���� ��
���	#� ����� ��� 
����� A1 ����
	�

���# ��	��	�������� ��������! �����! �����! �����! � ������
���� Σ 
 ����� A2� � ���� 
 �
�� ������#� ��
���	#� ����� ��� ������
�� ���������� ����� ����� A2 
 ����
	��� 
������ A1� � �
	�����
�����! �	� ��������� Σ� "������� ��� � = (A2 − A1, A2)�  ��	�
������! 
����	���� ���� ρ ����
�	 (A2−A1, A2) 	���� 
���� ����
����� ������ ���������� ��������#� Σ� 0������ ������ � �
�
	����� �����!� ;	����
�� �������� �

�������	 !��� ����	����� �� ������ ������� ��������� �����
 �� ����(
���� ) ) ��������� ���� ����� + ������� ������� ���������� ��������� � ���(
���
 ����'������ ��������� ����'�����#
 ���������#��� ����� ��������� ��(
�����������
 �� ������ �������� ��'�� �� ��� ���%��� .���'�� A0 = (0, 0)

a1 = (1, 0) � A2 = (1/2,

√
3/2) &���� ����������
 ��� ���'���� T �������� �

������������� A0A1A2 

%�	� ������ ρ� �������� ����� �
	����� �	����! 
����� �����
����� 0� ���� ������� ����� Σ � ����� ���$�� ������ �� ��������
����������� ������� 
��	���� $�	�� ������� ?�!��
���	#�� �	� ����
���� ����	����� ��$�� e = [v, w] ���� Γ ��$��������� ������
�
Sρ(e, v) � Sρ(e, w) ������	�� �������� ������� ������� �������
	�� ������ �������� xe,v� 0�����
	�� �� 
 ������������������
�������� �� ��	����� �	������! �$�� ��	�
�!G �	� �����! �
����
����! 
��,�� x ���� Γ ����� ��$��������
 Sρ(e, x) ��
� �	��
� �	� �����! 
�������! 
��,�� 
������� �
�� 	��!�� �������
���
��! : ��	�� �����������������! ������� �� �	�
� /� &�������
��� ��� ������� ���
����� �	� ����� 
�������� 
��,�� A����
�����	���
�� ����
����
������ ��
������� ����
	����� ������	� 

������
� ���������

�������	 /�� ���������
  ���������� $���%����� �����  ������������
����������� (�n, ρ) �� ����� ��	���� ρ���
	������� ��	��� ��� ρ���	��� 



*@1 ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

����%� ,������� ���������	
���� ��
��
� �����-������

0� ������	���� ���#)�	�� ��������	#�� ��	� � ��	#�� ��	� 	��
$�! �� �������
���	# �
	����� ��������	#�! ��������������! ���#��
0������ ���
���� ��������	#���� ����)�	��� ����� $��# �
���� �
���
����� � �����#� ������� -�/� ��������	#���� $��������� ���	�
��������������� ����!� A�� � ����� �����
������ ��� ���
���� ���
������� ���
���� 	�,# �	� ������� ���	� �������
���	�! ������!
����)�	���� �������� ��� 
 �	���� ��������! �
�	���
�! ���� ���
������� ���������
��# 	�,# ��� �������
���	�!� �����! �� �������
������ ������	��� ��
� ���! 
��,�� � �
�� ������ ��� �� ��	��
���� 
��,� ����� �����# 3�  �	���� ���� �$���� 
��� ���	����
� ����� ������ $�	�� ����� ����������! �����
����� ���� ���
����

��
������� ������	��! �����! 
��,�� � �
�� 0��
���� �������

������	 E��������� � �	������� R
2 ���� ρ� ������� ������

���# Σ �	� ������! ��
������ � ���
�	#�� ,�������	#����

{
Pk =

2√
3
ei π

3 (k−1)
}6

k=1
,

������� 
����� �
�	���
�! ������! ��������� S1 ���� ��� ����
��� 
��,� 	���� � ��� �$������ I���� 
����#� ��� ������� ������
���# �������	#� ������ ρ∗ �������
	��� ��$�! ���
�	#�! ,�����
���	#�� � 
��,���� 
 �������� ����� ,�������	#��� Σ�

E��������� ���# Υ� ���������! �������
���	# Γ ������! �������
�� 5 ��$�� γk = OPk� k = 1, . . . , 5� ;��#)�	�� Υ � �
	����� �������
��	#�! ���#� �	� ρ�������
��! �	��� ?�!��
���	#�� ��������
��� �������
���	� Γ′ ∈ Υ� �����
��� 
�������� �������� ���
������ �������
	��� ��$�! ���# x1x2, x2x3� ������ 
��,�� x1 ����
���� ��$��� γ4 � γ5� 
��,�� x2 ������� ��$�� γ3� � 
��,��
x3 : ��$��� γ1 � γ2� ��� ���� -�*� E��������� 	��!�� ����������
���� Γ′� ��� ������! 
��,�� x1 �
������ �� �������#� η1 = 2√

3
(−1, 0)�


��,�� x2 : �� �������#� η2 = (− 1√
3
, 1) � 
��,�� x3 : �� �������#�

η3 = ( 1√
3
, 1)� &������� ��� 
������ ηi ����� ������� ����� A�� ���


�������

〈
px1(γ5, η1, 0) + px1(γ4, η1, 0), η1

〉
+
〈
px2(γ3, η2, 0), η2

〉
+

+
〈
px3(γ2, η3, 0) + px3(γ1, η3, 0), η3

〉
+ ρ(η1 − η2) + ρ(η2 − η3) =

= 0− 1− 1− 1 + 0 + 1 + 1 = −1



���� ���� ������ ���� *@.

��������	#�� �� ������� -�+� ��������������� ���# Γ′� � ������ � ���#)
�	�� Υ � �
	����� ��������	#����

���� ���� �	�������� ������� �
����� 5�

E��������� �����# 
��
������� ������	��� 
��,�� ������ 5
���� Υ � �
� 
��,�� x1 � x2 ���� ���$� ������ �� xi ���	� $� 
 ��	��
���! ���� Γ′ �����# � ��#,� 3� %����
��� ������� ��$�� ����
Γ′ �$������ ����� γ� ������� ����#� ���� � ������#� �� ����������
������� ,���# ����� ���	���� ������	��!� E��������� ������ ��
�� �� � �����#� ������� -�/� �������� ��� ����
����
����! ��������

���	# Γ′ �
	����� ��������	#�! ���#��

�� +������ x1 ��%������� ������ γ5 � γ4
 � ������ x2 0 ������ γ1
 γ2

� γ3 1������ �����������������# ������� ��� ���� Γ′ /�� i = 1, . . . , 5 ����(
'�� yi = xγi,xj 
 ��� xj 0 ����'��� ������
 ��%�������� ����� γi ,�������
 ���
xj ����	����� ������������ ������ γi-2 ���'� ����'�� y = xγ,x1 
 � y′ = xγ,x2  
3����������������� ������� ����� ��4

���
��

y5 + y4 + y = 0,

y3 + y2 + y1 + y′ = 0,

y + y′ = 0.

.���"��� ������� ���� �������
 ���������#��� ������� ������� ) *4

y1 = ei 5π
6 , y2 = e−i 5π

6 , y3 = e−i π
6 , y4 = e−i π

6 , y5 = ei π
2 , y = −y′ = e−i 5π

6 .

5���� ����	��
 ���� Γ′ ������������ 

�� +������ x1 ��%������� ������ γ4 � γ3
 � ������ x2 0 ������ γ5
 γ2 � γ1 
1������ �����������������# ������� ��� ���� Γ′
 ������	������ ��������



*@* ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

��� ���	���������4 ���
��

y4 + y3 + y = 0,

y5 + y2 + y1 + y′ = 0,

y + y′ = 0.

.���"��� ������� ���� �������
 ���������#��� ������� ������� ) *4

y1 = ei 5π
6 , y2 = e−i π

2 , y3 = e−i π
2 , y4 = ei π

6 , y5 = ei π
2 , y = −y′ = ei 5π

6 .

5���� ����	��
 ���� Γ′ ������������ 
�� +������ x1 ��%������� ������ γ5 � γ1
 � ������ x2 0 ������ γ2
 γ3 � γ4 

1������ �����������������# ������� ��� ���� Γ′
 ������	������ ��������
��� ���	���������4 ���

��

y5 + y1 + y = 0,

y4 + y3 + y2 + y′ = 0,

y + y′ = 0.

.���"��� ������� ���� �������
 ���������#��� ������� ������� ) *4

y1 = ei 5π
6 , y2 = e−i 5π

6 , y3 = e−i π
2 , y4 = ei π

6 , y5 = ei π
6 , y = −y′ = e−i π

2 .

5���� ����	��
 ���� Γ′ ������������ 
�� +������ x1 ��%������� ������ γ5 � γ3
 � ������ x2 0 ������ γ4
 γ2 � γ1 

1������ �����������������# ������� ��� ���� Γ′
 ������	������ ��������
��� ���	���������4 ���

��
y5 + y3 + y = 0,

y4 + y2 + y1 + y′ = 0,

y + y′ = 0.

.���"��� ������� ���� �������
 ���������#��� ������� ������� ) *4

y1 = ei 5π
6 , y2 = e−i π

2 , y3 = e−i π
2 , y4 = ei π

6 , y5 = ei π
2 , y = −y′ = 0.

5���� ����	��
 ���� Γ′ ������������ 
�� +������ x1 ��%������� ������ γ4 � γ2
 � ������ x2 0 ������ γ5
 γ3 � γ1 

1������ �����������������# ������� ��� ���� Γ′
 ������	������ ��������
��� ���	���������4 ���

��

y4 + y2 + y = 0,

y5 + y3 + y1 + y′ = 0,

y + y′ = 0.

.���"��� ������� ���� �������
 ���������#��� ������� ������� ) *4

y1 = e−i 5π
6 , y2 = e−i 5π

6 , y3 = e−i π
6 , y4 = ei π

6 , y5 = ei π
2 , y = −y′ = 0.

5���� ����	��
 ���� Γ′ ������������ 
�� +������ x1 ��%������� ������ γ5 � γ2
 � ������ x2 0 ������ γ4
 γ3 � γ1 

1������ �����������������# ������� ��� ���� Γ′
 ������	������ ��������
��� ���	���������4 ���

��

y5 + y2 + y = 0,

y4 + y3 + y1 + y′ = 0,

y + y′ = 0.

.���"��� ������� ���� �������
 ���������#��� ������� ������� ) *4

y1 = ei 5π
6 , y2 = e−i π

2 , y3 = e−i π
2 , y4 = ei π

6 , y5 = ei π
2 , y = −y′ = 0.

5���� ����	��
 ���� Γ′ ������������ 
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6���� �� ������	�� ��� ���� �	�� Υ � �
	����� ��������	#� �����
��
��! �	��� ��� � ���� ��� ��
��
��� 	�,# ����������� �������
	����� 
��,�� ������ 5 � ��� 
��,��K ����������� ������	���
��� ��� 
��,�� � �
� 
��,��� ���������	#���# � �$�����
����

;	������! ������ ������
���� ��� ��� ������� ��������	#����
���� � ��������	#�� ���������� �������
���	�� ���������� ����

����# M����!��
���#N 
��� 
��,� �� ����	#����� ���� ��������	#���#

��� �������
���	�!� �����! �� ������� ����� 	�,# ��� 
�������
�� ���������

������	 E��������� ���� ρ �� ����������� �������� 0���# Υ :
���#� ���������! �������
���	# Γ ������! �
	����� 	��!�! ���#��
����� 6 ������� 
��,� P1 = 1 + e−iπ/3� P2 = 2� P3 = 1 + eiπ/3�
P4 = −1 + ei2π/3� P5 = −2� P6 = −1 + e−i2π/3� �
� ���
���� 
��,��
Q1 = 1 � Q2 = −1 � �	������� ��$��G γi = Q1Pi� i = 1, 2, 3K γi = Q2Pi�
i = 4, 5, 6K γ = Q1Q2�

;��#)�	�� Υ � �
	����� ��������	#�! ���#� �	� ρ�������
��!
�	��� ?�!��
���	#�� ���������� �������
���	� Γ′ ∈ Υ� ��������
�
� 
�������� ��������G ���
�� ��
������ � ��$��� x1x2� �������
���$�������� 
 ����� Q1� ������ 
��,�� x1 ������� ��$��� γ1

� γ2� � 
��,�� x2 : ��$��� γ3 � γK 
����� �������� ��
������ �
��$��� x3x4� ������� ���$�������� 
 ����� Q2� ������ 
��,�� x3

������� ��$��� γ � γ4� 
��,�� x4 : ��$��� γ5 � γ6� ��� ���� -�+�
E��������� 	��!�� ���������� ���� Γ′� ��� ������! 
��,�� x1

�
������ �� �������#� η1 = 2√
3
(1, 0)� 
��,�� x2 : �� �������#� η2 =

( 1√
3
, 1)� 
��,�� x3 : �� �������#� η3 = (− 1√

3
, 1)� � 
��,�� x4 : ��

�������#� η4 = 2√
3
(−1, 0)� &������� ��� 
������ ηi ����� �������

�����  ����
����
�� � �������! -�+� ��	� ���# Γ′ ��������	#�� ��
�	������� 
������� ���������	#�G

〈
px1(γ1, η1, 0) + px1(γ2, η1, 0), η1

〉
+
〈
px2(γ3, η2, 0) + px2(γ, η2, η3), η2

〉
+

+
〈
px3(γ4, η3, 0) + px3(γ, η3, η2), η3

〉
+
〈
px4(γ5, η4, 0) + px4(γ6, η4, 0), η4

〉
+

+ ρ(η1 − η2) + ρ(η4 − η3) =

= 0− 1− 1 +
〈
px2(γ, η2, η3), η2

〉− 1 +
〈
px3(γ, η3, η2), η3

〉− 1 + 0 + 1 + 1 =

= −2 +
〈
px2(γ, η2, η3), η2 − η3

〉
= −2 + 1 = −1.

A���� �$������ ��������������� ���# Γ′� � ������ � ���#)�	�� Υ �
�
	����� ��������	#����



*@/ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

���� ���� ��
�� ���	 ��
���� ������	�
� ��� ��� �	�������� ��	!� ����
�� �������

0��
���� ���� ������ ��� �����! �������
���	# �	��� Υ� ������
����! ��
� ��� �������� 
��������� �
	����� ��������	#���
����
	����� ������	� 
 ������
� ��������� ���$������� ������
�������������
�� ��� 
 ���������� ��������

0������� �$�� �������
���	�!� �� ��������	#���� ������� 
����
���� ��������	#���# �	���� ?	� ����� �� �����$���� ������ ��	#�
	���	#�! ����� ������	��� 
 3=@4� 0���# Γ : ��������������� ���#�
H : �������� �� ���
����� �������� � Γ′ = Γ|H : ���#� ��	����
�� �� Γ �	�$�! ������������! �� H 2��
�������! 
 ���� �	����
� �$���! ������������!5� &$������ ����� π : Γ → Γ′ ����������
��������� � ����# x = π(H)� 0���$��� �����
�	#�! 	���	#�! ����
Γ′

loc(x) ⊂ Γ′ �	� Γ′ � ������ 
 x ��� ���$������ π ���
�� ����
�	 �	�����	
 ����# ���
����! �������� H � &������� ��� ��	�
���
����� �������� H ������� �� ���! 
��,��� ���� � �
	����
�� 
�������! ��������!� �� �� ��	#� 	���	#�� ���# �
	�����
������ 	���	#�! ���#��

�����������	 0������
���	# Γ �	��� Υ ���
�� (��	���� ��	� ��	#�
	���	#�� ���# T �����! ��� 
�������! �������� H �
	�����
$����� ����
��� 0�� ���� ��	�H ����
����
��� 
�����! 
��,��
���� Υ� �� 
�� 
��,�� ������ 1 ����
� T � �����	���� H � %�	� ��
H ����
����
��� ������! 
��,�� ���� Υ� �� H �������� ��
� ���

��,�� v ����
� T ������ 1� ������ 
 ���� �	���� ∂H = {v}�

&������� ��� ������ ���#)�	�� Υ ����� ������ ���	� $���
��
�������
���	�!�
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'������ ��%� 5��
��� ����6���� Υ ������������ �	(	
 �������
���� �����	���� �	���	����	
 ���� � ��	��������� (Rn, ρ) ���
 �	���	 ��� ��&��
 (��	��
 ������������ Γ: G → R

n ����� Υ
�������� �����������	
 ������������	
 ����#!


�����������	 ���$��������# ��������	#���� $���
�� ��������

���	�! ���
��� �� ������	��� ��������	#���� ����� 0���!��� �
��������	#��
� �������������

0���# Γ ∈ Υ : �����
�	#�! �������
���	# ���� Υ� A�� ��� 
�	��
	�$��� 
��������� ��$�� 
 �����	� ���
�! 
������� ������
��
�! �	�� ���� ���������	�� �� �� ��������	#���� 
��� �������
��
��	�!� 
�������� �������� ������� �
	����� ����
#���� 
����
���� ��������	#���# 
��$�� 
��� �������
���	�!� ���� ��������	#���#
���� Υ� A���� �$������ ���� ������	����#� ��� 
�� ���
����� ����
����� �������
���	� Γ : ����
#��

?�	��� �� ��� �� ���$�����!� ���� ������	����# $�� ��������
�� �$������ ��� 
�� 
��,�� ������ 1 �������
���	� Γ �
	�����
���������

��� �����$���� �	������� 	�����

����� ���� ����� f  g � ����������� ����� �� ����	
 ���
��� f(0) = g(0) f(t) � g(t) �� t � 0  	(� ����� ��#� ��	�
��	���� D+f(0)  D+g(0) �	 ��	&����� [0,+∞) �� t = 0! "	���
D+f(0) � D+g(0)!

6� 	���� -�. 
������� �	������! ����	#����

����� ���� -�� �#(	
 ������������ Γ ����� Υ ���	
 ��	
��&��� ������ �#(	
 ��	 ���	&����	
 �	��	����� ���� � Γ ����
���� 	�����# 	� 2 ����������� �	 ���� Υ � ������������!


�����������	 ?�!��
���	#�� ��	� ���� ��$�� ����� ���������
��� 
 
��,�� ������ 2� ������# � �����	��!�! �������� �� �	��
���� � �
�	������ 
 ��	� ���
���
� ������	#���� &������� 
����	#�
��
��#�� 	����! -�.� ?�������	#��
� �������� �

��� �����$���� �	������� 	�����

����� ��#� �����	�	&� ��	 �������������� ���� Γ′ ��	���
������� �� �������������# ���� Γ′′! "	��� �����������	��� ���
� Γ′ ������ �����������	��� ��� Γ′′!

����� ��$� ����� Γ � ������������ ����� Υ ���	
 ��	

• ��&��� ���	&������ �	��	����� ��� Γ ������������ �	(	

�����	 



*@- ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

• ��&��� ������ ������ 1 ��� Γ �������� ������	
 

• ��&��� ������ �#(	
 ���	&����	
 �	��	����� ��� Γ ����
� Γ 	�����# 	� 2 �������!

"	��� ��$������� (��	��
 ������������ Γ′ ��	�����#$
�� �� Γ!

A����# ��
������� ������� 
������� �� 	��� -�+ � -�/� ?������
��	#��
� �������� �

 ������
� ������!,��� ���	������ 
������ ����� ��������	#�
�� ����
�)�	��� ������
����� �����
�	#�� ��� ����� 
 ������
��
�� ���������
� (Rn, ρ)� ����� 
������ 
��,��� 6� ������� -�9
� ��
������� -�* 
������� �	������! ����	#����

(�������� ��&� 7����������	� �����	6���� �������#$�� ��	��
�	����� �� �	�� Ai � �	���	����	� ��	��������� (Rn, ρ) ����
��������## ������ ���  �	���	 ��� � ��&�	
 �	��� Ai �	�	���
����� �#(	�	 ��(�������� � Sρ(Ai−Aj) � �#(�� ��(�������	� �
Sρ(Ai −Ak) {i, j, k} = {1, 2, 3} ���	�	 (	���� 1!

?	� �	���� ������ 
����	�� ��� � �����#� �	����
�� -�- ��	��
����

(�������� ��*� ����� �	��� ρ ���	�	 �������! "	��� �������
�����	� �����	6���� �������#$�� ������ ��	��	���	�	 ����	��	�
�	����	 �����	����� � �	���	����	� ��	��������� (Rn, ρ) ����
��������## ������ �!�! �������� (������ �����	�!

D�� 
��� �� �������� ���	� �	����
�� -�-� �������#�� �� ���$�
��
�� ������! 
����	���� ���� 
 �	����
�� -�@ �	#���

%�	� ���� ρ : �	����� 
����� ����� 0 ∈ R
n� �� �� �	����
�� -�/


������� �	������! ����	#����

(�������� ��+� ����� (Rn, ρ) � �	���	����	� ��	��������	 
ρ ∈ C∞(Rn \ {0})! 5��
��� ����6���� Υ ������������ �	(	
 �������
���� �����	���� �	���	����	
 ���� ���  �	���	 ��� ��&��

(��	��
 ������������ Γ: G → R

n ����� Υ ��#$
 �� (	��� 	��
�	
 ���	&����	
 �	��	����� �������� �����������	
 ���������
����	
 ����#!

�� ����� ��	�� �	���! ���� ρ� �	����! 
����� ����� �	�� �$�
�	���
����� �������! *�+ �	�
� *� ( ����� ����� ����� �	������!
����	#����



����  	
�!"���	
# � ��������$ ������� *@=

(�������� ���.� '���6���� Υ �������� ����������# �����	���
�� ρ��	���	����	
 ���� ��� �	��� ρ �����	
 ��#�� ��� ���� ���
 �	���	 ��� ���	���#��� �����#$� ���	��!

89: /�&�	� ��(�	 γ ��� Υ �������� ������
��
 ���	
 2����	
�
���	 ���� ����� 	����	 � ��	���� 0!;5!

8;: ) ��&�	
 ������ x ��� Υ ��� �#(�� ��������� x ��(��
γ1, . . . , γk �	�	��� ����� ρ�������	� px(γi) �� ����	��	�� 1!

81: ) ��&�	
 �	��&�	
 ������ ��� Υ ����� ρ�������	� ���
������� ��	
 ������ ��(�� ����� ���#!

�������	 6�� ���� �	 �������� ) 78
 ��� �����
 ������� �#��
 ����� ����

������ ��������������� ����� ��������� �������� .�������� �	������
 ��� ���
������� ��������������� ����
 ����������� �	 ���������� �����
 ����������
��������
 ��� ��� ����� �����#���  ������� �� ������������� ������ 

���� ����������� �������������� 	�������� �����

��� ���������� ���������� ���!����

 ���� �����	� �� $���� ������	����#� ��� ���� ρ ��������
������� 
���� 
� 0 ∈ R

n� � ��� ����� Σ �
	����� ������ 
����	�!�
0���# Y = {yi}pi=1 : ������ ���������
� ���������
� (Rn, ρ)�

F���� ��
����#� ��� ������
� Y ′ = {y′i}pi=1 ����� ���������
� ��	��
��� �� Y � �����#� �������! ε����	����� ��	� ρ(yi, y

′
i) < ε �	�


��� i = 1, . . . , p�

'������ ���� ����� ρ � ������� ��� ���� �	��� � R
n �	 ���	�	

������	
 ����	
  Υ0 � (����	� �����	 �����������	� 	��	������
�	 �����	���� ρ��	���	����	
 ����  ����� ������	� ��	&��
���	 ∂Υ0 �	������� � ��	&����	� ����� ������ Υ0 ������ 1! "	�
��� ��$������� ���	� ε > 0 ��	 ��&�	� ��	&����	 �	������	� �
∂Υ0 ��	��	���	
 ε����	�����
 �	&�� (��� �������	 ���������
�	
 �����������	
 ����# �	�	 &� ��� ��	  Υ0!


�����������	 0���# Υ : �����
�	#�� 	��!�� ����
� ���
�� Υ0� &$������ ����� y1, . . . , yp ������� 
��,�� ����
� Υ� � �����
x1, . . . , xk : ��� ���
���� 
��,��� E��������� ���$������ Φ ��
�������������� ���������
� R

n(p+k) 
��� 
��,� 	��!�� ����!
���� Υ0 
 ���������
� R

nk� ���
���� 
 ����
����
�� �����! �����

(x1, . . . , xk, y1, . . . , yp) ∈ R
n(p+k)



*@@ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

�$�� (p1, . . . , pk) ��
������
 pi ∈ R
n� ��� pi ��
� ����� ρ�����	#��
 



��,�� xi ��$�� γji� �������� xiG

Φ: (x1, . . . , xk, y1, . . . , yp) →
(∑

j

px1(γj1), . . . ,
∑

j

pxk
(γjk)

)
.

 ��	� �	����
�� -�9 ����	���� 	��!�� ���� ����	���� Υ0� ����
�����	#�� �� ���,��� � �������	� ρ�������
��! �	��� ���
��
����
��� �	�� ���$������ Φ� %�	� �$������# ����� (X0, Y0) =
(x0

1, . . . , x
0
k, y

0
1, . . . , y

0
p) 
������ ����
����
����! 
��,��� ����
� Υ0� ��

�� ��	�
�� Φ(X0, Y0) = 0� ?	� ��������	#��
� ������� ��������� ���
�����#� ��� ���
��� Φ(X,Y ) = 0 �����,��� �	� Y ∈ R

np� ���������
$	����� � Y0� � �	� ������� ������ Y ��,��� �����
��� ?	� �����
�� 
����	#������ �������! � ��
�! �������

����� ρ ������	������� �	����! 
� �	�� ������� ��	� ��	����#
γji = xizj� ��� zj : ����
����
����� 
��,�� 	��!�! ����� �� ρ�
����	#� pxi(γji) : ��� �$���! ����������	 ������ ρ 
 ����
���
��
����! �����G pxi(γji) = dρ(xi − zj)� &$������ ����� N(xi) �����
��
� 
��,� ���� Υ� ������ � xi� A���� ���$������ Φ ���� �����
�����# 
 
���G

Φ: (X,Y ) →
( ∑

zj∈N(x1)

dρ(x1 − zj), . . . ,
∑

zj∈N(xk)

dρ(xk − zj)
)
.

?	� ��
��,��� ��������	#��
� ������� ��������� �������#� ���
�
������� ������� ∂Φ/∂X �
������� 
 ����� (X0, Y0)� 0���# �(X)
�$������� ρ��	�� ���� Υ� ����!� ��� Y = Y0� ���� 	��!�! ���� ���
�� Υ0� ��	����� ���
���� 
��,� ������! �������� 
������� X � �
������ ��
������ � ������! ���� Υ0� A���� Φ(X,Y ) = d�(X)� 0�����
�� ∂Φ/∂X = d2�(X)� A���� �$������ �	� ��
��,��� ��������	#��
�
��������� ���
����# ��	�����	#�� ������	����# 
������ ������
�����	� d2�(X)� ���� ��� �
��������� ����� d2�(X)(η, η) ��������
��	#� � ��
� �	� ����� � ��	#�� ������ ����� η = 0�

A�� ��� ρ��	�� ���� ��
� ����� ρ��	� �� ��$��� �
���������
����� d2�(X)(η, η) ����������� 
 ����� �
��������� ����� ������
�� ������� ��
����� �	�� ����
����
������ ��$��G

d2�(X)(η, η) =
∑

d2ρ(xi − xj)(ηi − ηj , ηi − ηj) +
∑

d2ρ(xi − yj)(ηi, ηi),

��� ηi : ��� ������ ��	� ���������� η 
 
��,�� xi� � �������
���

 ���
�! ����� $������ �� 
��� ��$��� 
��� xixj � � 
� 
����! : �� 
���
��$��� 
��� xiyj �



����  	
�!"���	
# � ��������$ ������� *@7

����� ��%� ) �����	�	&���� ��	���� ����� [a, b] � ��	��
�	����
 �����	&�����
 	����	� � (Rn, ρ) � ξ  η � ��	��	���
��� ����	��! ,����	��� ���	����# 	������ [a, b] �����#$��	 ���3
[at, bt] = [a+ tξ, b+ tη]! "	���

d2

dt2

∣∣∣
t=0

ρ(bt − at) � 0,

����� ��������	 �	�������� ���  �	���	 ��� ����	� ξ − η �	��
������� b− a!

�����������	 6� 
����	���� ���� ρ 
�������� ��� 
����!
����������	 d2ρ 
 ��	�
�! ����� b − a ���������	#� ������	��
6� ������! 
����	���� ������! ����� Σ 
�������� ��� ���� �����

������ ����������	� �������� ������� �� ��
������ � �������
������
��� ������� � 
����� b− a� �������

d2

dt2

∣∣∣
t=0

ρ(bt − at) = d2ρ(η − ξ, η − ξ),

��� $�	��!�� ����� d2ρ 
����	����� 
 ����� b−a� ������� ��
���
�
�	� ����������� ����� � ��	#�� ������ ����� η−ξ 	���� 
 ���� �	� d2ρ�
�� �� 
 ������������
�� ������� � b−a� ?�������	#��
� ���������

6� 	���� -�9 
�������� ��� ����� d2�(X)(η, η) ���������	#� �����
��	��� � ��
���
� �	� ����������� ����� � ��	#�� ������ ����� �	�
������� ��$�� 
��� xixj 
���	�����

d2ρ(xi − xj)(ηi − ηj , ηi − ηj) = 0,

� �	� ������� ��$�� 
��� xiyj 
���	�����

d2ρ(xi − yj)(ηi, ηi) = 0.

0��	����� 
 ��	� 	���� -�9� ��
���	#� ����� ��� �	� ������� ��$��
xixj 
����� ηi − ηj ��		����� 
������ xi − xj � � �	� ������� ��$��
xiyj 
����� ηi ��		����� 
������ xi−yj � A�� ��� 
 �����! ���
���!

��,�� ���� Υ0 ����� ρ�����	#��
 �������� ���! 
��,�� ��$��
��
� �	�� � �����# �����! ����! 
��,�� ��
� 3� �� ����� ����
��$�� �� ����		�	#��� &����� 	���� ��	����#� ��� 
����� η� �	�
�������� 
�� 
�������

d2ρ(xi − xj)(ηi − ηj , ηi − ηj) � d2ρ(xi − yj)(ηi, ηi)

��
� �	�� ��� ��
� �	�� 0����$���� ���� �!�� 
 3@/4� A������
�������� �



*71 ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

��"� #������ ����� �� ������ ��$����� ��������

���$!�������

0���# (Rn, ρ) : ������
��� ���������
�� �	� �������� ����
��� ρ �
	����� �	����! 
����� ����� 0 ∈ R

n� D�� �� ��� 
���	�� 

���� �	���� �������� ��������	#����� ��	����� 
 �����	� -�. �	�
�����
�	#�� ���� ��	#� ����������� ��� �	����
�� -�.1� &�����
�����
������ ���� �������! ���� ������	���
��# � $�	�� �������
����� ������ �
� �����
 ���
�	� �����
�� ��$�� 
 
��,��� ����
�����	#�! ����� ?	� �������� �� $���� ������	����#� ��� n = 2� �
���� ρ : ������ 
����	�� ���� ��	������ ����	#���� ����� $��#
��	���� ��� �	� �����
�	#�! ����������� ��� � $�� ������	�����
������! 
����	�����

��#��� ,������� ���������	
���� �����-������

&��
�� ����	#����� ����� �����	� �
	����� �	������� ������
���

'������ ��&� ����� (R2, ρ) � �	���	������ ��	��	��� ����� 
��	 �	��� ρ � ������� ��#�� ��� ����  	���&�	��� Σ ���	�	 ������
��! '���6���� Υ �������� ����������# �����	���� �	���	����	

���� ���  �	���	 ��� ��� Υ 	��	�������	 ���	����� �����#$�
���	��G

• ���� Υ � ���
�� 

• ������� ��&�	
 ������ �� ����	��	�� ���� 

• � ��&�	
 ������ ������ 3 ����� ρ�������	� ���������
�
 ��(�� ����� ���# 

• � ��&�	
 �	��&�	
 ������ ������ 2 ��	� ��&�� �������
��� �
 ��(��� ����� 180◦ 

• � ��&�	
 ������	
 ������ ������ 2 ����� ρ�������	� ��
�������� �
 ��(�� ���� �	�	��� �� ����	��	��$�# 1 

• ��&��� ������ ������ 1 �������� ������	
!


�����������	 0���# Υ : ��������	#�� ���#)�	��� A�� ��� ���
�� ρ ������ 
����	�� 
�� ��������	#�� ���
�� �	� ���! ���� :
������� ������� ������� Υ : 	��!�� ���#�
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?�	�� ���������� �������
���	� Γ ���� Υ� ����������� ��
� ���

�������� �������� H � ����
����
����� 
��,�� x ������ �
��#,� 2� F���� ������	����#� ��� H ������� �� ����� ��$��� ������
������ 
 Γ �
� 
��,�� v � v′� ������ 
��,�� v ���
���� � ��
�����# 
 Γ ��
� 3� 0���# γ1 � γ2 : �
�������� ��$�� ���� Γ� ��
������� v�  ����	#������ �	����
��� -�/�  �$���� ��	� ����������
η ��
�� �	� 
 v′ � η0 
 v� A����

〈px(γ1) + px(γ2), η0〉+ ρ(η0) � 0,

�������� 
 ��	� �����
�	#���� 
�$��� η0� �����

ρ∗
(
px(γ1) + px(γ2)

)
� 1.

6���� ������� �	������� 	�����

����� ���� ) ��������� �����	�	&���� ��� �#(	
 ������ x
��� Υ ��#$�
 � Υ ������� �� ������ 2  �#(�� ���� �������
��� x ��(�� γ1  γ2 ����� ������	� px(γ1) + px(γ2) ��&� � �����
�	� 	��	������	 �	�	��� ρ∗ ����� {ξ | ρ∗(ξ) � 1}!

�������� ��� ρ�����	#�� ����� ������� ������� ���� 	����
� ��������� Σ∗ = {ξ | ρ∗(ξ) = 1}� 0������� ����	#��� 	���� -�-�
���	������ ��� ��	� α : ���	 ����� ��
�������� p1 = px(γ1) � p2 =
px(γ2)� � nx(γi) : 
�,�� ����	# � Σ∗ 
 ����� px(γi)� �� ���	 β �����
nx(γ1) � nx(γ2) ������ $�	#,� π − α� ?�!��
���	#�� ��� ��� �����
p = p1+p2 	���� 
 ������ ��������� ��������#� Σ∗� � ��������#
Σ∗ ������ 
����	�� �� ���	 β ������ $�	#,� ��	� ����� 
�,���
����	��� � ������� p1p � p2p ����		�	������� Op1pp2� ��� O :
���� ��������� Σ∗� 6���� ������� �	������� 	�����

����� ��&� ) ��������� �����	�	&���� ��� �#(	
 ������ x
��� Υ ��#$�
 � Υ ������� �� ������ 2  �#(�� ���� �������
��� x ��(�� γ1  γ2 ��	� β ��&�� ������ �	������ � 	���&�	��
Σ∗ � �	���� px(γ1)  px(γ2) ���	�	 (	���� ��� π − α ��� α � ��	�
��&�� �	����	��� px(γ1)  px(γ2)!

0���# γ0, . . . , γk−1 : ��$�� ���� Υ� �������� x� �������
���

 ����
����
�� � �$����� 
����� 
��,�� x� &$������ ����� αi ���	
����� px(γi) � px(γi+1)� ��� �	����� 
 ������� ��������� �� �����
	� k� A����

∑
i αi = 2π� ?�	��� ����# βi �$������� ���	 ����� 
�,�

��� ����	��� nx(γi) � nx(γi+1) � ��������� Σ∗ 
 ������ px(γi)



*7* ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

� px(γi+1)� A����
∑

i βi = 2π� ; �����! ������� 
 ��	� 	���� -�=�

2π =
k−1∑
i=0

βi >

k−1∑
i=0

(π − αi) = kπ − 2π,

������� k < 4� A���� �$������ �� ������	�� ��� �����# 	�$�! 
��,��
� ���� Υ � ���
������� 3�

?�	��� �� ��������	#���� ����������� �������
���	� ���� Υ �
�	����
�� -�9 
�������� ��� 
 �����! ���
���! 
��,�� ���� �����
ρ�����	#��
 
��� �������� �! ��$�� ��
� �	��  ��������� 

�����! ���
���! 
��,�� ������ �
� ρ�����	#�� �������� ���
��! 
��,�� ��$�� �����
�����
	��� 0������� ��� ��� ��������#
Σ : �	����� ������ 
����	�� �����	#������������� ���
��� ���	
����� ����� ��$���� ��
� 180◦�

0������ �����#� ��� 
 �����! ����
���! 
��,�� ������ 3 ����
�� ρ�����	#��
 
��� �������� �! ��$�� ��
� �	�� 6� 	���� -�-

�������� ��� ������ ����� 	�$�� �
�� �� ���� ρ�����	#��
 � ����

������� 1� &$������ ��� ρ�����	#�� ����� p1� p2 � p3� �������� ���
��� pi� ��� � −pi 	���� � ������! ��������� Σ∗�

0�����	���� ����	�� ��� ��
������ pi ������ 	��!� ���
����
�� � � 	���� � 
 ���! ��	��	�������� ��������! �����!� ������
����! ����� ���	� ��������� A���� −p1 = αp2 + βp3 �	� ��������
α > 0 � β > 0� 0� ��	�
��� p = p2 +p3 	���� 
 ������ ��������� Σ∗�
0������� 
 ��	� ������! 
����	���� ��������� Σ∗� ��	� −p1 	����

 ����		�	������� Op2pp3� �� −p1 = p� ��� � ���$������ A���� �$���
���� ��������� ����������# �	���!� ����� −p1 	���� 
� ��������
����		�	�������� ���� ����� �� ���!�! ���� ��� �� ����	 α � β �����
�� $�	#,� 1� E�������� ���� ��� �� �	� −p2 � −p3� ��	������ ���
��������� ����������# �	���!� ����� 
 ������ �� ���
����� ���
���� ��
���
 ���� $� ��� �� �����������
 
 ���
�! ����� ������
$�	#,� 1G

−p1 = αp2 + βp3,

−p2 =
1
α
p1 +

β

α
p3,

−p3 =
1
β
p1 +

α

β
p2.

&���� ��	� α > 1 � β < 1� �� 1/α < 1 � β/α < 1� ���� �����������

� 
����� ��
���
� ��#,� 1� �����
������� (�	����� ���$�������
�	���! α < 1 � β > 1� %�	� α > 1� β > 1 � α �= β� ������� α > β� �� ��
�
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����������� 
� 
����� ��
���
� ��#,� 1� �����
������� �������
��	� α = β > 1� �� 
� 
����� � 
 ����#�� ��
���
�� ����������
�� � ���
������� 1� �����
������� A���� �$������ 
 ���������
�����
�	���� ����� ρ�����	#��
 pi ��	�� ��
��#�� �	��

0���# �����# ��
������ pi ������ 	��!� ���
������ � 	����

 ��	��	�������� ��������! �������! �����! �� ���������! �����
���	� ��������� 0�����	���� �	� ������	������ ��� ��
����� p2

	���� 
 ��	�� �$����
��� ��
�������� p1 � p3� A���� ����� p2 	����

���� ������	#���� �������� � ����� p1 + p2� p2 + p3 � 0� �������
p2 : 
������ ����� ������ ���������� ��������#� Σ∗�

������� ��	� �
� ��
������� ������ p1 � p2� ��	������ �� �	�
������ �� ����� ��
� 2� �	� p1 = −p2�  ���	���� �	���� �����
p3 �
	����� 
�����! �����! �������� ����������� ����� p3 + p1 �
p3+p2� ������� p3 � ����� 	����# � ������ 
����	�! ��������� Σ∗�
�����
������� A���� �$������ � 
 ����
���! 
��,�� ������ 3 ����
�� ρ�����	#��
 �������� �! ��$�� ��
� �	��

?	� ��
��,��� ��������	#��
� ��$��������� ����	��# �������#�
��� �������! ρ�����	#� 
 ���
���! 
��,�� ������ 1 ��	��� ��
�	�� ��� �����
������ ��������	#���� ����������� �������
���	��

0���!��� � ��������	#��
� ������������� 0���# Υ : ���#)�	���
���
	��
������� 
��� ��	�
��� ��������  ��	� �	����
�� -�7 �	�
��������	#��
� ��������	#���� ���� Υ ��������� ���
����# �������
��	#���# ������� �� $���
��� �������
���	�� �������� � $�	�� ���
�! �������� 
��������� I���� 
����#� ���� 
 ��	� �	����
�� -�9�
���������! �������
���	# ���� Υ ��������	�� ?�	��� ����# Γ : $��
��
�! �������
���	# ����)�	��� Υ� ������! ��� �������� 
����
����� H � 6� ������	��� $���
��� �������
���	� 
�������� ��� H �
����� ����
����
�
��# � ���
���! 
��,��� � ������! 
��,��
������ 1 ���� Υ� D���� ����� �������� H � ����
����
����� ������
�! 
��,�� ������ 2� ��$������ ������� �� ����� ��$��� ��� ��

��,� �������� �
	����� ������! 
��,��! ������ 1 ���� Γ� � 
���
��� : ���
���! 
��,��! ������ 3 
 Γ 2�������� ���� � ������#�
�� ��
�
�	������� ������
��� ��
� ��� ����! �������
���	#5� %��
	� �� �������� H ����
����
��� ������! 
��,�� ������ 3� ��
H ������� �� �
�� ������ ��$��� ������ ��
� ��� 
��,�� �� H
�
	����� ������! 
 Γ � ����� 
 Γ �����# 1� � �
� ������ 
��,��
�� H �
	����� 
 Γ ���
����� 
��,���� ������ 3 2� ������#� ��
��
�
�	������� ������
��� ��
� �
� ����� �������
���	�5�

0� ��	�
��� 
 �����! ������! 
��,�� ������ 2 ���� Υ ����
�� ρ�����	#��
 �������� �! ��$�� ����� ������� � ���
�������



*7/ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

��� 1� 0������ ��	� H ����
����
��� ������! 
��,�� ������ 2�
��� �� �	����
�� -�/� ���# Γ ��������	#�� 0���# �����# H ����
����
��
�� ������! 
��,�� x ������ 3� &$������ ρ�����	#� �����
����
�
��������� ��$�� ���� Γ� ��������� 
��,�� �� H � ������!

 H �����# 2� ����� p1 2����	#� $������ 
 ���! 
��,��5� � ρ�����	#��
����
,���� �
�������� ��$�� �� Γ� �������� 
��,��� ��H � :
����� p2 � p3�  ��	� �	����
�� -�/ �	� ���
���� ��������	#���� ����
Γ ��������� �$����#�� 
 ���������	#���� �	�������� 
�������G

〈p1, η1〉+ 〈p2 + p3, η2〉+ ρ(η1) + ρ(η2 − η1),
��� η1 � η2 : �����
�	#�� 
������� 0� ������	������ p1+p2+p3 = 0�
�������� ��� ��� ρ∗(pi) = 1� �����

〈p1, η1〉+ 〈p2 + p3, η2〉+ ρ(η2 − η1) + ρ(η1) =

=
(〈p1, η1 − η2〉+ ρ(η2 − η1)

)
+ ρ(η1) � 0 + 0 = 0.

?�������	#��
� �������� �
�� ����� ��	�� ������� -�= ���������
�� �$�$������ � � �	��

��! �	����� ���� $�� ���$�
��� ������! 
����	����� ?�������	#��
�
�	�������� ����	#���� ����
	����� ������	� 
 ������
� ���������

'������ ��*� ����� (R2, ρ) � �	���	������ ��	��	���  �	���
ρ � ������� ��#�� ��� ����! 5��
��� ����6���� Υ �������� �������
����# �����	���� �	���	����	
 ���� ���  �	���	 ��� ��� Υ
	��	�������	 ���	����� �����#$� ���	��G

• ������� ��&�	
 ������ �� ����	��	�� ���� 

• � ��&�	
 ������ ������ 3 ����� ρ�������	� ���������
�
 ��(�� ����� ���# 

• � ��&�	
 �	��&�	
 ������ ������ 2 ���������� ���	��$�
� ��� ��(�� 	�����	������ 	� ��	
 ������ ��&�� � ��	�
��	�	�	&��� �	��	������ ���	$��� 

• � ��&�	
 ������	
 ������ ������ 2 ����� ρ�������	� ��
�������� �
 ��(�� ���� �	�	��� �� ����	��	��$�# 1 

• ��&��� ������ ������ 1 �������� ������	
!

��#��� /�������� ���������	
� �����-������

&����
������ ����
	����� ���	� ����	#����
� ���
����� 
 �	��

� 9� ����� ���	�
� ���������� � �	���! ������
��! �	�������
�� ������ 
����	�! ����!� �	����! 
� �	��  ���� ��� 
 ����
�����	� ����� ρ �� $���� �$������# ���� ����� �����
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��#����� (���	 �� ������� ���������� 
���

!�����"�
�� ���.� ����� Υ � ������������� ����6���� ���
�����	���� ρ��	���	����	
 ���� �� ��#$�� �������� �����
������ 2! "	��� ��$������� ���
�	� ���	(���	���� ��	��	�� ���
���	��$�� ���� Υ � ���� ������������# �	 	��	���# � �����	�
���� �����	�	
 ����! ) �����	�� ��(�� ��� Υ ���(��#��� ��
�� ������ ����������	��!


�����������	 F�� ��������� �$������ $���� ������	����#�
��� ���# Υ � �������� ���
���� 
��,� ������ 2� 0� ������� -�=�

 �����! 
��,�� x ������ 3 ���� Υ ����� ρ�����	#��
 pi �������
�� �! ��$�� ��
� �	�� E��������� � ������! ��������� Σ∗

,���# ������ ����
����
����� ��
������� pi � −pi� I���� 
����#� ���
��� 6 ����� �$������ ��
�������! 
 ����	� ������ ρ∗ ,�������	#�
��� � �������� �����
���	���� ������ ����		�	#� � ��
�� ���
�� ������ ρ∗� ��� � �� �
�	���
�! �����

6� ������! 
����	���� ������ ρ∗ 
������� �	������� 	�����

����� ��*� ����� p1 � ��	��	����� �	��� �� �����	
 	���&�
�	�� Σ∗! "	��� ��$�������  ���������� ����	���	������ ���� �	�
��� p2  p3 	���&�	�� Σ∗ ����� ��	 p1 + p2 + p3 = 0!


�����������	 E��������� ��� �� �
�� ������� ����		�	#��
p1 � ������	#�� � ��������� Σ∗� &$������ ��� ������ ����� �� F��
��� �
����# � 
 ������ ���	� �������� �� ��� ���� ���� ρ∗��	��

���������� �! ������� �� ������ ���������� Σ∗� � ����� ��
� 1�
0�	����! ������� �$������ ����� AB� &������� ���� 
 ��	� �����
��! 
����	���� ������ ρ∗� ������
��� ��
� �
� ����� ������� AB�
������ �� �����	#������������� C��� ��� ������� AB � Op1 ���
��		�	#� � �� �
�	���
� �	�� ��
�� F�	�� ����� ������	#�� OAB
�
	����� ��
�������� 
 ����	� ������ ρ∗�

E��������� �	������� ,���# ����� � ��������� Σ∗G ±p1� ±A�
±B� I���� 
����#� ��� �� �$������ ��
�������! 
 ����	� ρ∗ ,�����
���	#��� � �������� �����
���	���� ������ ����		�	#� � �����
������
�� �
�	���
� �	���  �$���� 
 ������
� p2 � p3 �� 
��,��
��	������ ,�������	#���� ������� � �
	����� �������� � � p1�
� ����� ��$�!� &��
���� ����� ��	����� pi ��
� �	�� A�� ���
���� ������� ������
�
����

?	� ��������	#��
� �����
����� �������� ��� ��	� p2 � p3 
�$���
� �������� ������ �$������ ��� �������
 ,�������	#�� � 
��,���
�� ±pi� �� ��	���� ,�������	#�� � ���� �� �
�!��
���� 
 ���������
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±p2 ∓ p3 ����		�	#� ������� Op1� � �
�	���
� �	�� ���� ���� ���
�����
 ��
�� ?�������	#��
� 	���� �������� �

6� 	���� -�@ � ������! 
����	���� ���� ρ 
�������� ��� ��	� ξ1�
ξ2 � ξ3 : ����
	��� ��$�� γ1� γ2 � γ3� 
�������� �� �����
�	#�!

��,�� x ���� Υ� �� 	�$�� ������ ��$�� ���! ���� ����		�	#� �����
�� ξi� F�� ��������� �$������ $���� ������#� ��� ��$�� γi $�	�
��������
�� �� 
��,�� x� A����� ��� 	���� 
����#� ������ �
� ��
ξi � ��	������ � �	� �������� ��	�����	#�� ����	 a � b �����
����� ��
���
�G −ξ3 = aξ1 + bξ2�

E��������� 	��!�� ����$����
��� A
� ����
������ 
����� ξ1 



����� (1, 0)� � 
����� ξ2 : 
 
����� �
(
cos

(
2π
3

)
, sin

(
2π
3

))
� &��
���� ���

����
��� ����� � > 0� ��� A
(ξ3) ������
	� � 
�������(
cos

(−2π
3
)
, sin

(−2π
3
))
.

0�������� 	��!�� ����$����
��� � ���# �������� 0���	����� ���
������ �

��#����� /�������� ���
��
��� �
�"����� � ����� ���0�
��

6���� �� ������	�� ��� ������ ���# $�� ������� 
��,� ������
� 2� ��������	#�� �	� �������	� ρ�������
��! �	�� 
 �	��
���� ����� ���� ρ ������ 
����	� � �	���� 
� �	�� ��	������� ��
�������! 	���	#� �����	#�! ���� 2
 �
�	���
�� ����	�5 ������
��� 	��!�� ����$����
����� '�� ���
�� 
	���� ����
��	�
���#
�	������� ����	#����
�

;	������� ������� 
������� �� ������� 9�.�

'������ ��+� ����� ρ � ���	�	 �������� �	��� �� ��	��	�� 
������� ��#�� ��� ����  Υ � ��	&���	� (����	� �����	 �����������
�	� �	 	��	���# � �����	���� ρ��	���	����	
 ���� ��������
#$�� ����	����	� �	����	� ��	&����	 M �	��� ��	��	��! "	���
tw Υ � 12(κ(M) − 1) + 5 ��� ����� tw Υ 	(	������	 ���	 ���$��� Υ
��� ��	��	�	 (����	�	 ������!

 �	����� ����� ������� ������
� M 	���� � ������ �
��!

����	�! �$�	����� ���� ����� ��� ���
�# 
����	����� ������� 9�*
����� $��# �$�$��� ����

�����������	 %�	� �	� �	����! 
	����! ����)�	��� Υ ������
���
�	���� ��
�
�	���� �! ���#)�	�� Υm� ��������	#�� �������	#�



��%� &��"�! 	
���� ��'����� ������� �������	
�! *7=

�������	� ρ�������
��! �	��� �� �� $���� ��
����#� ��� Υ
����� ρ�������������# �������#� %�	� �� ����� ����� Υm �!�����
���#)�	�� � 
����	�! ������!� �� �� $���� ��
����#� ��� Γ �����
�������# ρ�������������# �������#�

'������ ���.� ����� ρ � ���	�	 �������� �	��� �� ��	��	�� 
������� ��#�� ��� ����! ��	��	� (����	� �����	 ���� �������# ρ�
������������# �������# ���  �	���	 ��� ��	 ���	 ���$��� ��
����	��	�� 5!

A���� �$������ 
�� �	����� $����� ����
#�� ������� 
����	��
ρ���������	#�� ���	������� ��	���#� �����
����� ��������� 9�/
� 9�9 � ����� ������	#�� �������
� ���� ������ ����� ���# �	����
��
�
�	��� �
�!��
��! ���� ��������� ������� �� ������	����

 �	�
� 9 �	���� WP<�

E��������� �����# �	���! 
	����� ����!)�	���
 $�� 
��,� ����
��� 2� ��������	#�� �������	#� �������	� ������
��! ρ�
�	��� 6� ������� -�= 
�������� ��� ������ 
��,� ����! ���� ��
�
1 �	� 3�

6� ����	����� 9�.@ ��	������� �	������! ����	#����

!�����"�
�� ����� ) ��������� ���� �����	�	&���� �����
��&�	�	 �������������	�	 ���� ��	��	���	
 ��	&���	
 ���6
����� (�� ����� ������ 2 �����������	
 	��	������	 �����	�
���� ρ��	���	����	
 ���� ����� 6! =��� ��	��� ��������	 ���
�� ������ ��&�	�	 �������������	�	 ���� �������� ��	(�	����
���	��� ρ������������	
 �������!

�������� ��� �	����� 
	����� ���#)�	�� $�� 
��,� ������ 2
���
����� ���
��	#�!� ��	� �����! �� ��������	#�! ���	 : ,��
������	#��� 
�������# �������� � �������� ����� �����

!�����"�
�� ����� ����� Υ � ��	���� ����6���� (�� �����
������ 2 ��#$�� �������# ρ�������������# �������#! "	���
Υ � ��������� ����!

6� ����	����� -�.* � ��
������� 9�= 
�������� ��� ��������
������	�� ���	� 
������ �	����! ����)�	��� $�� 
��,� ������ 2�
������! 
����	�� ρ���������	#�� ���	�������

!�����"�
�� ���#� ��	���� ����6���� (�� ����� ������ 2 
��#$�� �������# ρ�������������# �������# ��������! -�
���	 ���$��� �� ����	��	�� ���!



*7@ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

A���� �$������ 
�� �	����� 
	����� ����)�	��� $�� 
��,� ����
��� 2� ������� 
����	�� ρ���������	#�� ���	������� ��	���#�
�����
����� 
 �����	�� 9�.�./�9� 9�.�./�- � 9�.�./�= �	�
� 9 � �����
������	#�� �������
� ���� ������ ����� ���# �	���� ��
�
�	���
�
�!��
��! ���� ��������� ������� �� ������	���� 
 �	�
� 9 �	��
��� P5�

��#���#� 1
�"����� ���������	
� �����
2��������

��� ����

&��,�� ��������� 
��� �	���
� ��������	#�� �������	#� ����
����	� ρ�������
��! �	��� ��� ��	�
��� ��� � ���� �	���
 ����
����
�� ��� � ������� ���� ��	���� ��	�� �	����
�� /�7 �	�
� /�
�������� ��� �	� �	���� 	���	#� �����	#�� ����! ���� ����	#�
��� ���
� � �	������� �
�� ������G

• 0�	�����	#�� ������	����# 
����! 
������� �	�� �������
��� 	��!�! ����������� ��� ��
���
� �	� ������������ ��	�
� ��	#�� ��	� ���������
����� ���������� �������� ����
	��
�� �������� '��� ����	#��� ����� ����� � �	� r�������
��!
�	��� ��� ρ : ������ 
����	�� ����� �	����� 
� �	�� D��
� 
 �	���� �
�	���
�! �	��� ������ 
������� ����		�	#���#
��������	#�� ����! ���! ����	���� � �$��! ������!� � ���
���� � ����������# ������� +�. �	�
� +� A���� �$������ ���
����
� 
��� �	���
� ��������	#�� �������	#� �������	� ρ�
������
��! �	��� ��� ��	�
��� ��� � ���� �	���
 ��������

�� ��� � ������� �������
	��� ��$�! ��������� 
 �������
������� ���������
� ���
���� 
��,�� � ���������# �����
���������� 
����	����� 
 ������� ���� ����
����
����!
�����������������! ��������

• O���!��
���# 	���	#� �����	#�� $����� ����
#�
 �� ���
�,��� � ��	�� ����������� �������� ������
�� ?������
��	#��
� ����� ����� ���
�
�	��# � �	������� B�	����� 8���
��	�� �	�������B�	���� 
 �$��� �	���� �� � ��
���� 2��� ��
��5� ����!��
���# ��������	#�� $����� ����
#�
 
�� �� �����
������ ��� ������� -�-�

'������ ����� ����� Υ � �	���&����� ����6���� ��� G � ����
���
 ϕ ������������� 	��	������	 �����	���� ρ��	���	����	

����! %(	����� ����� k ���	�������	� ���	 �	��&�	
 �	����
� Υ̂ ��� Υ ����� f � �	������	 �	��&��� ����� ������ 2



��%� &��"�! 	
���� ��'����� ������� �������	
�! *77

��� Υ ����� m � �	������	 ��(�� ��� Υ � ����� X � �	�������
�	��	� ��	��������	 �	��&��� ����� ��� Υ!

"	��� ��	&����	 �	���&����� ����
6����	� ��� G � ������
 ϕ
������������ �	(	
 ��������	��� ������	�	 (k + f)�����	�	 ��	�	�
������� Xmin ����#$��	�� ��	&����	� ���� �����	� �����
ρ��	���	����	
 ���� �ρ : X → R! )�� ������������� ��� ����	

�	�	�	�  � ����	
 ������
 ����������� ��&�� �	(	
  ��#�
	����	��# ρ��	���	�����# ����!

+	��� �	�	 ��	�	������ Xmin �	���&� �� (	��� ��� m �����

���������	
 �������	��!

��#���$� !�����
����

0���# W : �	����� �����$����� � TW : ������	#�� ����	���
��� F���� ��
����#� ��� � �����$����� W ����� �	��� ρ� ��	�
ρ : TW → R : ������
�! 	�������� ����!� ��� ��������� ��� �
������ ������	#�� ���������
� TxW �
	����� ����! � R

n = TxW 

�$���� ����	�� D	���������! 
��������! �������	� ��������
�! ����! ρ� $���� ���
��# �����	���	� ρ��	���	����	
 �����
� ��������	� ����� �������	� : ρ�������������  ��������� ���
������	����� ρ�������������� ����� � ρ�������������� ����

&������� ��� ��	� f : W1 → W2 : ��������� �����$����� W1 

�����$�����W2 � ρ : ���� � W2� �� �W1 ����������� ���� f

∗ρ
���G f∗ρ(ξ) = ρ

(
df(ξ)

)
�

0�����!,�! ������ ���� � �����$����� R
n ����������� ����

��
�	#�! ����! ρ � R
n ��� � 
������� ���������
�G ρ ���������

���� � ������ ������	#�� ���������
� TxR
n � �����#� �������

����� ����� R
n � TxR

n� &������� ��� ���� ρ � �����$����� R
n

�������� ����! � R
n ��� � 	��!�� ���������
�� ��	� � ��	#��

��	� ρ �
������ �������	#� 
��� ��
���
 ν� ���� ν∗(ρ) = ρ�
?����� 
���� ������ �	����� �����$����! � ����! �
	����

�� ������ I�� � ������� ������ ������� 	�
��
������� �����
��	��������� �� �����
�	#�! ���� � ����
����
����! �	��$��
I� 	�
��� ��
������  ������
� ������� �� ���������� �
�����!
��� T 2� � ������� ����� 	�
��
������� ���� ρ� &������� ��� ���
	� π : R

2 → T 2 : ��������� ��
����	#�� �������� ���� T 2 = R
2/G�

��� G : ����
����
����� ��������� ��������� ������ R
2� �� ���$���

���� π ��������� ���� � �����$����� R
2� �
������� ������

��	#� ��
���
� ���� ��� ���	���� ���� �������� �������! ����!
� R

2 ��� � 	��!�� ���������
�� &$����� ������ ���� ρ � R
2



+11 ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

��� � 	��!�� ���������
� ��������� ���� � T 2 2���$������ π
�
	����� 	���	#�� ���������������� � ρ �
������ �������	#�
������ ������� π5�

%�	� ρ : ���� � R
2 ��� � 	��!�� ���������
�� �	����� 
�����

����� �	�� �� �� 	���	#���� ��	�
�! ��������	#���� ���� 2��� ����
���� *�+ �	�
� *5 
�������� ��� 	���	#�� ��������� �������� �
�!�
��
� ���� $��# ��������	#�!�  ��������� ��
����	#�� �������
π : R

2 → T 2 �$	����� ���� �
�!��
��G ���# Γ � ���� ��������	#�� ��	�
� ��	#�� ��	� ������ ���#� �����
	��� �� ���
��� 
������� 
 π−1(Γ)�
�
	����� ��������	#�!�

0���# �����# ρ : �	����� 
� �	� ������ 
����	�� ���� � �	���
������ T 2 = R

2/G : �������! ��� � Γ : ρ���������	#�� ���# � ���
6� ����	����� -�.1 
�������� ��� ������
��� 	��!�� ����$����
��
�� A �	������� R

2� ����
������ π−1(Γ) 
 ����$��� �������! 	���	#�
� �����	#�! ���� � �
�	���
�� ���� R

2/A(G)� 0������ �����
����	#����� ��	����� 
 �����	� 9�*�* �	�
� 9� ���������� � �	���!
ρ���������	#�� ����! � ����� � ������ �������

6� ������� -�= 
�������� ��� �	���� ���
���� 
��,� ������ 2
� 
	���� � ��������� ��������	#�! ����� 0������� ��$����
 ���
��
�	#�! �	���! �������� ������������� 2�� ����� ��� ��� � 
 �	����
�
�	���
�� ����
5� � �������
�� �$������ �� $���� ������	����#�
��� ���
���� 
��,� ������ 2 ���� � ������ A���� �$������ ��
������� -�=� � �������! ��������	#�! ���� ������� 	�,# 
��,��
������ 3�

 ���
������ ��� �	����
��� �� ����	#���� ��� �����!� �����
��	��� ��� 
 �����	� 9�*�* �	�
� 9 �	� �	���� 	���	#� �����	#�
�� ����!� ��������	#� � ρ���������	#�� ������ ;���
����
�����
������	��� ���	�
� ��
������ ������	��� �� �����	� 9�*�* �	�
� 9�

(�������� ����� *�� ��&�	
 �������	
 ρ������������	
 ���
Γ �� ����	� �	���	����	� �������	� �	�� T 2(f) ��$������� ����
�������� 2� �	��	���# �	 �����5 ���	����	��	 ������������ �

��������� ρ�������������� ���� Γr! >	���	������ ���� ����
 Γ
 Γr ����� �	��	�� ���	����	��	 ������������ ρ��������������
��� ��#� 	����	��� �	���	������ ����!

+	��� �	�	 ��&��� ρ�������������� ���� �� T 2(f) �	&�� (���
��	���	���	���� � ��	��	����# ���	����	��	 �����������# �

ρ�������������# ���� � ������ ρ�������������� ����
!

(�������� �����*��	����	��	 ������������ ��������� ρ����
����������� ����� �		��������#� 	����	��� ��� � M+

2 (Z)/〈J〉!



��%� &��"�! 	
���� ��'����� ������� �������	
�! +1.

*�� ��&�	�	 �������� [g] ∈ M+
2 (Z)/〈J〉 ��$������� ����� �������

��� �	������� G ⊂ R
2 ��	 R

2/G � ���	�	��
 �	� ����� �� ��	�
�	�� ��$������� ��������� ρ�������������� ���� Γ ��� [g]! "��
�� 	(���	� ��������� ρ�������������� ��� �� ��������� �	���
���������#��� � �	��	���# �	 ���	����	��	
 ����������	�
�� ��������� 	��	�	��	�	 ��	��������� M+

2 (Z)/〈J〉!

�����������	 ;���� ��������	#��
� 
 ������� ��
������ �����
����	#��
� ����
����
������ ����	#���� ��� �������� 	���	#� ���
���	#�� ���� � �	����� ������ ��� �����$���� 
 3=-4 �	� 3=@4� %���
��
��� ��	���� ������� 
 
�$��� ����! ������ G� �	� ������! ������
������������! ������	#�� ���� [g] ����� $��# ������ �����	#��
$����� ����
��� B� �������� ��� ������ G 
����� ����� $��# 
��
$��� ���� ���$� �����������������! ������	#�� ���� [g] ���	 ��
�
�������� 
 ����	� ���� ρ� ���� 
 ��	� �	����
�� -�@� � ��
���
,�� ��������	#��
� ������
�
��� ρ���������	#�! ���� ���� [g] �
���� R

2/G�
�������� ��� �����	 9�*�* �	�
� 9� ���� 
 �,�! ����	�� ������ G

��	�� ����
��#�� ����! 
������
 e = (1, 0) � f = (xf , yf )� ��� yf > 0�

0���# g =
(
P R
Q S

)
: ������� ����� � A = Pe+ Qf � B = Re+ Sf :


��,�� ������������������� ������	#��� OAB ���� g�
E��������� ������� ��������# Σ� � ����# r(ϕ) : �������
�����

����� �� ��������� Σ� ������! ������� ϕ 2
 �
�	���
�� �����
	�5� B��� �������#� ��� �	� 	�$��� ϕ ������
��� �����
��� �����
r′(ϕ) ∈ Σ� ������ ��� ������	#��Or(ϕ)r′(ϕ) : ��
�������!� � �����
r(ϕ), r′(ϕ) ��	�����	#� ��������
�� "������� ��� r′(ϕ) ������
�
��
���� �� ϕ�

&$������ ����� Aϕ �����
��� 	��!�� ����$����
��� �	�����
���� ������ ��� Aϕ(A) = r(ϕ) � Aϕ(B) = r′(ϕ)�  ����	#��
�
,��# ����
��� Aϕ ������
� ��
���� �� ϕ� ��	��� �������# �	������� 	�����

����� ��+� '�$������� ���	� ϕ0 ��	 Aϕ0(e) = �e ��� ���	�	�
�	�	 � > 0!

 ������
� G �����# ���� 
���# ������� ��������� 
��������
e � (1/�)A(f)� ;	����
�� �������� �

(�������� ���#� >� ����	����	� �	�� T 2(f) ��$������� ���
������� ρ�������������� ���� ����	�	 ��� [g] � �	�  �	���	
�	� ������ �	��� ������ ��������������	�	 �����	����� ��
�� g ��� �	�� T 2(f) �	&�	 �������� ρ�������������� (������
�����	� 2��! �������� 0!?5!



+1* ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

(�������� ���$� >� ��&�	� �	�� T 2(f) ��$������� ���	�	���
��������� ρ�������������� ���� 	������ 	� �������	
 ��	����
����	
!


�����������	 B� ���� � ����� ��� ����	#�� ���	�� ��
���
����� �	����
�� -�@� ( ����� �� ������� -�- 
�������� ��� ρ�
��������	#�� $����� ����
� ������
��� ������
� 
��,� 	�$���
������	#���� ��������� $	������ � ��
���������� ; �����! ������

�� ���� ����$���# ���

(
P R
Q S

)
���� ��� 2���	� ����������� ������

����5 ����
����
����! �����������������! ������	#��� ���
 ������
���� $	����� � ��
���������� ����� $��# ������ ρ���������	#�
�� $����� ����
��� ;	����
�� �������� �

'�������	#�� $����� ����
�� ������
����� 
��,�� ����������
���������� ������	#���� ���
������ ������� ��������������	

����#�

(�������� ���%� ����� Γ � ��������� ρ�������������� ����
�� �	�� T 2(f)! ����� Γχ � ���������������� ���� �		���������
#$�� Γ! "	��� ρ����� ����
 Γ  Γχ ����� ��&�� �	(	
!

0��
����� 
�,� ������� �������������� �������� ������
�
��
�� �������! ρ���������	#�! ���� ����� ���� ���� 
��������#
��	����# ��� ����
��	#�� �	����
�!�

(�������� ����� -�� �� ����	� �	�� T 2(f) ��$������� �������
��� ρ�������������� ���� Γ ��� (M,m, n) �	 �� ��	� �	�� ��$���
���#� ��������� ρ�������������� ��� ��	� (M, km, kn) ��� k �
�#(	� �	�	&�����	� ���	� ���	!

 ������� ����
 �� M+
2 (Z) ���������� �	����
�� ����� $��#

������	���
�� ����

(�������� ���&� -�� �� ����	� �	�� T 2(f) ��$������� �������

��� ρ�������������� ���� Γ ��� g =
(
P R
Q S

)
 �	 �� ��	� �	��

��$�����#� ��������� ρ�������������� ��� ��	�(
kP kR
kQ kS

)
�

(
P/l R/l
Q/l S/l

)
,

��� k � �#(	� �	�	&�����	� ���	� ���	 � l � �#(	
 	($
 �	�	�
&������
 ������� ���� P  Q R  S! =��� ��	��� ��� ����



��%� &��"�! 	
���� ��'����� ������� �������	
�! +1+

����� � M+
2 (Z) ��	��$� � �����
 ����� ��	�����	�	 ��	������

���� MP+
2 (Z) ρ�������������� ��� ��� ��	� �(	 	��	�������	

��$�����#� �(	 	��	�������	 �� ��$�����#�!

(�������� ���*� >� ��&�	� �	�� ��$������� (���	����	 ��	�	
���	����	��	 �������������� ��������� ρ�������������� ����
!

F���� ��
����#� ��� �	����� 
� �	� ���� ρ � ρ′ (��� � �����
�� Ck� ��	� ��������� �����! ρ � ρ′ � ������� �
�	���
�
��������# $	���� 
 ����	� Ck������ %�	� Ck���������� ����� ���
	������ �������� � ��������� � ���
������� ε� �� ������� ���
ρ � ρ′ �
	����� ε�(���� � ������ Ck�

(�������� ���+� =������� �	��� ρ �� �	�� T 2 ����� � �����
�� C2 �� �������#� ��������# ρ�������������# ���� Γ ⊂ T 2G ���
��&�	
 �������	
 ρ������������	
 ��� Γ �� �	�� T 2 � �����	
 ���
���� ���	�	 ������	
 �	��	
 ρ ��$������� ���	� ε > 0 ��	 ���
��&�	
 ε�(���	
 � ������ C2 �	��� ρ′ ��$������� ��������� ρ′�
������������� ���� �� �	�� T 2 ��#$�� �	� &� �� ��	  Γ!

0� ���! �� ����� ���� �������� ����	#���� �� �����	� 9�*�+ �	��

� 9 � �	���! $���	�� D	�!� � �������! �	����! 
� �	� ������

����	�! ����!� %����
��� ��	���� ������� 
 ���� ��� ����
���
��
����� ���� � ����
����! �	������� ��	�� $��# �
������
�������	#� ���
�! ��������� �� ������ �������� ;�����	���
��#
� �������# ����
����
����� ����	#���� ��������
	����� ������	��

��#���%� 3��� � �����������	
�� ����"
���	4

%�	� ������	����# ����	���	#�� ��� ������� ��������# ���
�� ρ �
	����� �		������ ��� ��� 	���� ����#� 	��!�� ����$����
��
��� ����
������ ���� �		��� 
 �
�	���
� ��������# S1� �����
	�
��
�� ��������� ����� �	������#� (R2, ρ) � �
�	���
�! �	������#�� '��
���������� 
 ��������� ����
���� ����� ��������	#�� �������	#�
�������	� ρ�������
��! �	��� 
 	���	#� �����	#�� ����
� �
�	���
�! �	�������� A���� �$������ 
�� ����	#���� � �	����� 	��
��	#� �����	#�� ������ ���
����� 
 ���������� �	�
��� �����
���	�
� ���������� � �	���! ����� ��������	#�� ����!�

��������� �	������� B�	���� � 8
��� ��������� 	���	#� ����
��	#��� $������ ����
� ���! ����	���� � ���! ������! 	����
���������� � �	���! ���� ρ � �		�������	#�! ��������#�� 0��
���� ������� 
�,� 	��!�� ��������� ���
�	��� 	���� ����#� 

��� $���� �������# ��	����G
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• 
����� ���
�	#�� ������	#���
 
 �
�	���
�� ����	�� ��������
��
����� ��
�������� ������	#��� 
 ����	� ���� ρK

• 
����� �
�	���
�� ���������! ���������
����� �		����� �
	��
������ ����������� 
 ���� ρK

• 
�	���� ��	� ������	����� ��� ρ�������
��� �	�� ����
���
��
����! ���� ������! ��������� Σ�

 �	���� �����
�	#�! ������ 
����	�! ���� � �	�������� �	���
��! 
���� 
� �	�� ��	��� �	�������
 B�	���� � 8
��� �
����� �
��
����� &������� ���� ��� �� ������	� 
�,�� ��� ����	����� -�.1�
	��!�� ����$����
���� ����
������ ��������	#�� ���# 
 	���	#�
�����	#��� ������
��� � 
 �$��� �	����� 0�����
 ��� ����$�����

���� ���� 
���	��# ��������� B�	���� � �
�	���
�! �	��������
� ����� �������# �$����� ����$����
���� &���� ��� ����$����
��
�� 
 �$��� �	���� ��
���� �� ���� � ��� � �
	����� ���������!�
 ��������� � ���� 
 ����� ���� ������	#��� � �		���� ����!���
���
�	#�� ������	#��� � ���������� ��������� � �
�	���
�!
�	������� ��� ���	������ �	������� B�	����� (
����� ����� � ���

����� ��� 
 �$��� �	���� �!�� ���$����� 	��!�� ����$����
����
������ �� ������� �������� ������
�� �	�� ��� 
�� ��
�� ��� ��
�������� ������
� �!�� ����
	��� ���� $� ����� ��$�� ����
�����	#�! ���� �����! ����	�����

 ������
� ������� ������� ������� ����	#����
 � �	���! ���
� �		�������	#��� ����������� 
��#��� ������� 9�= � 	���	#�
�����	#�� $����� ����
#�� ���� ���	�� � ���
�	#�! ������!�
��� �����	 9�.�.. �	�
� 9� ;�����	���
��# ����
����
����! ����	#���
��������
	����� ������	� 
 ������
� ���������

��%� &�� ��������� �������� ����������� �

������������� ����

 ���� �����	� �� ������ $�	�� �����$� �	���! ��� ���
�����
�� ������������ ������
���� ���������
� (Rn, ρ)� ���� ��������
��
�� 
 ������� ���� ρ ��
� ����� �	� �������! 
������ � �����
������ ��� ��������! �������
�! ������� ���������  ����	#���

�
,��# �$���� ���������� ��������� 
 �����	� -�.� �� �
� ����
,�� 	���	#�� ��������� 	���	#� �����	#�� � ��������	#�� ���
��! 
 ����������� ���������
�� D���� ����� �	� �	���� �	�������
�� ���
���� ��	���! �������������! �������! ��������	#���� 	��
��	#� �����	#�! ����� �������� ��� ��	�
�� ��������	#���� 

���� �	���� ����� �	���	#�! ���������



��(� )����

��	��� *�	
����#��� 	�
� +19

E���	#����� ���
����� 
 �������� �����	�� $�	� ��	���� �
�
������ ��
����� � ����������� 8��  � I� 
� 
���� ��
�����! ���
$��� 
 PQR STUV PWXYZ[WX\] \^ _Z^ `WXUVa\bbZ^bcYWSXZ^� dZ\ef\g� 
 ����	�)
��� .777�

��$��� 560�� ��������

D��
�� γ 
 ����������� 	��!�� ���������
� R
n ���
�� �	�

�	�	��	
� ��	� ������ �� ���������� ������ 2
 ��������� ���
�����
�� ����������5 �
	����� ������! ������!�

6� ������� -�* 
������� �	������! ����	#����

)����"��
�� ��#� /���� γ �	����#$�� ����	�����# ����
�	��� �������� �����������	
 ���  �	���	 ��� 	�� �	�	�	���!
+	��� �	�	 ��&��� ������������� ����� �������� ������
��
!

/���� γ �	����#$�� ����	�����# ���� �	��� �������� �	�
�����	 �������	
 ���  �	���	 ��� ��$������� �	����	� 	�����
�	� �	����� �� ����������#$��	 	������ ���	� ��	 	��������
���	
 γ �� �������� ��&�	�	 �������� ��	�	 �	����� ��������
�	�	�	��	
 ���	
!

0���!��� � ������� 	���	#� �����	#�� ����!�
0���# Υ : ���#)�	�� 
 ����������� ���������
�� 
�� ��$�� �����

��! : 	���	#� �����	#�� ���
��� � v : �����
�	#�� �� 
��,���
I���	#�� ���#� �����
	��� �� �������	#�� ���������� v ����
���� �������
 �������� v ��$��� ���
�� �	�	�	��	
 	������
�	���# ������ v� B������ ���������# 
��,�� v� �� ������!

��,�� v 
�$��,��� ���
����� ��	�	�	�	
 �	�	�	��	
 	������	�
���# ������ v�

'������ ����� '��� Υ � ���	�	�	
 ������
 � �����������	�
��	��������� �������� �	�����	 �������	
 ���  �	���	 ���
���	����� �����#$� ���	��!

• /�&�	� ��(�	 ��� Υ �������� �	�����	 �������	
 ���	
 
��! �����&���� 0!1!

• ����� v � ��	��	����� ������ ��� Υ! "	��� ��&�	� 	�����
�	� �	����	��������	 	��������	� ������	��	���# ��	�	���
$�
 ����� v  ����������	
 ���	�	�	
 �		������	
 ������	��
�	�� ����	� �	���&� �� (	��� 	��	�	 ��(�� ��	�	�	�	
 �	�
�	�	��	
 	������	�� ������ v!

• /�&��� ������ ��� Υ ������ 1 �������� ������	
!
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(�������� ���.� '������ ������ �	�����	 �������	
 ���
� n�����	� �����������	� ��	��������� �� ����	��	�� 2n �����
�#(	� ���	� ���	 1 � k � 2n ���������� ��� ������� ������ ���	�
�	�	
 �	�����	 �������	
 ���!

6���� ����� �	������� ��
��������

'������ ���#� /�&��� ������������� ���� � �����������	�
��	��������� �������� �	�����	 �������	
! ) �����	�� �	�����
�	� ����	
���	 ������������� ����
 	��������� ��	���	
 0!9;!

�������	 9� ��'��� �������� ����������� ������������� ���� ������� ���(
���������� .��������� ������ ����������
 ���� ����������� �����������# ����(
��#
 	���� ������� ����������� ������������ ���� 

:���� ������ �$$���� ��'�� ������ �� �����#��� ������� ;���� ���� Υ

���������� �� ��� ) *
 ���#��� ����������� ������
 ������ ����  %���� ��
������� ������������� 9� ��� ) * ����	��� ��$����%��
 ������� �������#���
������������# ����� ���� ���� 

���� ��"� #��	��� �����	��	 ��$��
���	��	 ��
� �	 ������
��

��� �����$���� �	������� �
�!��
� ��������	#�� ����! 
 ���
��������� ���������
� R

n� ���������
�� 
��������� �� ��
���
����� -�+� 0���# Υ : �����
�	#�� ���#� B������	#�! ���# 
 Υ�
���	������! �	� ��� 
�� 
������ 
��,�� �������� ����� 
 Υ ����
��# 2 � � �
	����� �������� 
��,���� �	� Υ� ���
�� ���#�
&������� ��� ��$�� ���� ����� �
	����� ����� �� ������	����

(�������� ����� /�&��� ��� �����������	
 ��� � �������
�����	� ��	��������� �������� �	�	�	��	
 ���	
!

��$��� 7��������	
� ���� � ��
��
� ����

0���# Υ : �����
�	#�� 
	����� ���#)�	�� 
 R
n� 0������� ��

�! 	��!�� ���# Υ� �����
 ��� ���� Υ � �����	��!�� ��������
���������� �� �� 
��,��� ;��# Υ ���
�� ���������
 ��� Υ�

6���� ����� �	������! ���
���!� � 
���! ����	#����



��(� )����

��	��� *�	
����#��� 	�
� +1=

)����"��
�� ��$� '��� Υ �������� �����������	
 ����# �
�����������	� ��	��������� R

n �	���  �	���	 �	��� �	��� ���
�� �� �	�	�	���  �� ��������� � ������������� ����!


�����������	 0���# Υ : ��������	#�� ���#� %�	� � �� ���#
�������� ��#� �� �	�� ���� ����� $��# � ��	�
�! �������#�
���#,�� ����������! ���! ���� 0������ 
�� ��� ���� Υ ������
��  ��������� ���# Υ � �� 	���������� ����� ������
�� �	���
?�	��� ��	� ������
��� ���������� 	�������
��! ����� ���#,���
��� �� �	�� � ��	�
�! �������#�� �� ��� ����� 
��� ����! ��������
��� � �� 	���������� �� ��	����� ���������� � ��� �� �
�!��
���
'�� ���	���� ���������� ������� �������� �������� 
��,� 	��
��������� ���� Υ � ������� ��������� �������� ���������� Υt ���
�� Υ 
 �	���� ����! � �������� ������ &��
���� ���������� Υt

����� ���#,��� �	�� � ��	�
�! �������#��

&$����� ������	����� ��� � ���� Υ 
�� ��� ������ � �� 	��
��������� : ��������	#�� ���#� %�	� ������
��� ���������� Υt ���
�� Υ� ���#,����� �	�� � ��	�
�! �������#�� ��� ���
���� ���
���� ������ ���# Υt �� 	����������!� �� �������� ����������
	���������� ���� Υ� ���#,����� �	�� � � ��#,�!� � ������
� � ��	�
�! �������#�� ?�������	#��
� �������� �

(�������� ����� 5#(�� 2�	���&�����5 ������������� ���� �
�����������	� ��	��������� R

n �	�������� � ���	�	�	
 �������
�����	
 ���
�	
 ��� (�� �	��&��� ����� ������ 2 ��	��	���
�	
 �����	
 �� ��(�� �	�	�	���� ���� �	����#$� �� &�
�	��!

A���� �$������ ��������� ������# 	�,# 	��!�� ��������	#��
���� 
 ����������� ���������
�� � ���������� ���
���� 
��,�
������ 2�

��$�#� 7��������	
� ��
�����
���� ���� 
� ���������

&��,�� ��������	#�� ���� � ����������! �	�������� 0���#
Υ : ���# � �������� ��$����� E�$�� ���� Υ ���
�� ���������
��� 2�	��	��������5� ��	� �� �������
	��� ��$�! �����	��!�!
�������� ����		�	#�! ��� �$����� 2��� ������5�  �� ����	#�� ���
$�� ���
�� ��	(	����� ;
���� ��������� �����
	��� �� �����
����	#�� 2
������	#��5 ��$��� ���
�� �	��	�������� 2�����
�������5 ����������� � �������	#�� �������� : ��������



+1@ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

&������� ��� �����! ������� �������
	��� ��$�! ���#� ��������
��! ���� 
��,� ���� Υ� '�� 
��,�� $���� ���
��# �	������
������� ����� ��������� ;��#� ��	����� �� �������� γ ��$�
�
	���� 
��� ��$�� �� Υ� �������� 
��,��� �� γ� �$������ �����
T (γ) � ���
�� ��������� ��������� γ�

0���# γ : �������! ��������	#�! �������� ����������	#��
��$�� e� �������� 
��,�� v �� γ� ���
�� 	��	��	�	���� ��	�
�� : �����
��� ���������	#�� ��$��� �������� v� &������
���� ��$��� �������� 
�����! 
��,�� v �������� γ� ���
��
��������� ��	� v : ������� 
��,�� ����
� Υ� &���������
��$��� �������� ����
�! 
��,�� �������� γ� ����� ������ �
�������� ��(���� &���	#�� ���������� ��$�� ���
�� �����#�
$��

?�	��� 
��,�� v �������� γ� � �������� ����������� ���
$��� ���
�� ������	
� ��	� 
 ����
� Υ �� �
	����� ������! 
���
,��! ������ 1 �	� 2� &������� ��� ��������� �
	����� �� � ��	#��
�� 
��,�� �������� γ� ������� � ������� � ����� ��������
��	#��� ��$�� ���� Υ � �
	����� �������� 
 Υ�

E���$#�� ������
� ���������	#�� ��$��� �������� �����
���� γ� � �
� �	���� C1 � C2 
 ��
�������� �� ����� 
 ����! �� �
��
��	��	�������!� ��������� ���������! ����� γ �����!� 	���� ���
��$��� &$������ ����� tsi � t

n
i ��	�����
� �������� � �	�
����� ���

$�� 
 �	���� Ci� i = 1, 2�  �	���� indi = 2tni + tsi ���
�� �����	�
������ Ci� � ���	� ind(γ) = | ind1− ind2 | : �����	� ��������� γ� ?	�
������	������ $���� ������#� ��� �	��� C1 ������� �� ��$��� ������
	����� 
 
����! ��	��	������� �� ���,��� � γ�

?�	��� �$������ ����� es ��	�� ��	�����
� ���������� �������
�� ��$��� ���� es = ts1 + ts2� � ����� v

s : ��	�� ��	�����
� ��������

��,� �������� γ� H��	� stat(γ) = 2vs + es ���
�� �������# ����
���	�� ��������� γ�

(�	����� ������	����� 
�� ������ �	� 
������	#��� �������
���

'������ ���$� '��� Υ �� �����������	
 ��	��	�� R
2 �������

�� �����������	
 ����# �	���  �	���	 �	��� �	��� ��� �� �� �
�	�	�	���� ����� �� ��������� Υl � �	�����	 ��������  ��
���� ��&�	�	 ��������� γ �������� Υl �� ����	��	�� ������
������	�� ��	�	 ���������G

ind(γ) � stat(γ).
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�����������	  ��	� ��
������� -�/ ��� ��������	#��
� ������
�� ���� ����� ������	����#� ��� ���# Υ �
	����� 	��!�! 	���	#�
�����	#�! ���#� $�� ���
���� 
��,� ������ 2�  ��������� ���#
Υ ��
������ �� �
��! 	����������! Υl� D���� ����� ���� ��� ������
���� ���������
��# ���������� ���� Υ 
 �	���� ����! � ��������
��$����� &����� 
�������� ��� ��������� ���������
��# ����������

 �	���� 	��!�� ����!�

0�� 
����	��� ���
�! 
������� �	�� ������� 
 ����������!
���� �� �����$���� �	������� ������G

f(x, y) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
y ��� x > 0,
−y ��� x < 0,
|y| ��� x = 0.

&�����	�� ����� ��� 
����������� ������ � R
n� ��	���


sign(X) =
(
sign(X1), . . . , sign(Xn)

)
,

null(X) =
(
1− sign2(X1), . . . , 1− sign2(Xn)

)
,

mod(X) =
(|X1|, . . . , |Xn|

)
,

��� X = (X1, . . . , Xn)� &������� ��� �������� 
������ null(X) ��
�
� �	�� ��	� � ��	#�� ��	� ����
����
����� �������� 
������ X
��	��� �� �	��  �����
�� �	���� ��� �������� 
������ null(X)
��
� ������� &������ ������ ��� ������ null(X) � mod(X) : ����
��� � ������ sign(X) : �������

 ��	#�!,�� �� $���� ���$�� ���������
��# ������ null � mod
��� ������ � ������������ ����� 
������
� � ����G

null
({A,B}) = null(A−B), mod

({A,B}) = mod(A−B).

6� ������� -�. 
������� �	������! ����	#����

����� ���.� ����� [A,B] � ��	��	����
 �	��	&�	 ���	&����
��
 	����	� � �����������	� ��	��������� R

n! ,����	��� ��	
���
��# ���	����# �� �	�	�	
 �	��� A = (A1, . . . , An) ��&���
�� �	 �����	
 ���	
 A(t) = A+ tξ + o(t) � �	��� B = (B1, . . . , Bn) �
�	 �����	
 ���	
 B(t) = B+ tη+ o(t) ��� t ∈ [0, 1]! "	��� ������ �(t)
��	 �����������	
 ���� ������������� �� t = 0 �����

d

dt

∣∣∣
t=0

�(t) =
∑

i

f(Bi −Ai, ηi − ξi),

��� ξ = (ξ1, . . . , ξn)  η = (η1, . . . , ηn)!



+.1 ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

*���� ��	��� 

d

dt

∣∣∣
t=0

�(t) = 〈sign(A−B), ξ〉+〈sign(B−A), η〉+〈null({A,B}),mod({ξ, η})〉.
I���� -�.1 ���
�	��� �������# �����	� ���
�! 
������� 	��!�!

���� 
 �	������� 
����

����� ����� ����� Υ � ���
��� ���� � R
n  Υt = [Φt] t ∈ [0, 1] 

� ���	�	��� �� �	������� ���	����� � ������ ���
��� ����
 ���
Φt � �		��������#$�� ���	����� ���	�	�	
 ������������	
 ���
� Φ = Φ0! %(	����� ����� ξ �	�� ���	���� Φt! ����� V � ��	��
�	����� �	��&��� ������ ��� Φ! %(	����� ����� SV ����� ����
�	�	� sign(V −V ′) ��� ����� (������ �	 ���� �����	&������ ��(���
V V ′ ��� Φ! "	���

d

dt

∣∣∣
t=0

�(Υt) =
d

dt

∣∣∣
t=0

�(Φt) =

=
∑

V � �	��&��

〈SV , ξV 〉+
∑

e � ��(�	

〈
null(∂e),mod(ξ|∂e)

〉
.

0��
�� �	������� �� �����	� 	���� -�.. ���
�� ���
�	
 �����#
�	����� ����	
 ������ � 
����� : �����
�	
�

 ������ � ��������	#��
� ������� -�./� 0���# ����	� Υ : �������
��	#�� ���# � γ : �� �����
�	#�! �������� E��������� 	��!��
����������Υt ���� Υ� ������� ������� ������� γ ����		�	#� �����
�� ��$� 
 ����
	���� ���������	���� γ� ������ ������ 
��,���
���
���� ��� ���������� Υt� �
������ � ������! �������#�� ?	�
������	����� $���� ������#� ��� γ : ��������	#�! �������� ���
����! ��������� 

����  ���������� 
��,� ������	�� ����������
Υt ���� ��� ������� � ���� -�9 � -�-�

D�� � 
�,�� ����$#�� ���������	#�� ��$�� � �
� �	���� Ci� ���
��� � �	���� C1 ��$�� �� 
����! ��	��	�������� �������� ��� ��
�$�����	� ����� tsi � t

n
i ��	�����
� �������� �� ����
����
��� �	�
��

���� ���������� ��$�� �� i��� �	����� ����� vs : �$��� ��	�����
�
�������� 
��,� � γ� � ����� es : ����� ts1 + ts2� 6� �����	� ���
�!

�������� ��� 	���� -�..� � ��	�
�� ���������� ���� Υ 
�������� ���

d

dt

∣∣∣
t=0

�(Υt) = tn2 − tn1 + vs + ts2 � 0.
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����#��� 	�
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���� ��%� �	������� ������ ��� ��&���	'�� Υt�

���� ���� �	������� ������ ��� ��&���	'�� Υt�

A��� ��� ��� ���������
 ����������� ��������� γ 
��� ��	����
���
���
�

tn1 − tn2 + vs + ts1 � 0.

A���� �$������
−vs − ts1 � tn1 − tn2 � vs + ts2.

?�$�
�
 �� 
��� ������ ���
���
� 
�	���� (ts1 − ts2)/2� ��	����

−vs − es/2 � 2tn1 + ts1 − 2tn2 − ts2
2

� vs + es/2.

&������� �������#� ��� 2tni + tsi = indi �� ������	���� ������� ��� ���
stat(γ) = 2vs + es� ��	����� ���$����� ���
���
��



+.* ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

&������� ��� �� �,�� 
����	��! 
������� �	������! ��	���!
����	#����

����� ����� >���������@ ind(γ) � stat(γ) ����	����	 �����#$�

������ ���������� {

tn1 � tn2 + vs + ts2,

tn2 � tn1 + vs + ts1.

?������ �����# �$����� ��
�������� 0���#Υ: 	��!�� 	���	#�
� �����	#�� ���# $�� ���
���� 
��,� ������ 2� ������ ��� �	�
������� �� �������� γ′ 
���	�� ���
���
� ind(γ′) � stat(γ′)� E���
������� �����
�	#�� 	���	#�� ���������� Υt = [Φt] ����)�	���
Υ 
 �	���� 	��!�� ����!� ����
���� � ������ ���! ����� A��
����� �� ��������� �������� �������������� Φ = Φ0 �	��� Υ 2��
������ ��� ����� �������������� ������ 
��$�� ��
���� ��������#

�������� ��$��5� 0������� ��� ���
�� 
������� ���! ����������
���������	#��

F�� ��������� �$����� ���� ������	����#� ��� ���������� Υt

�$	����� �	�������� �
�!��
��� 2��� ������� -�95�

• D����� 
��,�� ������	����� � $�	�� ��� � ����
�� ������
������ ����� ����
� �������� � $�	�� ���! 
��,��� ����
���
�! ��� ���������� Φt� 
 ��������� � ����! Υ � Φ ������
��
���	� ������� 
��,��

• ;��# Φ 2� ������ � 
�� ���� Φt5 � ����� ���
���� 
��,� ����
��� 1 � 2 2�������� ��� ����������� ���$������ � ���� -�9
� -�-� � �$	����� ������� �
�!��
��� ����� �� 	���� ����
������
��#� � ���� �	�� ����!� �����
 
�� 
����,�� ���
���������� ��� �����	��!��� ���������5�

• D����� 
��,�� ���� �
������ ��
����� � �����	��!��

0������� � ��������������� ���# Φ 

����� 
�,� ������	��
���� 0���# π : Φ → Υ : �	�$�� �������� ��������������! ���� Φ �
���������! �������
���	# Υ� E�$�� �� Φ� �$��� �������� ��� �	��
$�! �������� π �
	����� ��������	#�� 2
������	#��� �
�$����5
��$���� ���
�� �	��	�������� 2����
����
��� ������������ ��	�
(	����5� &������� ��� ��������	#��� 
������	#�� � �
�$���� ���
$�� ���� Φ : ��� 
�� �� �
�������� ��$���
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0���# γ′ : �����
�	#�! ������� ���� Υ� A�������	� γ �����
��������	
 ��� Φ� ����
����
����� �������� γ′� ���
�� ����$�
��� ���� γ′ ��� �	�$�! �������� π� '������ ��� Φ ���
����� ��
�������� ����
����
����! �������

0���# γ : ����
����
����! γ′ ������� ���� Φ� ,�������� T (γ)
��������� γ ���
�� ������# 
 Φ� ��	����� �� γ ��$�
	���� 
���
�������� ��� ��$�� ���� Φ� &������� ��� 
�� ��$�
	��� ��$��
�
�������� ;���
����
����� �� ���������	#�� ��$�� ���� Υ�
������� ���$��� � �	���� C1 � C2� '�� ���$���� ��������� ����
$���� ����
����
����� ��$�� ���� Φ � �
� �	����� ������� �� $����
�$������# ����� ����� C1 � C2�

"���,�� �����	� ���
�! 
������� �	� ���������� Φt� 6� 	���
�� -�.. 
�������� ��� ��	����� 
������� �������
��� 
 
��� �����
�
�� 
������!�

∑v
�
∑h

� ���
�� �� ������� ��
���� ��	#�� �� 
�����
��	#�� �����
	����� 
������
 ��	� ����������� � 
����� : ��	#��
�� ��������	#��� 0������� ��� ������ �� �� ���������	#��

E��������� 
�������
∑v� &�� ��� 
��� �� 	���� -�..� �������

�� �
�� �����!G 	��!�!
∑v

l � �	��!�!
∑v

n� 0�� �����
∑v

n �����
���
	��� ��$�! ����� ����	�!� ������� ���������	#�� B� ��������
��� 	��!�� ����#

∑v
l ����� $��# 
����� ����������
�� �	��!�

�! ����#�
∑v

n�

����� ���#� >������	
 ����� � �������	�
∑v

l ��#� ��� ����	��
���	���� ��� ����� ��� Φ �	�	��� ��&�� �� �	��	��������
�������!


�����������	 0����� 
����� �������� ��� ��	�
�! 
�	�� 
 	��
�!�� ����#

∑v
l ���� 
������ ���������� 	�,# 
 ��� 
��,��� ���

�� Φ� ������� ���
��� � ������� ������� ���� $� ��� 
�����
��	#�� �	� �
�$���� ��$��� F�	�� ����� ��	� ����! 
��,�� �������
� �
� ����� ��$��� �� 
�	�� ����� ��
� �	�� A���� �$������ 
�����
���������� 
 
��,�� ���� Φ ���� ��	�
�! 
�	�� 


∑v
l � ��	#�� ��	�

��� 
��,�� ���
��� � ����� �������� �! ��$�� ������� ��
�
��� �
�������� ���������	#�� ��$���

0���# V : ����� 
��,�� � V ′ = π(V ) : �� �������� 
 Υ� %�	� V ′

������� ��������	#��� ��$�� 2��� ��
����� ���� ��	� �����# 
���
,�� V ′ $�	#,� 25� �� 
��,�� V � ���
���� �����	���� ���������
��������	#��� ������� 0�����	���� �����#� ��� �����# 
��,��
V ′ � ���
������� 2� %�	� �����# ��
� 1� ��� 
 ��	� �,�� ������	��
���! � ���������� Φt �	��� Υ� 
��,�� V ��� ��� ��� � V ′� �
	�����
������!� ��� �����
������ �� 
�$���� %�	� �� �����# ��
� 2� ��



+./ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����


��,�� V ′ : �������� � 
��,�� V ����� �����# 3� � �! �������
� �
� �
�������� ��$���  ��	� 
�$��� 
��,�� V ��� �� ��
�
	����� ��������	#��� ��� � ���$�
�	��#� ?�������	#��
� �������
�� �

A���� �$������
∑v

l ����	���
����� 
 ����� �	�������
∑v

l (γ)� ����
��� �� ������� ����
����
��� 
��,��� ��������� ��������	#��� ���
���� γ ���� Φ� B� �������� ��� ������ ����� �	������� ���� �����
������
��# ���
����� �� �������

0���# γ : ��������	#�� ������ ���� Φ � T (γ) : ��� ���,������
0� ������	��� ������� 
�� ��������	#�� ��$�� ����
� T (γ) ������
����� 
 γ� D���� ����� 
�� 
�������� ��$�� �� T (γ) 	����� ���
����

 ����$���� ������
� 
��,� �� ����
����
������ ������ γ′ ���� Υ�
0������ ���,����� �
�� ���	���� ��������	#�� �����! ���� Φ
� ������������ � �� ��������	#��� � �� 
�������� ��$����
; �����! ������� 
 ��	� 	���� -�..� 
�	����

∑v
n ��
� ����� ��


��� ��������	#�� � 
�������� ��$��� 
������!� ������ ��
������� ��
���� ��	#�� �� 
������
 ��	� ����
	��! � ������ �����

����
������ ��$��� A���� �$������

∑v
n � ��#,�� ��� ����� �� 
���

��������	#�� ������� 
�	���
∑v

n(γ)� ��� �����
∑v

n(γ) �$�����

�	�� 
 �	��!�� ����# ��$�� �� T (γ)� ��,� ��	# : �������#� ���

Σv
l (γ) + Σv

n(γ) � 0. (∗)
0������ ���� &$������ 	�
�� ����# ���	����� ���
���
� ���
���

∑v(γ)�
0����� 
����� �������� ��� 
�������

∑v(γ)� �� ������	���� ���

���� ��	#�� �� 
������	#�� �����
	����� 
������
 ��	� ��������
���� 0������ ��� ��������	#��
� ���
���
� (∗) ���� ������	����#�
��� ��	� ���������� 
������	#��

 ��	#�!,�� �� �����$���� ������
��# ���# Υ � ��������
��� Φt� ������� ����
��	�
���# ���
���
 �� ��	�
�� ������� � �
���� � 	��!�! �����

∑v
l � � �	��!�! �����

∑v
n 2�� �� � �	�

��������	#�� �������5�
����� ���$� ) ��������� ���� �����	�	&���� �� ���	����

�# Φt �����	�	&� ��	 ���� ����	 	��� � ���� �	��	&�	���
!

89: )���	� �	�� ���	���� ����� ���# � ���	�	�	
 �	��&�	
 ����
��� V ��� Φ!�

8;: )���	� �	�� ���	���� ����� ���# � ���	�	�	
 ���������

�	��� V ��(�� e ��� Φ!

��� �����	�� V �������� ��	��������� ������	���� �	 ����
��		 Φt ���

�	��� 	� π−1
�
π(V )

�
�



��(� )����

��	��� *�	
����#��� 	�
� +.9

�������	� ���� Φ  ���� Υ �	(��� �	��� V  �		����������	 
�	��� π(V ) � ��	&������ �������� ����� ��� ����
! �	������
��� ��� 	(	����� ����� Φ  Υ! "	��� ���� Φ ��	��������� �� Υ 
���� Υ �������� ���	������ ������������� �		��������#$��	
�����  ��� Υ �	����&���� ���	���#��� ��� ���	�� ��	����! *��
�	����� Φt �	�	&���� ���	����# Φt ������������	
 ��� Φ 
������ �	������# ���	����# ����� Υ! 5��
���  �����
��� ���
�� ���������	
  �	��	������	
 �	������#$� �	����� ����	

����� ���	����
 Φt  Φt �	�����#�!

I���� -�./ ���� 
��������# ������	����#� $�� ��������� �$���
���� ��� ���������� Φt ����
	��� � ����� 	�,# ������� 
��,��
���� Φ� � 
�� ��	�
�� 
������ ���������� ������
	�� � ��#� ���
����� ���� ����
	�� 

����

0���#� ��� � 
�,�� γ′ : ������ ���� Υ� E������� γ′ �� 
��� ����
��
�� 
��,���� �������� 
��� ��$��� �� C1� � �
	������� �	��

������� "������� ��	����� ������� �$������ ����� γ′i�

E��������� �����
�	#�� �������� γ′i� E���$#�� 
��,�� �� γ′i
� �
� �	����� U1 � U2� ����� � ���
��� �� �� 
�� 
��,��� �������
�� ��$��� �� C1� &��������� γ′i ���� �� �
�� 
������� �����$�

�� ��� ������ ���������� 
��,�� �� γ′i�

����� ���%� /���� U1 �� �	&�� �	���&��� (	��� ���� �	����	�
��������� �����!


�����������	 0�����	���� �����
��� E��������� �����	#�
�! ������� δ� ���������! ��� ���	���
���	#�� 
��,�� �� U1�
?	� ����� �������� �����G

tn1 = 1, ts1 � 2, tn2 = ts2 = vs = 0, es � 2,

�������
ind(δ) = 2(tn1 − tn2 ) + ts1 − ts2 = 2 + ts1,

�
stat(δ) = 2vs + es = ts1,

��� �����
������ ������	������ �������� I���� �������� �
����� ����� 2�&�� �#(�� ����� ����� H1  H2 �	����� ����

�� � U1 ������ ���	���� ���� �	����� ����� � U2!


�����������	 F�� ��������� �$������ $���� ������#� ��� ���
��� H1 � H2 �� ������ ��� ������� 
��,� �� U1� 0�����	���� ����
��
��� ���� ����� H1 � H2 �� ���� ���	���
���	#�� 
��,� �� U2�



+.- ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

E��������� ����#,�! ������� δ� ���������! H1 � H2� &$����
��� ����� ui ��	�����
� 
��,� 
 Ui ∩ δ� 6� 	���� -�.9 
�������� ���
u2 = u1 − 3� ; �����! �������

u2 = vs + tn2 + ts2 − ts1 + 2, u1 = tn1 + 2,

������ tn1 = vs + tn2 + ts2 − ts1 + 3� &����� 
 ��	� 	���� -�.*� �����
����� ���
���
� tn1 � tn2 + vs + ts2� ������ t

s
1 � 3� �� ts1 � 2� ���

��� � �����
�� 
��,��� �� γ′i � �������� �������� ��$�� �� C1�
0����
������� I���� �������� �

6� 	��� -�.9 � -�.- 
������� �	������! ����	#����

����� ���&� /�&��# ���	�����# ������ � ������ U1 �	&�	
	(B����� � ���� � �	�����
 � ��
 �����	
 � U2 ��� ��	(� �	���
������ ���� �� �����������!


�����������	 0�����	���� ����	�� ��� ������
��� ���� $�
��� ���� H = {h1, h2} ������� 
��,� �� �	���� U1� %�	� �$� ���

��,�� ����
��� �� �	��� U1 ������� �� �
�� ����
�� 
��,� �
��
������� 	���� ���
��	#�� 0���# ��� �� ���������
����� 
���
,�� ������ h2� � �
	����� ����
�!� &$������ ����� b1 ��	���� ��
h1 ������� � h2 
��,�� �� γ

′
i�  ��	� 	���� -�.9 b1 ∈ U2�  ������
�

���
�! ���� 
�$���� {h2, b1}�
F���� �����# �
����#�� �� ���� H 
 ������ b1� �����	��� ������#

���$���� � ����� �� ��� ���� ���� � ��!��� �� ����
�! 
��,��
�� γ′i� %�	� �$� 
��,�� �� H �����
��� �� $���� �
����#�� ���
���
��� 
 �$� ������ ��H � ?	� �����! �	������! �����
�! 
��,��
h �� U1 �������� ����

%�	� ����,���
����� h 
��,�� x �����	���� U2 � ��� � 
���
��� � 
 ��� ����� �� 
 ������
� �	������! ���� 
��#��� {x, h} �
�����	��� �
������ 6���� 
 ��	� 	��� -�.9 � -�.-� �	������� �� h

��,�� y �����	���� U2� � 
 ������
� �	������! ���� �� 
��#���
{h, y} � �����	��� �
������

0������� ��� ������� ��������� ��������� � 
 ����	#���� ��

����� ��!��� �� ����
�! 
��,�� �� γ′i� h������ γ

′
i ���$�
�����

������ ������� 
��,� �� U1 � ����	#�� $�	�� ��	��� �������
��
 γ′ij � D����! �� ����� ��������
 �	� ������� � �
�� �����
������ ������� 
��,� �� U1� �	� ����� ���� �����	���� � ����
���� �������� γ′ij � � 
����! ��� ���� ��
������ � ����
�! 
��,��!
�� γ′i�

0�����	���� ����	�� ��� γ′ij ������� �
��� ������ H1 � H2

������ 
��,� �� U1�  ��	� 	���� -�.- ������� γ′ij �������� ���



��(� )����

��	��� *�	
����#��� 	�
� +.=

�� ������� 
��,� �� U2� � 
�� 
��,�� �� U1� 	������ 
���� γ
′
ij �

������������ 
��,���� �� U2� 0������� ��� 	���� 
����#� �,� ����
������� ���
 � ���
�! ���� Hi� �������� ���$����� ���� �	� 
���

��,� �� U1� 	������ 
���� γ′ij � � ����!��� � ���	���! 
��,��
�� γ′ij � %�	� �� ������� γ

′
ij ������� ��
� ���! ����! H1 �������


��,� �� U1� ��� �� ������	���� ��� �
����� �� γ
′
ij �� ���! ����

�� �����! 
�����! 
��,��! �� U1 �	����� 
��,�� �� U2� 0������
�,� ���������� ���
 � H1� ��
� �������� ���$����� ���� �	� 
���

��,� �� U1� 	������ 
���� γ′ij � � ����!��� � ����
�! 
��,��
�� γ′ij �

E��������� �����# ����
,���� 
��������#G ������	����� ��� �
�������� γ′i �� ������� 
��,� �� U1� A���� 
�� 
��,�� �� U1� 	��
����� 
���� γ′i� � �
�� ����� �������
��� � 
��,���� �� U2� A���
$����� ���� �����# �������� ���
���� �$������ I���� �������� �

&$������ ����� U2(γ′) �$<������ ������
 U2 �� 
��� �������
��� γ′i� 6� 	���� -�.= 
������� �	������! ����	#����

����� ���*� /�&��# �����#$�# ������ � ������ γ′ �	&�	
	(B����� � ���� � ���	�	�	
 �	�����
 � ��
 �����	
 � U2 ��� 
��	(� �	�������� ���� �� �����������!


�����������	 6������ ������
� ��� ��	������� ��� �$<�����
�� 
��� ���� ��������� �	� ��������
 γ′i � �����#� 	���� -�.=�
A�� ��� ����� ����
����
����� ����� �������� γ′i� � ������������
�� ���������� �������� ���
����#� ��� � ������������ ����� � ���
��� ����
����
����� ������ ���������� ?�!��
���	#�� ������
�
� ������ �������� γ′i � γ

′
j ������������ �� 
��,��� �������� 


������ �� ��������
� �������� � �	���� U1 �� �
	���# ����
�!� �

����� � 
 ��� ����� I���� �������� �

&������� ��� 
��,��� �� U2(γ′) � ������� ��$��� �� �	���
�� C1�

 ������ � ������� ���������� Φt� �������� ��� 
 	��!��

������	#�� ����#

∑v
l (γ) �� ���
�! 
������� ���� ���	�����	#�!


�	�� ��� �	�
����� 
��,��� ��� � ������ �������� 
��,���
�������� ��$��� �� C1� ?	� ��	����� ���$����! ����� �

∑v(γ)
�� 
�	���� ������ ����� 
��,�� 
 �������! ���# Ψ 
 ���� Φ�

E��������� ����	� �����
�	#�� ���� {h, x} �� 	���� -�.@� ���
h : �	�
����� 
��,��� � x : 
��,�� �� U2� &$������ ����� eh

�����
��� ��$�� �� C1� �������� h�
0������� �� ���� {h, x} ���# Ψ 
 ���� Φ ���� 6������ �
� 
�������

���G �	� x : ������� 
��,�� ���� Υ� �	� x : ���
���� 
��,��



+.@ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

������ 3 ���! �����  ���
�� �	���� Ψ : ��� �����
��! ���# 

���,����� T (γ) ������ γ ���� Φ� ���������! �����
��� ������
���������� 
 x ������� 
��,�� X ���� Φ � �����
��� �
��
������� ��$�� Eh ���� Φ� ��������������� 
 eh�  � 
����� �	����
�$������ ����� ex �����
��� ��$�� �� C2� �������� x� � �����
��	�� Ψ ��� �����
��! ���# 
 ���,����� T (γ) ������ γ ���� Φ�
���������! ��$�� Eh � �����
��� �
�������� ��$�� Ex ���� Φ�
��������������� 
 ex�

0���# E : ��	�
����� ��$�� �� C1� �������� ������ γ� 0��
������ �� ��$�� E ���# Ψ 
 ���� Φ ���� &$������ ����� e ��������
��$�� E 
 Υ� � ����# x : 
��,�� ������ γ′ ���� Υ� �������� e�
6������ �
� 
���������G �	� 
��,�� x : ������� 
��,�� ���� Υ�
�	� ���
���� 
��,�� ���! �����  ���
�� �	���� Ψ : ��� �����
��
�! ���# 
 ���,����� T (γ) ������ γ ���� Φ� ���������! �����
��
�� ��������������� 
 x ������� 
��,�� X ���� Φ � ��$�� E�
 � 
����� �	���� �$������ ����� ex �����
��� ��$�� �� C2� ����
����� x� � ������	�� Ψ ��� �����
��! ���# 
 ���,����� T (γ)
������ γ ���� Φ� ���������! ��$�� E � �����
��� �
��������
��$�� Ex ���� Φ� ��������������� 
 ex�

0� ���������� ����� ����� �	������! ����	#����

����� ���+� ����� γ � ��	��	���	� ������ ��� Φ! �	���	���
��� ���� ��� ������ γ ��� {Ψ} �	����	 �� ��������#���  �	����
&�� ��� ������ ��#$� 	����������
 ����� �

∑v
l (γ)!

0���# V1, . . . , Vk : ���	���
���	#�� 
������ 
��,�� ���� Ψ�
�������
��� �� �����
���� ��$�� E1 �� Ψ� 
�������� 
 C1� &����
���� ��� � ��� 
��,�� Vj � �
	����� ������! 
��,��! ���� Φ�
� ��$��� ���������� ���	���
���	#�� Vj � : 
�������� &$������
����� ξj �������� 
������ ��	� ���������� 
 
��,�� Vj � 
�����
��	#�� ��#� 6������ �
� 
���������G �	� ����
�� ��$�� E2 ���� Ψ�
��	���� �� E1� 
�������� �	� � 
��������  ���	���� �	����
E2 ∈ C2 �� ����������

 ���
�� �	���� �������! 
�	�� 
������
 ξj 

∑v(γ) ����� 
��G

−ξ1 + |ξ1 − ξ2|+ · · ·+ |ξk−1 − ξk|+ |ξk| � −ξ1 + |ξ1| � 0.

 � 
����� �	���� �������! 
�	�� 
������
 ξj 

∑v(γ) ����� 
��G

−ξ1 + |ξ1 − ξ2|+ · · ·+ |ξk−1 − ξk|+ ξk � −ξ1 + ξk + |ξ1 − ξk| � 0.
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A���� �$������ �������! 
�	�� 
������
 ξj 

∑v(γ) 
����� ������

����	�� A����# �� 	���� -�.7 
�������� ���
∑v(γ) ���������	#��

?�������	#��
� ������� -�./ �������� �
(�������� ���#� ����� Υ � ��	&����� �����	&������ �	�����	

��������� ������������� ���� �!�! Υ �	������� �	 ��	�
 �����	�
&����	
 �	��	����	
! "	��� ��� ��&�	�	 ��������� γ ��#� ����	
�����#$� �		��	����!

• C��� tsi  vs �� ����	��	��� 2  ����	� 	�������#��� ��	�
�	������ ����� ���������!

• +	��� �	�	 vs + tsi � 2 ��� i = 1 2!

��'� (� #� )��*����

N +������������ ���������

��������! �����	 ���
��� ������� 	���	#� �����	#�� �
��������	#�� ����! � n�������
��� �	��������� �������� ���
n�������
��! �	������#� (R2, ρ) ���
����� �	������# R

2 � ���
��! ρ� ��� ������� ��������# Σ = {x ∈ R

2|ρ(x) = 1} �	� ���� ρ
��
������ � ���
�	#�� 2n����	#����� 
������ 
 �
�	���
� ����
���� ��������# S1 ���� ��� ���� ��� 
��,� 	���� � ��� �$������

��%��� �����	
� ��
����	
� ����

� n�
��������

� ����������

 
���� �������� �������

�����������	 ;��#� ������
����� �������� ������
�� ���
�����
������
��
� ��	� �� �	�� � ���
������� �	�� 	�$�! ����� �������

����! ���� ������
��

�����������	 ;��# ���
����� �	�����	 �������	
� ��	� 	�$�!
��������� ��	�! ������� ���� �
	����� ������!,���

0�	���� μi = (cos π
n i, sin

π
n i)� i ∈ Z+� &������� ��� μ0, μ1, . . . , μ2n−1

: ���	���
���	#���# 
��,� �������	#��� Σ�
0���# Γ: G → R

2 : �����
�	#�� �
�������� 	��!�� ���#
� γ : �������� ��$�� ���� Γ� ��������
��� ���� �� �
�� 
���
����� �����$�
� %�	� ����
	��� ����� ��$�� �������� 
� 
�����
�� ����� ������ 2n����	#��� Σ� �� $���� ��
����#� ��� �������
�� ���������� ��(�� γ ��
� ���! ������ 2n����	#��� Σ� � ��	�



+*1 ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

����
	��� ����� ��$�� �������� 
 
��,�� 2n����	#��� Σ� �� $��
��� ��
����#� ��� �������� ���������� ��(�� γ ��
� ���! 
��,��
2n����	#��� Σ� &$������ ����� fl(γ) �������� ����
	��� ��$�� γ�

?	� 	�$�� ���������
 A � B �� 2n����	#��� Σ �$������ �����
α(A,B) ����� ���� ���# ��	�
 ����� �������
�������� �����
x ∈ A � y ∈ B� � ����� β(A,B) : ����� 
����� ���# ��	�
 �����
�������
�������� ����� x ∈ A � y ∈ B� %�	� γ1 � γ2 : �
� ������ ���
$��� �� 
 
�������� α(fl(γ1), fl(γ2)) � β(fl(γ1), fl(γ2)) ��� ����������
fl(γi) $���� ������# �������� �	� ��$�� γi� i = 1� 2� ��������
��
�� �� �� �$��! 
��,���

0��
���� ��	�� ������� 	���	#�! ��������� 	���	#� ����
��	#�� ����!� (�	������ ����	#���� $�	� ���
����� ��	����

 3./+4�

'������ ���%� >����	&������ ���
��� ���� Γ: G→ R
2 � ���	�

�	�	
 ������
 �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) �������� �	�
�����	 �������	
 ���  �	���	 ��� 	��	�������	 ���	���#���
�����#$� ���	��G

89: ��&��� ������ ������ 1 � ��������K

8;: ��� �#(�� ���� ���&��� ��(�� γi  γj ���	������� ����������	

α
(
fl(γi), fl(γj)

)
� π

n [2n−1
3 ]K

81: ��� γ1  γ2 � ��(�� ��������� ���������
 ������ ������

2 �	 α
(
fl(γ1), fl(γ2)

)
� π − π

n K

8D: ��� �#(�� ���� �	����� ��(�� γi  γj  ��������� ���������

������ ������ k k � 3 ���	������� ����������	

β
(
fl(γi), fl(γj)

)
� π

n

(
[
2n
3

] + 4− k
)
.

�������	 <	 ������� ) 7= �������
 ��� ������� ��������� ������ �� ���(
������� 6
 � ������� ��������� 0 4 /�����������
 ��� n �= 3 �	 ������ 2) ��(
����� ) 7= �������
 ��� ���� ��'�� ������� γi � γj �� ������ π

2

 ������� ���

����� n ������� ��� ���������
 ��� � ��������� ������ �� ���������� 4 .��
n = 3 ����� 2) ������� �����������
 ��� ������� ������ �� ��'�� ���� ������ 6

������ ����� 4) ������� ����������� ������� ��������� ������ �������� 

�������	 <	 ������ 2) ������� ) 7= ����
 ��� ������ ������� 4 ����� �	(
������� ������ ��� n = 2
 3
 4
 6 .�� ����
  ������� n = 2
 4
 6 ���������� �����
���	��� ���������  ������ 2n(��������� Σ � ���� ��'�� ��������� �������(
�� �	 ���� ������ ������� ���'�� �������� π

2
 5�� �����
 ������ ������ 4) ��

���������� �������������� ����������� �� ��������# ��������� ����� ����� 



��+� N 0������������ '��	��	
� +*.

!��� '� n = 3
 �� �����%�� ���������� ���'��� ���	������
 ��'�� ������(
��� �����'������ �������� ����
 ��������� �	 �������
 ���� ��� ����� �����

��%�������� ��������� ������
 �����
 ��� ������ 1)
 2) � 3) ������� ������(
#���
 �� ���� �� �������� ����������
 �� ��� ) > ,	�������� ���������� ��'(
���� ����� γi ���� ������ �	 Σ
 � �� ���� ,	� ����#������ ������ ��� ������
deg(z) = 4
 5- ��'�� �������� ������� ���� π

3
- 5�� �����
 ��� ���������

����� ������� 4
 5
 6 ������ ������ 4) ���������� ����������� �����������
������ ��� n = 3 <���� ������
 ��� n �= 3 ������ ������ 4) ��� ����� ������� 4
������� �	�������� 

/����
 ��� ��������� ����� ������� 3 ������ ������ 4) �	������� ����� �
������ �����
 ����� 2n ≡ 1 (mod 3) !��� '� 2n �≡ 1 (mod 3)
 �� ��� ��'��� ����� n
�������#� �����'������ �������� ����
 ��������� �	 ���� �����
 ��%��������
��������� ������
 �����
 ��� ������ 1)
 2) � 3) ������� ������#���
 �� ���� ��
�������� ����������
 �� ��� ) ? ,	�������� ���������� ��'���� ����� γi ����
������ �	 Σ
 � α(fl(γ1), fl(γ2)) = 2π

3
+ 2π

n

 α(fl(γ2), fl(γ3)) = 2π

3
− π

n

 α(fl(γ1), fl(γ3)) =

2π
3

− π
n

��� 2n ≡ 0 (mod 3)
 � α(fl(γ1), fl(γ2)) = 2π
3

+ 4π
3n


 α(fl(γ2), fl(γ3)) = 2π
3

− 2π
3n




α(fl(γ1), fl(γ3)) = 2π
3

− 2π
3n

��� 2n ≡ 2 (mod 3)- 5���� ����	��
 ��� n �= 3 ������
������ 4) ������� ) 7= ��'�� 	������� ������� 4′)4

4′) ��� �#��� ��� �������� ����� γi � γj 
 ��%�������� ��������� ������

������� �� ������ 3
 ���������� ��������� β
�
fl(γi), fl(γj )

�
� π

n

�
[ 2n

3
] + 1

�
 

���� ��(� )���	��� �����	���� ��
�� *+,(z) = 4, 5, 6�

���� ��-� )���	��� �����	��	 ��
�� *+,(z) = 3�

H��$� $�	�� ��	��� �������
��# 	���	#�� ��������� �
����
����� 	��!�� 	���	#� �����	#�� ����!� �� 

���� �	�����
��� �������

E��������� �����
�	#�! 
����� ξ� � ����# K : �������� ������
����
� ��������� Σ� ;
�!��
� 
������ ξ� ��������� 
 ���� ��� ����
�
	��� ����� 
������ 	���� 
 K� $���� ������
��# ���G type(ξ) = K�
��� ���� $���� ��
����#� ��� ����	� ξ ���� �� K� D���� �����
����� �� $���� ��������
	��# type(ξ) � ������
� K� ?�	��� ��	�



+** ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

K = {μi}� ��� μi� i = 0, . . . , 2n − 1� : 
��,�� �� Σ� �� $���� �����#
type(ξ) = μi � $���� ��
����#� ��� ����	� ξ ���� �	�����
 ���
0�� ����� ��	� �� �
���� ���� ��
� i� �� $���� �����# type(ξ) = ∗�
?�	��� ��	� K ��	��� �� 
��,�� �� Σ� �� $���� ��
����#� ��� ����
�	� ξ ���� ���	�����
 ��� %�	� K ������� �� 
��� ����� ����
�� μiμi+1, μi+1μi+2, . . . , μi+k−1μi+k �������	#��� Σ� ������ 
��,��
� μi � μi+k ����� $��# 
�	����� � ����� � ��� �� $���� �����#
type(ξ) = [μi, μi+k]� (μi, μi+k)� [μi, μi+k) �	� (μi, μi+k] 
 ��
�������� ��
����� 
�	���� 	� 
��,�� μi �	� μi+k 2����
����
��� “[” �	� “]”5 �	�
�� 2����
����
��� “(” �	� “)”5� 0�� ����� ��	� ��
����� ��� K �������
�� 
��� ����� �������! ������ �������	#��� Σ� � ��� ���� ��
�
���� �� ����!� �� $���� �����# type(ξ) = []� ()� [) �	� (] 
 ��
����
����� �� ����� 
�	���� �	� �� ������� 
��,�� �������

0���# Γ: G → R
2 : �����
�	#�� �
�������� 	��!�� ���#

� γ : �������� ��$�� ���� Γ� ��������
��� ���� �� �
�� 
������
�� �����$�
� A�� ��� ����� γ ���� ���������
��# ��� 
������ �� �	�
γ ������	� ���� ������! �� $���� �$������# ����� typee(γ)�

0���# γ1 � γ2 : �����
�	#�� ������ ��$�� ���� Γ� ���������

��� �� �$��! 
��,��� F���� ��
����#� ��� ���� (γ1, γ2) ����
�	�����	��� k� � $���� �����# fall(γ1, γ2) = k� ��	�

α
(
typee(γ1), typee(γ2)

)
=

2π
3
− kπ

3n
.

�� ���� -�7 ������� �
� ��$�� γ1 � γ2 ���� K1 � K2 ����
����
���

�� ����
	��� � ���	 α = α
(
typee(γ1), typee(γ2)

)
�

���� ��.� /�0������
� 1233(γ1, γ2) = n
�
2 − 3α

π

�
�

 
���� ������ ��� ������ z � �$������ ��� ����� typev(z)�
0���# 
��,�� z ���� Γ ����� �����# l � γ1, . . . , γl : 
�� 
��������
�� z ��$��� ��������
��� �� z� F�� ��������� �$����� $����
������#� ��� ���	���
���	#�� ��$�� γi� i = 1, . . . , l� ����� ���	���
��



��+� N 0������������ '��	��	
� +*+

���� ���4� 5�� ������� z�

��	#�� ����
	��� ��� �$���� ���	� �������� 
 ��	�����	#��
����
	���� ��� ���� -�.1� 0�	����

typev(z) =

=
{
typee(γ1), . . . , typee(γl); fall(γ1, γ2), fall(γ2, γ3), . . . , fall(γl−1, γl)

}
.

'������ ����� >����	&������ ���
��� ���� Γ: G→ R
2 � ���	�

�	�	
 ������
 �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) �������� �	�
�����	 �������	
 ���  �	���	 ��� ��&��� ������ x ��� Γ
���� ������� �	�	��� �� ����	��	�� 6  	�� � �����#$� ��	�
2� �	��	���# �	 ��&���5G

89: ��� deg(x) = 1 �	 x � �������� ������ �#(	�	 ��� �!�!

typev(x) =
{
[]
}
K

8;: ��� deg(x) = 2 �	

8E: ��� ���������
 ������ typev(x) =
{

[], []; 3− n
}
K

8F: ��� ������	
 ������ �� 2n ≡ k (mod 3) k = 1 2 3 ���

�� typev(x) =
{

[μi, μi+ n+k
3

], [μj , μj+ n+k
3

]; k
}
K

81: ��� deg(x) = 3 �	

8E: �� 2n ≡ 0 (mod 3) ���� typev(x) =
{
[], [], []; 3, 3

}
K

8F: �� 2n ≡ k (mod 3) k = 1 2 ���� typev(x) =
{
∗, [], ∗; k, k

}
K

8G: ��� ������ ��������  2n ≡ 0 (mod 3) �	

typev(x) =
{

[], [], ∗; 0, 3
}
K



+*/ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

8H: ��� ������ ��������  2n ≡ 2 (mod 3) �	

typev(x) =
{

[], [], ∗; 2, 2
}
K

8D: ��� deg(x) = 4 �	 n = 2 3 4 � 6 

8E: �� n = 2 4 � 6 ���� typev(x) =
{
∗, ∗, ∗, ∗; n

2 ,
n
2 ,

n
2

}
K

8F: �� n = 3 ���� typev(x) =
{
∗, [], ∗, []; 3, 3, 3

}
K

8G: ��� ������ ��������  n = 3 �	

typev(x) =
{

[], [], ∗, ∗; 3, 3, 3
}
K

8<: ��� deg(x) = 5 � 6 �	 x � �������� ������ n = 3 

8E: ��� ������� ������ ����� 5 �	

typev(x) =
{

[], ∗, ∗, ∗, ∗; 3, 3, 3, 3
}
K

8F: ��� ������� ������ ����� 6 �	

typev(x) =
{
∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗; 3, 3, 3, 3, 3

}
!

��%��� 7��������	
� ���� 
� n�
��������

� ����������8
��� 2n ≡ 1 (mod 3)

 ���� �����	� �� ���,�� �������� �
�!��
� ��������	#��
����! � n�������
��� �	��������� ��� 2n ≡ 1 (mod 3) 2��	� 
 ��
���
����� �� ��������! � n� �� ��� ��
������� 
��� �	� 	�$��� n5�

0���# Γ: G → R
2 � Γ′ : G′ → R

2 : �����
�	#�� ����� ������ Γ′

����� $��# �	�$� ����������
�� � Γ�

�����������	 0����
�	#�� ���������� ���� Γ′ ���
�� ���	����
��
 � ���$������� ���� Γ� 0�� ���� ���# Γ′ $���� ���
��# ��	�
���	�	 ���$�������

�����������	 ;��# Γ: G → R
2 ���
����� �������	
 �	� ����

��������	
� ��	� �	� 	�$�! ����
���! � ������ ����������
Γ′

t : G
′
t → R

2� t ∈ [0, 1]� ��� Γ′
t=0 = Γ′ : �����
�	#�! ��� ������	��

�� ���� Γ� 
���	�� �����,���

d

dt

∣∣∣
t=0+

l(Γ′
t) � 0.

6���� ����� �	������� ��
��������



��+� N 0������������ '��	��	
� +*9

'������ ���&� /�&��� ������������� �����	&������ ���
���
���� �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) �������� �	�����	 ���
�����	
!

���� ����� #��	��� �����	��	 �� $��
���	��	 ��
� �	 n6��������	����
������
�� 0�� 2n ≡ 1 (mod 3) � n � 5�

�������	 9� ��'��� �������� ����������� �����'������ �������� ����
�� n(������������ ��������� ������� ������������� 

9� ��� ) 77 �	����'��� �����'������ �������� �������� ����������� ����
�� n(������������ ���������
 ��� 2n ≡ 1 (mod 3) � n � 5
 � ���������� ����(

���� z1 � z2 ����
	
∗, ∗, ∗;−2, 1




 ��� fall(γ1, γ3) = −2 � fall(γ3, γ4) = −2 .�� ����

����  %���� �� ������� ������������� 

6� ������ -�.9 � -�.- 
���� ��� �	� �	���� 2n ≡ 1 (mod 3) �����#

��,�� ����� ��
��#�� 4 ��	#�� ��� n = 2� ���� 
 �	���� ��������
���! �	�������� 0�	�� �	����������� ����������� ��������	#��
����! ��	���� 
 3=*4� ��� ������� -�./� ������� �� $���� ���������
��#
��	#�� �	���! n � 5� ������� �����!��
� 	���	#� �����	#�� ���
��! � n�������
��! �	������� �	� �	���� 2n ≡ 1 (mod 3)� n � 5�

��������� �� ������ -�.9 � -�.-�

(�������� ���$� >����	&������ ���
��� ���� Γ: G → R
2 �

���	�	�	
 ������
 �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) ��� 2n ≡
1 (mod 3)  n � 5 �������� �	�����	 �������	
 ���  �	���	
��� 	��	�������	 ���	���#��� �����#$� ���	��G

89: ��&��� ������ ������ 1 � ��������K

8;: ��� �#(�� ���� ���&��� ��(�� γi  γj ���	������� ����������	

α
(
fl(γi), fl(γj)

)
� 2π

3 − π
3n K

81: ��� γ1  γ2 � ��(�� ��������� ���������
 ������ ������

� 2 �	 α
(
fl(γ1), fl(γ2)

)
� π − π

n !



+*- ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

(�������� ���%� >����	&������ ���
��� ���� Γ: G → R
2 �

���	�	�	
 ������
 �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) ��� 2n ≡
1 (mod 3)  n � 5 �������� �	�����	 �������	
 ���  �	���	
��� ��&��� ������ x ��� Γ ���� ������� �	�	��� �� ����	��	�
�� 3  	�� � �����#$� ��	� 2� �	��	���# �	 ��&���5G

89: ��� deg(x) = 1 �	 x � �������� ������ �#(	�	 ��� �!�!

typev(x) =
{
[]
}
K

8;: ��� deg(x) = 2 �	

8E: ��� ���������
 ������

typev(x) =
{

[], []; 3− n
}
;

8F: ��� ������	
 ������

typev(x) =
{

[μi, μi+ n+1
3

], [μj , μj+ n+1
3

]; 1
}
;

81: ��� deg(x) = 3 �	 typev(x) =
{
∗, [], ∗; 1, 1

}
!

��%����� (�0�����

� ����

0���# Γ: G→ R
2 : �����
�	#�� �
�������� 	��!�� ���#�

�����������	 B������	#�! ���# 
 Γ� ���	������! �	� ��� 
�� 
��
����� 
��,�� �������� ����� 
 Γ �����# 2 � � �
	����� ������
��� 
��,���� �	� Γ� ���
�� ���#�

�����������	 D����������	���� ���
�� ���
�� �	�	�	��	
� ���
	� ����
	��� 
��� 
������
 �������� ���! ���
�! �������� � ���
� �� �� ������ 2n����	#��� Σ�

)����"��
�� ��%� /�&��� ��� �����������	
 ���
�	
 �����
�	&����	
 ��� �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) �������� �	�
�	�	��	
 ���	
  �� ���� ����� ���� ����	���
�	�	 	������ �	�
�	��
 �	������ �	��� ��	
 ��!

�����������	 ;��# Γl $���� ���
��# ���������
 ��� Γ� ��	�
�� ��	���� �����! 
��� ���! ���� Γ � �����	��!�� ��������

6� ��
������� -�9 ���	������



��+� N 0������������ '��	��	
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)����"��
�� ���� >����	&������ ���
��� ���� Γ: G→ R
2 ���

������ �����������	
 ����# �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ)
�	���  �	���	 �	��� �	��� ��� �� �� � �	�	�	���� ����� 
��������� Γl ��� Γ �������� �����������	
 ����# �� n��	���
�	����	
 ��	��	�� (R2, ρ)!

6� ��
������� -�- �	������ ��� �	� ������� ��������� �������
��	#�� ����! ��������� ��������#�� �������� ����!� ������� �
�������� ���!�

1 ���#��!2� � �	���� ���� '���'�����
#� "
� ��		�
������$
	�
# �� 	������
 ��
�!�

�����������	 >������ ��$�� ���� Γ: G→ R
2 ���
����� 1�������

���� ��	� �� ������� ������! 
��,�� ������ 1�

�����������	 ��
�������� 	��!�� ���# $�� ���	�
 � n������
��
��! �	������� (R2, ρ)� ��� 2n ≡ 1 (mod 3) � n � 5� ���
�����
��$�������	
� ��	� �� ���
����� ���
	��
����� �	������� ��	��

���G

2.5 �	� 	�$�� �
�� ������ ��$�� γi � γj 
���	����� ���
���
�

2π
3
− π

3n
� α

(
fl(γi), fl(γj)

)
� β

(
fl(γi), fl(γj)

)
� 2π

3
+

2π
3n

2
 ��������� 
�� 
��,�� ���� ����� ������ � 
�,� 35K

2*5 
�� 
��,�� ������ 1 � 2 : �������� � ������ 3: 
������K

2+5 ������ �������� ��$�� �
	����� 1��������� 
 ��������� 
��
� 1�������� ��$�� : �������K

2/5 ������ 
��,�� ������ 3 ������� �������� 1���������
��$��K

295 
 �����! 
��,�� ������ 2� �������! ��$��� γ1 � γ2 ������
��� ��� �� �� �
	����� 1��������� 
���	����� ��
���
�
α
(
fl(γ1), fl(γ2)

)
= 2π

3 − π
3n �

�������	 �������
 ��� �#��� ����������� ���� �������� ���������� 

�����������	 ;�
�������# 
��� ������ 1�������� ��$�� ������

�	#�! ���� Γ: G→ R

2� �� �$��! 
��,�� ������� 
������ � $�	��
����� � 1��������� ��$��� ���
�� �����  ��,�� ���� Γ� ����
����� ����� ���
�� �����	
 ��	�� O�� ���
�� �	��	�������



+*@ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

��	� 
��,�� ���
 ������� ��	#�� 1�������� ��$���� %�	� ���
������� �� k ��$��� �� ���
�� �� k������

;	������� �
� ��
������� ���� ���������
��# ��� �	#�����
��
�� ������	��� ������
��! �����

���� ����� �����
����	 ��
� �	 n6��������	���� ������
�� 0�� 2n ≡
1 (mod 3) � n � 5�

!�����"�
�� ���$� >����	&������ ���
��� ���� (�� ���	�
�� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) ��� 2n ≡ 1 (mod 3)  n � 5 
�������� ��$�������	
 ���  �	���	 ��� 	�� 	��	�������	 ��	����
��	���� �����#$� ���	���3

89: ������ ����� ��� �� ����	��	��� 3 �� ��	� ������ ����
��� 1  2 � �������� � ������ 3 � ���������4

8;: ���� �������� 	(B������� ��� ��� ���	������ ��(�� �	�	�
�	�	 � �	������  �	������ 1��������� ��(�� ���������
���	�	��� ��������� ������� ��	�	 ���4

81: ��	� ��&�� ���&��� �	������ ��(��� ����� 2π
3 + 2π

3n �
2π
3 − π

3n  � ��&�� �	������  ���	������ ��(��� ��&� �
�������� ��&�� 2π

3 − π
3n  2π

3 + 2π
3n 4

8D: ���� ��&�� ����������� ��(�	� ���	��	������ 1���	� 
���&��� � �� ��(�	�  ��&�� ��(��� �	��	������ 2���	�
���	�	 ������ 2π

3 + 2π
3n !

�� ���� -�.* ���
��� ������ ������
��! �����

!�����"�
�� ���%� >����	&������ ���
��� ���� Γ: G → R
2

(�� ���	� �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) ��� 2n ≡ 1 (mod 3)
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 n � 5 �������� ��$�������	
 ���  �	���	 ��� ��&��� �����
�� x ��� Γ ���� ������� �� ���� 3  ��	�����	���� �����#$�
���	���G

89: ��� deg(x) = 1 �	 x � �������� ������ �#(	�	 ��� �!�!

typev(x) =
{
[]
}
K

8;: ��� deg(x) = 2 �	 x � �������� ������ ����� ��� ��

�������� x ��(�� � �� 1��������� �	 typev(x) =
{
∗, ∗;−2

}
�

{
∗, ∗; 1

}
 ���� typev(x) =

{
∗, [); 1

}
  ��(�	 ��� [) � 1�

������	�K

81: ��� deg(x) = 3 �	 x � ���������� ������ ����� ��� x �

�� ������ ��	� �	 typev(x) =
{
∗, ∗, ∗; 1, 1

}
  	��	 � �������

��� x ��(�� �������� 1���������4 ����
{
∗, [], ∗; 1, 1

}
  ��(�	

��� [] � 1�������	�!

�����������	 0���# G : �����
�	#�! ����	��������! ����� =��
��������� ����� G �	 ��(�� eβ = [a, b] ��	�	 ����� ���
�����
���� G′� ��	����! �� G ��$�
	���� � ������
� 
��,� �����
G �������! 
�����! ����� c ∈ eβ � �����! ��$�� eβ � �
� ��$��
[a, c] � [c, b]� 0�� ����� 
 ������
� ������ ����� G′ 
��#��� ������
����� G� =��������� ����� : ��� ����	#���� �� �������� �$��
��� ��� ��$��� 6���	#���� ����� G ������
��� �$����� ���������
����	#���� ���� Γ: G→ R

2�
"������� ��� 	�$�� ����	#���� 	���	#� �����	#�! 2�������

��	#�!5 ���� ����� 	���	#� �����	#� 2��������	#�5� &$�����
��	� �������� ����	#���� ���� 	���	#� �����	#� 2��������	#�5�
�� � ���� ���# 	���	#� �����	#� 2��������	#�5�

0����
�� 
 ����
����
�� �����! 	���	#� �����	#�! �
����
����! 	��!�! ���� Γ: G → R

2 $�� ���	�
 � n�������
��!
�	������� (R2, ρ)� ��� 2n ≡ 1 (mod 3) � n � 5� �$�� ������
���
�������! 2�$�� ����� $��# ������5 ��������� ����	#���� ���� Γ�
��������	#���# ������� ��
���	#� ��������	#���� ������! �����
;��� �� ����� �$��� $���� ���
��# ��$��������� �������������
� ��� Γ� ?	� ����� �� �����$���� �	������� ���������

�9 &�����	�� �������� ��������� ���� Γ: G → R
2 �� 
��,��

x = {Γ: v → R
2} ������ $�	#,� 1� �������� ��� ����	��������!



++1 ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

���� G ��	������� �� �����! ��
�������� �������
 Iα �������!
��	�!��! �� �� ������ 0���# I1, . . . , Ik : 
�� �� �������� ���� �����
��� ai ��	��	��# 
 
��,�� v� 6����� ���,��� ��
�
�	�������
�������� ��	�!�� ����
 �������
 Iα� �������
 ��������
	��# ����
�� ai� F���� ��
����#� ��� ���� G′� ��	����! 
 ����	#���� ������
������� �� ��� ������! ��
�
�	������� ��	������� �� ����� G
���������� �	 ������ v�

0���# vj : 
��,�� ����� G′� ��	����� �� 
��,�� v� � π : G′ →
G : ������
��� ��������� ��������� 
 ��������
	��� 
��,� vj 

��� 
��,�� v� &$������ ����� Gm �
���� �������� ����� G′�
&�����	�� ������ ∂Gm ����� Gm ��� ������
� ��� 
��,� �� Gm�
������� ��� ���$������ π ������������� �	� 
 ������� 
��,��
����� G� �	� 
 v� D���� ����� $���� ��
����#� ��� ���� Γm : Gm → R

2

� �������� ∂Γm : ∂Gm → R
2� Γm = Γ ◦ π∣∣

Gm
� ��	���� �� ���� Γ

���������� �	 ������	
 ������ x�
�9 &�����	�� �������� ��������� ���� Γ: G → R

2 �� ��$��
γ = {Γ: eβ → R

2}� ��� eβ : ��$�� ����� G� 6���	#��� ���# Γ �� eβ

� �������� �� ��$�
	��! 
��,��� &$������ ����� Γm : Gm → R
2

����� ��	����� 
 ����	#���� ���������� � $���� ��
����#� ��� ���
�� Γm : Gm → R

2 � �������� ∂Γm : ∂Gm → R
2 ��	���� �� ���� Γ

���������� �	 ��(�� γ�

(�0�����

� ������������� ��������	
�� ��
��
�� �����
�	
� ��
����	
�� ���� 6��  ����� 0���# Γ: G → R

2 : ������

�	#�� 	���	#� �����	#�� �
�������� 	��!�� ���# $�� ����
	�
 � n�������
��! �	������� (R2, ρ)� ��� 2n ≡ 1 (mod 3) � n � 5�
0���!��� �����# ���������
�� � ��������� ������
��� ��������

���	�! ���� Γ�

6���	#��� ���# Γ �� 
��� �������� � 1�������� ��$��� �
�������� ��	����� ���# �� 
��� ��$�
	��� 
��,���� � ����� ��

��� ������� 
��,��� ������ 2 ����
{

(), (); 1
}

�
{
(μi, μi+ n−2

3
), (μj , μj+ n−2

3
);−2

}
2��� : 
�� ���� 
��,� ������ 2 	���	#� �����	#�� ����!� ���
����� � ����� 
�������#�� 
 ������
��� �����5� E��������� 
��
�
���� �������� Γi : Gi → R

2� ��	����� 
 ����	#���� ������ ����
������� &������� ��� 
�� ���� Γi : 	���	#� �����	#��

)����"��
�� ��&� '��� Γ ������������ �	���  �	���	 �	��� 
�	��� ��&��� ���� Γi ������������!



��+� N 0������������ '��	��	
� ++.

��!��� ��	�
�� ��������	#���� ����! Γi� ?	� ����� �� ������
$���� �	������� ������	����

�����������	 0���# G : ����	��������! ���� � ������! ∂G � G :
������� ����� G� >����� ∂G ����� G ���
����� �����	����	
 �
����� G� ��	� �� ������� �� 
��� 
��,� ����� G� �����	������ ∂G�
� ����� �� ��� 
��,�� ������� 
 G � G ����� ���	���� �������

�����������	 0���# Γ: G → R
2 : �����
�	#�� ���#� ∂Γ: ∂G → R

2

: �� ������� ;��# Γ: G → R
2 � ������! ∂Γ: ∂G → R

2 ���
�����
�	�����# ��� Γ� ��	� Γ = Γ

∣∣
G
� ��� G �
	����� ��������� ����� G�

� ��� ������ ∂G �������
�� �� G� %�	� ������# Γ ��	��� �� Γ� ��
�� ���
����� �	(������	
 �	�����# ��� Γ�

)����"��
�� ��*� /�&��� �	����� �	�����	 �������	
 2����
��������	
5 ��� �������� �	�����	 �������	
 2�����������	
5!

�����������	 0���# Γ: G→ R
2 : �����
�	#�� 	���	#� �����	#�

�� �
�������� 	��!�� ���# � P : P → R
2 : �����
�	#�� ����

���# 
 Γ� �
	������� ������ %��	���	� ��� P $���� ���
��# ����
��� ��$�� ���� Γ� � 	������ 
 P � �������� �����
�! 
��,��
���� P � 0�����# ���� Γ� ��	����� ��$�
	��� 
��� ��������
 � ���
�� P � ���
����� ��������� ���� %�	� ��$�
	����� �� � ��	#�� ��
��������� ������� ������� 
��,��� ���� P � 
������ �	� Γ�
�� ���,����� ���
����� ���������! %�	� 
�� ��$�
	��� �������
�� �
	����� ��������� �� ���,����� ���
����� �	������!

 ������ � ����� Γi� ?	� �����! Γi ���������� ������
� 
��� ���
��!� ���������� 
��,�� ������ 1 �� Γi� A���� ���� $���� ���
��#
����$� ����� ��� Γi� &������� ��� � �	� ������� �������� ���
�� 
������ ���,����� �
	����� �������� ;������ ����� �������
��������� 
������ ������� ���,������ ���
����� ����������
�	�������

E��������� ������
� {Γj
i : Gj

i → R
2} 
������ ������� ���,��

���! 
��� 
������������� ������� ����! ���� Γi� �� ���� ���
����
� ������� �������! ������� �� 
�	����� 2Γj

i � Γk
i � ��	� Γj

i

�
	����� ������#� Γk
i 5� &$������ ����� Mi ������
� �������	#��

������� �� {Γj
i} 
 ����� ������� � ��	���� M =

⊔
i Mi� '	�����

������
� M $���� ���
��# �	����$��������� �������������
��� Γ�

'������ ���*� ����� Γ: G→ R
2 � ��	��	����� �	�����	 ���

������� �����	&������ ���
��� ���� �� n��	���	����	
 ��	��	�
�� (R2, ρ) ��� 2n ≡ 1 (mod 3) n � 5  M � ��(	� �	����$���������



++* ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

������������
 ��� Γ! "	��� ���� Γ ������������ ���  �	���	
��� ��&��� ���� � M ������������!

�� ����� ��	�� ������
� M �� ������� -�.@ ���� ��������#�

�����������	 0���# Γ: G → R
2 : �����
�	#�� �
�������� 	��

�!�� ���#� B������	#�! ���# 
 Γ� 
�� 
������ 
��,�� �������
�� ����� 
 Γ �����# 2 � �
	����� �������� 
��,���� �	� Γ ����{
∗, ∗;−2

}
� ���
�� ������	
 ���# ����	�	 ���� >������ ��#

���
��� ���� 
 ���� Γ ���
�� �	����	
� ��	� ��� �� ����
�� ��$��
���! ��� �
	����� 1�������� 
 ���� Γ� D���
�� ��$�� ����
�!
��� ���
��� ���� ���
����� ��(�	� ��������� ��	� �� � �
	�����
1���������

6��	���� �� �$��� M 
�� ����� �
	������� �������� �����
���
��� ����� � �� ����
,���� 
 M ����! ������� 
�� ����
�� ����
�����	�
 ��������� �� ��$��� ����	���� 0�	����� ������
� �$��
����� �����M� ;��� �� ������
�M $���� ���
��# ��$���������
������������� ��� Γ�

'������ ���+� ����� Γ: G→ R
2 � ��	��	����� �	�����	 ���

������� �����	&������ ���
��� ���� �� n��	���	����	
 ��	��	�
�� (R2, ρ) ��� 2n ≡ 1 (mod 3) n � 5  M � ��(	� ��$���������
������������
 ��� Γ! "	��� ��&��� ���� � M �������� ��$��
������	
 ����#! '��� Γ ������������ ���  �	���	 ��� ��&���
���� � M ������������!

&��,�� $�	�� �����$�� ��� ��	����# ���� �� �$��� Mi� 
 �������
	������ ��� ���# Γi ��	��� �� ��$���

0���# Γ: G → R
2 : �����
�	#�� 	���	#� �����	#�� ���#� �

���������� ������� 
��,� ������ 2 ����
{
(), (); 1

}
,

{
(μi, μi+ n−2

3
), (μj , μj+ n−2

3
);−2

}
� �������� � 1�������� ��$���

�����������	  ��,�� ���� Γ� ������� �����# $�	#,� 1 � ����
����� 1��������� ��$��� ���
����� �����	�������  �� ������
�� ��������
�� 
��,��� � ����� 
��,�� ���
 ���
�� 	�������
���� D���� ����� ������ 
������ ��������
�� 
��,��� ����
����� ��������� ��$��� ����� ���
�� 	�������	
�

&$������ ����� F ������
� 
��� �������� 
��,� ���� Γ�
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�����������	 0��# 
 Γ� ���������! $�	�� ���! 
��,��� ���
����
�� 	���������� ��	� � �������� 
��,�� �� F � � �������� 
����
��$� 
��,� �� F � 
������ �	� Γ� 0��# 
 Γ� ���������! ��
� ���

��,�� x� ���
����� 	���������� ��	� x ∈ F � x �
	����� 
��,��!
���
� � ����� ����� 
 �	����� ����� Γ ��	��� �� ���	���
��� ���
�
x : ������� 
��,�� ������ 3 
 Γ�

/	������ ��������� 
 ���� Γ ��������� ���� P : P → R
2� ���

�������� ����� "� �� ����! ���2���� ���
����� ������# ���� Γ� ���
	����� ��$�
	���� ��$�� �� Γ� �������� ����
�� 
��,���
�� P � ������ 
 �	����� ����� ����
�� 
��,�� �� P : ������� �	� Γ�
��$�
	����� 	�$�� ��� 1�������� �	� Γ ��$��� � 
 �	����� ����� ���
��
�� 
��,�� �� P : 
������ �	� Γ� ��$�
	����� 
�� ��$��� /	��
����� ��������� 
 ���� Γ ��������� ���� P : P → R

2� ����������
����� �� ����! ���2���� ���
����� ������# ���� Γ� ��	����� �	��
������ �$������ %�	� P : 
������ 
��,�� �	� Γ 2
 ���� �	����
Γ : ���	���
��� ���5� �� ���,����� ��
������ � ���#� Γ� %�	� ��
P : ������� 
��,�� �	� Γ 2
 ���� �	���� P : 
��,�� k����
� ���
k � 25� �� ����
�� ���,����� ��	������� �� P ��$�
	���� 	�$�!
���� ��$�� �� ���
� �������� P �

%�	� �	� ��������� ���� 
���	��# ���
����� ����
�� � 
��
����� ���,������ �� ��� ����	#�������� ���# $���� ��
����#� ���
�� ��	���� �	������ ��������� ��������� 	�������	�	 ����

)����"��
�� ��+� /�&��
 	��������
 ���� � Γ �������� ����
��������	������  ��� ���	 ��$������� �� (	��� ������� �	������
�������
 � ��� Γ!

'������ ���.� -�� ���� Γi 	����� 	� ��(�� �	 ��	&����	 Mi

�	������� � ��	&����	� ���� �	������ ��������� �������
 ����
	��������� ����
 � Γi!

������	 E��������� 	���	#� �����	#�� �
�������� 	��!�
�� ���# Γ: G→ R

2 � n�������
��! �	�������� n � 8 � ���$�����
�� � ���� -�.+� E�$�� γ11� γ17� γ27� γ31 � γ40 ����� �������! ����
����	#�� 
�� ��$�� : ��������  ��,�� z10� z11� z13� z27� z29� z32�
z33 � z36 �
	����� 
�������� ����	#�� : �������� A��� 
���

,� �	�������G 
��,�� z2� z16� z19� z20� z21 � z39 ����� ���
{
∗, ∗; 1

}
K


��,�� z3$ z4� z23� z24 � z25 ����� ���
{
∗, ∗;−2

}
K 
��,�� z5� z22�

z37 � z38 ����� ���
{
∗, ∗;−5

}
� 
��,�� z40 ����� ���

{
(), ∗; 3 − n

}
�



++/ ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����


��,�� z17 � z18 ����� ���
{
∗, (); 1

}
� 
��,�� z6� z7� z10� z13� z29�

z33 � z36 ����� ���
{
∗, ∗, ∗; 1, 1

}
� 
��,�� z11� z26� z27 � z32 ����� ���{

∗, (), ∗; 1, 1
}
�

���� ����� /���!����	 ��	��� �����	��	 ��
� �	 n6��������	����
������
�� 0�� 2n ≡ 1 (mod 3) � n � 8�

E������� ���# Γ �� 
��,��� z5� z22� z37� z38� z40 � �� ��$��� γ17� γ31�
 ����	#���� ��	������� �$�� ����! Γi� i = 1, . . . , 8� ��� ���� -�./� &$��
����� ����� Fi ������
� �������� 
��,� ���� Γi� i = 1, . . . , 6�
I���� 
����#� ���

F1 = {z2, z4},
F2 = {z6, z7, z11, z13, z17},
F3 = {z18, z21},
F4 = {z23, z26, z27, z29},
F5 = {z32, z33, z36},
F6 = {z39}.

?	� �����! ���� Γi ���������
��� ������
� �������� ����! � 
��
����
�� 
������ ���,����� ��� �� ���� -�.9 ���$����� �����
��
� M� A�	#�� ��� ���� Γ1� Γ1

4 � Γ2
4 �� ������
� M �������� ���

��
�� ���� �� ���� -�.- ���
���� ���� Γ1� Γ
1

4 � Γ
2

4� ��	���������
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�� ����! Γ1� Γ1
4 � Γ2

4� ����
����
��� ��������� ����
�� ���!� B��
����
� M ��	������� �� ������
� M �����! ����! Γ1� Γ1

4 � Γ2
4 �

���� Γ1� Γ
1

4 � Γ
2

4�

���� ���"� ��
�� ��������� �	!��!	���� ��
� Γ �� ������	� z5� z22� z37� z38�
z40 � �� ��7�	� γ17� γ31�

��%����� :�������� ��2���� ��

0���# Γ: G→ R
2 : �����
�	#�� ���#� H = Γ

∣∣
H

: H → R
2 : ������

��� �� ���
����� �������� � Γ = Γ/H = Γ
∣∣
G/H

: G/H → R
2 : ���#�

��	����� �� Γ ������������! �� H� &$������ ����� π : Γ→ Γ ����
������� ��������� �������
��� ��������! π : G→ G/H � � ����#
x = π(H) = Γ

∣∣
π(H)

: π(H)→ R
2� 0���$��� �����
�	#�! 	���	#�! ����

Γloc(x) ⊂ Γ �	� Γ � ������ 
 x ��� ���$������ π ���
�� ����	
�	�����	
 ����# ��������	
 �	��	����� H�
�����������	 A�� ������	��� Γ′ : G′ → R

2 ���� Γ: G→ R
2 ���
��

(��	���� ��	� ��	#� 	���	#�� ���# T : T → R
2 �����! ��� ���
����

�! �������� H : H → R
2 �
	����� $����� ����
��� 0�� �����

��	� H ����
����
��� 
�����! 
��,�� ���� Γ′� �� 
�� 
��,�� ����
��� 1 ����
� T � �����	���� H� %�	� ��H ����
����
��� ������!

��,�� Γ′� �� H �������� ��
� ��� 
��,�� x = {T : u→ R

2} �����

� T ������ 1� ������ 
 ���� �	���� ∂H = {x}�
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����� ������������� �������� �����

���� ���%� 8��9��
�� � ��������
������ ��
�� ��
� Γ�

0���# Γ: G → R
2 : �����
�	#�� ������
��� ���#� �������

� 
����#� ��� 	�$�� ������
��� ���# ����� 
���� ��� $���
�!
��� ������	���� ������! �� �$������ ����� Γ′ : G′ → R

2� 0���#
z = {Γ: u → R

2} : �����
�	#�� 
��,�� ���� Γ: G → R
2� &$����
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 �
��!	�� ��
�� �
 ��
�� Γ1� Γ1
4 � Γ2

4

��� ����� H(z) = Γ′∣∣
H(u)

: H(u)→ R
2 ���
����� �������� ���� Γ′�

������ ��� H(z)(H(u)) = Γ(u)� 0�� ����� ��	� z �
	����� 
�����!

��,��! ������ 3� �� H(u) = u′� ��� u′ : 
������ 
��,�� ������
� 3� � ��	� z : ������� 
��,�� ������ 2� ��H(u) = [u′, v′]� ��� v′ :
������� 
��,�� ������ 1� � u′ : 
������ 
��,�� ������ 3�
0�	���� z′ = {Γ′ : u′ → R

2}�
�����������	 ?��������� η : VG′ → R

2� ��� η(∂G′) = 0� ���� Γ′ ��
��
����� �	�����	
 � ������ z′� ��	� �	� η(u′) = 0� �	� η(u′) �����
�	������! 
�� 2� ������#� �� �
�����5G

2.5 ��	� 
��,�� z ����� �����# 2 �

2W5 typev(z) =
{
μi, [μj , μj+1); 1

}
� ��� i < j� � ��$�� ���� [μj , μj+1)

: 1��������� �� type(η(u′)) = μ i+j+1
2
� ��� ���� -�.=K

���� ���(� �����
��	 ��&���	'� � z 
��	
�

μi, [μj , μj+1); 1
�
� 0�� ��7��


��	 [μj , μj+1) : 160�	�������

2i5 typev(z) =
{
μi, μj ;−2

}
� ��� i < j� �� type(η(u′)) = μ i+j

2
K ���

���� -�.@K

2c5 typev(z) =
{
μi, μj ; 1

}
� ��� i < j� ��

type(η(u′)) ∈ {μ i+j−1
2

, μ i+j+1
2
},

��� ���� -�.7K
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����� ������������� �������� �����

���� ���-� �����
��	 ��&���	'� � z 
��	
�

μi, μj ;−2
�
�

2*5 ��	� 
��,�� z ����� �����# 3 �

2W5 typev(z) =
{
μi, (μj , μj+1), μk; 1, 1

}
� � ��$�� ���� μi : 1�

�������� �� type(η(u′)) = ±μi� ��� ���� -�*1K

���� ���.� �����
��	 ��&���	'� � z 
��	
�

μi, μj ; 1
�
�

���� ���4� �����
��	 ��&���	'� � z 
��	
�

μi, (μj , μj+1), μk; 1, 1
�
� 0��

��7�� 
��	 μi : 160�	�������

2i5 typev(z) =
{
μi, μj , μk; 1, 1

}
� � ��$�� ���� μi � μk : 1�������

��� �� type(η(u′)) ∈ {−μi,−μk}� ��� ���� -�*.K
2c5 typev(z) =

{
μi, μj , μk; 1, 1

}
� � ��$�� ���� μi � μj : 1�������

��� �� type(η(u′)) = μj � ��� ���� -�**K
2_5 typev(z) =

{
μi, μj , μk; 1, 1

}
� � ��$�� ���� μi : 1���������

�� type(η(u′)) ∈ {μj ,±μi,−μk}� ��� ���� -�*+K
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���� ����� �����
��	 ��&���	'� � z 
��	
�

μi, μj , μk; 1, 1
�
� 0�� ��7�	 
�6

�	 μi � μk : 160�	�������

���� ����� �����
��	 ��&���	'� � z 
��	
�

μi, μj , μk; 1, 1
�
� 0�� ��7�	 
�6

�	 μi � μj : 160�	�������

���� ����� �����
��	 ��&���	'� � z 
��	
�

μi, μj , μk; 1, 1
�
� 0�� ��7�� 
�6

�	 μi : 160�	�������

2Z5 typev(z) =
{
μi, μj , μk; 1, 1

}
� � ��$�� ���� μj : 1���������

�� type(η(u′)) = ±μj� ��� ���� -�*/�

�����������	 ?��������� η : VG′ → R
2� ��� η(∂G′) = 0� ���� Γ′ ��

��
����� �	�����	
� ��	� �� ��������� 
 �����! 
��,�� ���� Γ′

� ���
	��
����� �	�������� ��	�
��G ��	� γ′ = {Γ′ : [u1, u2] → R
2} :

�����
�	#�� ��$�� ���� Γ′ � 
������ η(u1) � η(u2) ���
����� �



+/1 ����� �� ��	
����� ������������� �������� �����

���� ���"� �����
��	 ��&���	'� � z 
��	
�

μi, μj , μk; 1, 1
�
� 0�� ��7�� 
�6

�	 μj : 160�	�������

��
� �	� � � ����		�	#� �$���� ��$�� γ′� �� 
����� η(u1)− η(u2)
����		�	� �$���� ��$�� γ′ 2��	�
�� η(ui) �= 0� i = 1� 2� � ������	���
���
����! �������� ����������� ��� γ′ : �
�������� ��$��5�

)����"��
�� ���.� ����� Γ: G → R
2 � ��	��	����� ��$��

�������� ���� �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) 2n ≡ 1 (mod 3) 
n � 5  Γ′ : G′ → R

2 � ����������
 (��	��
 �� �� ���$������! �	�
�	&� RΓ′(x) � ��	&����	 ���������� ��(�� ��� Γ′ ���������
������ x ��� Γ′! "	��� ���� Γ ������������ ���  �	���	 ���
��� ��&�	
 �	�����	
 ���	���� η : VG′ → R

2 ��� η(∂G′) = 0 ����
��#$�� ����� �	 ���� ���������� �	��	������ H(z) : H(u) → R

2

��� Γ′ ��� z = {Γ : u→ R
3} � ������ ��� Γ ��	����������3

D(Γ′, η) =
∑

H(z) : u′→R
2,

γ′
i={Γ′ : [u′,u′

i]→R
2}∈

∈RΓ′ (z′), i=1, 2, 3

〈 3∑
i=1

pu′(γ′i, η(u
′), η(u′i)), η(u

′)
〉
+

+
∑

H(z) : [u′,v′]→R
2,

γ′
i={Γ′ : [u′,u′

i]→R
2}∈

∈RΓ′(z′), i=1, 2

{〈 2∑
i=1

pu′(γ′i, η(u
′), η(u′i)), η(u

′)
〉

+ ρ(η(u′))
}

�

� 0.

�����������	 ?��������� η : VG′ → R
2� ��� η(∂G′) = 0� ���� Γ′ ����


����� ���	�	 �	�����	
� ��	� �� ���������� � ��
� �	� 
 �����!

�����! 
��,�� ����� G′ � ���
	��
����� �	�������� ��	�
��G
��	� γ′ = {Γ′ : [u1, u2] → R

2} : �����
�	#�� � 1�������� �
����



��+� N 0������������ '��	��	
� +/.

����� ��$�� ���� Γ′� �� 
������ η(u1) � η(u2) � ����		�	#�� � 
���
��� η(u1)− η(u2) : ����		�	� �$���� ��$�� γ′�

)����"��
�� ����� ����� Γ: G → R
2 � ��	��	����� ��$��

�������� ���� �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) 2n ≡ 1 (mod 3) 
n � 5  Γ′ : G′ → R

2 � ����������
 (��	��
 �� �� ���$������!
"	��� ���� Γ ������������ ���  �	���	 ��� ��&��� �	(������
��� �	����� ��� Γ ������������  ��� ��&�	
 ���	�	 �	�����
�	
 ���	���� η : VG′ → R

2 ��� η(∂G′) = 0 ���	����	 ����������	
D(Γ′, η) � 0!

�������	 <	 ������� �(Γ′, aη) = a�(Γ′, η) ��� �#���� a � 0 �������
 ���
��������� �(Γ′, η) � 0 �	 ����'����� ) 77 ���������� �������� ���� ��� �����(
���� ����� ������ ���������� ��$����%�� + ������� ��$����%�� �� �������
��$����%�� η @ ‖η‖ = 1
 ��� ‖η‖ = maxx∈VG′ ‖η(x)‖ .���� Λ(Γ′) = {η1, . . . , ηk} 0

�� ������ ���������� ��$����%�� ��� Γ′ � ��������� ������ /����
 ��'��� ����
����� �������� ����� ���������� ��������
 � ��� ������� �� ���������������
��'�� ������	������ ����'������ ) 77 5���� ����	��
 �� �������� �����#(
��# ������� 

'������ ����� ����� Γ: G → R
2 � ��	��	����� ��$�������

��� ���� �� n��	���	����	
 ��	��	�� (R2, ρ) ��� 2n ≡ 1 (mod 3) 
n � 5 � ����������� (��	��� ��	� Γ′ : G′ → R

2 ��	��	 ���$���
����  Γm : Gm → R

2 m = 1, . . . , l � ��� �� �	(�������� �	����
� (��	��� ���� Γ′

m : G′
m → R

2 ��	��	 ���$������! "	��� ���� Γ
������������ ���  �	���	 ��� ��� ���� ���	�	 �	������� ���	��
���
 η ∈ Λ(Γ′)  ηm ∈ Λ(Γ′

m) ���	����� ����������� D(Γ′, η) � 0 
D(Γ′

m, ηm) � 0! "��� 	(���	� ���	�� �����������	�� ��$�������
�	
 ��� ��	���� � ��	����� ���������	�� �	����	�	 ���� �����
������ �� �	��	����� ����	�	� η  ηm!



����� �
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� �������

?��� �	�
� ���
���� ��
������ ����	#������ �
����� �
�������� ���,��� L��!��� ����������� ���������
� 
 ������
���� �����
�� �����$����! � ������
��� ���������
� 0�����
���,��� L��!��� 
������� ��� �������������� M����,����N ����
$	����� ��,��! ���$	��� L��!��� 
 ���� ����������� ����
������
�� ��� 
 ������
� ���$	����� ���������
����� �����	#��
����
�� ����
� � ��� �� ������� ������
�� &������� ��� ����
,��� L��!��� 2������	��� ��� ���5 �������
	��� ��$�! ����
��
�	#�� �������������� ������������ ���������
�� �������� ���� � �
�
������ � ������ ��
����� ���������������� �����
����� ���� �
��
���! �� ������ �� ��� ������ ��� ���	� j��� ���	� 8��
����� �
���

 �������! �	�
� �� �����$���� � ��	#�� ����	��������� ����
��� � � ��������� ���$������� ������ ������	��� ������� ��
��!��� �������

0���# V : �����
�	#�� ������ ������
�� 2/	�(���	����5
����	� G �� ��	&����� V ���
����� ���� (V,E)� ��� E : ��������
������ ����!��
� ��� �	�����
 ������
� V �  ����!��
� E �����

�������#�� ���� � ������
��� �	�������� � ����� ������
�� ���
��� '	����� �� V ���
����� ������� ����� G� � �	����� �� E
: ��(��� ����� G� E�$�� 
��� (v, v) ���
����� ������� � ��
�����
������ ���� �� E ���
����� ������� ��(���� %�	� ���� ���� G�
�� ������
� ��� 
��,� �$��� �$��������� ����� V (G)� � ������
�
��� ��$�� : ����� E(G)� ?	� ���$��
� �� $���� ����� �$������# ��$��
e = {x, y} ∈ E(G) ����� xy�

>���G ���
����� ����������� ��	� � ������
� ��� ��$�� �����
���������	#�� ������ ω : E(G) → R� ���
����� ���	�	
 ������
�
� 0�� ���� ���	� ω(e) ���
����� ���	� ��(�� e ∈ E(G)� ;���� 
���


��� ��$�� 
�
�,���� ����� G ���
����� ���	� ����� G � �$����
������ ����� ω(G)� %�	� G : �
���! 
�
�,��! ����� �� �� 
���
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�
���� ����
�� ��������
 
 G ����#,��� 
��� 
����� ���� 
��
$���# ����
�� ������� ���
����� ��������� 	��	���� �����	� �
�$��������� ����� MSTG� &������� ��� ��	� 
�� 
��� ������ $�	#,�
�	�� �� 	�$�! �
���! ����
�! ������� 
 G ����#,��� 
��� �
	��
���� ����
���

0���# X : ������
�� ρ : �������� ������� � X � N : ������

�	#�� ������ ���������
� 
 X � 0���# G : ��	�! ���� � ���
����
� N � B������ ρ ��������� 
���
�� ������� ���
���� 
 �����

����
�� ������� ��$�� xy ∈ E(G) ���	� ρ(x, y)� '�� 
���
�� ������
�� $���� �$������# ��! �� $��
�! ρ� B����	#�� ����
�� ����
�

� 
�
�,��� ����� G �$������ ����� MSTN � 2�������� �����
�	� I��
���� �� ��	&����� N �	� ��������� �����	� I��
�
���� �������#$� ��	&����	 N � ���
����� ����
� Γ� N ⊂ V (Γ)�
�	� ��������

ρ(Γ) = inf
{N :N⊂N}

ρ(MSTN ), 2=�.5

��� ����� ���� ���# $������ �� 
��� ������ ���������
�� N

 X � ���������� N � B����	#�� ����
� L��!��� � ������
� N
�$��������� ����� SMTN �

&������� ���� 
��$�� ��
���� � �	� 
������ N ������
��� SMTN �
&��! �� ����� ����� ����� �	����# ���	��� ������������ ����
������
� (X, ρ)� ����� ��� ������
��� ���
�����! ��� ������� ��	�
��� ������������ ���������
� � ���������� ������
�
��� ����
��	#��� ����
� L��!����

������	 0���# X : ������
� ���������	#�� ��	�� ����	�  
��
��� � X ������ ��������� ρ� ��	���


ρ(x, y) =

{
0, x = y,

1 + 1
x+y , x �= y.

I���� ���
����#� ��� (X, ρ) : ��	�� ����������� ���������
��� 0��
	���� W = X × X × X � � �	� 	�$�� x = (x1, x2, x3) ∈ W �
y = (y1, y2, y3) ∈ W ����# ρ(x, y) = maxi ρ(xi, yi)� C��� ��� (W,ρ) :
��	�� ����������� ���������
�� ������� ������	�� ������
� N
���G N = {A1, A2, A3}� ��� A1 = (0, 0, 0)� A2 = (1, 0, 1) � A3 = (0, 1, 1)�

&������� ��� ������	#�� A1A2A3 : ��
�������! �� ������!
�	�� 2� ������� ρ(MSTN ) = 4� ; �����! ������� �	� �����
�	#�!

�A���� ����	�#��� ������� ������������� + + ;�'����
 ���������� ��
�� ���� ��������%�� 
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����� S �∈ N 
���	����� ρ(Ai, S) > 1� ������� �	�� 	�$��� ����
��
���������� � N ∪{S}� ������ $�	#,� 3� ; �����! ������� ��� t > 1
�	� S = (t, t, t) �����

∑
i

ρ(Ai, S) = 3 +
3
t
→ 3 ��� t→∞,

������� ρ(SMTN ) = 3� A���� �$������ 
 ��	�� ����������� ��������
��
� (W,ρ) � ������
��� �����	#��� ����
� L��!���� ������
���
���� N �

 ���
������ ��� 
���� ������ �	���� �����	#�� ����
#�
L��!��� ������
��� �	� 	�$��� �������� ������
��

!�����"�
�� &��� ����� X � �����	� �	��	� ����	�	 ��	�	�
	(���� � ρ � �����	��� ��&�� �	���� � X ����	� �	��	
 �&�
��
 ���� ��� ���� ���	��	������� ����� �	����#$� �� �	��!
"	��� ��� �#(	�	 �	����	�	 �	���	&����� N � X ��$������� �����
���#$�� ��	 �������	� �����	 I��
����!

8���� ��� �� 
���	�� 
 �	���� �$��� ����������� ���������
 ���
���	#�� ����
� L��!��� ����� � ������
�
��#� ��� � ���� ����
����� ���� ���# �� ������	��� SMTN ������
��� 
������ 1 ���#0
��!2�� ���� �	�� SMTN �� 	���	
���
� 
�"��/ ����// ����# 63��7
���� ������"�
# "���� ρ(SMTN )�

�����������	 %��	����� I��
���� m(X, ρ) ��������	�	 ��	���
������� (X, ρ) ���
����� �	������� 
�	����G

m(X, ρ) = inf
{N :N⊂X}

ρ(SMTN)
ρ(MSTN)

.

,��� -���.���� /������� �	
� ���������� 

����������

6� ������	��� 
�������� ��� 0 � m(X, ρ) � 1�  ��!��
���	#�����
���,��� L��!��� 	���� 
 $�	�� ����� �����	��� ��� 
������� ��
�������� �$	������ ��������� B����� ��� 3.*4�

!�����"�
�� &�� ;<� =� >??@A9� %��	���� I��
���� �#(	�	
��������	�	 ��	��������� (X, ρ) �� ������ 1/2G

m(X, ρ) � 1
2
.



3��� &��"�! ����� �
��"�	��� '��	
���	
� +/9

!�����"�
�� &�#� 5#(	� ���	 ��&�$�� ��&�� 1/2  1 �����
���� 	��	����� I��
���� ���	�	�	�	 ��������	�	 ��	���������!


�����������	 E��������� ����	� �	���! s ∈ (1/2, 1]�

����� &��� *�� �#(	�	 s ∈ (1/2, 1] ��$������� ��������	� ��	�
��������	 (X, ρ) �	��	�$�� � �	����	�	 ���� �	��� ���	� ��	
m(X, ρ) = s!


�����������	 0���# a ∈ [1, 2] : �������� ���	�� E���������
������	#�� ����������� ���������
� (X, ρ)� ��������� �� (n + 1)�!
����� c� x1, . . . , xn� ��� n � 1� �	� �������� ��������� ρ(x, y) �����
������ ������� x � y �������� ���G

ρ(x, y) =

{
a, ��	� x = c �	� y = c�

2, 
 �����
�� �	����.

%�	� n = 1� ��� ���
���� m(X) = 1�
0���# �����# n � 2 � s ∈ (0, 1)�  �$���� �����
�	#�� N ⊂ X �

��������� �� k > 1 ������ 6������ �
� �	�����
2.5 c ∈ N � A���� ρ(MSTN ) = a(k − 1)� ��� ��� ����
� � k 
��,���

�� ����� (k − 1) ��$��� � ��������� ����� ������ ������� 
 X �
��#,� a� ������ ρ(MSTN ) � a(k−1)� � ����
�� ����
�� ����������
����� c ∈ N � ����	#��� ������� �� N � ����� �	�� a(k − 1)� ?�	���
ρ(SMTN ) = a(k − 1) �� ��� �� ���$�������� 0������ ρ(N) = 1�

2*5 c �∈ N � A���� ρ(MSTN ) = 2(k − 1)� ��� ��� ��������� �����
	�$��� ������� �� N ��
� 2� ?�	��� ��	� SMTN � �������� ����	�
���	#�� ������ �� ��� �	�� ��
� 2(k − 1)� %�	� �� �������� ���
� ����	���	#�� ������ ��
�������� � c� �� ��� �	�� ��
� a k�
%�	� �� �� �������� ���� $� ��� ����	���	#�� ������ ��	���
�� �� c� �� ��� �	�� $�	#,� �	� ��
� min

(
2(k − 1), a k

)
� �������

ρ(SMTN ) = min
(
2(k − 1), a k

)
� A���� �$������

m(N) = min
(
1,

a k

2(k − 1)

)
,

������

min
N, c �∈N

m(N) = min
2�k�n

min
{
1,

a k

2(k − 1)

}
= min

{
1,

a n

2(n− 1)

}
=

a n

2(n− 1)
,

��� ���	���� ��
���
� ����� ����� 
 ��	� ����� ��� n � 2 � a � 2�
&����� ���	������ ���

m(X, ρ) =
a n

2(n− 1)
.
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��� ����	��# �������#� ��� �	� 	�$��� s ∈ (1/2, 1) ������
��� �����
a ∈ [1, 2] � n � 2� ���

s =
a n

2(n− 1)
⇔ a = 2s

(
1− 1

n

)
.

A�� ��� 1 < 2s < 2 � (1 − 1/n) → 1 ��� n → ∞� �� ���	���� ��!��
��
��	#� ����� ������ ?�������	#��
� �������� �
�������	 B�'�� ����	��� C7DE
 ��� ��������� F������� ��� �#���� �����(
���� ������'���� ����	������� ������������ ����������� ������ ������ 1/2 
���#��
  ���������
 �������
 ��� �� ��� ������ ������������ �����������
 ��(
�������� �	 ��������� ����� �����
 ��������� F������� �� ��'�� �������� 1/2 

��� ����	��# ��������# ������ ������������ ���������
� (X, ρ)�
�	� �������� ���,��� L��!��� ��
� 1/2�  ������
� X 
��#���
������
� 
��� �����	#�� ����	 � ������� � �� ��������� ρ �	��
������ �$�����G

ρ(x, y) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x = y,

2, x > 1, y > 1,
1, x �= y, x = 1 �	� y = 1.

A���� �	� 	�$��� ������� N ⊂ X � ���������� �� n ����	� ��	���
�� �� 1� ρ(MSTN) = 2(n − 1)� � SMTN ����� ����	���	#�� 
���
,�� s = 1� �������� ��$���� �� 
���� ������� �� N � �������
ρ(SMTN ) = n� ������

ρ(SMTN )
ρ(MSTN)

=
n

2(n− 1)
,

��� ��������� � 1/2 ��� n → ∞� A���� �$������ �	� ������ ��������
����� ���������
� m(X, ρ) = 1/2� ?�������	#��
� ����	����� �����
���� �

�� ����� ��	�� ������� 
���� ��������� ,������ �	���� ����
�������� ���������
� � ������� ����������� �������	#�� � ����
��	#�� 
������� ������ ���,��� L��!����

�������� ��� ������� ���
����� �����������	
� ��	� �	� 	��
$�� ����� x� y � z 
���	����� ρ(x, z) � max

(
ρ(x, y), ρ(y, z)

)
� ;���
���

��
����� ����������� ���������
� ���
����� ����������������

!�����"�
�� &�$� %��	���� I��
���� ��������������	�	
��	��������� ����	 1!
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������� ������	��� ��	������������� ���������
�� 0���# A:
�������� ������ ������
�� ������� �� $���� ���
��# (������
� A∗ : ����!��
� 
��
������� ������ ���	���
���	#����!� ���
���
	��� �� $��
� '	����� �� A∗ ���
����� ��	���� D �������
�	�
� ���� �������# ��� �� ���� ������������ �������!G 
���
��
$��
�� ���	��� $��
� � ����� ���! $��
� � ������� I���� 
����#�
��� � �����#� ����� ������������ �������! ���� �� ����� �	�
�
��	����# 	�$�� ������� %�����
��� ������� �� ����� �	�
� � ������
�� ���� �������
��# ������ ���	���
���	#������ ������������
�������!� &�����	�� �����	��� ����� �
��� �	�
��� �� A∗ ��� ���
��#,�� ���	� ������������ �������!� ����
������ ��� �� ���� �	�


 ������� I���� ������
������ ��� ������	��� ��������� � �	����
��� �� A∗ ���
	��
����� �������� ������� �� ������ ���
������ A∗


 ����������� ���������
�� '�� ����������� ���������
� ���
����
�� ��	����������� � ������	��� � �� ������ ��������� :
�����	���� 5�������
���

!�����"�
�� &�%� %��	���� I��
���� ��	���������	�	
��	��������� ����	 1/2!

0��
���� ��� ��	���� �����
� �����
����� �
�!��
� ���,��
�� L��!��� �����
�	#�� ����������� ���������
� ?�������	#�
��
� �������� �� ���� ��
������! ���� �!�� 
 37.4�

!�����"�
�� &��� %��	���� I��
���� �	�������� ����
������ ��	�������� 	����	�	!

!�����"�
�� &�&� ����� (X, ρ) � ��������	� ��	��������	 
Y ⊂ X � ��	 �	���	��������	! "	���

m(Y, ρ) � m(X, ρ).

!�����"�
�� &�*� ����� X � ���	�	�	� ��	&����	 � ρ1 
ρ2 � ��� ����� �� ��	&����� X! �����	�	&� ��	 ��� ���	�
�	��� ���� c2 � c1 > 0  �#(�� ���� �	��� x  y � X ���	�������
c1ρ2(x, y) � ρ1(x, y) � c2ρ2(x, y)! "	���

c1
c2
m(X, ρ2) � m(X, ρ1) � c2

c1
m(X, ρ2).

!�����"�
�� &�+� ����� f : X → Y � 	�	(��&��� �������
��	�	 ��	��������� (X, ρX) � ��������	� ��	��������	 (Y, ρY ) ��
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�������#$�� �����	��
! �����	�	&� ��	 ��� ��&�	�	 �	����
�	�	 �	���	&����� N ′ ⊂ Y ��$������� ���	� �	����	� �	���	&��
���	 N  ��	 f(N) = N ′ 

ρX(SMTN) � ρY (SMTN ′). 2=�*5

"	���
m(X, ρX) � m(Y, ρY ).

!�����"�
�� &��.� ����� f : X → Y � 	�	(��&��� �������
��	�	 ��	��������� (X, ρX) � ��������	� ��	��������	 (Y, ρY ) ��
�������#$�� �����	��
! �����	�	&� ��	 ��� ��&�	�	 �	����	�
�	 �	���	&����� N ′ ⊂ Y ���	�������

inf
{N :f(N)=N ′}

ρX(SMTN ) � ρY (SMTN ′). 2=�+5

"	���
m(X, ρX) � m(Y, ρY ).

,��� -���.���� /������� ������� ������	��0��

 ���� ������ �	����� ����������� ���������
 �
	����� �
���
�� �����
� �����$������ � ������� ��������� ����� �������
������	����� ��� ����� ���� ���# 
��� ��������	����� ���
���
���������� ��� ������

0��
���� ����	#�� �$��� �
�!��
� ��� 37.4�

'������ &��� %��	���� I��
���� ��	��	���	�	 �����	�	 n�
����	�	 ����	�� ��	�		(���� �� ����	��	�� 	��	���� I��
����
��	��������� R

n!

"������� ��� ���,��� L��!��� ��������� �
����� ������

� �����$����� ��
� 1� ?�	��� 
 ��	� ����	����� =�=� ���,���
L��!��� ���������� �
�	���
� ���������
� R

n �$�
��� � ������
���������� n� ������� ���,��� L��!��� �����
�	#��� ������

� �����$����� ���������� � ��#,� 2 � ���
������� ���,���
L��!��� �	� ��������! �
�	���
�! �	�������� ; �����! �������
�	� �������� ������
� N ⊂ R

2� ���������� �� 
��,� ���
�	#��
�� ������	#���� ���,��� �	�� �����	#��� ����
� L��!��� �
�	�� �����	#��� ����
��� ����
� ��
�

√
3/2� 0������ ���,��

�� L��!��� �	� �
�	���
�! �	������� � ���
�������
√

3/2� A����
�$������ ����� ����� �	������! ����	#����
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(�������� &��� %��	���� I��
���� n�����	�	 �����	�	 ����
�	�� ��	�		(���� n � 2 �� ����	��	��

√
3/2!

?�	�� ������� ��� ���$������ f : W → M �
����� �����$�
����� W 
 �
���� �����$����� M ���
����� ��������� ��	� �$�
��� ���$������ f ��
������ � M � � � 	�$�! ����� �� M ������
���
���������# U � ����$��� ������! ������� �� ��������������� ������
��� ������
 Vα� ������ ��� ��������� ���$������ f � ������ Vα

������ ������������ � U � %�	� f : �������� �� M ���
����� (��	
�
� W : �	������� ��	��������	� ����� �������� �������� ����

����� �	�����	��	��������� ��	� � �����! ����� ��W ������
���
���������# V � ������ ��� ��������� ���$������ f � V �
	�����
���������!�

'������ &�� ;B��
��8 '�"���
8 C����� D+�E9� ����� W 
M � ������� ����	�� ��	�		(����  π : W → M � �	�����	�
�	������	� �������! "	��� 	��	���� I��
���� (��� M ��
������ 	��	���� I��
���� �	�����	�	 ��	��������� W !

(�������� &�� ;B��
��8 '�"���
8 C����� D+�E9� -�� �����	�
����	�	 ��	�		(���� �	&�	 �	�����	��	������	 ������� �����
�	��� ��	��������	� R

n �	 	��	���� I��
���� ��	�	 ��	�		(�
���� ����	 	��	���# I��
���� ��	��������� R

n! ) �����	�� 
	��	���� I��
���� �������	�	 ������ ��	��	�	 �������	�	 �	��
 ��	��	
 (����� /��
�� ����� 	��	���# I��
���� �����	�	

��	��	�� R

2!

0��
���� ���
�� ��
����� �� ����	#����� �����
����� ���
�,��� L��!��� �
�	���
�� ���������
 R

n� F�	�� 30 	�� ����
>�	$��� � 0�		�� 39*4 ������	���
�	� �������� � ���� ��� ���,��
�� L��!��� �
�	���
�! �	������� ��
�

√
3/2� ?� ���	� 90�� ����


$�	� ��	���� �������	��� ����� ���� � ���,��� L��!��
�� �	� R

2� 
�� $�	�� � $�	�� ���$	��������� �
√

3/2� ������� ?�
� 8
�� 3*74 ���$	���
�	� ��������	#��
� ����
��	�
���� ��������
>�	$����)0�		���� &���� �� ��������	#��
� �������� ������	��
��
��� ������ �����������������! �$	���� ���������� �	������
�������	#��� � ������
�� ����	#���� �������� M���
����N �
�!�
��
� ���! �$	����� �������� �� ���� �
����
� �������� 
 ��������
�� ��������	#��
�� �������
����� 
 ��
����� �
����� ��$	�������
?� � 8
���� D���� ����� ������� �������� ������	��# ����������
��������� �$	���# ����� ������������� ���$������ �������	#�
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 �	������# ���
�	� �
����
 � �������� ��� ��� ��	��� � ����

��	#�� ��� ��� ����� ������
��� ������	���� 
�����
��� ���
����
� �����������G �	� ����� ���������� �������	#��� �����

��$�� ��
���� ������	��# ����	#�� ������������������ �$	����!� �
� ��
��� ������ ��� �� �� 
���	��# ��� ���� ���$� M���
����N
�
�!��
� �� ��������	#��
� ?� � 8
��� ���	� �����K � 
��
������ ���
����� ������� �����
����� 
������� ��������# ����������� � ���
�� ��
������! �� ��������	#��
� ?� � 8
���� &������� ��� ����	#�
����� � ��
������ �� ������	������ �� ���,��� L��!��� �
���
�	� � �������� ���������

A�� � ����� ��	� �������� >�	$����)0�		��� 
������� 
���� ��
�	����
�� =�* ���� ����� ������ ���,��� L��!��� �	� �
�����
�� ��	����
� �	����� �
������ ����
 � �	����� $���	�� D	�!��

 �	���� n � 3 ��
���� 	�,# ����� � ���,��� L��!��� ����
������
� R

n� 0��
���� �������� ����	#����� D�� ��� ������	��#

�,�� ���,��� L��!��� �	� R

n � 
��������� � ������ n� >������
8
�� 39/4 ��	���	� �	������� ������

'������ &�#� %��	���� I��
���� m(Rn) ��	��	���	�	 ��	�
��������� R

n �� ������ 1/
√

3!

>��$�� 
����� ����� � m(Rn) ���� ��	����#� ���������
��

��,�� ���
�	#��� ����	���� 
 R

n 
 ������
� �������� ������
�
� 
�$���� 
����� �����	#��� ����
� L��!��� ����
� ���� �
�����
��$�� �������� �������� ���� ��������� � ��� 
��,����� ��� 3.*4�
A���� ��	������� �	������� ����� �
�����

!�����"�
�� &���� %��	����� I��
���� m(Rn) �	&�	 	���
��� ������ ��� G

m(Rn) �
√

1
2

+
1
2n
.

H��� >�	#$��� 3.@4 � ;��� 3./.4 �,	� $�	�� ����� 
����� �����
� ���,��� L��!��� ���������
 R

n� ���	��� ������ �������
���
����� �������� 
 3.*4�

&������� ���� ��� ������	� ?� � ;��� 3+-4� �	� n � 3 ���,���
L��!��� � ����� $��# ��������� � 
��,��� ���
�	#��� ����
�	���� 2��� ���5�  ������� ������
��! 
�����G ����� ���������
��� ����� ���	� $� �	����# ����������� � ������� ������
��
�	� ������� ����������� ���,��� L��!��� 
 R

n� n � 3k F�	�� ���
��� ����� 	� ���,��� L��!��� ��������#�� � ������ ��������
��
� R

nk
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O�� 
 �	���� ���������� �
�	���
� ���������
� �������� ���
������� ����
��	#��� 0����	�
 $�	#,�� 
����	���	#�� ��$����
;��� � B�������� ;��� 3./*4 ���,	� � 
�
���� ��� �	� R

3 ���,���
L��!��� �
	����� �����	�� ���,��! L��!��� ������� ���
����
 ������	#��� ����� 	������ � ���!�! �����	� 2��� ���� =�.5�

���� (��� ;���
�!	 ���
	 � 8	�0��0��	 ���
	< �
������� =
�����	 � �3

�	��� ������ �
������� =
�����	 0�	������ ���9��
� 
	��0� 
��	�

/������� &��� %��	���� I��
���� ��������	�	 �����	�� ��	�
��������� �	&�� (��� �������	 �	 �����#$�
 �	�����G

m(R3) =

√
283
700
− 3
√

21
700

+
9
√

11−√21
√

2
140

= 0,78419 . . . .

0��
���� ��� ��� ����	#���� �������!�� 
����	��� ���,���
L��!��� �����
�� �����$����!� '��� ����	#��� �����	���� E��
$�,��!� �  ��� 3.+-4� ������� 
����	�	� ���,���L��!��� �
��
����! ����� �������! 2��	�����	#�!5 ���
���G �� �����	��#
����� ��� ��� � � R

2� ���� ��
��
√

3/2� &������� ��� 
 ��������	#�
��
� �
���� ����	#��
�	� ���� ?� � 8
��� �������	#� ����������
��������! �$	����� ��� ����# ��� 
 ��	� �������� 
�,� ���$	�� �
�� ������	����� ���
���� � ��$��������� $�	�� ����	#�! �����$���
�� ��������	#��
�� A�� � ����� ��	� ��� ����	#���� E�$�,��!� �
 ��� 
���� �� �� �� � ������� =�* ���
�� ���	������ ��� ����
,��� L��!��� �������
�! �	������� RQ2 �������! 2��	�����	#�
�!5 ���
��� ��
�

√
3/2�

A���� �$������ �� ����	� ������ ?�)8
��� � E�$�,��!�) ��
��� 
����	�� ���,��� L��!��� 
��� �������� 2���� ���������
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$�� ����5 �
������ �����
�� �����$����! �������! ��������
��	#�! ���
���G 
�� �� �����	��# ��
��� ���,��� L��!���
�	� �
�	���
�! �	�������� %�	� �� ���
��� ��������	#�� �� �����
������ ���,��� L��!��� ��� � ��	����� &���� ���� ����

���� �������� ������ ��� 37.4�

'������ &�$� %��	���� I��
���� ��	��������� 5	(������	�	
�	��	���	
 ������ −1 �� ����	��	�� 3/4!

'������ &�%� %��	���� I��
���� ��	��	���	�	 �������	�	
����	�� ��	�		(���� �	��	���	
 ������ −1 ���	�	 ������

√
3/2!

 ���	����� ����� �����	� ���
���� ��� �������� ��	���� ���
���� �����
����� ����������	#�� �
�!��
� ���,��� L��!���
������� ������
 
 ��	�� �����
�� �����$����� W � '�����
��
���# ����$�� ������
 ������� �����	#�� ����
#�
L��!���
��� $�	� �������������
�� 
 ��$���� E�$�,��!� � ���� ��� 3.+/4�
3.+94� 3.914� ��� 
 �	����� ����� �$<��	���� ���������
� �
	����� �	���
����#�� $�	� ��	���� ��	�� ������� �����	#�� ����
#�
 L��!�
��� �	� ,������� �	���� ������� ������
� ������ �� ��������
���	#�� �
�!��
 ���,��� L��!����

D�� $�	� ������� 
�,�� ��	��� �����$����� W �����������
��� �	� 	�$��� ������� ���������
� N ⊂ W ������
��� ����
��	#�� ����
� L��!���� ;������ ������ 
��,�� ����� ����
�
������!,��� ��������������� �� ��	���� ��	��������# ���� 2��	��
�	������ �����5� ������� $���� ���
��# ��	��������	
 ��������
�
 ��� SMTN � F�	�� �$��� ��	� G : �����
�	#�! ����� ������
�

��,� �������� �
	����� ���������
�� 
 W � ��� ������� ������

��,�� ������!,��� ��������������� ��	���� ��	���������# ����
����# ����� G�  ��������� ����� ����	 ��
����# � �������������!
���	������ �	� MSTN �

I���� 
����#� ���� 
��$�� ��
���� �������������� ���	������ �
�����
��� >������������� ���	������ �����	#��� ����
� L��!�
��� �$	����� ����� ��	���� �
�!��
� 0��
���� ��� ����	#���� ����
��
����! 	���	#�� ��������� �����
�	#�! �������������! ���	��
����� �����	#��� ����
� L��!����

!�����"�
�� &���� ����� Γ � ���	�	��� ��	���������� ����
����� ��	��	���	�	 �����	&����	�	 SMTN � �����	� �	��	� ��
���	�	� ��	�		(��� W ! "	��� Γ � �����	 � �	�	�	�	 ��� ������
������ 1 ����#��� �������� ��	� ��&�� �#(�� ����� ���&�
��� ��(������	�������� (	���� � ����� 120◦ ����� ��� 	(�
$�� ������ ��� ��(�� � �	��&��� ������ ������ 2 �	 ��	�



3��� &��"�! �������� ����������! +9+

��&�� �� ����� 180◦! ) �����	�� ������ ����� ������ Γ ��
����	��	��� 3!

0���# N = {x1, . . . , xn} ⊂ W � n > 1� � Nt =
{
x1(t), . . . , xn(t)

}
�

t ∈ [0, 1]� xi(0) = xi� : �������� �	����� ���������� ������
� N �
���� �$�� �	����� ���
�� xi(t)� �������� ��� ����� m(N) �� �$����
��	� ���,��� L��!��� ������
� N � ����

m(N) =
ρ(SMTN )
ρ(MSTN )

.

0�	���� ρs(t) = ρ(SMTNt) � ρm(t) = ρ(MSTNt)�

'������ &�� ;B��
��8 '�"���
 D+�E9� A���� ρs(t) ρm(t) 
m(Nt) ������������� �� t = 0+ 

dm(Nt)
dt

∣∣∣
t=0+

=
1

ρm(0)

(
ρ′s(0)−m(N)ρ′m(0)

)
.

��	��	���� ρ′s(0)  ρ′m(0) �	&�	 ������� ��� G

ρ′s(0) = inf
Γ � SMTN

∑
x∈N

〈νx, Ex〉,

ρ′m(0) = inf
Δ � MSTN

∑
x∈N

〈μx, Ex〉,

��� Ex � ��	 ����	� ��	�	�� ��&��� ������ x ∈ N �� ���	����
� Nt � �	���� t = 0 νx � ��	 ����� ������� ����	�	� �������
���
 ��(�� ������ Γ ��	��$� � ������ x μx � ����� �������
����	�	� ���������
 ��(�� ������ Δ ��	��$� � ������ x � �	����
�&��� ����� (������ �	 ����	��	&��� ��	��������� ��������
�� Γ ���� SMTN  �	 ����	��	&��� ��	��������� ��������� Δ
���� MSTN !

+	��� �	�	 �� �	���� �&�� ���� �	����#��� �� ���	�	�
�	� Γ ����#$��� SMTN   ���	�	�	� Δ ����#$��� MSTN  �	�
��	�� ��� ���� Γ  Δ ����G

dm(Nt)
dt

∣∣∣
t=0+

=
1

ρm(0)

∑
x∈N

〈νx −m(N)μx, Ex〉.

D����� ���������
� N ⊂ W ���
�� �������	
 �	��	
 ���
	��	���� I��
���� m(N)� ��	� �	� 	�$�! �	����! ���������� Nt�
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t ∈ [0, 1]� N0 = N � �������� ������
� N �����
���� ������
m(Nt) ��� t = 0+ ����� ��� � ��� �� ��� 2���� �	� 
����� ������
����	#�� �	� 
����� ���	�����	#�5�

0���# N = {x1, . . . , xn}� &$������ ����� {Γα} ������
� 
��� ����
����������� ���	�����! 
��
������� SMTN � ����� {Δβ} : ���
����
� 
��� �������������� ���	�����! 
��
������� MSTN � ?�	���
�	� ������� Γα �$������ ����� νj

α ����� ������� 
������
 ��
���
	��! ��$�� ����
� Γα� ���������� 
 
��,�� xj � � ��	����

να =
(
ν1

α, . . . , ν
n
α

)
� (�	������ �	� ������� Δβ �$������ ����� μj

β

����� ������� 
������
 ����
	��! ��$�� ����
� Δβ � ����������

 ��� ������� 
��,�� xj � � ��	���� μβ =

(
μ1

β , . . . , μ
n
β

)
�

&������� ��� να � μβ : �������� ����� 
 ���������
� T =
Tx1W×· · ·×TxnW � � ������� �����
� ������� ��������� ���	����
�����
������ 0�	����

AN = {να} ⊂ T, BN = {μβ} ⊂ T.
'������ &�& ;B��
��8 '�"���
 D+�E9� /	����	� ��	&����	

N ⊂ W �������� �������	
 �	��	
 	��	���� I��
���� ���
 �	���	 ��� ���	����	 	��	 � �����#$� ���� ���#���
G

convAN ⊂ conv
(
m(N)BN

)
, convAN ⊃ conv

(
m(N)BN

)
,

��� m(N)BN =
{
m(N)μβ

}
! �� ��	� ����	� ���#���� �		���������

�� �����# ��	���������	�� ��	��	���� �	 ���������# �����
m(N) � ��	�	� � ���	�	&�����	�� ��� ��	��	����!

,�"� -���.���� /������� ����������� 

����������

0���# �����# X = R
n� � ������� ρ �������� �������! ����!� &$��

����� ����� B �������! ������! ,�� 
 ����	� ������� ρ� ����
�������� ��
������ � ���	�� ��������� A���� B �
	����� ���������
��������� �����	#�������������� ���������� ��������� ���
����
�� &$����� ��	� ����� ����� ���������
� B ���������
� R

n�
�� �� ��� ������� 
������
	�
����� ����
����
����� ����� '��
�
	����� ����
����! �	������� �$������!G 
�����
��� R

n � ����!�
��������! B� $���� �$������# ����� (Rn, B)� � 
��
������ 
�����
m(Rn, ρ) $���� �����# m(B)� H���� ������� ��	#�� ��� �����������
���������
� ���
��� ��	���������� +�����62��	���	�	�  ���
�� �����	� �� ���
���� ���
�� ��
����� ������ �����
����� ���
�,��� L��!��� ���������
 F����)B���
������  ��	#�!,���
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���	
� +99

�	� ���������� �������� �����
�	#��� �����	#��������������
���������� ��������� ������
� $���� ���
��# +2����	��

&�#��� (�������� �60�� ������

0��
���� ����	� �$��� ������ �
	������� �	����
���� �� ���
��	#����
 ��������� =�.�

�������� ��� ��	� ,�� B′ ⊂ R
n �
	����� �$����� ,��� B ⊂ R

n

��� �����
�	#�� 2�
��������5 	��!�� ����$����
��� ����
������
� R

n� �� ����
����
����� ���������
� F����)B���
�����
����������� 6� ����	����� =�- 
������� �	������! ����	#����

(�������� &�#� ����� A : Rn → R
n � ��	��	���	� 2�����

�	&����	�5 ���
�	� ���	(���	���� B � ��	��	����
 +2����
 B′ = A(B)! "	��� B′ � ���&� +2����  m(B) = m(B′)!

0���# L ⊂ R
n : 	��!�� ������������
� � B ⊂ R

n : �������!
FB�,��� A���� B′ = B ∩L �
	����� FB�,���� 
 L� ������ ��������
�� �� ���� ����������� ����! 
 R

n� ��������! B� F���� ��
��
���#� ��� ���������
� L � ��� ������	��! ����! �
	����� �	���	�
��������	� 
 ������
��� R

n� � �����# (L,B′) ⊂ (Rn, B)� %�	� ρ �
ρ′ : ����
����
����� ������� � R

n � L� �� ����������� ���������
�
(L, ρ′) �
	������ ���
���� ������������
�� 
 (Rn, ρ)� 0���	����� =�=
���
���� � �	�������� ����	#�����

(�������� &�$� ,����	��� �	���	����	� ��	��������	 (Rn, B)
 ���	�	�	� ��	 �	���	��������	 (L,B′)! "	��� m(B′) � m(B)!

?�	��� 	���� 
����#� ��� ��	� �	� ��������� ��	�����	#��� ���	�
k � FB�,���
 B � B′ ����� ����� 
�	����� kB ⊂ B′� �� �	� ������

�	#��� 
������ x ����
����
����� ���� �
���� ���G 1

k‖x‖ � ‖x‖′�
6� ����� �$	����� � ����	����� =�@ ��	����� �	������! ����	#�
����

(�������� &�%� ����� c  c′ � ��� �	�	&������� ���� B  B′

� ��� +2����� ���� ��	

1
c
· B ⊆ B′ ⊆ 1

c′
· B.

"	���
c

c′
·m(B) � m(B′) � c′

c
·m(B).
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&�#��� B��������
�� ��
�F�
�� G���
���
� ����0	4 �������
�� H�
���-1�����

0���# B ⊂ R
n : �����
�	#�! FB�,�� � [B] =

{
T (B) | T ∈

GL(n,R)
}
: ������
� FB�,���
� �
	������� �$������ ,��� B ���


��
������� �
�������� 	��!�� ����$����
���� ��������
��
� R

n� �������� ��� ���������	#�� ������ d(x, y)� ������	��
�� � ����� ����� �����
�	#��� ������
� X � ���
����� ������
��������� �����	����� ��	� ln d(x, y) �
	����� �������!� �����
��� ������ ��� � ������
� Bn =

{
[B]

}
� ��������� �� �	����
 [B]

�� 
��� FB�,���� B ⊂ R
n� ������	�� ��	#���	�����
�� ���������

F����)B����� �	������� �$�����G

d
(
[B], [B′]

)
= inf

{
h � 1 | ∃B1 ∈ [B] ∃B2 ∈ [B′] : B1 ⊆ B2 ⊆ hB1

}
= inf

{
h � 1 | ∃T ∈ GL(n,R) : B ⊆ T (B′) ⊆ hB}.

B���������� ���������
� (Bn, ln d) ���
����� �	�����	� +�����6
2������ � ln d : �����	���� +�����62������

6� �	����
�� =�9 	���� 
������� �	������� �������� ���
�	�����
���
�
��# ���,��� L��!��� ������
��� ���������
 ���!
���������� ����� ��������� F����)B������

'������ &�* ;C����� D��E9� ����� B  B′ � ��� +2����� � R
n!

"	���

d([B], [B′])m(B) � m(B′) � 1
d([B], [B′])

m(B).

A������ =�@ ���
�	��� ��	����# ���� �������� ����� � ����
,��� L��!���� 0��
���� �������� ��������

;�9 0���# Dn �$������� ��������! ������! �
�	���
 ,���
?�� 
 ��$��� 37-4 ������	� ��� �	� 	�$��� FB�,��� B 
���	�����
d
(
[B], [Dn]

)
� √n� &������ �� ������� =�@� ���
�� ��	����� 3.*4

(�������� &��� *�� �#(	�	 +2����� B ���� ����	 ��������
���	G

m(B) � 1√
n
·m(Dn).

A���� �$������ ��	� 
��� ����	#���� ?�)8
���� �� �	� B ⊂ R
2

�����G m(B) �
√

3
8 = 0.61237...�

;�9 8���,� ��
���� 2���� �������� 3.*45� ��� �	� �����
�	#���
FB�,��� B � �����
�	#��� ε > 0 ������
��� ����! ������ 
����	�!



3�%� &��"�! ������������ '��	
���	
� +9=

FB�,�� B′ � �	����! ������!� ��� ln d
(
[B], [B′]

)
< ε� '��� ����� 
���

��� �� �	����
��� =�9� ���
�	��� ���	����#� ��� ��� ��	����� �$���
����� � ���,��� L��!��� ���������
 F����)B���
����� ���
������� ��������#�� ������������ ���� ��������� ������ 
��
���	��� ,����� � �	������ ���������  �����# ����� �$	�����
�$<������� ���� ��� 	���	#�� ��������� �$��	��� �����	#�� ���
��
#�
 
 ���������
�� � ������ ������ ������
�� ����� 2���� ��
������� 3.*4 �	� 37145� '�� ���$������ 
 �	���� ���������� 2 ���
��
	�	� ?� � ��� 2��� 3/=4 � 3*-45 ��	����#� �	������� ������

'������ &�+� *�� �#(	
 ��	��	�� +�����62��	���	�	 � ���
����� ���	� B ���� ����	 �����#$�� 	�����3

2
3

� m(B) �
√

13− 1
3

= 0.8685 . . . .

D�� �� �
���� 
 �	������� ��������	�� ���� ����� �� A�����
�� =�7 ����������� 2��� ��� �� ���������� �� ��
��� 
����! �����5�

&�#�#� !������
���� � �p�
�����

�������� ��� ������
��� ���������
�� ��������� FB�
,����

Bn
p =

{
(x1, . . . , xn) | |x1|p + · · ·+ |xn|p � 1

}
, p � 1,

�$��������� ����� �np � >�����!� D���� � B����
 39=4 ������	�� ��� �	�
1 � p � q � 2 �	� 2 � p � q �∞ 
���	�����

d
(
[Bn

p ], [Bn
q ]
)

= n
1
p− 1

q ,

������� �� ������� =�@ ��	����� 3.*4

(�������� &�&� �� 1 � p � q � 2  �� 2 � p � q � ∞ ���	����
����

n
1
p− 1

q m(Bn
p ) � m(Bn

q ) � 1

n
1
p− 1

q

m(Bn
p ).

�6 ��'�����#
  ����� �������'���� �� ���� ���� ����� � �� ���� ���'��(
�� ������������ ��$����%��� �	 ����� C7DE +�	��'��
 ������
 ��� %���������
������ ���'� �����#��� �� ������������ �������� ������������������ ������� 
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�	��	�� ��(��� � �������� p � 1 � 2 � � �������� q � � 2 
� ∞ ���	�� � �����#$� �		��	�����G

n

n
1
q

m(Bn
1 ) � m(Bn

q ) � n
1
q

n
m(Bn

1 ), ��� q � 2,

n
1
p√
n
m(Dn) � m(Bn

p ) �
√
n

n
1
p

m(Dn), ��� p � 2,

n
1
p m(Bn

∞) � m(Bn
p ) � 1

n
1
p

m(Bn
∞), ��� p � 2,

√
n

n
1
q

m(Dn) � m(Bn
q ) � n

1
q√
n
m(Dn), ��� q � 2,

	�����

min
[ n
n

1
q

m(Bn
1 ),

n
1
q√
n
m(Dn)

]
� m(Bn

q ) � max
[n 1

q

n
m(Bn

1 ),
√
n

n
1
q

m(Dn)
]

��� q � 2,

min
[
n

1
q m(Bn

∞),
√
n

n
1
q

m(Dn)
]

� m(Bn
q ) � max

[ 1

n
1
q

m(Bn
∞),

n
1
q√
n
m(Dn)

]
��� q � 2.

6� �	����
�� =�= ���� ��	����# ����
��	#�� ����� � ���,��
�� L��!��� 
 �
������ �	����� ?	� ����� �����$���� �	�������
�������� �������� 8
�����

'������ &��. ;I��
� D�$E9� =���� ����	 �����#$�� ��������	G

m(B2
1) = m(B2

∞) =
2
3
.

�������	 5������ > 78
  ���������
 ����	����
 ��� ��'��� �%���� �	 �����(
�� > G �����������
 ��������
 �� �	���������� ���������� 	21 � 	2∞ 

6� ������� =�.1� 
 ������	����� ����
��	�
���� �������� >�	$��
���)0�		���� ��	����� �	������� ������

(�������� &�*� *�� m(B2
q ) �� 1 � q � 2 ���� ����	 �����#$��
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	�����3

⎧⎨
⎩

4
3

1
21/q ��� 1 � q � 4

7−3 log2 3 = 1.78165 . . .,√
3
8 21/q ��� 4

7−3 log2 3 = 1.78165 . . . � q � 2,

� m(B2
q ) �⎧⎨

⎩
1
3 21/q ��� 1 � q � 4

3 log2 3−1 = 1.06528 . . .,√
3
2

1
21/q ��� 4

3 log2 3−1 = 1.06528 . . .� q � 2,

� ��� q � 2 ���	�������

⎧⎨
⎩
√

3
2

1
21/q ��� 2 � q � 4

3 log2 3−3 = 2.27935 . . .,
2
3 21/q ��� 4

3 log2 3−3 = 2.27935 . . . � q �∞,
� m(B2

q ) �⎧⎨
⎩
√

3
8 21/q ��� 2 � q � 4

5−3 log2 3 = 16.319 . . .,
2
3

1
21/q ��� 4

5−3 log2 3 = 16.319 � q �∞.

���� (��� ;�	&��� ������� � ��9��� �'���� �	 �
������� =
�����	 ���6
�
�	��
� l2p �! ����
�� (�-�
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 ��!��
���	#����� ������ ���
����� 
 �	����
�� =�@� � �
	��
���� ������� &�� �� �����$�
 �	��,��� 
����� ����� �������

 
����	��� ���,��� L��!��� �	� �������� ������ A��� ����
������
�� ������	#��� �� ������!� ����		�	#�! ��� �$������ ?� �
I�� 3.1@4 ��	���	� �	������� ����� � ���,��� L��!��� ����
������
 �2p�

'������ &���� ����� p � 1  1/p+ 1/q = 1! "	���

m(B2
q ) � (2p − 1)

1
p + (2q − 1)

1
q

4
.

0����	#�� ������� ������� 
 ���
�! ����� ���
���
� �� ����

���� =�..� ��������� 
 ����� p = 2 �������� ���������
√

3
2 � ��	�����

�	������! ����	#����

(�������� &�+� %��	���� I��
���� ��	��������� �2p �� ����

�	��	��
√

3
2  ����� ��������	 �	&�� �	�������� �	���	 �� p = 2!

�������	 H������� > G �������� ��������'����
 ����	����� I������� C7DE


� ���
 ��� ����� ������ �%���� �	 ������� > G ��'�� ���� ��������� ��
√

3
2

 

&������� ��� ����� �� ������� =�..� 
 �
�� ������#� ����� $��#
�	��,��� ��	� 
����� ������	#���
 �� ������!� ����		�	#�! ��� �$�
������ ����������# ������	#��� �� ������!� ����		�	#�! $���������
�� ���
��� �
������� ;���
����
����! ����	#��� $�	 ��	��� J��	��
���� ��� 3.*4� >������ ����� I�� � ?� � J��	��� 
����� � ���������
����� �� ;	����
�� =�@ ���
���� � ���� =�+� D�� 
��� �� �������
����� I��� ?� � J��	��� �	��,��� ����	#��� �� ;	����
�� =�@ 	�,#

 ���������� p = 2� %�	� ����������# ������� ������
�� �������
��� �� ������� � $�	�� ������ �� ����� ������� ��	����# ��� 	��,��
������ A�� �������� (	#$���� 3.4� ������ ���,��� L��!��� �	�
������� ������
 �� ������� ������ ��	���	 $�	�� ����� �����

 ���������� p = 1� ������� �� � ���
���� ����� ��������� �����
2��� ����� 3.*45�

0��
���� �����# ����� �	� �p����������
 ���������� ��� � 
��
,� 2�	���! p = 2 �$�����	�� 
�,� 
 ��������� =�*5� 0��
�� ������
����� ����� ��	���� � �����#� ������� ������� ������
 ����
���	#��� 
���� � ����� ���������
� ��$�
 � ��������
� ��� 3.*4�

'������ &���� ����� 1 < p <∞ 1/p+ 1/q = 1  x0 � ���������
��
 � �������� (1, 2) ���� ����� f(x) = xp + 2(x − 1)p − 2! "	���



3�%� &��"�! ������������ '��	
���	
� +-.

���� (��� ;�	&��� ������� � ��9��� �'���� �	 �
������� =
�����	 ���6
�
�	��
� l2p�

�� 1 < p � ln 3
ln 3−ln 2 = 2.709511 . . . ���	�������

m(B3
p) �

� min
[1
3
(
2−

1
p +(2q−1)

1
q
)
,

6
5

(1
2

) 1
p

,
1
5

(
(2q−1)

1
q +

(1
2

) 1
p

+
(3

2

) 1
p

x0

)]
,

� �� p � ln 3
ln 3−ln 2 ���	�������

m(B3
p) � min

[(2
3

) 1
q

,
6
5

(1
2

) 1
p

,
1
5

(3
2

) 1
p

(x0 + 2)
]
.

>������ ����� �� ������� =�.* ���
���� � ���� =�/�
���� ��$��� ��
����� ����� �	� ����,�� ����������!�

• ?	� ���������
 �n1
m(Bn

1 ) � n

2n− 1
,

��� ��
���
� ����������� � ������
� 
��,� ,��� Bn
1 �

• (	#$���� 3.4 ������	� ���

m(Bn
p ) � 2n

2n− 1

(1
2

) 1
p

,
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���� (�"� ;�	&��� ������� �'���� �	 �
������� =
�����	 ����
�	��
� �3p�

��� ��
���
� ����������� � ������
� 
��,� ���������� ���
������� &������� ��� ��� p → ∞ ���� ����� ������ 
���
�������� �������# � $�	#,��� ������ ���	� 2n

2n−1 � '�� ��������
��� �� � ��$����� ��� $�	#,�� p�

• (	#$���� 3.4 ������	� ���

m(Bn
p ) � 2n−1

2n − 1
n

1
p ,

��� ��
���
� ����������� � ������
� 
��,� ���������� ���
�����$� � 
��,���� 
 ������ (±1, . . . ,±1)� &������� ��� ���
$�	#,�� p ��� ����� 	��,�� ��� ����������� �� ���� =�9 ���
��
��� ������� ����� (	#$����� �	� n = 7�

•  ���������
m(Bn

∞) � 2n−1

2n − 1
.

;	������� ����� ��	���� ��� �	����
�� �$���� ����	����� =�=
� ��
����� 
	����! ���������
 � ������ ���� �p ���� 
 ������
& ����� 
	������ ��
����� �������� �	�������G

• ;�����
��� ����������� 
	����� �� �2∞ 
 �m1 ��� 	�$��m � 2
2I�$��� h����,��! 3..145�

• ;�����
��� ����������� 
	����� �� �n1 
 �m∞ �	� 	�$�� n � 2
� m � 2n−1 2I�$��� h����,��! 3...45�

D�� �	����
��� ����	�� ��	����� �	������! ����	#����
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���	
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���� (�%� ;�	&��� ������� �'���� �	 �
������� =
�����	 ����
�	��
� l7p�

(�������� &��.� *�� �#(�� n � 2  m � 2n−1 ���	�������

m(Bm
∞) � m(Bn

1 ) � n

2n− 1
,

�	��	��

m(Bm
∞) � 1 + log2m

1 + 2 · log2m
.

&�#�$� �����������

%�� ��� �������! ������ �	����� ��� ���� ��� ���
����� ��
����� ���� ����� ��! ������! ���� �������
	��� ��$�! ���
�	#�!
2�����	#��� ��� �� ���! ��������� �������� 	���� � ��� �$������
'��� ���� �$��� �$������� ����� B(
)�  ��������� B(2) = B2

1 �� ��
������	���� B(∞) = B2

2 �
"��������� �  �� 3.+=4� ��� ����� 3.*4� ��	���	� �	������� ����

���

'������ &��#� *�� 	��	���� I��
���� �� ��	��	�� � ��
�	��	
 � � 2 ���� ����	 	�����

m(R2)
1

cos π
2


� m(B(
)) � m(R2) cos
π

2�
.
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�������	 + ���������
  ��������'���� ������������ ������	� J�������K
.������
 ���� 	 = 2
 �� ���������� �%���� �� �����
 �� ������� > 78 

I� � L� 3.1-4 ��������	� $�	�� ����	#�� ���	���
��� ���,��
�� L��!��� 
 ������������ 6� ���	��# ��	����#� ����� ������
�	� � ������	#��� 
����

'������ &��$� -�� � ≡ 3 mod 6 �	

m(B(
)) = m(R2) cos
π

2�
.

-�� � ≡ 0 mod 6 � � 6 �	

m(B(
)) = m(R2).

 ��������� ������� $������� ���� ������������ �	�������!
F����)B���
����� � ���,���� L��!��� ����� ��� ��� � �
�	��
��
�! �	�������� D���� ����� ���,��� L��!��� �	� ����� � ���#
������� ������ ��

,�%� -���.���� /������� � ��$��� 0�����

���������� ���������

 ���� �����	� �� �$����� �
��� ���,��� L��!��� � ����
������ ��
����� ����� ��������! ����������

&�$��� J���� K
��

0���# B : �����
�	#�! n�����! FB�,�� � ‖.‖B : ����
����
��
���� ���� 
 R

n� �������� ��� �	� �����
�	#��� ����������
������
� X ⊂ R

n ������
�� ������	����� ������ DB(X) � ����
�� RB(X)G

DB(X) = sup
{‖v − v′‖B | v, v′ ∈ X},

RB(X) = inf
{
r � 0 | X ⊂ v + rB �	� �������! ����� v ∈ R

n
}
.

H��	�

Jn(B) = sup
{RB(X)
DB(X)

| X ⊂ R
n : ��������� ������
�

}
�6 ��'�����#
  ����� �������'���� �� ���� ���� ������ � �� ���� ���'��(

�� ������������ ��$����%��� �	 ����� C7DE +�	��'��
 ������
 ��� %���������
������ ���'� ��������� �� ������������ �������� ������������������ ������� 
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��! ����
��� +-9

���
����� ���	� J��� ������
���� ���������
�� 8���,� ���

���� 2���� ������� 3.1=45� ���

1
2

� Jn(B) � n

n+ 1
.

������� 
����#� ��� � �����#� ���	� j�� ���� ��	����# 
����
�� ����� �	� ���,��� L��!���� ?�!��
���	#�� ������	����
��� 
 ���������
����� ������
��� ���������
� ������
��� ����

�	#�! ����	��� 2���� ������
� ����� Δ = {A1, . . . , An+1}� ��������
�� ����� 	�$��� �
��� �� ������� ��
� 15� A����� ���
���� �	��
� MST(Δ) = n� � �	�� SMT(Δ) � ���
������� inf

x∈Rn

∑
i ‖x−Ai‖B� 0�

������	��� �������� ���	���� 
������� � ���
������� (n+1)RB(Δ̂)�
��� ����� Δ̂ �$������ 
����	�� �$�	���� ������
� Δ� 6����

ρ
(
SMT(Δ)

)
� (n+ 1)RB(Δ̂) � (n+ 1)Jn(B)DB(Δ̂) = (n+ 1)Jn(B),

������

m(B) �
ρ
(
SMT(Δ)

)
ρ
(
MST(Δ)

) � n+ 1
n

Jn(B).

O����
��� ��� 
 �
������ � ��������� �	����� ���
�	#�� ����
�	���� ������
��� 
������ ��	����� �	������! ����	#���� ��� 3.*4�

'������ &��%� *�� ��	�������� +�����62��	���	�	 �������	�
�� n ������ �����#$�� ����� ��&�� ���	� J���  	��	�����
I��
����G

• �� n = 2 ��� �#(	�	 +2����� B ���� m(B) � 3
2J2(B) 

• �� n = 3 ��� �#(	�	 +2����� B ���� m(B) � 4
3J3(B) 

• ��� ��$������� ��������
 ������� �	 ��	�	�	
 1 �	
m(B) � (n+ 1)/n Jn(B)!

A������ =�.9 ������
��� 
�����# �	���� ���
�	#�� ����	����

�	�� $�	�� �$��� ������ ������
 ����� ������ ��
����	���
���� �� ������ 
 ������
��� ���������
�� �	� ����� � ���,��
�� L��!���� D ����	���� 
 �$��� �	���� ���
�	#�� ����	����

����� � � $��#�  ������� ��� ������	 ?������ 3**4� ��	� ���������
F����)B����� ����� B � Dn ��������� ��	�� �� ���
�	#�! ����
�	��� ������
����
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&�$��� )������� � �������

 ���� �����	� �� �������� ��� ���,��� L��!��� �����
$��# ����	#��
�� ��� ������� �����
�� � �������! �
�	���
� ����
������
�� �������� ��� �������� ���	� � R

n ���
����� 
����	��
���������
� R

n� ���������� 
������ ������ ;���!��
� 
����	��
��	 
 R

n� 
�������� ������� � ������������� ���
����� ����	��
�	
� ;���!��
� ���������
 
 R

n� �$<������ ������� ��
������ � R
n�

���
����� �	������ R
n�

0���# K : ��������� 
����	�� ��	�� � V = {vi} : �������! ��
$�� ����� 
 R

n� ����!� ��� ����!��
�M(V,K) = {vi +K} �
	����� ����
��
��!� ?	� ������� ���	� r � 0 �$������ �����Mr(V,K) ����!��
�{
vi + (1 + r)K

}
� &�����	�� 
�	���� c(V,K)� ���
����� (��	���#

����	�� M(V,K)� ���G

1
c(V,K)

= inf{r | Mr(V,K) : ��������}.

?�	��� �$������ ����� V(K) ������
� 
��� ����� V = {vi}� ���
M(V,K) : �����
��� � ��	����

c(K) = sup
V ∈V(K)

{
c(V,K)

}
.

?	� �
������� �	���� 
 3.*4 ���
������ �	������� ��
�������#�

����� ���,���� L��!��� ���������
� F����)B���
������ ���
�������� FB�,���� B� � 
�	����! c(B)�

'������ &���� ����� B ⊂ R
2 � ���	�	��
 +2����! "	���

m(B) � 3
4

(
1 +

1
c(K)

)
.

0��
���� ����	#��� � �
�!��
�� ���,��� L��!���� ��	����!
?� � ;����� 3+-4 �� ������ �����
��� 0���
�����	#� �������� ���� 

������	����� ����
��	�
���� �������� >�	$���� � 0�		���� ���,��
�� L��!��� �
�	���
�! �	������� ����������� � �������� �����
�� ������
� ����� 2�������� � ���
�	#�� ������	#���5� ?	�
�
�	���
�� ���������
 $�	#,�!� ��� �
�� ���������� ������
�
��
�� ������� ������
�� � ������� ����������� ���,��� L��!��
��� �������� �� ��� ��� �������� 
�������� A�� � ����� ��	� �����

��������
 ��� ����������  C7DE ����	 ����	�������� ����� ��	������� �����(
��� .������ ����� �� 	��#�
 ��������� �� ��������� ��'� ������� 
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��! ����
��� +-=

������
� N ������
���� ��� �����
������ ���� �����# ���� ��	��
����
� ����� 
 N � 0������ ��� ��	������� ��� ������

����� � ������! ����������� ����	����! ?� � ;����� 3+-4�
�������������!� ��� ���,��� L��!��� � ����� ��������#��
� ������
� 
��,� ���
�	#��� n������� ����	����� n � 3� ?	�
����� ���������� ������� ������
� P � ��������� �� �	�������
1 + n(n+ 1) ����� ���������
� R

n+1G ���! ����� (0, . . . , 0) � n(n+ 1)
������ � ������� 
�� ���������� ����� �
��� ��
� �	�� ��� ��
�
−1 � ��� : +1� C��� ��� ������
� P 	���� 
 n�����! �	��������
� ��� ���� �������
��# 
 
��� �$<������ (n+ 1)��� ������
� P i�
������ �� ������� : ��� ������
� 
��,� n������� ����	����� ���G
P i =

{
(0, . . . , 0)

} ∪ {x ∈ P | xi = 1
}
� ��� ���� =�-� I���� 
����#� ���

��	� n � 3� �� ∪MST(P i) = MST(P ) � ρ
(
SMT(P )

)
<
∑

i ρ
(
SMT(Pi)

)
�

��� ���	���� ���
���
� 
������� �� ����� ��� �����# 
��,�� ����
��	#��� ����
� � ����� $��# $�	#,� 3� &����� ����	�� 
��������
��� m(P ) < m(P i)� ��� � ���$�
�	��#�

���� (��� 8��9��
�� P � �����
	������ � ���� �7>������� ��	������ ���6
������ P i�

(�	����� ���� ��	����# �	������! 
���! ����	#���� 0���#
P : ������
� ����� 
 n������ ���������
��  �$���� �����
�	#��
����� p ∈ P � �	� �����! ����� q �= p �� P �������� ���� � ��#�
pq � ����
���� 
 π/3� &$<������ ��������� �����
 �$������
����� Up�

)����"��
�� &��� -�� � ��	&����� P �	&�	 ��(���� ����#
�	��� p ��	 � ��	��������� �	&�	 ��������� 4 �	��������
���������� ��	&���� Up �	����	 ��������� 	(���	� �� ���������
#$��� �	 m(Rn) < m(P )!
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?�	��� ������ ���������
� P ����� Sn−1 ���
�� k��������$��
����� ��	� � ����� �	#�� ���������# k ����������� ����! �����
��
� P ���� ���$� ��	�
�� ��������� ����� ����� ������� $�	� �
��#,� ��� π/3�  �����
�� �	���� ���
�� P k������$������ ��
���� ����� ��
������� =�. ���� ���������	���
��# ����

)����"��
�� &��� ����� P � �	����	� �	���	&����	 ��	�
��������� R

n ���	� ��	 m(Rn) = m(P )! "	��� ��������� ��	���
�� ��	&����� P �� ����� � �����	� � ��	��	���	
 �	��� p ∈ P
�������� 4��������$���	
!

A���� �$������ �,� ������ �
������ � ����� ���� ��	�����
�
����� 
 4������������� ������
� ������ &������ �	�������G

• ��	� ������� ,���
 ������� π/3 � ������� 
 ������ �����
��
� P ⊂ Sn−1 �����
��� ������ �� ������
� P �
	����� 2�
������������K

• ��	� ������
� P �
	����� 4������������� � ������
��� �����
���	#�� ����$����
���O� ������ ��� ��	�
�� ��������� �����
������
��� P � O(P ) $�	#,�� ��� π/3� �� ������
� P ∪ O(P )
��	�� $��# 2�������������K

• ��	� � ������
��� �������	#�� ����$����
��� O� ������ ���
��	�
�� ��������� ����� ������
��� P � O(P ) $�	#,�� ���
π/3� �� ������
� P �
	����� 2��������������

&���� �����# ��	�����
� ����� 
 �����
�	#�� 2�������������
������
�� ?	� ����� 

���� �	������� �$�������G

Im(x) =
∫ x

0

sinm(u) du, f(θ, n) =
2 In−2(π/2)
In−2(θ)

.

h����� f(θ, n) : ���,��� �$<��� ����� Sn−1 � �$<��� M��������
���! ,������N ��	�
��� ������� θ�

0���# P : �����
�	#�� ������ ���������
� ����� Sn−1 �
p ∈ P � %�	� P �
	����� 2������������� �� ��	�� ������
�
��#
�������	#�� ����$����
��� O� ������ ��� ��	�
�� ��������� ����
�� P � O(P ) $�	#,� �	� ��
� π/3� %�	� p � q : ����� �� P �
� �$�����	#� ���	����� �� ����� �������	#�� ����$����
��� O
� ����� ����
����# ����� p 
���# ,��� ������� π/3 � ������

 q� B��� 8���� ������
� ����� �������	#�� ����$����
��! ��
�
� 1/f(π

3 , n)� A�� ��� 
���� ������� (#P )2 ��� ������ �� 
���� ������
�� (#P )2/f(π

3 , n) M���������N ����$����
��!� 0������� ��	� �,�
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��! ����
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������
� 2������������ �� (#P )2/f(π
3 , n) < 1� 6���� ����� ����� �	��

������ ������

����� &��� ����� P � ��	��	���	� 2��������$���	� �	���	�
&����	 ����� Sn−1! "	���

(#P )2 � f(
π

3
, d).

A���� �$������ ��	����� �	������! ����	#����

'������ &��& ;:�8 (��� D#�E9� ����� Dn ⊂ R
n n � 3 �

����������
 �����	� ���! �����	�	&� ��	 ��$������� ���	�
�	����	� �	���	&����	 N ⊂ R

n �� �	�	�	� �	�������� 	��	���
�� I��
����  ����� #N 	(	������� �	������	 �	��� � N ! "	���

#N �
⌈

1
2

√
f
(π

3
, n
)⌉

+ 1,

��� ����� �a� 	(	��������� ��������� ���	� ���	 (	���� � ����
�	� a!

&������� ��� ���
�� ����# ���
���
� �� ������� =�.= ������ ���#
$����� � ������ nG ���� ��� n = 50 �� ��
� 53� � ��� n = 200 ��
�
3481911� A���� �$������ ��	� � ������ ���������
� 
 R

n 2��� ���
������� $�	#,�� n5 ����������� ���,��� L��!���� �� ���	� �����
����� ���������
� ��	�� $��# ���# 
�	��� : ������
�� $�	#,��
��� ���������# n�

&�$�#� !��6���� '����

0���# B ⊂ R
n : �������! FB�,��� ����������! ������ ����

������ ρ� � Σ = ∂B : ������ ����� ,���� E��������� �����
�	#��
������ ���������
� N ⊂ Σ � �$������ ����� s(N) ����#,��
��������� ����� ������� �� N � ���$�	#,�� �� ����	 s(N) �� 
���
N ⊂ Σ� ��������� �� k ������ �$������ ����� rk

n(B)�
6���� ����� �	������� ����� 3.*4�

'������ &��*� ����� B ⊂ R
n � ���	�	��
 +2����  k � 3 �

���	� ���	! "	���

m(B) � k

(k − 1)rk
n(B)

.
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&������� ��� ������ ������	��� ���	� rk
3 ���
����� ��	(���	


"���� � ��� ����� ��,��� ���! ���$	��� ��
���� 	�,# ��� k � 12
� k = 24� ; ����� ����� ������� =�.@� 	��,�� ����� ��	������� ���
k = 4� ��� ������	#�� ����������� �������
	��� ��$�! ������
�

��,� ���
�	#��� ���������� D�� �	����
��� ��	����� �	������!
����	#����

(�������� &���� %��	���� I��
���� ��������	�	 �����	��
��	��������� �� ����	��	��

√
2/3!
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 ���� �����	� ��$��� ����	#�� ���,��� ����� �$ �������
��	#�� ������ '�� ������ $�	� ������	���
�� �
������ 
 �����

���� �� ���
�������� ������� �� �	������� &���� 
�� ��� �������
� �, 
��	��� �������
	��� ������ �	� ������ ��������	#�� ����!�
B���� �� �� �������� 	���	#� �����	#�� ����!� ?	� ���$��
�
�� ���$�	� ��� ������ � ����	#�� ����

�����	
� ��
����	
� ���� 
� ��������� � � �������
����

L����� �� ;�����
��� 	� M��
����	#��N ���������
� �	��������
� ������� 	�$�� $����� ����
� 2� ����
����
����� ���	�� 
��,�
������ 15 ���	� $� �����	#�� ���	������k F�	�� �$��G ������
��
�� 	� M��
����	#��N ���������
� �	�������� � ������� $� 	�$��
����
� L��!��� 2� ����
����
����� ���	�� 
��,� ������ 1 � 25
���	� $� �����	#�� ���	������k

�������	 <������ �� ������� ���� 	�����4 ,7- �� ���� ����������# ���(
��	�%�# ������� �����
 �� �������� � ������� ��������� ������'����2  ����
������ ���'���� ��	������ ��������������
 ���� ��'��� �������������� ����(
� ����� �� ��� ����������# �����	�%�# ��� ��������� ���������� ������'�(
���2 ��� ,D- �� �������� �� ��������� ������'����2  ���� ������ ���'����
��	������ ��������������
 ���� ��'��� �������������� ����� ����� �� ��� ��(
��������# �����	�%�# ��� ������� ���������� ������'���� 9����� J A 6��(
����� ����	��
 ��� ���'���� ����� ���������� n(������� ���������  �

n+1

������� �������������� ���'����� � �����
 ����� ������� ������ ��� ��(
������ ������
 ���#��� (n + 1) ������ ������� 1 ,�� CG?E- 

L����� ��  ��� 	� ������� � �����	#�! ���	������ 	�$��� �	���
���� ����� L��!���� � �������� ����� ������� ��������	#���
���	� ��
� 6 2��� ������ +�5

L����� #� 0���# ���� �	����! ���� G� E��������� �����
�	#��
��� 
��,�� V � � ����# e0, . . . , ek−1 : ��$�� ����� G� ��������

��,�� V � �������
��� ���	���
���	#� 
 ����
����
�� � �$�����
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����� ���! 
��,�� �����
 ����
�! ����	��� D�� �$���� $���� ����
���#� ��� ������ ��	���
����� �� ����	� k� 0����,�� �����! ����
�������! ���� ei, ei+1 ���	���
���	#�� ��$�� ���	� αi� ����
�� αi

���	���� ���	� ��&�� ��(��� ei � ei+1 
 
��,�� V � 0���# �����
� �������� ��	� ����� 	�$��� ������� ��$���� �����G� ��!��
��$������� � ���������� ��	�
�� ����� ��� ������
��� �	���� ��
��

�	���! ����� G 	��!�! ���� G̃� ����!� ��� ���	 ����� 	�$���
��� ������� ��$���� ��
� ��������� ��	� ����� ����
����
���
���� ��$���� �������� ����� G�

�������	 9�������
 �(�����
 ��� ��'��� ������� ���$ �������� ����(
������ ��������� �������� ���$� ,������� +������KL���- +�(�����
 ����
 ���
��������� ���� �� ����� ���� �#���� .� ������� ����
 ������������ ���#���
�����#��� ������4

• ��� ��'��� ������ ���$� V ������� ������ 1 ����� ��� ��������� ����
 ���� ������ ���� 2π2

• ��� ��'���� $��������������� %���� ���$� G �	 k ����� ����� ���������
���� ��'�� ���������������� ������ ����� ����� %���� ��� ������ ���
����� ������ ������� ���� π(k − 2) 

������ �����'�� ��������� ������ ,���������� ����������� ���������%�# �	 ��(
����� ������������-
 ����� ���� ��� ������ ������������ H ������ �������

����� ����	���
 ��� ���� �� %���� ���$� G ������� �� ��������#���
 �� ���� ���
������ ���������� 

�������
 ��� 	����� D 0 ��� ������� ������ 	����� M 

L����� $� &$�$���# ������� �	����������� 	���	#� �����	#��
$����� ����
#�
 � 
����	�! ������! � �	���! �����
�	#�� �����

#�
 L��!����

�������	 N���
 ��� ��'��� �����'������ ���������� �������� ��������(
��� ���� F������� � ������� �����%�� ����������� ����� �������� �����������
�������� ����� � ������� �����%�� �
 �������
 ���������� ��������� = * � = =
���� = .������ ��� ������� 	����� * ���������� �������
 ��� �����'������
���������� ����� ���������� ��'�� ����� 

L����� %� &$�$���# ������� �	����������� 	���	#� �����	#��
�
�������� ����! L��!��� 2��� �	�
� 95 � 
����	�! ������! �
�	���! �����
�	#�� ����! L��!����

L����� �� 0�	����# ��	�� �	����������� 	���	#� �����	#��
$����� ����
#�
 � ���
�	#�! ������!� 2;�� ������� 9�= � ������
����� � ������� 9�@ �	�
� 9�5

L����� &� D�� ��� �� ,���
 
 ��,��� �$��! ������ -� 
�����#�

��� 	�� ��� ��	� $����� ����
� ����� ���
�	#�� �����	#��
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���� ����2����� ����"� +=+

���	������� �� �� 2$�	�� ����� ����
����
����! ������5 ��������
� $�	�� ����� ��	� 
��
	���k

L����� *� 6���� 	� ����� �	������� ������� ���	������ �	� �	���
��� �
�������� 	���	#� �����	#�� ����! � 
����	�! �����
��!G �	����� ���
��	#�� ���# � ���	�� 
������� � ���
���������
����� ����� 
����	�� �����	#�� ���	�������

L����� +� 0���# �	����� $����� ����
� Γ ����� ���	� 
������� �
���
��������� 12(k − 1) + 5�  ��� 	�� ��� Γ ����� �����	#�� ����
	������ � ������� ������
�� ���	� ���
�! 
����	���� ��������
� ���
������� kk

L����� �.� &$�$���# � �	���! �
�������� ����! L��!��� ����
���� �� �	�
� 9 � �
��� ���	� 
������ �����	#�! ���� � ��	�����
�
���
�! 
����	���� �������� ������
�� 2���� ��� ������
��
������	��# ��	�� ���	� 
������ 
 �$��� �	����� ���$� ��	�����
����� $�	� ����!�5

L����� ��� &�����# ���������
��� 	���	#� �����	#�� $����
�� ����
#� � 
����	�! ������!� 2;�� ������ .=�5

L����� ���  ����	��# ���������� ���������
� 2
�
�,���5 ���
���	#�� ����! ����� ���� � �������
��! ������! 
 R

n� n > 2�

 ����	��������� �	�l� �������������� ��������

�������	 6�� ���� ��������  ���� *
  ������ ��	�������� 3 � ��� %��(
������������� ����� ���������	�#���� ���$� ������������ 

L����� �#� &�����# ��������� ����! ���������� 
��� 2
�
�,��
��5 �����	#�� ����! ����� ���� � �������
��! ������!�

L����� �$� &�����# 	���	#� �����	#�� $����� ����
#�� ���
����
� ������� 
��,� ������� 	���� � ������ ��������� ����
�����	#����

L����� �%� &�����# 	���	#� �����	#�� $����� ����
#�� ���
����
� ������� 
��,� ������� 	���� � �������! ����������

L����� ��� &�����# 	���	#� �����	#�� $����� ����
#�� ���
����
� ������� 
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+�/ A��� 
������ 
��,�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -9
+�9 ?
�!�� �����	# � ���	�� 
������ 18� � � � � � � � � � � � =/

/�. 0����� ����
� ��������	#�! �	�� � 
����������� �
�����
���� 
 �
��� �	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � @=

/�* 0������ � 
����	�����	������� 	����� � ���	��

������� ��#,�� 6� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7/

/�+  ����	�� 	������ 
����	�� ���$����� ��	�
�� ���
�	���
���	#����! ������� �
����	�� � � � � � � � � � � � 7=

9�. 0�������� ������	���� �� $������ ����
�� � � � � � � .1-
9�* '�� �	����� $����� ����
� � ����� �������! ���	��

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .1@
9�+ ?
�!��
��� ���# �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � .17
9�/ E��	����� ������� � ���	�� � ������� � � � � � � � � � � ...
9�9 &�� 	��!��� ������� � ����
����
������ ����� ������

�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ../
9�- O�	� 
��
	��� ����
��� �������
� � � � � � � � � � � � � ../
9�= E������� RR��� ���� ����� �
�	����# ���	� 
������� � � ..=
9�@ D���
�� ��$�� ������� ������	�� ��������� � � � � ..7
9�7 ;���� �	�������������� ���	���
� � � � � � � � � � � � � � .*1
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9�.1 D��� �
�������� 6����	���
� � � � � � � � � � � � � � � .**
9�.. E����	����� ������
 
 �������� �� WP<� � � � � � � � � � .*+
9�.* 0������
���	� $�������� ����! ���	���
 $�� ��	�



��
	��� � 3����	���
� ������� ���
�	#�� �����	#�
�� ���	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .*9

9�.+ 6����	���� ������� ���
�	#�� �����	#�� ���	����
���G �	���� n = 24 � n = 30� � � � � � � � � � � � � � � � � � � .*-

9�./ 6����	���� ������� ���
�	#�� �����	#�� ���	����
���G �	���� n = 36 � n = 42� � � � � � � � � � � � � � � � � � � .*-

9�.9 0��� ����
�� ������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .*7
9�.- A��� �
����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .+.
9�.= A���� � ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .++
9�.@ H����� �	���� ��
�����
����� ����
�� 	��!�� ����

����
 E� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .+-
9�.7 0����� �
������
�	#��� 70����	#���� ������! �	#��

������# � ���� �����	#�� $����� ����
��� � � � ./7
9�*1 '��� ���� L��!��� � ����� �	����! �����	#�! ���

�	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .91
9�*. C��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .9/
9�** I��!�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .9-
9�*+ ;��������� �	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .9-
9�*/ I��!�� ������	����� � ������	����� 
��
	���� � � .9=
9�*9 �����
	��� ����
��� 	��!��� �������� � � � � � � � � � .97
9�*- '��� ���	�� �� P< �	#�� �������
��# 
 
��� ���	��� ��

WP< � ��	���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .-.
9�*= A��� �������� 	���	#� �����	#�� ����! � ����

�����! ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .-9
9�*@ A��� �������� 	���	#� �����	#�� ����! � RQ2� � � .-=
9�*7 &$	���# �����	#����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .@.
9�+1 I���	#� �����	#�� ���# � ������� � � � � � � � � � � � *1-
9�+. F�������� ����� ����! � �	����
�� ��	��� � � � � � � � *17
9�+* D
������
�	#�! ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � *.+
9�++ 0�������!�� ����G 
�	�!�� ���!��� � ,�������	#���� � *.-
9�+/  �	�!�� M������ ,�������	#���
N� � � � � � � � � � � � � � � *.=
9�+9 A������������$�� ���# � ���������� 2���
�����5� � � � � *.@
9�+- A������������$�� ���# � ���������� 2���������5� � � � *.7
9�+= A������������$�� ���# � ����������� � � � � � � � � � � � *.7
9�+@  	����� �������� ������������� � ��$�� .� � � � � � � **1
9�+7  	����� �������� ������������� � ��$�� *� � � � � � � **.
9�/1  	����� �������� ������������� � ��$�� +� � � � � � � **.
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9�/. 0����� ���� ��� k = 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *+.
9�/* ?
� ���� ������
�! ����	����� ��������� ������
���

��� ��� � �� �� ������� ������
�� � � � � � � � � � � � *+=

9�/+ >������������� ����
#� ���� 1� ��	����� �� ���������
������� ����
� G0 ���� 0 ��$�
	���� ����� 
������
�� ��$��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *//

9�// O����!��
� ���������
� T ��� n = 4� � � � � � � � � � � � � *//
9�/9 h����� 
����� � �
������ ����� � � � � � � � � � � � � � */9

9�/- 0�������!�� B����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � */-

9�/= 0�������!�� ����	���� N<c̃� � � � � � � � � � � � � � � � � � *9=

-�. ?
� ���� ��	�� ������!,�� ����!� � � � � � � � � � � � � � *-*

-�* E�����	��� 
��,�� ������ 5� � � � � � � � � � � � � � � � *@.
-�+ ;��#� �	�� ������! ���#,����� 	�,# ��� ������	���

����� �
�� �� 
��,�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *@/

-�/ I���	#� �����	#�� ���������	#�� ���# � �	��������+1-

-�9 E�����	��� 
��,� ��� ���������� Υt� � � � � � � � � � +..

-�- E�����	��� 
��,� ��� ���������� Υt� � � � � � � � � � +..

-�= ��	���	#� �����	#�� ����� _Zg(z) = 4, 5, 6� � � � � � � � +*.
-�@ ��	���	#� �����	#�� ���#� _Zg(z) = 3� � � � � � � � � � +*.

-�7 0����,���# SWnn(γ1, γ2) = n
(
2− 3α

π

)
� � � � � � � � � � � � � � +**

-�.1 A�� 
��,�� z� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +*+

-�.. I���	#� �����	#�� � ��������	#�� ���# � n����
����
��! �	�������� ��� 2n ≡ 1 (mod 3) � n � 5� � � � � � +*9

-�.* ;�����
��� ���# � n�������
��! �	�������� ���
2n ≡ 1 (mod 3) � n � 5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +*@

-�.+ 0����
�	#�� 	���	#� �����	#�� ���# � n��������

��! �	�������� ��� 2n ≡ 1 (mod 3) � n � 8� � � � � � � � � ++/

-�./ ;���� ��	����� ���������� ���� Γ �� 
��,��� z5�
z22� z37� z38� z40 � �� ��$��� γ17� γ31� � � � � � � � � � � � � � ++9

-�.9 B�����
� M ��	�������
��� ����! ���� Γ� � � � � � � � ++-
-�.- E���	#��� �������� ���! �� ����! Γ1� Γ1

4 � Γ2
4 � � � � � � � ++=

-�.= ?��������� ���������� �	� z ����
{
μi, [μj , μj+1); 1

}
� ���

��$�� ���� [μj , μj+1) : 1��������� � � � � � � � � � � � � � ++=

-�.@ ?��������� ���������� �	� z ����
{
μi, μj ;−2

}
� � � � � � ++@

-�.7 ?��������� ���������� �	� z ����
{
μi, μj ; 1

}
� � � � � � � ++@
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-�*1 ?��������� ���������� �	� z ����
{
μi, (μj , μj+1), μk; 1, 1

}
�

��� ��$�� ���� μi : 1��������� � � � � � � � � � � � � � � � ++@
-�*. ?��������� ���������� �	� z ����

{
μi, μj , μk; 1, 1

}
� ���

��$�� ���� μi � μk : 1��������� � � � � � � � � � � � � � � ++7
-�** ?��������� ���������� �	� z ����

{
μi, μj , μk; 1, 1

}
� ���

��$�� ���� μi � μj : 1��������� � � � � � � � � � � � � � � ++7

-�*+ ?��������� ���������� �	� z ����
{
μi, μj , μk; 1, 1

}
� ���

��$�� ���� μi : 1��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ++7

-�*/ ?��������� ���������� �	� z ����
{
μi, μj , μk; 1, 1

}
� ���

��$�� ���� μj : 1��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � +/1

=�. >������� ;���� � B��������� ;����G ���,��� L��!�
��� 
 R

3 ��
� �����	� ���,��!L��!��� �������
������
 ������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +9.

=�* >������ 
����! � ���! ����� � ���,��� L��!�
��� ���������
 l2p �� ;	����
�� =�@� � � � � � � � � � � � � +97

=�+ >������ 
����� � ���! ����� � ���,��� L��!�
��� ���������
 l2p� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +-.

=�/ >������ 
����� ����� � ���,��� L��!��� ����
������
 �3p� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +-*

=�9 >������ 
����� ����� � ���,��� L��!��� ����
������
 l7p� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +-+
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