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Введение

Знаменитое расстояние Громова–Хаусдорфа [21, 22] измеряет степень неизометричности метрических про-
странств: у изометричных пространств расстояние равно нулю, и чем более “непохожи” пространства друг
на друга, тем это расстояние больше. Задача вычисления расстояния Громова–Хаусдорфа между конечными
метрическими пространствами является 𝑁𝑃 -трудной [47, 52], и к настоящему времени известно лишь неболь-
шое число конкретных значений. Наиболее хорошо изучен случай пространств с одним ненулевым расстояни-
ем [20, 36, 37] (мы называем такие пространства метрическими симплексами), и здесь хватает геометрических
и комбинаторных методов. Однако уже для вычисления расстояния между стандартными сферами [41] разных
размерностей такой подход к успеху не приводит. В последние годы были разработаны методы, позволяю-
щие находить расстояния Громова–Хаусдорфа с использованием традиционных инвариантов алгебраической
топологии, а именно фундаментальных групп [18, 44] и гомологий [18, 50, 1, 2]. Впрочем, для стягиваемых про-
странств был предложен оригинальный метод ультраметризации [12, 41, 48]: данное метрическое пространство
каноническим образом заменяется на ультраметрическое, а расстояние Громова–Хаусдорфа между исходной
парой пространств оценивается снизу расстоянием между полученными ультраметрическими пространствами
(верхние оценки обычно получаются из геометрических соображений). Преимущество этого метода состоит в
том, что стягиваемое пространство превращается в точку, а, скажем, вершины правильного многоугольника,
правильного многогранника или точки кубической решетки — в метрический симплекс.

В наших лекциях мы приведем все определения и предварительные результаты, необходимые для понимания
основной части курса. Мы начнем с краткого обзора геометрической теории расстояния Громова–Хаусдорфа
(глава 1), в частности, обсудим известные результаты о расстояниях до симплексов и некоторые приложения
этой теории, например, к изучению минимальных остовных деревьев, вычислению хроматических чисел и чисел
покрытия графов, решению проблемы Борсука о разбиении ограниченного метрического пространства на ча-
сти меньшего диаметра (глава 2). Затем мы сформулируем и докажем теорему об ультраметризации, а также
приведем многочисленные следствия из нее (глава 3). Далее мы определим фундаментальную группу пунк-
тированного топологического пространства и обсудим, как можно использовать эти группы для вычисления
расстояния между окружностью и другими пространствами (глава 4). Следующим шагом будет изложение ос-
нов симплициальной теории гомологий и ее связи с сингулярными гомологиями (глава 5). Мы покажем, как по
подмножеству метрического пространства можно построить классические симплициальные комплексы Чеха и
Вьеториса–Рипса, сформулируем и докажем теоремы, которые позволяют оценить снизу расстояние Громова–
Хаусдорфа через известные группы гомологий многообразия (поверхности) с использованием этих комплексов
(глава 6). Дальнейшие лекции основаны на теоремах типа Борсука–Улама, которые описывают свойства непре-
рывных отображений сфер, а также шаров в сферы (глава 7). Мы расскажем о разных вариантах этих теорем,
приведем их подробные доказательства, и применим полученные результаты для оценки и вычисления расстоя-
ния Громова–Хаусдорфа (глава 8). В конце курса мы расскажем о вычислении расстояния Громова–Хаусдорфа
между отрезком и окружностью, которое основано на нетривиальных оценках, не использующих методы ал-
гебраической топологии (глава 9).

Для понимания данного курса требуется начальное представление об общей топологии [4] и алгебре комму-
тативных групп [50]. Все остальное мы будем подробно разъяснять, давая столько деталей, сколько требуется
слушателям для комфортного восприятия. Считаем, что наши лекции будут доступны даже студентам первого
курса, а интересны эти лекции могут быть как старшекурсникам, так и аспирантам.
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Тема 1

Расстояния Хаусдорфа и

Громова–Хаусдорфа

Мы начнем с обсуждения общих результатов, связанных с расстоянием Громова–Хаусдорфа. Более подробно с
этой теорией можно познакомиться в классической монографии [11]. В этой теории расстояние далеко не всегда
является метрикой, так как может быть бесконечным, а также равным нулю между разными точками. Мы будем
придерживаться следующей терминологии. Ориентированным расстоянием мы будем называть каждое
отображение 𝜌 : 𝑋 ×𝑋 → [0,∞] такое, что 𝜌(𝑥, 𝑥) = 0 для каждого 𝑥 ∈ 𝑋. Если дополнительно 𝜌 симметрично,
т.е. 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑦, 𝑥) для всех 𝑥, 𝑦,∈ 𝑋, то отображение 𝜌 назовем просто расстоянием.

В приводимых ниже определениях 𝜌 — расстояние. Если дополнительно

� 𝜌(𝑥, 𝑧) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑦) + 𝜌(𝑦, 𝑧) для всех 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 (неравенство треугольника),

то 𝜌 называется обобщенной псевдометрикой (иногда вместо термина “псевдометрика” используют “полу-
метрика”).

Если еще

� 𝜌(𝑥, 𝑦) > 0 при 𝑥 ̸= 𝑦 (положительная определенность),

то 𝜌 называется обобщенной метрикой.
Наконец, если

� 𝜌(𝑥, 𝑦) < ∞ для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

то слово “обобщенный” опускают. Иногда, кроме того, добавляют слово “конечная”, например, конечная метрика
или конечная псевдометрика.

Множество 𝑋, вместе с введенной функцией 𝜌, называют таким пространством, как называется сама
функция 𝜌. Например, если 𝜌 — метрика, то 𝑋 — метрическое пространство, а если 𝜌 — обобщенная
псевдометрика, то 𝑋 — обобщенное псевдометрическое пространство.

Кроме того, мы будем иметь дело со всеми метрическими пространствами, которых столько же, сколько
и всех множеств. Действительно, на каждом множестве можно ввести функцию расстояния, равную 1 меж-
ду каждой парой различных точек. Тем самым, если мы хотим рассматривать всю совокупность метрических
пространств, то сталкиваемся с известными парадоксами теории множеств. Чтобы избежать эти противоречия,
мы обычно пользуемся вариантом теории множеств, называемым в честь фон Неймана, Бернайса и Гёделя [56].
Здесь множества заменяются на объекты, называемые классами, причем классы бывают двух типов. Если
класс является элементом некоторого другого класса, то он называется множеством, а если нет — то соб-
ственным классом. Так снимается парадокс “множества всех множеств”, так как теперь совокупность всех
множеств относится к другому типу объектов, т.е. является собственным классом. С классами можно почти
всегда работать как с обычными множествами, в частности, для них определено декартово произведение, отоб-
ражение, так что на классе можно, например, определить и обобщенную псевдометрику (расстояние Громова–
Хаусдорфа именно ей и является). Но на собственных классах нельзя определить топологию. Действительно, по
определению топологии на множестве 𝑋 само множество является элементом топологии, так что на собствен-
ные классы такое определение не переносится. В [31, 32] мы предложили, как можно обойти эту трудность и
определить аналог топологии. Впрочем, в настоящих лекциях нам это не понадобится.
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1.1. Определение расстояния Хаусдорфа и Громова–Хаусдорфа 5

1.1 Определение расстояния Хаусдорфа и Громова–Хаусдорфа

Пусть 𝑋 — произвольное метрическое пространство. Расстояние между точками 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 будем обозначать
|𝑥𝑦|. Пусть теперь 𝑥 ∈ 𝑋, а 𝑟 > 0 и 𝑠 ≥ 0 — вещественные числа. Через 𝑈𝑟(𝑥) =

{︀
𝑦 ∈ 𝑋 : |𝑥𝑦| < 𝑟

}︀
и

𝐵𝑠(𝑥) =
{︀
𝑦 ∈ 𝑋 : |𝑥𝑦| ≤ 𝑠

}︀
обозначим соответственно открытый и замкнутый шары с центром в точке

𝑥 и радиусами 𝑟 и 𝑠. Если 𝐴 и 𝐵 — непустые подмножества 𝑋, то положим |𝑥𝐴| = |𝐴𝑥| = inf
{︀
|𝑥𝑎| : 𝑎 ∈ 𝐴

}︀
и |𝐴𝐵| = |𝐵𝐴| = inf

{︀
|𝑎𝑏| : 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵

}︀
. Далее, определим открытую 𝑟-окрестность и замкнутую

𝑠-окрестность множества 𝐴, положив соответственно

𝑈𝑟(𝐴) =
{︀
𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑥𝐴| < 𝑟

}︀
и 𝐵𝑠(𝐴) =

{︀
𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑥𝐴| ≤ 𝑠

}︀
.

Определение 1.1. Для непустых подмножеств 𝐴 и 𝐵 метрического пространства 𝑋 ориентированным

расстоянием Хаусдорфа от 𝐴 до 𝐵 называется величина

−→
𝑑𝐻(𝐴, 𝐵) = sup

𝑎∈𝐴
|𝑎𝐵| = inf

{︀
𝑟 > 0 : 𝐴 ⊂ 𝑈𝑟(𝐵)

}︀
= inf

{︀
𝑠 ≥ 0 : 𝐴 ⊂ 𝐵𝑠(𝐵)

}︀
.

Расстоянием Хаусдорфа между непустыми 𝐴 и 𝐵 называется величина

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) = max
{︀−→
𝑑𝐻(𝐴, 𝐵),

−→
𝑑𝐻(𝐵, 𝐴)

}︀
= max

{︀
sup
𝑎∈𝐴

|𝑎𝐵|, sup
𝑏∈𝐵

|𝐴𝑏|
}︀
=

= inf
{︀
𝑟 > 0 : 𝐴 ⊂ 𝑈𝑟(𝐵) и 𝑈𝑟(𝐴) ⊃ 𝐵

}︀
= inf

{︀
𝑠 ≥ 0 : 𝐴 ⊂ 𝐵𝑠(𝐵) и 𝐵𝑠(𝐴) ⊃ 𝐵

}︀
.

Задача 1.2. Докажите эквивалентность приведенных выше разных определений (ориентированного) расстоя-
ния Хаусдорфа.

Ориентированное расстояние Хаусдорфа нам будет удобно доопределить для пустого множества

𝐴, положив
−→
𝑑𝐻(∅, 𝐵) = 0.

Расстояние Хаусдорфа является обобщенной псевдометрикой, т.е. удовлетворяет неравенству треугольни-
ка [11]. При этом оно может быть бесконечным, как в случае прямой R и любой ее точки, а также равняться
нулю между разными подмножествами, например, между отрезком [0, 1] и интервалом (0, 1). Тем не менее, при
некоторых ограничения расстояние Хаусдорфа превращается в метрику.

Напомним ряд конструкций и понятий метрической геометрии и топологии [4, 11].

� Для метрического пространства 𝑋 величина diam𝑋 = sup𝑥,𝑦∈𝑋 |𝑥𝑦| называется диаметром простран-
ства 𝑋.

� Метрическое пространство 𝑋 называется ограниченным, если diam𝑋 < ∞.

� Последовательность 𝑥1, 𝑥2, . . . в метрическом пространстве называется фундаментальной, если для
любого 𝜀 > 0 существует 𝑛 ∈ N такое, что для каждых 𝑝, 𝑞 ∈ N, 𝑝, 𝑞 ≥ 𝑛 выполняется |𝑥𝑝𝑥𝑞| < 𝜀.

� Последовательность 𝑥1, 𝑥2, . . . в метрическом пространстве называется сходящейся к точке 𝑥, если для
любого 𝜀 > 0 существует 𝑁 ∈ N такое, что для каждого 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 𝑁 выполняется |𝑥𝑛𝑥| < 𝜀.

� Метрическое пространство называется полным, если каждая фундаментальная последовательность в нем
сходится.

� Для 𝜀 > 0 подмножество 𝑌 метрического пространства 𝑋 называется 𝜀-сетью, если для каждой точки
𝑥 ∈ 𝑋 существует 𝑦 ∈ 𝑌 такая, что |𝑥𝑦| < 𝜀.

� Метрическое пространство𝑋 называется вполне ограниченным, если для каждого 𝜀 > 0 в𝑋 существует
конечная 𝜀-сеть. Свойство пространства быть вполне ограниченным называется полной ограниченно-

стью.

� Семейство {𝑋𝛼} подмножеств подмножеств множества 𝑋 называется покрытием 𝑋, если 𝑋 = ∪𝛼𝑋𝛼.
Подсемейство в покрытии, само являющееся покрытием, называется подпокрытием. Покрытие тополо-
гического пространства открытыми множествами называется открытым.

� Топологическое пространство называется компактным, если в любом его открытом покрытии содер-
жится конечное подпокрытие.
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Хорошо известно [4], что метрическое пространство компактно, если и только если оно полное и вполне

ограниченное. Более того, компактность метрического пространства равносильна следующему свойству: в каж-

дой последовательности содержится сходящаяся подпоследовательность (это свойство называется секвен-
циальной компактностью).

Метрическое пространство называется ограниченно компактным, если все замкнутые шары в нем ком-
пактны. Последнее эквивалентно тому, что подмножество такого пространства компактно, если и только если
оно замкнуто и ограничено.

Теорема 1.3 ([11]). На множестве ℋ(𝑋), состоящем из всех непустых ограниченных замкнутых подмно-

жеств метрического пространства 𝑋, расстояние Хаусдорфа является метрикой. При этом 𝑋 и ℋ(𝑋) одно-
временно обладают или нет следующими свойствами: полнотой, полной ограниченностью, компактностью,

ограниченной компактностью.

Задача 1.4. Пусть 𝐴 и 𝐵 — непустые подмножества метрического пространства 𝑋. Покажите, что 𝑑𝐻(𝐴,𝐵) =
0, если и только если замыкания 𝐴 и 𝐵̄ этих подмножеств совпадают, где замыканием 𝑌 подмножества 𝑌
топологического пространства 𝑋 называется наименьшее замкнутое множество в 𝑋, содержащее 𝑌 , или, что
эквивалентно, — пересечение всех замкнутых подмножеств в 𝑋, содержащих 𝑌 .

Если 𝑋 и 𝑌 — изометричные метрические пространства, то этот факт будем обозначать 𝑋 ≈ 𝑌 .

Определение 1.5. Расстоянием Громова–Хаусдорфа между непустыми метрическими пространствами
𝑋 и 𝑌 называется величина

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) = inf
{︀
𝑑𝐻(𝑋 ′, 𝑌 ′) : 𝑋 ′, 𝑌 ′ ⊂ 𝑍, 𝑋 ′ ≈ 𝑋, 𝑌 ′ ≈ 𝑌

}︀
,

где точная нижняя грань берется по всем метрическим пространствам 𝑍 и всем изометричным вложениям
пространств 𝑋 и 𝑌 в 𝑍.

Следующая теорема хорошо известна.

Теорема 1.6 ([11]). Расстояние Громова–Хаусдорфа является обобщенной псевдометрикой, равной нулю на

каждой паре изометричных пространств.

В дальнейшем через 𝒢ℋ будем обозначать собственный класс (в смысле теории множеств фон Неймана–
Бернайса–Гёделя), состоящий их всех метрических пространств, рассматриваемых с точностью до изометрии
и наделенный расстоянием Громова–Хаусдорфа. Собственный класс 𝒢ℋ мы называем классом Громова–

Хаусдорфа. Подкласс в 𝒢ℋ, состоящий из всех ограниченных метрических пространств, обозначим ℬ, а под-
класс в ℬ из всех компактных метрических пространств — через ℳ. Класс ℳ является множеством и называ-
ется пространством Громова–Хаусдорфа.

Теорема 1.7 ([11]). Ограничение на ℳ расстояния Громова–Хаусдорфа является метрикой, т.е. оно по-

ложительно определено и конечно. В частности, если расстояние Громова–Хаусдорфа между непустыми

компактными метрическими пространствами равно нулю, то эти пространства изометричны.

Напомним, что метрическое пространство называется сепарабельным, если оно содержит не более чем
счетное всюду плотное подмножество. Напомним также, что длиной кривой 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 в метрическом
пространстве 𝑋 называется супремум величин

∑︀𝑛
𝑖=1

⃒⃒
𝛾(𝑡𝑖−1)𝛾(𝑡𝑖)

⃒⃒
, который вычисляется по всевозможным раз-

биениям 𝑡0 = 𝑎 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛 = 𝑏 отрезка [𝑎, 𝑏]. Отметим, что кривая может иметь бесконечную длину. Кривые
конечной длины называются спрямляемыми. Инфимум длин всех кривых, соединяющих данную пару точек
метрического пространства, называется внутренним расстоянием между этими точками (если точ-
ки не соединяются ни одной кривой, то внутреннее расстояние между ними положим равным бесконечности).
Легко видеть, что внутреннее расстояние удовлетворяет неравенству треугольника и положительно определено,
поэтому является обобщенной метрикой. Если исходная метрика совпадает с внутренней, то она также называ-
ется внутренней. Из неравенства треугольника вытекает, что длина каждой кривой не меньше расстояния

между ее концевыми точками. Метрика называется строго внутренней, а метрическое пространство —
геодезическим, если каждая пара точек соединяется кривой, длина которой равна расстоянию между этими
точками.

Теорема 1.8 ([11]). Пространство Громова–Хаусдорфа ℳ имеет мощность континуум и является полным,

сепарабельным, геодезическим метрическим пространством, в котором каждый замкнутый шар ненулевого

радиуса некомпактный.
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Замечание 1.9. Понятия полноты и внутренней метрики непосредственно переносятся как на обобщенные
псевдометрические пространства, так и на собственные классы, наделенные расстоянием. Имеет место следу-
ющий результат.

Теорема 1.10 ([10, 6]). Класс Громова–Хаусдорфа 𝒢ℋ является полным, а расстояние Громова–Хаусдорфа на

нем — внутренней обобщенной псевдометрикой.

1.2 Соответствия

Напомним, что отношением между множествами 𝑋 и 𝑌 называется каждое подмножество декартова произ-
ведения 𝑋 × 𝑌 . Частным случаем отношения является график функции 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , который мы, как правило,
будет обозначать тем же символом 𝑓 . Если 𝜎 — отношение между 𝑋 и 𝑌 , то определено обратное отношение
𝜎−1 =

{︀
(𝑦, 𝑥) : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎

}︀
между 𝑌 и 𝑋. В этом смысле для функции 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , даже не являющейся биекцией,

мы будем писать 𝑓−1, понимая при этом обратное отношение. Обозначим 𝒫0(𝑋 × 𝑌 ) множество всех непустых
отношений между 𝑋 и 𝑌 .

Определение 1.11. Для любых 𝑋,𝑌 ∈ 𝒢ℋ и 𝜎 ∈ 𝒫0(𝑋 × 𝑌 ) назовем искажением dis𝜎 отношения 𝜎
величину

dis𝜎 = sup
{︁⃒⃒
|𝑥𝑥′| − |𝑦𝑦′|

⃒⃒
: (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝜎

}︁
.

Отношение𝑅 ⊂ 𝑋×𝑌 между множествами𝑋 и 𝑌 , являющееся сюръективным многозначным отображением,
называется соответствием. Как и для отображений, для соответствия 𝑅 ⊂ 𝑋×𝑌 , 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑌 определены
образ 𝑅(𝑥) =

{︀
𝑦 ∈ 𝑌 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅

}︀
и прообраз 𝑅−1(𝑦) =

{︀
𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅

}︀
. Множество всех соответствий

между 𝑋 и 𝑌 обозначим ℛ(𝑋,𝑌 ). Хорошо известен следующий результат.

Теорема 1.12 ([11]). Для любых 𝑋,𝑌 ∈ 𝒢ℋ выполняется

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) =
1

2
inf

{︀
dis𝑅 : 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 )

}︀
.

Часто, особенно при работе с компактными метрическими пространствами, бывает более удобно иметь дело с
замкнутыми соответствиями 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 ), т.е. с соответствиями 𝑅 ⊂ 𝑋×𝑌 , являющимися замкнутыми
подмножествами в 𝑋 × 𝑌 . Легко видеть, что для каждого соответствия 𝑅 выполняется dis𝑅 = dis 𝑅̄, где 𝑅̄
— замыкание 𝑅. Пусть ℛ𝑐(𝑋,𝑌 ) обозначает множество замкнутых соответствий между 𝑋 и 𝑌 . Из сказанного
только что немедленно заключаем.

Теорема 1.13. Для любых 𝑋,𝑌 ∈ 𝒢ℋ выполняется

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) =
1

2
inf

{︀
dis𝑅 : 𝑅 ∈ ℛ𝑐(𝑋,𝑌 )

}︀
.

Частный случай соответствия можно построить по любой паре отображений 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 → 𝑋, положив
𝑅𝑓,𝑔 = 𝑓∪𝑔−1, где, напомним, 𝑔−1 обозначает отношение, обратное к отношению 𝑔. С другой стороны, в каждом
соответствии 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 ) можно выделить подсоответствие 𝑅𝑓,𝑔, если в качестве отображений 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и
𝑔 : 𝑌 → 𝑋 выбрать такие, что 𝑓 ⊂ 𝑅 и 𝑔 ⊂ 𝑅−1. Легко видеть, что искажение каждого подсоответствия не
превосходит искажения соответствия, в частности, dis𝑅𝑓,𝑔 ≤ dis𝑅. Чтобы вычислить искажение соответствия
𝑅𝑓,𝑔, нам понадобится коискажение codis(𝑓, 𝑔), определяемое следующим образом:

codis(𝑓, 𝑔) = sup
𝑥∈𝑋, 𝑦∈𝑌

⃒⃒⃒ ⃒⃒
𝑥 𝑔(𝑦)

⃒⃒
−

⃒⃒
𝑓(𝑥) 𝑦

⃒⃒ ⃒⃒⃒
.

Предложение 1.14. Для любых 𝑋,𝑌 ∈ 𝒢ℋ, соответствия 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 ) и произвольных двух отображений

𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 таких, что 𝑓 ⊂ 𝑅 и 𝑔 ⊂ 𝑅−1, выполняется

dis𝑅𝑓,𝑔 = max
{︀
dis 𝑓, dis 𝑔, codis(𝑓, 𝑔)

}︀
≤ dis𝑅.

Из предложения 1.14 и теоремы 1.12 мгновенно получается следующий результат.

Следствие 1.15. Для любых 𝑋,𝑌 ∈ 𝒢ℋ выполняется

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) =
1

2
inf

𝑓 : 𝑋→𝑌
𝑔 : 𝑌→𝑋

max
{︀
dis 𝑓, dis 𝑔, codis(𝑓, 𝑔)

}︀
.
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1.2.1 Неприводимые соответствия

Для решения конкретных задач оказывается полезным рассматривать не все соответствия, а лишь минимальные
по включению. Такие соответствия мы называем неприводимыми. Следующий результат показывает, что
неприводимые соответствия всегда существуют и их “достаточно много”.

Теорема 1.16 ([34]). Пусть 𝑋 и 𝑌 — произвольные непустые множества, тогда для каждого 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 )
существует неприводимое соответствие 𝑅0 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 ) такое, что 𝑅0 ⊂ 𝑅.

Выясним, как выглядит неприводимое соответствие 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 ).

Предложение 1.17. Пусть 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 ) — неприводимое соответствие между непустыми множествами

𝑋 и 𝑌 . Тогда

� если #𝑅(𝑥) > 1 и 𝑦 ∈ 𝑅(𝑥), то 𝑅−1(𝑦) = {𝑥};

� если #𝑅−1(𝑦) > 1 и 𝑥 ∈ 𝑅−1(𝑦), то 𝑅(𝑥) = {𝑦};

� если 𝑥 ̸= 𝑥′, то или 𝑅(𝑥) ∩𝑅(𝑥′) = ∅, или же 𝑅(𝑥) = 𝑅(𝑥′) = {𝑦} для некоторого 𝑦 ∈ 𝑌 ;

� если 𝑦 ̸= 𝑦′, то или 𝑅−1(𝑦) ∩𝑅−1(𝑦′) = ∅, или же 𝑅−1(𝑦) = 𝑅−1(𝑦′) = {𝑥} для некоторого 𝑥 ∈ 𝑋.

Из предложения 1.17 вытекает, что покрытия 𝐷𝑌 = ∪𝑥∈𝑋

{︀
𝑅(𝑥)

}︀
и 𝐷𝑋 = ∪𝑦∈𝑌

{︀
𝑅−1(𝑦)

}︀
являются разбиени-

ями. При этом, между элементами этих разбиений соответствие 𝑅 порождает следующую биекцию: элементы
𝑋 ′ ∈ 𝐷𝑋 и 𝑌 ′ ∈ 𝐷𝑌 соответствуют друг другу, если и только если для некоторых 𝑥 ∈ 𝑋 ′ и 𝑦 ∈ 𝑌 ′ (и, значит,
для любых таких 𝑥 и 𝑦) выполняется (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅. Эта биекция позволяет параметризовать оба разбиения одним
и тем же множеством 𝐼, положив 𝐷𝑋 = {𝑋𝛼}𝛼∈𝐼 и 𝐷𝑌 = {𝑌𝛼}𝛼∈𝐼 , где 𝑋𝛼 и 𝑌𝛼 соответствуют друг другу. В
терминах таких разбиений соответствие 𝑅 удобно записывается, а именно, 𝑅 = ⊔𝛼∈𝐼𝑋𝛼 × 𝑌𝛼. Более того, для
каждого 𝛼 выполняется min{#𝑋𝛼, #𝑌𝛼} = 1.

R

D
X

D
X

D
Y

Рис. 1.1: Неприводимое соответствие 𝑅: биекция между разбиениями 𝐷𝑋 и 𝐷𝑌 .

Обозначим ℛ0(𝑋,𝑌 ) множество всех неприводимых соответствий между 𝑋 и 𝑌 . Из сказанного выше выте-
кает следующий результат.

Теорема 1.18 ([34]). Для любых 𝑋,𝑌 ∈ 𝒢ℋ имеем

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) =
1

2
inf

{︀
dis𝑅 : 𝑅 ∈ ℛ0(𝑋,𝑌 )

}︀
.

1.3 Основные элементарные свойства расстояния Громова–Хаусдорфа

Пусть 𝑛 ≥ 1 — произвольный кардинал. Через 𝛥𝑛 обозначим метрическое пространство, в котором все нену-
левые расстояния равны 1. Отметим, что 𝛥1 — одноточечное пространство. Для 𝑋 ∈ 𝒢ℋ и 𝜆 > 0 обозначим
𝜆𝑋 метрическое пространство, полученное из 𝑋 умножением всех расстояний на 𝜆. Если 𝑋 — ограниченное
пространство, то определим также 𝜆𝑋 для 𝜆 = 0, положив 0 · 𝑋 = 𝛥1. Напомним, что для метрического
пространства 𝑋 его диаметр определяется так: diam𝑋 = sup

{︀
|𝑥𝑦| : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋

}︀
.

В следующем предложении собраны основные хорошо известные элементарные свойства расстояния Громова–
Хаусдорфа.
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Предложение 1.19 ([11]). Для любых 𝑋,𝑌 ∈ 𝒢ℋ выполняется

(1) если 𝜀 > 0 и 𝑌 ⊂ 𝑋 — произвольная 𝜀-сеть, то 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) ≤ 𝜀;

(2) 2𝑑𝐺𝐻(𝛥1, 𝑋) = diam𝑋;

(3) 2𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) ≤ max{diam𝑋,diam𝑌 };

(4) если диаметр 𝑋 или 𝑌 конечен, то
⃒⃒
diam𝑋 − diam𝑌

⃒⃒
≤ 2𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 );

(5) если диаметр 𝑋 конечен, то для любых 𝜆 ≥ 0, 𝜇 ≥ 0 имеем 𝑑𝐺𝐻(𝜆𝑋, 𝜇𝑋) = 1
2 |𝜆 − 𝜇|diam𝑋, откуда

мгновенно вытекает, что кривая 𝛾(𝑡) := 𝑡𝑋 является кратчайшей между любыми своими точками,

причем длина такого отрезка кривой равна расстоянию между его концами;

(6) для любого 𝜆 > 0 имеем 𝑑𝐺𝐻(𝜆𝑋, 𝜆𝑌 ) = 𝜆 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ), а если пространства 𝑋 и 𝑌 ограничены, то равен-

ство имеет место и для 𝜆 = 0.

На рис. 1.2 изображена схема собственного класса Громова–Хаусдорфа.

B

Δ1

λX
diam = const < ∞

diam Y¹⁄"

Y

Z

≤ max{diam Y, diam Z}¹⁄"

геодезическая

diam = ∞

{GH }
Рис. 1.2: Класс Громова–Хаусдорфа, общий вид.

Замечание 1.20. Покажем, как доказываются некоторые утверждения из предложения 1.19 с использованием
теоремы 1.12.

(2) В этом случае между 𝛥1 и 𝑋 имеется единственное соответствие, а именно, 𝑅 = 𝛥1×𝑋. Если 𝛥1 = {𝑝},
то dis𝑅 = sup𝑥,𝑥′∈𝑋

⃒⃒
|𝑝𝑝| − |𝑥𝑥′|

⃒⃒
= diam𝑋, что и требовалось.

(3) По определению расстояния Громова–Хаусдорфа, для любого 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 ) выполняется 2𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) ≤
dis𝑅. Выберем в качестве 𝑅 соответствие 𝑋 × 𝑌 . Легко видеть, что dis𝑅 = max{diam𝑋,diam𝑌 }, что и требо-
валось.

Мы рекомендуем слушателям доказать остальные пункты предложения самим.

Расстояние Громова–Хаусдорфа естественно переносится на псевдометрические пространства. А именно,
если 𝑋 — такое пространства, то введем на нем отношение эквивалентности “нулевых расстояний”, назначив
эквивалентными каждую пару точек на нулевом расстоянии. Тогда фактор-пространство естественно превраща-
ется в метрическое: если [𝑥] и [𝑦] — классы этой эквивалентности, содержащие 𝑥 и 𝑦, то полагаем

⃒⃒
[𝑥][𝑦]

⃒⃒
= |𝑥𝑦|.

Из неравенства треугольника вытекает, что это определение не зависит от выбора представителей классов, а
также что полученное расстояние положительно определено и, значит, является метрикой (симметричность и
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неравенство треугольника очевидны). Так вот, расстоянием Громова–Хаусдорфа между псевдометри-

ческими пространствами назовем это расстояние между их факторами по нулевым расстояниям.
Впрочем, вместо факторизации можно было бы в определениях 1.1 и 1.5 заметить все метрические про-

странства на псевдометрические. В частности, если дословно применить формулу из теоремы 1.12 к псевдомет-
рическим пространствам, а затем к соответствующим факторам этих пространств по нулевым расстояниям, то
в результате получим одно и то же число (убедитесь в этом).



Тема 2

Расстояния до симплексов

Здесь мы обсудим результаты из [20, 29, 33, 35, 36, 37, 54], и некоторые из них докажем.

2.1 Расстояние Громова–Хаусдорфа между симплексами

Доказательства следующего результата получается оценкой снизу на расстояние Громова–Хаусдорфа из пред-
ложения 1.19 и построением соответствия, искажение которого дает такую же оценку, но сверху.

Предложение 2.1. Пусть 𝛥 и 𝛥′ — симплексы мощности 𝑝 и 𝑞 соответственно. Положим 𝜆 = diam𝛥 и

𝜇 = diam𝛥′, тогда

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝛥′) =

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝜆− 𝜇| при 𝑝 = 𝑞,

max{𝜆, 𝜇− 𝜆} при 𝑝 > 𝑞,

max{𝜇, 𝜆− 𝜇} при 𝑝 < 𝑞.

В частности, если 𝑝 ̸= 𝑞, то 2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝛥′) ≥ min{𝜆, 𝜇}.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда один из симплексов 𝛥 и 𝛥′ — одноточечный, так что его
диаметр равен нулю. Если 𝑝 = 𝑞 = 1, то 𝜆 = 𝜇 = 0, откуда 2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝛥′) = 0 = |𝜆− 𝜇|. Если 𝑝 = 1 < 𝑞, то 𝜆 = 0
и предложение 1.19 влечет 2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝛥′) = 𝜇 = max{𝜇, 𝜆 − 𝜇}. Случай 𝑝 > 𝑞 = 1 вытекает из симметричности
расстояния Громова–Хаусдорфа.

Пусть теперь 𝑝 ≥ 2 и 𝑞 ≥ 2. По предложению 1.19 имеем 2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝛥′) ≥ |𝜆− 𝜇|.
Если 𝑝 = 𝑞 ≥ 2 и в качестве 𝑅 ∈ ℛ(𝛥,𝛥′) выбрана биекция, то dis𝑅 = |𝜆− 𝜇|, откуда 2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝛥′) ≤ |𝜆− 𝜇|

и, значит, имеет место декларируемое равенство.
Если 𝑝 > 𝑞 и 𝑅 ∈ ℛ(𝛥,𝛥′) — произвольное соответствие, то существует 𝑦 ∈ 𝛥′ такое, что #𝑅−1(𝑦) > 1, то

тогда для различных 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅−1(𝑦) имеем
⃒⃒
|𝑥1𝑥2| − |𝑦𝑦|

⃒⃒
= 𝜆, поэтому dis𝑅 ≥ 𝜆. Учитывая сказанное выше,

имеем dis𝑅 ≥ max
{︀
𝜆, |𝜇− 𝜆|

}︀
. С другой стороны, если 𝛥 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑝} и 𝛥′ = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑞}, то для

𝑅 =
{︀
(𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑞−1, 𝑦𝑞−1), (𝑥𝑞, 𝑦𝑞), (𝑥𝑞+1, 𝑦𝑞), . . . , (𝑥𝑝, 𝑦𝑞)

}︀
имеем dis𝑅 = max

{︀
𝜆, |𝜇 − 𝜆|

}︀
, откуда 2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝛥′) = max

{︀
𝜆, |𝜇 − 𝜆|

}︀
. Для завершения разбора этого случая

достаточно убедиться в справедливости следующей леммы.

Лемма 2.2. Для любых 𝜆, 𝜇 ∈ R, 𝜇 ≥ 0 выполняется

max
{︀
𝜆, |𝜇− 𝜆|

}︀
= max{𝜆, 𝜇− 𝜆}.

Доказательство. Если 𝜇 ≥ 𝜆, то |𝜇− 𝜆| = 𝜇− 𝜆, так что равенство имеет место.
Пусть теперь 𝜇 ≤ 𝜆. Тогда 0 ≤ |𝜇−𝜆| = 𝜆−𝜇 ≤ 𝜆, так как 𝜇 ≥ 0. Следовательно, max

{︀
𝜆, |𝜇−𝜆|

}︀
= 𝜆. Кроме

того, мы также получили 𝜆 ≥ 0, и учитывая, что 𝜇 − 𝜆 ≤ 0, заключаем max{𝜆, 𝜇 − 𝜆} = 𝜆, поэтому равенство
тоже имеет место. □

Случай 𝑝 < 𝑞 вытекает из симметричности расстояния Громова–Хаусдорфа. □

11
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Замечание 2.3. Если 𝛥 — не одноточечный симплекс, то 𝜆 := diam𝛥 > 0, 𝑝 := #𝛥 ≥ 2, тогда 𝛥 = 𝜆𝛥𝑝.
Если же симплекс одноточечный, то его можно представить в виде 0 · 𝛥𝑝 для любого 𝑝 ≥ 1, а также в виде
𝜆𝛥1 для любого 𝜆 ≥ 0. Это приводит к тому, что обозначения 𝜆𝛥𝑝 не всегда удобны, например, в их терминах
предложение 2.1 будет выглядеть более громоздко.

Опишем теперь результаты вычисления расстояния Громова–Хаусдорфа от симплексов до различных мет-
рических пространств.

2.2 Расстояния Громова–Хаусдорфа до симплексов

Начнем со случая, когда мощность пространства меньше мощности симплекса.

Теорема 2.4 (симплексы большей мощности). Для метрического пространства 𝑋 ∈ 𝒢ℋ и симплекса 𝛥 та-

кого, что #𝛥 > #𝑋 и 𝜆 := diam𝛥 выполняется

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝑋) = max{𝜆,diam𝑋 − 𝜆}.

Доказательство. Рассуждения почти дословно повторяют разбор случая 𝑝 > 𝑞 из предложения 2.1. □

2dGH ( )λΔm , X

λ

diam X

diam X1/2 diam X
O

Рис. 2.1: Зависимость расстояния 2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥𝑚, 𝑋) от 𝜆 при 𝑚 > #𝑋.

Рассмотрим теперь ситуацию, в которой мощность симплекса не превосходит мощности пространства. Нам
понадобятся дополнительные построения.

Для кардинального числа 2 ≤ 𝑚 ≤ #𝑋 через 𝒟𝑚(𝑋) обозначим множество всевозможных разбиений про-
странства 𝑋 на 𝑚 непустых подмножеств. Для 𝐷 = {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 ∈ 𝒟𝑚(𝑋), где #𝐼 = 𝑚, положим

diam𝐷 = sup
𝑖∈𝐼

diam𝑋𝑖, 𝛼(𝐷) = inf
{︀
|𝑋𝑖𝑋𝑗 | : 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, 𝑖 ̸= 𝑗

}︀
.

Через ℛ0
1(𝑋,𝑌 ) обозначим множество всех неприводимых соответствий 𝑅 ∈ ℛ0(𝑋,𝑌 ) таких, что порожден-

ные ими разбиения 𝐷𝑋 пространства 𝑋 состоят из одноточечных подмножеств. Ясно, что ℛ0
1(𝑋,𝑌 ) ̸= ∅, если

и только если #𝑋 ≤ #𝑌 .

Лемма 2.5. Для ограниченного метрического пространства 𝑋 ∈ ℬ и симплекса 𝛥 такого, что 2 ≤ 𝑚 :=
#𝛥 ≤ #𝑋 выполняется

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝑋) = inf
𝑅∈ℛ0

1(𝛥,𝑋)
dis𝑅.

Лемма 2.6. Для ограниченного метрического пространства 𝑋 ∈ ℬ, симплекса 𝛥 такого, что 2 ≤ #𝛥 ≤ #𝑋,

𝜆 := diam𝛥, произвольного 𝑅 ∈ ℛ0
1(𝛥,𝑋) и порожденного 𝑅 разбиения 𝐷𝑋 пространства 𝑋 выполняется

dis𝑅 = max
{︀
diam𝐷𝑋 , 𝜆− 𝛼(𝐷𝑋), diam𝑋 − 𝜆

}︀
.
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Таким образом, имеет место следующий результат.

Теорема 2.7 (симплексы не больше мощности). Для ограниченного метрического пространства 𝑋 ∈ ℬ, сим-
плекса 𝛥 такого, что 2 ≤ 𝑚 := #𝛥 ≤ #𝑋 и 𝜆 = diam𝛥 выполняется

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝑋) = inf
𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

max
{︀
diam𝐷, 𝜆− 𝛼(𝐷), diam𝑋 − 𝜆

}︀
.

Приведем ряд важных частных случаев.
Для произвольного метрического пространства 𝑋, 2 ≤ 𝑚 ≤ #𝑋, положим

𝛼𝑚(𝑋) = sup
𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

𝛼(𝐷) и 𝑑𝑚(𝑋) = inf
𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

diam𝐷.

Следствие 2.8. Пусть 𝑋 ∈ ℬ — произвольное ограниченное метрическое пространство и 𝛥 — симплекс

такой, что 2 ≤ 𝑚 := #𝛥 ≤ #𝑋 и 𝜆 := diam𝛥. Предположим, что 𝛼𝑚(𝑋) = 0, тогда

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝑋) = max
{︀
𝑑𝑚(𝑋), 𝜆, diam𝑋 − 𝜆

}︀
.

Доказательство. Так как 𝛼𝑚(𝑋) = 0, то для каждого 𝐷 ∈ 𝒟𝑚(𝑋) имеем 𝛼(𝐷) = 0, откуда, по теореме 2.7,

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝑋) = inf
𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

max
{︀
diam𝐷, 𝜆, diam𝑋 − 𝜆

}︀
= max

{︁
inf

𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)
diam𝐷, 𝜆, diam𝑋 − 𝜆

}︁
=

= max
{︀
𝑑𝑚(𝑋), 𝜆, diam𝑋 − 𝜆

}︀
,

что и требовалось. □

2dGH ( )λΔm , X

λ

diam X

O

dm( )X

( )diam X - d Xm

dm( )X

2dGH ( )λΔm , X

λ

diam X

O

dm( )X

1/2 diam X

Рис. 2.2: Зависимость 2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥𝑚, 𝑋) от 𝜆, случай 2 ≤ 𝑚 ≤ #𝑋 и 𝛼𝑚(𝑋) = 0.

Следствие 2.9. Пусть 𝑋 ∈ ℬ — произвольное ограниченное метрическое пространство и 𝛥 — симплекс

такой, что 2 ≤ 𝑚 := #𝛥 ≤ #𝑋 и 𝜆 := diam𝛥. Предположим, что 𝑑𝑚(𝑋) = diam𝑋, тогда

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝑋) = max
{︀
diam𝑋, 𝜆− 𝛼𝑚(𝑋)

}︀
.

Доказательство. Так как 𝑑𝑚(𝑋) = diam𝑋, то diam𝐷 = diam𝑋 для всех 𝐷 ∈ 𝒟𝑚(𝑋), откуда, по теореме 2.7,

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝑋) = inf
𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

max
{︀
diam𝑋, 𝜆− 𝛼(𝐷), diam𝑋 − 𝜆

}︀
= max

{︁
diam𝑋, 𝜆− sup

𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

𝛼(𝐷)
}︁
=

= max
{︀
diam𝑋, 𝜆− 𝛼𝑚(𝑋)

}︀
,

что и требовалось. □
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Рис. 2.3: Зависимость 2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥𝑚, 𝑋) от 𝜆, случай 2 ≤ 𝑚 ≤ #𝑋 и 𝑑𝑚(𝑋) = diam𝑋.

Для произвольного метрического пространства 𝑋 ∈ 𝒢ℋ положим

𝑠(𝑋) = inf
{︀
|𝑥𝑦| : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦

}︀
.

Следствие 2.10. Пусть 𝑋 — непустое конечное метрическое пространство и 𝛥 — симплекс, 𝜆 = diam𝛥.
Предположим, что 2 ≤ #𝛥 = #𝑋, тогда

2𝑑𝐺𝐻(𝛥,𝑋) = max
{︀
𝜆− 𝑠(𝑋), diam𝑋 − 𝜆

}︀
.

Доказательство. Положим 𝑚 = #𝐷 = #𝑋. Так как 𝒟𝑚(𝑋) состоит из одного разбиения 𝐷, а именно, разби-
ения на одноточечные подмножества, то diam𝐷 = 0, 𝛼(𝐷) = 𝑠(𝑋), и остается применить теорему 2.7. □

2dGH ( )λΔm , X

λ

diam X

diam Xs X( )

O
1/2( )s X X( ) + diam

Рис. 2.4: Зависимость 2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥𝑚, 𝑋) от 𝜆, случай 2 ≤ 𝑚 = #𝑋 < ∞.

Замечание 2.11. Рассмотренные выше частные случаи характерны тем, что 𝛼𝑚(𝑋) и 𝑑𝑚(𝑋) принимают
“критические” значения. В общей ситуации графики могут быть существенно сложнее, и до сих пор полно-
го ответа в задаче отыскания расстояния Громова–Хаусдорфа до симплексов нет. Некоторые нетривиальные
продвижения можно найти в [20, 29, 33]. Приведем иллюстрацию из статьи [33]. Здесь 𝑋 — четырехточечное
пространство с вершинами {1, 2, 3, 4} и расстояниями 𝑎12 = 𝑎, 𝑎13 = 𝑏, 𝑎14 = 𝑑, 𝑎23 = 𝑐, 𝑎24 = 𝑒, 𝑎34 = 𝑓 , причем
𝑎 < 𝑒 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑓 < 𝑑. На рисунке 2.5 приведен график зависимости 2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥2, 𝑋) от 𝜆 для 𝑎 = 3, 𝑒 = 3.5,
𝑏 = 4, 𝑐 = 5, 𝑓 = 6, 𝑑 = 6.5.
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Рис. 2.5: Зависимость 2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥2, 𝑋) от 𝜆, случай четырехточечного пространства 𝑋.

2.3 Минимальные остовные деревья

Пусть 𝑋 — непустое конечное метрическое пространство и 𝐺 = (𝑋,𝐸) — произвольный простой граф с мно-
жеством вершин 𝑋 и множеством ребер 𝐸. Для удобства рёбра 𝑒 = {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋 будем обозначать 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥.
Для каждого ребра 𝑒 = 𝑥𝑦 такого графа 𝐺 определена длина |𝑒| как расстояние |𝑥𝑦| между вершинами 𝑥 и 𝑦.
Сумма длин всех ребер графа 𝐺 называется длиной графа 𝐺 и обозначается |𝐺|. Если в графе 𝐺 нет ребер,
то полагаем |𝐺| = 0.

Рассмотрим теперь множество 𝒯 (𝑋) = {𝑇𝑖} всех деревьев 𝑇𝑖 = (𝑋,𝐸𝑖), тогда величина

mst(𝑋) := min
𝑇𝑖∈𝒯 (𝑋)

|𝑇𝑖|

называется длиной минимального остовного дерева на 𝑋, а дерево 𝑇 ∈ 𝒯 (𝑋), для которого |𝑇 | = mst(𝑋),
— минимальным остовным деревом на 𝑋. Заметим, что минимальное остовное дерево существует всегда,
хотя может быть не единственным. Множество всех минимальных остовных деревьев на 𝑋 обозначим MST(𝑋).

Для 𝑛 = #𝑋 и 𝑇 ∈ MST(𝑋) через 𝜎(𝑇 ) = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛−1) обозначим вектор длин ребер дерева 𝑇 , упорядо-
ченных по убыванию. Хорошо известен следующий результат, см. например [17].

Предложение 2.12. Для любых 𝑇, 𝑇 ′ ∈ MST(𝑋) имеем 𝜎(𝑇 ) = 𝜎(𝑇 ′).

Таким образом, величина 𝜎(𝑇 ) зависит лишь от метрического пространства 𝑋, а не от конкретного мини-
мального остовного дерева на 𝑋. В силу этого мы обозначим 𝜎(𝑇 ) через 𝜎(𝑋) и назовем полученную величину
mst-спектром метрического пространства 𝑋. Также нам понадобится расширенный mst-спектр 𝜎̄
пространства 𝑋, полученный из 𝜎(𝑋) = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛−1) добавлением в конец компоненты 𝜎𝑛 = 0.

Лемма 2.13. Пусть 𝑋 — конечное метрическое пространство, #𝑋 ≥ 2, и 𝑇 = (𝑋,𝐸) — некоторое мини-

мальное остовное дерево. Для каждой пары различных вершин 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 обозначим 𝛾𝑥,𝑦 = 𝛾𝑦,𝑥 единственный

путь в дереве 𝑇 , соединяющий 𝑥 и 𝑦. Тогда для каждого ребра 𝑒 пути 𝛾𝑥,𝑦 имеем |𝑒| ≤ |𝑥𝑦|.

Доказательство. Если это не так, то замена ребра 𝑒 на более короткое ребро 𝑥𝑦 приведет к новому остовному
дереву 𝑇 ′, более короткому, чем дерево 𝑇 , что противоречит минимальности последнего. □

Лемма 2.14. Пусть 𝑋 — конечное метрическое пространство, состоящее из 𝑛 ≥ 2 точек, 𝑇 = (𝑋,𝐸) —
некоторое минимальное остовное дерево, 𝑇𝑖 = (𝑋𝑖, 𝐸𝑖), 𝑖 = 1, 2 — связные компоненты леса, полученного

выбрасыванием ребра 𝑒 ∈ 𝐸 из дерева 𝑇 . Тогда |𝑋1𝑋2| = |𝑒|.

Доказательство. Выберем произвольные не смежные в 𝑇 вершины 𝑥1 ∈ 𝑋1 и 𝑥2 ∈ 𝑋2, и пусть 𝛾 — путь в 𝑇 ,
соединяющий 𝑥1 с 𝑥2. Ясно, что 𝛾 содержит ребро 𝑒 и, по лемме 2.13, длины ребер пути 𝛾, в частности, длина
ребра 𝑒 не превосходят |𝑥1𝑥2|, поэтому |𝑋1𝑋2| = |𝑒|, что и требовалось. □
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Лемма 2.15 ([54]). Пусть 𝑋 — конечное метрическое пространство, состоящее из 𝑛 ≥ 2 точек, и 𝜎(𝑋) =
(𝜎1, . . . , 𝜎𝑛−1) — его mst-спектр. Тогда для любого 𝑚 ∈ N, 2 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 и любого 𝐷 ∈ 𝒟𝑚(𝑋) имеем 𝛼(𝐷) ≤
𝜎𝑚−1. Более того, если 𝑇 = (𝑋,𝐸) — некоторое минимальное остовное дерево, 𝑇𝑖 = (𝑋𝑖, 𝐸𝑖) — связные

компоненты леса, полученного из 𝑇 выбрасыванием ребер, имеющих длины 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚−1, а 𝐷 = {𝑋𝑖} ∈ 𝒟𝑚(𝑋)
— соответствующее разбиение, то 𝛼(𝐷) = 𝜎𝑚−1. Тем самым, 𝛼𝑚(𝑋) = 𝜎𝑚−1.

Доказательство. Пусть 𝐷 = {𝑋𝑖}𝑚𝑖=1 ∈ 𝒟𝑚(𝑋) — произвольное разбиение 𝑋. Построим граф 𝐺, вершины
которого — это множества 𝑋𝑖, а вершины 𝑋𝑖 и 𝑋𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗 соединены ребром, если и только если существует
ребро 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸, одна вершина которого лежит в 𝑋𝑖, а другая — в 𝑋𝑗 . Так как {𝑋𝑖}𝑚𝑖=1 — разбиение 𝑋, то
все ребра 𝑒𝑖𝑗 различны. В силу связности дерева 𝑇 граф 𝐺 также связный, поэтому в нем имеется не менее
(𝑚− 1)-ого различного ребра. Выберем из ребер 𝑒𝑖𝑗 произвольным образом (𝑚− 1)-о ребро 𝑒1, . . . , 𝑒𝑚−1, тогда
𝛼(𝐷) ≤ min |𝑒𝑖| ≤ 𝜎𝑚−1.

С другой стороны, если 𝐷 = {𝑋𝑖}𝑚𝑖=1 ∈ 𝒟𝑚(𝑋) выбрано так, что 𝑇𝑖 = (𝑋𝑖, 𝐸𝑖) — связные компоненты леса,
полученного из 𝑇 выбрасыванием ребер длин 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚−1, то 𝛼(𝐷) = 𝜎𝑚−1 в силу леммы 2.14. Следовательно,
𝛼𝑚(𝑋) = max𝐷∈𝒟𝑚(𝑋) 𝛼(𝐷) = 𝜎𝑚−1. □

Лемма 2.16. Пусть 𝑋 — конечное метрическое пространство, состоящее из 𝑛 ≥ 2 точек, и 𝜎̄(𝑋) =
(𝜎1, . . . , 𝜎𝑛−1, 𝜎𝑛) — его расширенный mst-спектр. Тогда для любого 𝑚 ∈ N, 2 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 и 𝐷 ∈ 𝒟𝑚(𝑋) име-
ем diam𝐷 ≥ 𝜎𝑚, в частности, 𝑑𝑚(𝑋) ≥ 𝜎𝑚.

Доказательство. Если 𝑚 = 𝑛, то 𝐷 — разбиение на одноточечные подмножества, поэтому diam𝐷 = 0 ≥ 𝜎𝑛 = 0
и 𝑑𝑛(𝑋) = 0 ≥ 𝜎𝑛 = 0.

Пусть теперь 𝑚 < 𝑛 и 𝐷 = {𝑋𝑖}𝑚𝑖=1. Выберем произвольное минимальное остовное дерево 𝑇 = (𝑋,𝐸) и
обозначим 𝑇𝑖 = (𝑉𝑖, 𝐸𝑖) наименьшее поддерево в 𝑇 , множество вершин которого содержит 𝑋𝑖. Ясно, что или 𝑇𝑖

одноточечное, или же 𝑇𝑖 равно объединению путей в 𝑇 , соединяющих всевозможные пары различных точек из
𝑋𝑖. По лемме 2.13 расстояние между любыми 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑖 не меньше, чем длины всех ребер пути в 𝑇 , соединяющем
𝑥 и 𝑦, поэтому diam𝑋𝑖 ≥ max𝑒∈𝐸𝑖 |𝑒| (если 𝐸𝑖 = ∅, то полагаем max𝑒∈𝐸𝑖 |𝑒| = 0).

Построим граф 𝑇 ′ с вершинами 𝑇𝑖, соединив ребрами каждую пару различных 𝑇𝑖 и 𝑇𝑗 , если и только если
𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗 ̸= ∅. Связные компоненты графа 𝑇 ′ обозначим 𝑇 ′

𝑝. Для каждого 𝑘 рассмотрим объединение деревьев 𝑇𝑖,
являющихся вершинами из 𝑇 ′

𝑝. Каждое такое объединение является поддеревом в 𝑇 . Множество полученных

поддеревьев в 𝑇 , которые мы обозначим 𝑇𝑝 = (𝑋̄𝑝, 𝐸̄𝑝), состоит не более чем из 𝑚 элементов. Так как ∪𝑖𝑋𝑖 = 𝑋,
то ∪𝑖𝑉𝑖 = 𝑋 и, значит, 𝑋 = ⊔𝑝𝑋̄𝑝.

Построим граф 𝑇 , вершины которого — деревья 𝑇𝑝, и разные вершины 𝑇𝑝 и 𝑇𝑞 соединим ребром, если
некоторые вершины деревьев 𝑇𝑝 и 𝑇𝑞 соединены ребром 𝑒𝑝𝑞 дерева 𝑇 . Ясно, что в результате мы получим
дерево с не более чем 𝑚 вершинами и, значит, с не более чем (𝑚− 1)-им ребром. Кроме того, ⊔𝑝𝐸̄𝑝 ∪{𝑒𝑝𝑞} = 𝐸,
поэтому самое длинное ребро 𝑒, которое входит в ⊔𝑝𝐸̄𝑝, имеет длину не меньше 𝜎𝑚. Следовательно, существует
дерево 𝑇𝑝, которое содержит 𝑒. Если 𝑇𝑝 = 𝑇𝑖1 ∪ · · · ∪ 𝑇𝑖𝑟 , то для некоторого 𝑖 ∈ {𝑖1, . . . , 𝑖𝑟} имеем 𝑒 ∈ 𝐸𝑖. Как
было отмечено выше, существует путь 𝛾 в 𝑇 , содержащий 𝑒 и соединяющий некоторые 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑖. Снова по
лемме 2.13 имеем |𝑒| ≤ |𝑥𝑦|, поэтому diam𝑋𝑖 ≥ |𝑒| ≥ 𝜎𝑚, откуда и diam𝐷 ≥ 𝜎𝑚, что и завершает доказательство
леммы. □

Теорема 2.17 ([54]). Пусть 𝑋 — конечное метрическое пространство, 𝑛 = #𝑋 ≥ 2, 𝜎̄(𝑋) = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛−1, 𝜎𝑛)
— его расширенный mst-спектр и 𝜆 ≥ 0 — вещественное число. Тогда для всех 2 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 выполняется

2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥𝑚, 𝑋) ≥ max
{︀
𝜎𝑚, 𝜆− 𝜎𝑚−1, 𝜎1 − 𝜆

}︀
.

При этом, если 𝜆 ≥ 2 diam𝑋, то

2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥𝑚, 𝑋) = 𝜆− 𝜎𝑚−1,

что позволяет вычислить mst-спектр через расстояние Громова–Хаусдорфа от пространства 𝑋 до соответ-

ствующих симплексов.

Доказательство. Воспользуемся теоремой 2.7, в соответствии с которой

2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥𝑚, 𝑋) = inf
𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

max
{︀
diam𝐷, 𝜆− 𝛼(𝐷), diam𝑋 − 𝜆

}︀
.

По леммам 2.15 и 2.16 имеем 𝛼(𝐷) ≤ 𝜎𝑚−1 и diam𝐷 ≥ 𝜎𝑚 для всех 𝐷 ∈ 𝒟𝑚(𝑋), поэтому 𝜆− 𝛼(𝐷) ≥ 𝜆− 𝜎𝑚−1.
Кроме того, diam𝑋 ≥ 𝜎1, так что diam𝑋−𝜆 ≥ 𝜎1−𝜆. Из полученных неравенств получается первое утверждение
теоремы.
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Далее, если 𝜆 ≥ 2 diam𝑋, то

diam𝑋 − 𝜆 ≤ −diam𝑋 < 0 ≤ 𝜆− 𝛼(𝐷) и diam𝐷 ≤ diam𝑋 ≤ diam𝑋 + diam𝑋 − 𝛼(𝐷) ≤ 𝜆− 𝛼(𝐷),

поэтому

2𝑑𝐺𝐻(𝜆𝛥𝑚, 𝑋) = inf
𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

(︀
𝜆− 𝛼(𝐷)

)︀
= 𝜆− sup

𝐷∈𝒟𝑚(𝑋)

𝛼(𝐷) = 𝜆− 𝛼𝑚(𝑋) = 𝜆− 𝜎𝑚−1(𝑋),

где последнее равенство вытекает из леммы 2.15. □

2.4 Число кликового покрытия графа

В статье [36] была найдена связь между расстояниями Громова–Хаусдорфа от конечного метрических про-
странств с двумя ненулевыми расстояниями до симплексов и числами кликового покрытия графов. Напомним
соответствующие определения.

Кликой в произвольном простом графе 𝐺 = (𝑉,𝐸) называется каждый его подграф, в котором всякие две
вершины соединены ребром. Отметим, что каждый одновершинный подграф по определению является кликой.
Ясно, что семейство вершин всех клик покрывает 𝑉 . Если {𝑉𝑖} — покрытие 𝑉 множествами вершин неко-
торых клик, то такое {𝑉𝑖} называется кликовым покрытием. Наименьшая мощность кликовых покрытий
множества 𝑉 называется числом кликового покрытия графа 𝐺. Это число мы обозначим 𝜃(𝐺).

Теорема 2.18 ([36]). Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸) — произвольный конечный простой граф. Выберем любые 0 < 𝑎 <
𝑏 ≤ 2𝑎 и введем на 𝑉 метрику, положив все расстояния между смежными в 𝐺 вершинами равными 𝑎, а все
остальные расстояния равными 𝑏. Тогда

� 𝜃(𝐺) равно наименьшему из 𝑚 ∈ N, для которых 2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) < 𝑏;

� 𝜃(𝐺) равно наименьшему из 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≤ #𝑉 , для которых 2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) < 𝑏;

� если 𝑛 — или наибольшее из чисел 𝑚 ∈ N, для которых 2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) = 𝑏, или 0, если таких чисел 𝑚
нет, то 𝜃(𝐺) = 𝑛+ 1.

Доказательство. По теореме 2.7, для 1 ≤ 𝑚 ≤ #𝑉 имеем

2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) = inf
𝐷∈𝒟𝑚(𝑉 )

max
{︀
diam𝐷, 𝑎− 𝛼(𝐷), diam𝑉 − 𝑎

}︀
.

Так как 𝑎 − 𝛼(𝐷) и diam𝑉 − 𝑎 меньше 𝑏, то условие 2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) = 𝑏 равносильно diam𝐷 = 𝑏 для всех
𝐷 ∈ 𝒟𝑚(𝑉 ). Но последнее условие означает, что в каждом разбиении 𝐷 имеется элемент, содержащий точки
на расстоянии 𝑏, т.е. несмежные вершины графа 𝐺. Таким образом, ни одно разбиение 𝐷 ∈ 𝒟𝑚(𝑉 ) не является
кликовым покрытием. С другой стороны, если 2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) < 𝑏, то для некоторого 𝐷 ∈ 𝒟𝑚(𝑉 ) выполняется
diam𝐷 < 𝑏, поэтому diam𝐷 = 𝑎. Но последнее равносильно тому, что в каждом элементе разбиения 𝐷 все
расстояния равны 𝑎, т.е. все вершины графа 𝐺 в таком элементе смежны, откуда 𝐷 — кликовое покрытие.
Итак, мы показали, что для 1 ≤ 𝑚 ≤ #𝑉 выполняется 2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) < 𝑏, если и только если граф 𝐺 имеет
кликовое покрытия мощности 𝑚. Например, для 𝑚 = #𝑉 мы можем применить следствие 2.10 и получить

2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) = max
{︀
𝑎− 𝑠(𝑉 ), diam𝑉 − 𝑎

}︀
< 𝑏,

где 𝑠(𝑉 ) — наименьшее расстояние между различными точками из 𝑉 (это естественно, так как одноточечное
разбиение множества 𝑉 всегда является кликовым покрытием). Заметим также, что для 𝑚 > #𝑉 , в силу
теоремы 2.4 имеем

2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) = max{𝑎,diam𝑉 − 𝑎} < 𝑏.

Значит 𝜃(𝐺) равно наименьшему из 𝑚 ∈ N (а также наименьшему из 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≤ #𝑉 ), для которых
2𝑑𝐺𝐻(𝑎𝛥𝑚, 𝑉 ) < 𝑏. Таким образом, мы доказали первые два пункта теоремы.

Чтобы доказать третий пункт заметим, что если имеется кликовое покрытие из 𝑚 < #𝑉 элементов, то для
любого 𝑘 ∈ N, 𝑚 < 𝑘 ≤ #𝑉 также имеется 𝑘-элементное кликовое покрытие. Рассмотрим два случая.

(1) Граф 𝐺 полный, так что 𝜃(𝐺) = 1 и нет ни одного 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≤ #𝑉 , для которого не существует 𝑚-
элементного кликового покрытия. В этой ситуации мы положили по определению 𝑛 = 0 и, значит, 𝜃(𝐺) =
1 = 𝑛+ 1.
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(2) Граф 𝐺 не полный, так что 𝜃(𝐺) ≥ 2. Это означает, что имеются такие 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≤ #𝑉 , для которых
нет 𝑚-элементного кликового покрытия, например 𝑚 = 1. Как мы уже отмечали, для 𝑚 = #𝑉 кликовое
покрытие существует, так что теперь 1 ≤ 𝑛 < #𝑉 , и для всех 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≤ 𝑛 не существует 𝑘-элементных
кликовых покрытий, а для всех 𝑘 ∈ N, 𝑛+ 1 ≤ 𝑘 ≤ #𝑉 такие покрытия есть. Значит 𝜃(𝐺) = 𝑛+ 1.

□
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