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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíûé áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñîèäà â ïñåâäîåâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2,1. Òàêàÿ ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî (åâêëèäîâîãî) áèëëèàð-
äà óñòðîéñòâîì îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû áèëëèàðäíîãî ñòîëà. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà îòðàæàåòñÿ
îò ýëëèïñîèäà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì îòðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R2,1. Òàêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûïèñàíû ÿâíûå
ôîðìóëû èíòåãðàëîâ ýòîãî áèëëèàðäà, ïåðå÷èñëåíû òèïû îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ïî-
ñòðîåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå ðåãóëÿðíûå ñëîè ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû ÿâëÿþòñÿ òðåõìåðíûìè òîðàìè, à ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ âáëèçè òàêèõ ñëîåâ òðèâèàëüíî. Òåì
ñàìûì, äëÿ áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà âåðåí êóñî÷íî-ãëàäêèé àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ.
Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ìàëûå îêðåñòíîñòè ñëîåâ, îòâå÷àþùèõ âíóòðåííèì 1-ïåðåñòðîéêàì òîðîâ
Ëèóâèëëÿ ãîìåîìîðôíû ïî÷òè ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 2-àòîìà, äâóìåðíîãî òîðà è äâóìåðíîãî
äèñêà. Íåêîìïàêòíûå ñëîè ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ãðàíèöû îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåí-
òà. Îïèñàíà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ìàëûõ îêðåñòíîñòåé íåêîòîðûõ íåêîìïàêòíûõ ñëîåâ.
Îòìåòèì, ÷òî òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà
â ïðîñòðàíñòâå R2,1 èçó÷àëàñü Â. Äðàãîâè÷åì è Ì. Ðàäíîâè÷ â ðàáîòå [1].

1. Îïèñàíèå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2,1 ñ êàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) (Ïî-
ÿñíåíèå: êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñóòü òå, â êîòîðûõ ìàòðèöà ìåòðèêè ïðèâåäåíà ê íîðìàëü-
íîé ôîðìå). Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè P1 = (x1, y1, z1) è P2 = (x2, y2, z2)
â ïðîñòðàíñòâå R2,1(x, y, z) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dist(P1, P2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − (z1 − z2)2. (1)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïñåâäîåâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ⟨·, ·⟩.
Ïîñêîëüêó ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëå 1 ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå,

òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, âñå âåêòîðû â ýòîì äåëÿòñÿ íà òðè êëàññà: ïðîñòðàíñòâåí-
íî-ïîäîáíûå, èçîòðîïíûå, âðåìåíè-ïîäîáíûå. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð v ∈ R2,1 íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì, åñëè ⟨v, v⟩ > 0, âðåìåíè-ïîäîáíûì, åñëè ⟨v, v⟩ < 0, èçîòðîïíûì, åñ-
ëè ⟨v, v⟩ = 0.

Ðàññìîòðèì â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2,1(x, y, z) ýëëèïñîèä E , çàäàííûé óðàâíåíè-
åì

x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 1.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b, ïîñêîëüêó îò ïåðåñòàíîâêè ïåðâûõ äâóõ
êîîðäèíàò ìåòðèêà íå èçìåíèòñÿ. Ñëó÷àé a = b çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà ñîôîêóñíûõ êâàäðèêàõ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïñåâäîåâêëèäîâûì ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ñ.Ë. Òàáà÷íèêîâà è Á.À. Õåñèíà [2], [3]. Â ïîñëåäíåé
áûëà ââåäåíà ñèñòåìà áèëëèàðäà â òàêèõ îáëàñòÿõ. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà áèëëèàðäîâ, îãðà-
íè÷åííûõ òàêèìè êâàäðèêàìè, èçó÷àëèñü òàêæå Â. Äðàãîâè÷åì è Ì. Ðàäíîâè÷ [4], [1].

Îäíîé èç ìîòèâàöèé íàñòîÿùåé ðàáîòû ñëóæèò ñëåäóþùàÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîé èí-
òåðåñ âûçûâàåò îáîáùåíèå òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ è èõ îñî-
áåííîñòåé, ðàçðàáîòàííîé â ðàáîòàõ øêîëû À.Ò. Ôîìåíêî [6], [7], [8] íà ñëó÷àé íåêîìïàêòíûõ
ñëîåíèé. Ðÿä èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ áûë ïåðå÷èñëåí â [9]. Íîâûå ïðèìåðû ñèñòåì ñ òàêèìè ñëî-
åíèÿìè ïîëó÷àþòñÿ èç êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì äèíàìèêè ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäëîæåííîãî

1



À.Â. Áîðèñîâûì è È.Ñ. Ìàìàåâûì â [10]. Åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðè ýòîì ïåðå-
õîäèò â ïñåâäîåâêëèäîâî. Â ðàáîòàõ [11, 12, 13] èçó÷àëèñü ñâîéñòâà òàêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè,
ïîêàçàíî íàëè÷èå íåêîìïàêòíûõ ñëîåâ è íåêðèòè÷åñêèõ áèôóðêàöèé â èõ ñëîåíèÿõ Ëèóâèëëÿ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷-
íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè çàìêíóòîé îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîèäîì E , îòðàæàÿñü
îò E àáñîëþòíî óïðóãî â ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî, òî åñòü åñëè v � âåêòîð ñêîðîñòè, ñ êîòîðûì
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîóäàðÿåòñÿ ñ E , è v = α + n � ðàçëîæåíèå ýòîãî âåêòîðà íà êàñàòåëüíóþ
è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå (â ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî) ê ýëëèïñîèäó â òî÷êå ñîóäàðåíèÿ, òî
ïîñëå îòðàæåíèÿ ÷àñòèöà ïðèîáðåòåò âåêòîð ñêîðîñòè v′ = α − n. Òàêóþ ñèñòåìó ìû áóäåì
íàçûâàòü òðåõìåðíûì áèëëèàðäîì âíóòðè ýëëèïñîèäà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2,1.

Îäíàêî ó òàêîãî áèëëèàðäà îòðàæåíèå îïðåäåëåíî íå âî âñåõ òî÷êàõ. Îíî íå îïðåäåëåíî òàì,
ãäå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê E ñîäåðæèòñÿ â ñàìîì êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå òî÷êè ìû áóäåì íàçûâàòü òðîïè÷åñêèìè. Òåì íå ìåíåå, îòðàæåíèå
â ýòèõ òî÷êàõ ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïî íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, îïèøåì
ñíà÷àëà ýòî ìíîæåñòâî òðîïè÷åñêèõ òî÷åê.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ýëëèïñîèäó â òî÷êå (x0, y0, z0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x0x

a
+

y0y

b
+

z0z

c
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü èíà÷å:〈(x0

a
,
y0
b
,−z0

c

)
, (x, y, z)

〉
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, n =
(x0

a
,
y0
b
,−z0

c

)
� âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó

â òðîïè÷åñêèõ òî÷êàõ âåêòîð n äîëæåí ëåæàòü â ñàìîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, îí îðòîãîíàëåí

ñàìîìó ñåáå, òî åñòü
x2
0

a2
+

y20
b2

− z20
c2

= 0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ îòðàæå-

íèå íóæäàåòñÿ â äîîïðåäåëåíèè, åñòü ïåðñå÷åíèå ýëëèïñîèäà E ñ êîíóñîì
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0.

Ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ ãëàäêèõ êðèâûõ (ñèììåòðè÷íûõ äðóã
äðóãó îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0), êîòîðûå, ñëåäóÿ Â. Äðàãîâè÷ó è Ì. Ðàäíîâè÷, ìû áóäåì
íàçûâàòü òðîïè÷åñêèìè. Òðîïè÷åñêèå êðèâûå íà ýëëèïñîèäå èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå [1].

Ðèñ. 1: Òðîïè÷åñêèå êðèâûå íà ýëëèïñîèäå

Çàìåòèì, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð ê òðîïè÷åñêîé
êðèâîé è âåêòîð n â ýòîé òî÷êå ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû â òî÷êå (x0, y0, z0) òðîïè÷åñêîé
êðèâîé åå âåêòîð ñêîðîñòè ðàâíÿëñÿ áû n, òî ïîñêîëüêó

ýòà êðèâàÿ ëåæèò íà êîíóñå
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0, ìû áû

ïîëó÷èëè, ÷òî
x2

a3
+

y2

b3
+

z2

c3
= 0, îòêóäà x0 = y0 = z0 �

ïðîòèâîðå÷èå.
Áîëåå òîãî, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê òðîïè÷åñêîé êðè-

âîé â òî÷êå (x0, y0, z0) íå ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïîðîæ-
äåííîé âåêòîðàìè n è (x0, y0, z0). Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè áû íàøëèñü α, β ∈ R, òàêèå, ÷òî êàñàòåëüíûé âåê-
òîð v ê òðîïè÷åñêîé êðèâîé ïðåäñòàâëÿëñÿ áû â âèäå

v = αn + β(x0, y0, z0), òî, ñêàëÿðíî äîìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå íà n, ìû áû ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî
β = 0. À ïîñêîëüêó v è n ëèíåéíî íåçàâèñèìû, íàøå äîïóùåíèå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Èòàê, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ñâåäåíèÿ, îïðåäåëèì îòðàæåíèå â òî÷êàõ òðîïè÷åñêîé êðè-
âîé. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè v, ñîóäàðÿåòñÿ ñ òî÷êîé
P = (x0, y0, z0) òðîïè÷åñêîé êðèâîé. Ïðåäñòàâèì ýòîò âåêòîð âèäå v = v1 + v2, ãäå v1 � âåê-
òîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê òðîïè÷åñêîé óðèâîé â òî÷êå P , à v2 � âåêòîð,
ëåæàùèé â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî÷êó P è âåêòîð n (â òî÷êå P ).
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Òàêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì. Òîãäà ïîñëå îòðàæåíèÿ
÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè v′ = v1 − v2.

Òîò ôàêò, ÷òî îòðàæåíèå ïðîèñõîäèò èìåííî òàê, ëåãêî îáúÿñíèòü. Âåêòîð v1 ÿâëÿåòñÿ êàñà-
òåëüíûì, à êàñàòåëüíûå âåêòîðû íå îòðàæàþòñÿ. Ñå÷åíèå ýëëèïñîèäà E ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî÷êó P è âåêòîð n, ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîìó â
òî÷êå P ïàðàëëåëüíà n, òî åñòü ñâåòîïîáîäíà. Îäíàêî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îòðàæåíèå â òàêèõ
òî÷êàõ ïåðåâîäèò âåêòîð ñêîðîñòè â ïðîòèâîïîëîæíûé.

Îñòàåòñÿ îäíà ïðîáëåìà: òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû íå îïðåäåëåíà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â òðîïè÷åñêîé êðèâîé, à âåêòîð ñêîðîñòè â íåé ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì
ê ýëëèïñîèäó E . Â òàêîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå ïñåâäîìåòðèêè íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê E
â ýòîé òî÷êå âûðîæäåíî, à ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íå îïðåäåëåíû. Ïîýòîìó
òàêèå ïàðû òî÷êà-âåêòîð ìû ó÷èòûâàòü íå áóäåì.

Òåïåðü ñèñòåìà ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà. Åå ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîå

ìíîãîîáðàçèå M6, êîòîðîå ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà M̃6 = {(x, v)|x ∈ D, v ∈ TxR3} îòîæäåñòâëå-
íèåì ñ ó÷åòîì áèëëèàðäíîãî îòðàæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî íà M6 êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðà-
æåíèå ïðîåêöèè π : M6 → D, ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå òî÷êà-âåêòîð òî÷êó ñòîëà.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿH = ẋ2+ẏ2−ż2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì áèëëèàðäà. Äåéñòâèòåëü-
íî, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû áåç îòðàæåíèÿ, à ïîñêîëüêó îòðàæåíèå
ïðîèñõîäèò â ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî, îíî íå ìåíÿåò äëèíó âåêòîðà ñêîðîñòè â ýòîé ìåòðèêå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé áèëëèàðä ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìîé â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüíîíà H. Íàøà öåëü � îïèñàòü òîïîëîãèþ
âîçíèêàþùåãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ýòîé ñèñòåìû. Â ýòîì íàì ïîìîãóò ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíà-
òû, êîòîðûì ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

2. Ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2,1

Ñâÿæåì ñ ýëëèïñîèäîì E ñåìåéñòâî êâàäðèê, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2,1(x, y, z)
íàçîâåì ñåìåéñòâî êâàäðèê Qλ, çàäàííûõ óðàâíåíèåì

(b− λ)(c+ λ)x2 + (a− λ)(c+ λ)y2 + (a− λ)(b− λ)z2 = (a− λ)(b− λ)(c+ λ),

ãäå a > b > 0, c > 0 � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Åñëè çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà λ ðàâíî a, b èëè −c, òî êâàäðèêó Qλ ìû áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííîé, èíà÷å �
íåâûðîæäåííîé.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî âñå âûðîæäåííûå êâàäðèêè ñóòü êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ âîçìîæíû ñëåäóþùèå êâàäðèêè.

� Åñëè λ ∈ (−∞,−c), òî Qλ � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

� Åñëè λ ∈ (−c, b), òî Qλ � ýëëèïñîèä.

� Åñëè λ ∈ (b, a), òî Qλ � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

� Åñëè λ ∈ (a,+∞), òî Qλ � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

Íà ðèñóíêå [2] èçîáðàæåíû ñîôîêóñíûå êâàäðèêè, êàæäîãî èç ýòèõ âèäîâ.
Òåïåðü îïèøåì ïðåäåëû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ ñòðåìèòñÿ ê êðè-

òè÷åñêîìó.
Ïóñòü λ → −c − 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìíèìàÿ ïîëóîñü îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ, â òî âðåìÿ êàê âåùåñòâåííûå ñòðåìÿòñÿ ê a + c è b + c. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå ìû

ïîëó÷èì ïëîñêîñòü z = 0 áåç îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì
x2

a+ c
+

y2

b+ c
= 1. Åñëè æå ìû

ðàññìîòðèì ïðåäåë êâàäðèê Qλ, êîãäà λ → −c + 0, òî ïîëó÷èì ïëîñêóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü,
îãðàíè÷åííóþ òåì æå ýëëèïñîì. Îáîçíà÷èì ýòîò ýëëèïñ ÷åðåç F1.
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Ðèñ. 2: Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â ïðîñòðàí-
ñòâå Ìèíêîâñêîãî R2,1. ×åðíûì âûäåëåíû
ôîêàëüíûå êðèâûå.

Ðàññìàòðèâàÿ ïðåäåëû â îñòàëüíûõ êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ, ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

îïðåäåëèòü ýëëèïñ F2 = {(x, 0, z)| x2

a− b
+

z2

c+ b
= 1} è

ãèïåðáîëó F3 = {(0, y, z)| z2

a+ c
− y2

a− b
= 1}. Êðèâûå

F1, F2, F3 ìû áóäåì íàçûâàòü ôîêàëüíûìè ïî àíàëîãèè
ñ åâêëèäîâûì ñëó÷àåì. Ýòè êðèâûå âûäåëåíû ÷åðíûì
öâåòîì íà ðèñóíêå [2].

Íàïîìíèì, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñåìåé-
ñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê îïðåäåëÿåò ýëëèïòè÷åñêèå
êîîðäèíàòû. Êàæäîé òî÷êå R3 ìû ñîïîñòàâëÿåì íåóáû-
âàþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ (λ1, λ2, λ3) ñîôîêóñíûõ êâàä-
ðèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Ïðèìåíèì àíà-
ëîãè÷íûé ïîäõîä â R2,1.

Óòâåðæäåíèå 1. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ìíîæåñòâà
D ïðîõîäèò â òî÷íîñòè òðè ñîôîêóñíûõ êâàäðèêè (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè). Áîëåå òîãî, äâå èç íèõ ÿâëÿþò-
ñÿ ýëëèïñîèäàìè ïàðàìåòðîâ λ1 ∈ [−c, 0] è λ2 ∈ [0, b],
à òðåòüÿ � îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì ïàðàìåòðà
λ3 ∈ [b, a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ òî÷åê X = (x, y, z), òàêèõ, ÷òî
x · y · z ̸= 0. Áîëåå òîãî, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D. Äëÿ êàæäîé òàêîé

òî÷êè ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fX(λ) =
x2

a− λ
+

y2

b− λ
+

z2

c+ λ
. Îòìåòèì, ÷òî êâàäðèêà ïàðàìåòðà

λ0 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó X â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà fX(λ0) = 1. Ïîêàæåì, ÷òî âíóòðè
ýëëèïñîèäà E óðàâíåíèå fX(λ) = 1 èìååò òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî fX(λ) → +∞, êîãäà λ → a − 0, è fX(λ) → −∞, êîãäà λ → b + 0 (ñì. ðèñ [3]).
Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, â íåêî-
òîðîé òî÷êå èíòåðâàëà (b, a) ôóíêöèÿ fX(λ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî òî÷êà X ëåæèò âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîèäîì

E . Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x2

a
+

y2

b
+

z2

c
< 1, òî åñòü fX(0) < 1. À ïîñêîëüêó fX(λ) →

+∞ ïðè λ → −c− 0, b+0, ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè fX(λ)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 â íåêîòîðûõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ (−c, 0), (0, b) (ñì. ðèñ.[3]). Ñëåäîâàòåëüíî,
÷åðåç òî÷êó X ïðîõîäèò ïî êðàéíéå ìåðå 3 ñîôîêóñíûå êâàäðèêè.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå fX(λ) = 1 ðàâíîñèëüíî
êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî λ. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç òî÷êó X ïðîõîäèò íå áîëåå òðåõ
êâàäðèê. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ■

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè D êîððåêòíî îïðåäåëåíû ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Îòìåòèì,
÷òî óðàâíåíèå λ1 = λ2 çàäàåò òðîïè÷åñêèå êðèâûå, à óðàâíåíèå λ2 = λ3 � ôîêàëüíûé ýëëèïñ F2.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû â R2,1, ïðîâåäåì êà÷åñòâåííûé àíàëèç ðàññìàò-
ðèâàåìîãî áèëëèàðäà.

3. Èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà

Ðàññìîòðèì â R2,1 äâèæåíèå òî÷êè ïî èíåðöèè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ÷àñòèöà
ëèáî áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, ëèáî äâèãàòüñÿ âäîëü ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííîé ïî
ìîäóëþ ñêîðîñòüþ. Åå òðàåêòîðèþ ìîæíî îïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêè: (x+τ ẋ, y+τ ẏ, z+τ ż), τ ∈ R,
ãäå (x, y, z) � íåêîòîðàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè, à (ẋ, ẏ, ż) � âåêòîð ñêîðîñòè â íåé. Îïðåäåëèì
ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êîòîðûõ êàñàåòñÿ ýòà òðàåêòîðèÿ.
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Ðèñ. 3: Ãðàôèê ôóíêöèè fX(λ)

×òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè è ñîôîêóñíîé êâàäðèêè, íóæíî ðåøèòü êâàä-
ðàòíîå îòíîñèòåëüíî τ óðàâíåíèå

(x+ τ ẋ)2

a− λ
+

(y + τ ẏ)2

b− λ
+

(z + τ ż)2

c+ λ
= 1.

Ïîýòîìó, åñëè òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè, äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 0 è íàîáî-
ðîò. Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ.

(
xẋ

a− λ
+

yẏ

b− λ
+

zż

c+ λ

)2

=

(
ẋ2

a− λ
+

ẏ2

b− λ
+

ż2

c+ λ

)(
x2

a− λ
+

y2

b− λ
+

z2

c+ λ
− 1

)
(2)

Äîìíîæèâ åãî íà (a−λ)(b−λ)(c+λ) è ïåðåíåñÿ âñå ñëàãàåìûå â ïðàâóþ ñòîðîíó, ìû ñâåäåì
óðàâíåíèå ê ñëåäóþùåìó.

Hλ2 − F1λ+ F2 = 0 (3)

Ýòî óðàâíåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì êàñàíèÿ. ÇäåñüH � ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
áèëëèàðäà, à ôóíêöèè F1 è F2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

F1 =
1

2

(
(b− c)ẋ2 + (a− c)ẏ2 − (a+ b)ż2

)
+

1

2
(K2

x +K2
y −K2

z ),

F2 =
1

2

(
−bcẋ2 − acẏ2 − abż2

)
+

1

2
(aK2

x + bK2
y + cK2

z ),

ãäå K = (Kx, Ky, Kz) � âåêòîð óãëîâîãî ìîìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåëè÷èíû px = ∂H/∂x, py = ∂H/∂y, pz = ∂H/∂z íàçîâåì èìïóëüñàìè, ñîïðÿ-
æåííûìè êîîðäèíàòàì x, y, z ñîîòâåòñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 2. Ôóíêöèè H,F1, F2 (êàê ôóíêöèè íà R6(x, y, z, px, py, pz)) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
îíàëüíî íåçàâèñèìûìè è ïîïàðíî êîììóòèðóþùèìè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, àññîöè-
èðîâàííîé ñ ôîðìîé ω = dx ∧ dpx + dy ∧ dpy + dz ∧ dpz.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâîëþòèâíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè íóæíî âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè ïî èìïóëüñàì.
Èç ÿâíîãî âèäà ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ñòàíåò ÿñíî, ÷òî îí íå íîëü ïî÷òè âñþäó. ■
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Îïèøåì àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì ïå-
ðåìåííóþ z íà iz̃, ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, à êîíñòàíòó c íà −c̃. Â òàêîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî
ñîôîêóñíûõ êâàäðèê áóäåò çàäàíî óðàâíåíèåì

x2

a− λ
+

y2

b− λ
+

z̃2

c̃− λ
= 1,

à ôóíêöèè H,F1, F2 ïåðåïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

H =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ˙̃z

2
),

F1 =
1

2

(
(c̃+ b)ẋ2 + (c̃+ a)ẏ2 + (a+ b) ˙̃z

2
)
− 1

2
(K̃2

x + K̃2
y + K̃2

z ),

F2 =
1

2

(
bc̃ẋ2 + ac̃ẏ2 + ab ˙̃z

2
)
− 1

2
(aK̃2

x + bK̃2
y + c̃K̃2

z ),

ãäå K̃ = (K̃x, K̃y, K̃z) êîìïîíåíòû âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â êîîðäèíàòàõ x, y, z̃. Õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè F1, F2, H ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè è ïîïàðàíî
êîììóòèðóþùèìè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê
R3(x, y, z̃). Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, F1, F2, H, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè êàê ôóíê-
öèè íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê R3(x, y, z). Îñòàëîñü âûðàçèòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîð-
ìó ω = dx ∧ dpx + dy ∧ dpy + dz̃ ∧ dpz̃ â êîîðäèíàòàõ (x, y, z) è èìïóëüñàõ (px, py, pz). Èìååì:

pz = ∂H/∂ż = −ż = −i ˙̃z = −ipz̃, îòêóäà dpz = −idpz̃. Ïîñêîëüêó dz = idz̃, òî dz ∧ dpz = dz̃ ∧ dpz̃.
Òàêèì îáðàçîì, H,F1, F2 ïîïàðíî êîììóòèðóþò.

Èñïîëüçóÿ òàêîé ïðèåì, ìîæíî âûïèñàòü ôîðìóëû ñâÿçè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò â R2,1 ñ
êàíîíè÷åñêèìè (x, y, z). Ïîñêîëüêó (x, y, z̃) ñâÿçàíû ñèñòåìîé

x2 =
(a− λ1)(a− λ2)(a− λ3)

(a− b)(a− c̃)
,

y2 =
(b− λ1)(b− λ2)(b− λ3)

(b− a)(b− c̃)
,

z̃2 =
(c̃− λ1)(c̃− λ2)(c̃− λ3)

(c̃− a)(c̃− b)
,

ôîðìóëû ñâÿçè (x, y, z) c (λ1, λ2, λ3) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

x2 =
(a− λ1)(a− λ2)(a− λ3)

(a− b)(a+ c)
,

y2 =
(b− λ1)(b− λ2)(b− λ3)

(b− a)(b+ c)
,

z2 =
(c+ λ1)(c+ λ2)(c+ λ3)

(c+ a)(c+ b)
.

(4)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ H,F1, F2 â ýëëèïòè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ è ñîïðÿæåííûõ èì èìïóëüñàõ (p1, p2, p3).

H = 2

(
∆1

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
p21 +

∆2

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

∆3

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23

)
F1 = 2

(
∆1(λ2 + λ3)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
p21 +

∆2(λ1 + λ3)

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

∆3(λ1 + λ2)

(λ3 − λ2)(λ3 − λ1)
p23

)
F2 = 2

(
∆1λ2λ3

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
p21 +

∆2λ1λ3

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

∆3λ1λ2

(λ3 − λ2)(λ3 − λ1)
p23

) (5)

Â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ ∆i = −(λi − a)(λi − b)(λi + c).
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Òåîðåìà 1 (Ñ.Ë. Òàáà÷íèêîâ, Á.À. Õåñèí). Ôóíêöèè H,F1, F2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçà-
âèñèìûìè ïîïàðíî êîììóòèðóþùèìè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà ïåðâûìè
èíòåãðàëàìè áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà E â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2,1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Á�îëüøóþ ÷àñòü òåîðåìû ìû óæå äîêàçàëè. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî F1 è
F2 ñîõðàíÿþòñÿ ïðè îòðàæåíèè. Ïðè îòðàæåíèè òî÷êè îò ýëëèïñîèäà E îäèí èç ñîïðÿæåííûõ
èìïóëüñîâ ìåíÿåò ñâîé çíàê, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå äâà îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ïîñêîëüêó F1

è F2 çàâèñÿò òîëüêî îò êâàäðàòîâ èìïóëüñîâ, ýòè ôóíêöèè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè îòðàæåíèè. ■

Çàìå÷àíèå 2. Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà Ñ.Ë. Òàáà÷íèêîâûì è Á.À. Õåñèíûì â ðàáîòå [3]. Ìû
ïðèâîäèì èíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî îïåðèðóåò ñ ýëëèïòè-
÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, êîòîðûå ñûãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â èçó÷åíèè òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëè-
óâèëëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî áèëëèàðäà.

Âûÿñíèì åùå íåñêîëüêî ñâîéñòâ ôóíêöèé H,F1, F2.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü h, f1, f2 � ñîâìåñòíûé óðîâåíü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ H,F1, F2 ñîîò-
âåòñòâåííî, òîãäà íà ýòîì óðîâíå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

λ̇i = ± 2
√
2

(λi − λj)(λi − λk)

√
V (λi), (6)

ãëå V (z) = −(z − a)(z − b)(z + c)(hz2 − f1z + f2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, âû÷èñëèì P (z) = Hz2 −F1z+F2. Ñîãëàñíî
òåîðåìå Âèåòà è ôîðìóëàì 5

P (z) = 2

(
∆1(z − λ2)(z − λ3)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
p21 +

∆2(z − λ1)(z − λ3)

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

∆3(z − λ1)(z − λ2)

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23

)
,

îòêóäà P (λi) = 2∆ip
2
i . Ñëåäîâàòåëüíî, p

2
i =

Hλ2
i − F1λi + F2

2∆i

.

Òåïåðü íàïèøåì ÷àñòü óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, à èìåííî

λ̇i =
∂H

∂pi
=

4∆i

(λi − λj)(λi − λj)
pi.

Ñîâìåùàÿ ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû, ïîëó÷èì òðåáóåìûå óðàâíåíèÿ.■
Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì óòâåðæäåíèåì, ÷òîáû ïðîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûcë ïåðâûõ èíòå-

ãðàëîâ F1 è F2.

Óòâåðæäåíèå 4 (Ñ.Ë. Òàáà÷íèêîâ, Á.À. Õåñèí). Ïóñòü ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îò-
ëè÷íà îò íóëÿ, òîãäà âñå ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè åå òðàåêòîðèè (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) îä-
íîâðåìåííî êàñàþòñÿ äâóõ ñîôîêóñíûõ ñ ýëëèïñîèäîì E êâàäðèê (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (z) = Hz2 − F1z + F2 ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü áèë-
ëèàðäíîé òðàåêòîðèè. Êàê ìû óæå âûÿñíèëè, ïðÿìîëèíåéíàÿ òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè
ïàðàìåòðà λ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (λ0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðèêè, êîòîðûõ êà-
ñàþòñÿ ïðÿìûå, âõîäÿùèå â ñîñòàâ áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè, ñîõðàíÿþòñÿ. Îñòàëîñü ïîêàçàòü,
÷òî P (z) èìååò 2 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).

Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåí V (z) èç ôîðìóëû 6 îáÿçàí ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ (−c, b), (b, a), ïîñêîëüêó ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû
îïðåäåëåíû íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ h ̸= 0, à ñëåäîâàòåëüíî, V (z) � ìíîãî÷ëåí
5-é ñòåïåíè.

Åñëè áû ìíîãî÷ëåí P (z) íå èìåë âåùåñòâåííûõ êîðíåé, òî P (z) > 0 èëè P (z) < 0 äëÿ ëþáîãî
âåùåñòâåííîãî z (â çàâèñèìîñòè îò çíàêà h). Â òàêîì ñëó÷àå, çíàêè V (z) íà èíòåðâàëàõ (−c, b)
è (b, a) áûëè áû ðàçíûìè. Ïðîòèâîðå÷èå.■
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå H ̸= 0 ìû ìîæåì â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòðû Ξ1,Ξ2 ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êîòîðûõ îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ âñå ïðÿ-
ìîëèíåéíûå ó÷àñòêè òðàåêòîðèè.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà, ìû ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îáëàñòåé âîçìîæ-
íîãî äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

4. Îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè h = 0 ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà V (z) ïàäàåò, ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ. Îäíàêî óðàâíåíèå H = 0 çàäàåò
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâåM6 ïîâåðõíîñòü ìåðû íóëü, ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h ̸= 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâà ÷èñëà h1 è h2, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, òî òî-
ïîëîãèè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ Q5

h1
, Q5

h2
ñîâïàäàþò (íàïîìíèì

÷òî èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Q5
h = {(x, v) ∈ M6|H(x, v) = h}).

Äåéñòâèòåëüíî, òðàåêòîðèè ñèñòåì íà Q5
h1

è Q5
h2

áóäóò ñîâïàäàòü, èçìåíèòñÿ òîëüêî ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì çíàê h ñóùåñòâåííåí, ïîñêîëüêó îò íåãî çàâèñèò çíàê ñòàðøåãî êîýôôè-
öèåíòà ìíîãî÷ëåíà V (z).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4 ïðè h ̸= 0 ìíîãî÷ëåí P (z) = hz2−f1z+f2 èìååò äâà âåùåñòâåííûõ
êîðíÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Îáîçíà÷èì ýòè êîðíè ÷åðåç ξ1 è ξ2. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ1 < ξ2.
Èññëåäóåì âñå âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî a, b è −c, ÷òîáû îïèñàòü
îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ.

Èòàê, ïóñòü ñíà÷àëà h > 0. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè è òîëüêî îíè.

Òàáëèöà 1. Îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ïðè h > 0

I a −c < ξ1 < 0 < ξ2 < b II a −c < ξ1 < 0 < b < ξ2 < a

III a ξ1 < −c < 0 < ξ2 < b IV a ξ1 < −c < b < ξ2 < a

Òàêèì îáðàçîì, ïðè h > 0 âîçìîæíî òîëüêî 4 âèäà îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ.
Ïóñòü òåïåðü h < 0. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âèäû îáëàñòåé âîçìîæíîãî

äâèæåíèÿ.
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Òàáëèöà 2. Îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ïðè h < 0

I b b < ξ1 < ξ2 < a II b b < ξ1 < a < ξ2

III b 0 < ξ1 < b < ξ2 < a IVb 0 < ξ1 < b < a < ξ2

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè h < 0 âîçìîæíû òîëüêî 4 âèäà îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ è òîëüêî
îíè.

5. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

Ïîñêîëüêó ïåðâûå èíòåãðàëû Ξ1 è Ξ2 èìåþò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ,
ïðîùå âñåãî ðàáîòàòü èìåííî ñ íèìè. Îäíàêî ïðè H = 0 ýòè ôóíêöèè íå îïðåäåëåíû, è ñëåäî-
âàòåëüíî, ìû ìîæåì ðàáîòàòü ñ íèìè òîëüêî ëèáî ïðè H > 0, ëèáî ïðè H < 0.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñ îäèíàêî-
âûìè çíàêàìè ýíåðãèè òîïîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, ïîëó÷àÿñü äðóã èç äðóãà ðàñòÿæåíèåì
âåêòîðà ñêîðîñòè. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû ïîñòðîèì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ ñëó÷àåâ
h > 0 è h < 0, à çàòåì íàðèñóåì îáùóþ äèàãðàììó.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, íàì íåîáõîäèìî äàòü îïðå-
äåëåíèå îñîáûõ òî÷åê îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû.

Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êó P ∈ R3 (èëè R2, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà èçîýíåðãåòè-
÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü) îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà áóäåì íàçûâàòü îñîáîé, åñëè P ëåæèò
íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, èëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ äâå òî÷êè èç Uε(P ),
ïðîîáðàçû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì òèïàì îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé áóäåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ îñîáûõ òî-
÷åê îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà â ñîñòàâ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñèñòå-
ìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q5

h âîéäóò

� îòðåçêè ïðÿìûõ ξ1 = −c, ξ1 = 0, ξ2 = 0, ξ2 = b, ξ2 = a ïðè h > 0;

� îòðåçêè ïðÿìûõ ξ1 = ξ2, ξ1 = b, ξ1 = a, ξ2 = 0, ξ2 = b, ξ2 = a ïðè h < 0.
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Ðèñ. 4: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, îãðàíè÷åííîãî íà èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü
Q5

h a) ïðè h > 0, b) ïðè h < 0.

Ýòè áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå [4]. Êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèò 4 êàìå-
ðû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì òèïàì îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Íóìåðàöèÿ êàìåð
ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Òåïåðü ïîñòðîèì áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ èíòåãðàëîâH,F1, F2

âñåãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ âñåãäà äîëæåí èìåòü äâà êîðíÿ, â
ñîñòàâ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû äîëæåí âîéòè êîíóñ f 2

1 = 4hf2. Òàêæå îíà äîëæíà ñîäåð-
æàòü ó÷àñòêè ïëîñêîñòåé a2h − af1 + f2 = 0, b2h − bf1 + f2 = 0, c2h + cf1 + f2 = 0, f2 = 0. Ýòè
ïëîñêîñòè îòâå÷àþò óñëîâèÿì ξi = a, b,−c, 0. Â èòîãå, ìû ïîëó÷èì êîìïëåêñ, èçîáðàæåííûé íà
ðèñóíêå [5].

Ðèñ. 5: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2,1. Ñèíèì
âûäåëåí ó÷àñòîê êîíóñà f2

1 = 4hf2, âõîäÿùèé â ñîñòàâ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ñì ðèñ. [5]) ñîñòîèò èç øåñòè êàìåð. Êàæäàÿ èç
íèõ ñîîòâåñòâóåò ñâîåìó òèïó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Çàíóìåðóåì êàìåðû ñëåäóþùèì
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îáðàçîì.

Íîìåð êàìåðû Íîìåð ÎÂÄ
I I a
II II a
III III a, IV b
IV IVa, II b
V I b
VI III b

�6 Êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P = (h, f1, f2) � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, òîãäà ñëîé,
ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé òî÷êå â M6, ãîìåîìîðôåí îäíîìó òðåõìåðíîìó òîðó èëè íåñâÿçíîìó
îáúåäèíåíèþ íåñêîëüêèõ òðåõìåðíûõ òîðîâ. Áîëåå òîãî, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â èíâàðèàíòíîé
îêðåñòíîñòè ýòîãî ñëîÿ òðèâèàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó òîëüêî äëÿ òî÷åê êàìåðû I. Äîêàçàòåëüñòâî â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íîå.

Ïóñòü òî÷êà P = (h, f1, f2) ëåæèò â êàìåðå I, òîãäà, ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè îáëàñòåé âîç-
ìîæíîãî, h > 0, à çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2 èíòåãðàëîâ Ξ1,Ξ2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó −c < ξ1 < 0 <
ξ2 < b. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ÎÂÄ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå P , çàäàåòñÿ
óñëîâèÿìè: λ1 ∈ [ξ1, 0], λ2 ∈ [0, ξ2], λ3 ∈ [b, a]. Îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòà λ2 îòäåëåíà îò çíà÷åíèÿ
b, ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññëîèòü ÎÂÄ íà ñîôîêóñíûå îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû, îòâå÷àþ-
ùèå òðåòüåé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòå. Ïðè ýòîì âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû òàêèõ ñëîåâ áóäóò
ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.

Çàìåòèì, ÷òî íàøà ÎÂÄ ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,
ñèììåòðè÷íûõ äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîîáðàç òî÷êè P
ãîìåîìîðôåí äèçúþíêòíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ êîìïëåêñîâ, îòâå÷àþùèõ êîìïîíåíòàì ñâÿçíî-
ñòè ÎÂÄ. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå âñþ ÎÂÄ, à òîëüêî îäíó åå ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó,
à èìåííî òó, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0. Îáîçíà÷èì åå áóêâîé Q.

Îïèøåì ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ñêîðîñòè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Q. Ïóñòü òî÷êà X ëåæèò
âíóòðèQ. Åñëè âñå åå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû
â îêðåñòíîñòè X ÿâëÿþòñÿ ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, à ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
ôîðìóëàì 6 òî÷êå X ñîîòâåòñòâóåò 8 âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Åñëè ñðåäè êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò
åñòü õîòÿ áû îäíà íóëåâàÿ, òî, îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ôîðìóëå çàìåíû êîîðäèíàò
4, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êå X áóäóò ïî-ïðåæíåìó ñîîòâåòñòâîâàòü 8 âåêòîðîâ ñêîðîñòè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ñêëåéêó âåêòîðîâ íà ãðàíèöå Q, íóæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ
ñêîðîñòè âíóòðè Q. Ïîñêîëüêó â êîîðäèíàòíûõ îêòàíòàõ, ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè, çàíóìåðóåì âåêòîðû ñêîðîñòè â íèõ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë 6. Ñäåëàåì ìû ýòî ñ
ïîìîùüþ òàáëèöû, â ñòðîêàõ êîòîðîé áóäåì óêàçûâàòü îêòàíò, à â ñòîëáöàõ � òðîéêè çíàêîâ
(sign λ̇1, sign λ̇2, sign λ̇3). Ïîñêîëüêó Q ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0, íóæíî ââåñòè îáîçíà÷å-
íèÿ â ÷åòûðåõ îêòàíòàõ.

(+,+,+) (−,+,+) (−,−,+) (+,−,+) (+,+,−) (−,+,−) (−,−,−) (+,−,−)

x > 0
y > 0

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

x > 0
y < 0

v5 v6 v7 v8 v1 v2 v3 v4

x < 0
y < 0

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

x < 0
y > 0

v5 v6 v7 v8 v1 v2 v3 v4
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Íàìè âûáðàíà èìåííî òàêàÿ íóìåðàöèÿ, ïîñêîëüêó ïðè ñêëåéêå äâóõ ñîñåäíèõ îêòàíòîâ
âåêòîðû ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè ñêëåèâàþòñÿ íà ãðàíèöå. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ôîðìóëàõ 4. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíûå ïîëÿ vi ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè
â Q.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïèñàòü ñêëåéêó âåêòîðîâ ñêîðîñòè íà ãðàíèöå Q â òåðìèíàõ âåêòîðíûõ
ïîëåé vi. Íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ïàðàìåòðà ξ1 â ñèëó êàñàíèÿ v1 ñêëåèâàåòñÿ ñ v2, v3 � ñ
v4, v5 � ñ v6, v7 � ñ v8. Àíàëîãè÷íî, íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ïàðàìåòðà ξ2 âåêòîðíîå ïîëå
v1 ñêëåèâàåòñÿ ñ v4, v2 � ñ v3, v5 � ñ v8, v6 � ñ v7. Íà ó÷àñòêå ýëëèïñîèäà E , ðàñïîëîæåííîì
íèæå òðîïè÷åñêîé êðèâîé, â ñèëó áèëëèàðäíîãî îòðàæåíèÿ ïðîèñõîäèò òà æå ñêëåéêà, ÷òî è
íà ýëëèïñîèäå ïàðàìåòðà ξ2. À íà ó÷àñòêå âûøå òðîïè÷åñêîé êðèâîé, ñêëåéêà òàêàÿ æå, êàê
íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ïàðàìåòðà ξ1. Îñòàåòñÿ îïèñàòü ñêëåéêó âåêòîðîâ íà òðîïè÷åñêîé
êðèâîé, à òàêæå íà êðèâûõ ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ êàóñòè÷åñêèõ ýëëèïñîèäîâ è ýëëèïñîèäà
E . Ïîñêîëüêó â ýòèõ êðèâûõ ñìûêàþòñÿ ñòåíêè ñ îäèíàêîâûìè ïðàâèëàìè ñêëåéêè, íà ýòîì
ìíîæåñòâå òî÷åê v1 ñêëåèâàåòñÿ ñ v2, v3 è v4, à v5 � ñ v6, v7 è v8.

Ðèñ. 6: Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Q ñ êâàäðè-
êîé ïàðàìåòðà a

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ìíîæåñòâî Q ìîæíî ðàñ-
ñëîèòü îäíîïîëîñòíûìè ãèïåðáîëîèäàìè, îòâå÷àþùè-
ìè òðåòüåé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòå. Ïðè òàêîì ðàñ-
ñëîåíèè âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñëîåâ áóäóò ãîìåî-
ìîðôíû äðóã äðóãó. Áîëåå òîãî, îãðàíè÷åíèÿ ïðîîá-
ðàçîâ òî÷êè P íà ýòè ñëîè áóäóò ñîâïàäàòü. Ýòîò
ôàêò ëåãêî ïîÿñíèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë 6. Ðàññìîòðèì
äâà ñëîÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðáîëîèäàì ïàðàìåòðîâ
µ1, µ2 ∈ (b, a). Íà êàæäîì èç ýòèõ ñëîåâ òðåòüÿ ýëëèï-
òè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà çàôèêñèðîâàíà, à îñòàëüíûå äâå
èçìåíÿþòñÿ íà îäèíàêîâîì ìíîæåñòâå è çàäàþò ðàâíîå
êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â êàæäîé òî÷êå. Ïîñêîëüêó óñëî-
âèå ñêëåéêè âåêòîðîâ îáùåå, òî, äåéñòâèòåëüíî, îãðà-
íè÷åíèÿ ïðîîáðàçà òî÷êè P íà ýòè ñëîè ãîìåîìîðôíû.
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü àíàëîãè÷íûé ôàêò äëÿ ñëîåâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðàì a è b, íåîáõîäèìî ñîâåð-
øèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ôîðìóëàõ çàìåíû 4.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ìíîæåñòâà Q êâàäðèêîé ïàðàìåòðà a. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîìó ïàðà-
ìåòðó ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîñòü x = 0. Â ñå÷åíèè ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî, îãðàíè÷åííîå òðåìÿ

ýëëèïñàìè:
y2

b
+

z2

c
= 1,

y2

b− ξ1
+

z2

c− ξ1
= 1,

y2

b− ξ2
+

z2

c− ξ2
= 1 (îòìåòèì, ÷òî âñå òðè ýëëèïñà

ÿâëÿþòñÿ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî). Ýòî ìíîæåñòâî ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå [6]. Îíî ñîñòîèò èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ äðóã äðóãó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ðàññìîòðèì
òó, êîòîðàÿ ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Qa. Îãðàíè÷åíèå ïðîîáðàçà òî÷-
êè P íà Qa ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, îäíà èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíûì ïîëÿì
v1, v2, v3, v4, à äðóãàÿ � v5, v6, v7, v8. Ðàññìîòðèì òó ÷àñòü, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðâûì
÷åòûðåì ïîëÿì, è îïðåäåëèì åå êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, íóæíî ðàññëîèòü Qa íà ñîôîêóñíûå ýëëèïñîèäû, îòâå÷àþùèå
ïåðâîé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòå. Íà êàæäîì ñëîå, êðîìå λ = ξ1 è λ = 0, âåêòîðû v1 �v4
áóäóò îáðàçîâûâàòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ îêðóæíîñòåé. Íà ñëîÿõ λ = ξ1 è λ = 0 â ñèëó
áèëëèàðäíîãî îòðàæåíèÿ áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ ïî îäíîé îêðóæíîñòè íàïðàâëåíèé. Ñîâåðøèâ
ïîëíûé îáõîä ïî âñåì òàêèì ñëîÿì, ìû ìîæåì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî Qa ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè
v1 �v4 ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó T 2.

Òåïåðü áóäåì ñìåùàòü ñëîé Qa ñ âåêòîðàìè v1 �v4 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îáõî-
äà îòíîñèòåëüíî îñè Oz ïî ñëîÿì ðàññëîåíèÿ ìíîæåñòâà Q íà îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû
(ñîîòâåòñòâóþùèå òðåòüåé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòå). Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, âñå ñëîè (ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè) áóäóò ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó, òî åñòü ãîìåîìîðôíû äâóìåð-
íîìó òîðó T 2. Ñîâåðøèâ ïîëíûé îáõîä, ìû ïðèâåäåì ñëîé â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, òî åñòü â Qa.
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Ïðè ýòîì âñå âåêòîðû âåðíóòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî Q ñ âåêòîðàìè v1 �
v4 ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîãî òîðà è îêðóæíîñòè, òî åñòü òðåõìåðíîìó
òîðó.

Àíàëîãè÷íî, çàêëþ÷àåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå ïðîîáðàçà òî÷êè P íà ìíîæåñòâî Q ñ âåêòîðà-
ìè v5 �v8 ãîìåîìîðôíî òðåõìåðíîìó òîðó. Ïîñêîëüêó ÎÂÄ ïðîîáðàçà òî÷êè P ñîñòîèò èç
íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ � Q è öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîãî åìó, ïðîîáðàç òî÷êè
P ãîìåîìîðôåí íàñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ÷åòûðåõ òðåõìåðíûõ òîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ
÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëîì íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ âåêòîðíûå ïîëÿ v1 �v8 ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ ñêëåéêè âåêòîðîâ
íà ãðàíèöå îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.■

Òåïåðü ïðèâåäåì òàáëèöó, â êîòîðîé óêàæåì êîëè÷åñòâî òðåõìåðíûõ òîðîâ â êàæäîé êàìåðå
áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû.

Íîìåð êàìåðû Êîëè÷åñòâî òîðîâ T 3

I 4
II 2
III 2
IV 1
V 2
VI 2

�7 Òîïîëîãèÿ âíóòðåííèõ ïåðåñòðîåê êîðàçìåðíîñòè 1

Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êó P = (h, f1, f2) îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà áóäåì íàçûâàòü îñîáîé
òî÷êîé êîðàçìåðíîñòè 1, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé.

1. P ëåæèò íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è âõîäèò â ñîñòàâ ðîâíî îäíîé ñòåíêè
áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû.

2. P ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è ãðàíè÷èò ðîâíî ñ äâóìÿ
êàìåðàìè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü îñîáåííîñòü ãðàíè÷íîé, à âî âòîðîì � âíóòðåííåé.

Êàê îêàçàëîñü, ïðîîáðàçû â M6 âíóòðåííèõ îñîáûõ òî÷åê êðàòíîñòè 1 êîìïàêòíû, â îòëè÷èå
îò íåêîòîðûõ âíåøíèõ îñîáåííîñòåé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü P = (h, f1, f2) � âíóòðåííÿÿ îñîáàÿ òî÷êà êîðàçìåðíîñòè 1, òîãäà ïðî-
îáðàç ìàëîé øàðîâîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè â M6 ãîìåîìîðôåí îäíîìó èëè íåñâÿçíîìó
îáúåäèíåíèþ íåñêîëüêèõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà V3 × S1 ×D2, ãäå V3 � îäèí èç ñëåäóþùèõ
ñåäëîâûõ 3-àòîìîâ: A∗, B, C2.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ ñòåíêè, ãðàíè÷àùåé ñ êàìåðàìè I è III. Îñòàëü-
íûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü P = (h, f1, f2) � âíóòðåííÿÿ îñîáàÿ òî÷êà êîðàçìåðíîñòè 1, ãðàíè÷àùàÿ ñ êàìåðàìè
I è III. Ýòè êàìåðû âõîäÿò â ñîñòàâ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû òîëüêî ïðè ïîëîæèòåëüíîì
çíà÷åíèè ýíåðãèè, ïîýòîìó h > 0. Ðàññìîòðèì èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q5

h è îïèøåì
ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P â Q5

h. Ïîñêîëüêó h çàôèêñèðîâàíî, ïðîîáðàç ýòîé îêðåñò-
íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðîîáðàçîì ìàëîé îêðåñòíîñòè (ãîìåîìîðôíîé äèñêó) òî÷êè (f1, f2) â Q5

h.
Òàê êàê ïðè h > 0 êîððåêòíî îïðåäåëåíû ïåðâûå èíòåãðàëû Ξ1,Ξ2, ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (f1, f2) ñîâïàäàåò ñ ïðîîáðàçîì ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (ξ01 , ξ

0
2), ãäå (ξ01 , ξ

0
2) �

çíà÷åíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (Ξ1,Ξ2) íà ñîâìåñòíîì óðîâíå P .
Ïîñêîëüêó P ãðàíè÷èò ñ êàìåðàìè I è III, òî÷êà (ξ01 , ξ

0
2) ðàçäåëÿåò êàìåðû Ia è IIIa. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ξ01 = −c, à ξ02 ∈ (0, b). Ïóñòü ε ∈ (0, c). Îïèøåì ïðîîáðàç îòðåçêà [(−c−ε, ξ02), (−c+ε, ξ02)]
â Q5

h.
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Ïîñêîëüêó ξ02 < b, ÎÂÄ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì îòðåçêà [(−c − ε, ξ02), (−c + ε, ξ02)], îáëà-
äàþò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: òðåòüÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà â íèõ îòäåëåíà
îò çíà÷åíèÿ b. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäóþ ÎÂÄ íà ýòîì îòðåçêå ìîæíî ðàññëîèòü íà ñîôîêóñíûå
îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû, îòâå÷àþùèå òðåòüåé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòå, òàê, ÷òîáû ñâÿç-
íûå êîìïîíåíòû âñåõ ñëîåâ áûëè áû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó. Ðàññìîòðèì ñëîé, îòâå÷àþùèé
êâàäðèêå ïàðàìåòðà a, òî åñòü ïëîñêîñòè x = 0. Ïåðåñå÷åíèå ÎÂÄ, ñîîòâåòñòâóþùåé ëþáîé òî÷-
êè îòðåçêà [(−c − ε, ξ02), (−c + ε, ξ02)], ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = 0 è íå ïåðåñåêàåò
åå.

Ðàññìîòðèì ïîëóïëîñêîñòü x = 0, y > 0 è ïðîñëåäèì, êàê ìåíÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ÎÂÄ è ýòîé
ïîëóïëîñêîñòè â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè îòðåçêà [(−c− ε, ξ02), (−c+ ε, ξ02)]. Äëÿ ëþáîãî t ∈ [−ε, ε]
ïåðåñå÷åíèå ÎÂÄ, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå (ξ01 + t, ξ02), ñ ïîëóïëîñêîñòüþ x = 0, y > 0 îáîçíà÷èì
÷åðåç Q(t). Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, ïðè t > 0 ìíîæåñòâî Q(t) ãîìåîìîðôíî äâóì
çàìêíóòûì îáëàñòÿì, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé z = 0 è îãðàíè÷åííûì ýëëèïñàìè
y2

b
+
z2

c
= 1,

y2

b− ξ02
+

z2

c+ ξ02
= 1 è

y2

b− ξ01 − t
+

z2

c+ ξ01 + t
= 1. Ïðè t ⩽ 0 ìíîæåñòâîQ(t) îãðàíè÷åíî

ýëëèïñàìè
y2

b
+
z2

c
= 1 è

y2

b− ξ02
+

z2

c+ ξ02
= 1, ò.å. íå çàâèñèò îò t. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ìíîæåñòâà

Q(t) ïîêàçàíà íà ðèñóíêå [7].

Ðèñ. 7: Èçìåíåíèå ìíîæåñòâà Q(t) ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà t; a) Q(t) ïðè t ⩽ 0; b) Q(t) ïðè t = t1 > 0; c) Q(t)
ïðè t = t2 > t1.

Òåïåðü âûÿñíèì êàê ïðè òàêîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t äåôîðìèðóþòñÿ âåêòîðíûå ïîëÿ â
òî÷êàõ Q(t). Äëÿ ýòîãî íóæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ â êàæäîì èç êîîðäèíàòíàõ îê-
òàíòîâ. Ïîñòóïèì òàêæå, êàê â òåîðåìå 2. Çàêîäèðóåì âåêòîðà ñ ïîìîùüþ òàáëèöû çíàêîâ. Â
ñòðîêàõ òàáëèöû áóäåì óêàçûâàòü êîîðäèíàòíûå îêòàíòû, êîòîðûå ìû áóäåì íóìåðîâàòü çíàêà-
ìè êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò, à â ñòîëáöàõ � òðîéêè çíàêîâ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ
ñêîðîñòè. Îòìåòèì, ÷òî îáîçíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âåêòîðíûå ïîëÿ vi íåïðåðûâíî
ïðîäîëæàëèñü íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè x = 0, y = 0, z = 0.

(+,+,+) (−,+,+) (−,−,+) (+,−,+) (+,+,−) (−,+,−) (−,−,−) (+,−,−)

(+,+,+) v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8
(+,−,+) v5 v6 v7 v8 v1 v2 v3 v4
(−,−,+) v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8
(−,+,+) v5 v6 v7 v8 v1 v2 v3 v4
(+,+,−) v2 v1 v4 v3 v6 v5 v8 v7
(+,−,−) v6 v5 v8 v7 v2 v1 v4 v3
(−,−,−) v2 v1 v4 v3 v6 v5 v8 v7
(−,+,−) v6 v5 v8 v7 v2 v1 v4 v3
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Òî, ÷òî ∀t âåêòîðíûå ïîëÿ vi ïðîäîëæàþòñÿ íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè x = 0, y = 0, z = 0
ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ôîðìóëàõ 4.

Îãðàíè÷èì ýòè ïîëÿ íà Q(t), èíûìè ñëîâàìè ∀t îãðàíè÷èì ïðîîîáðàç òî÷êè îòðåçêà [(−c−
ε, ξ02), (−c + ε, ξ02)] â Q5

h íà Q(t). Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè ñîâîêóïíîñòè âåêòîðíûõ
v1 � v4, v5 �v8 ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè (ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ). Ïîýòîìó ðàññìîò-
ðèì ∀t âåêòîðíûå ïîëÿ v1 � v4 íà Q(t). Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî â M6 ÷åðåç
L(t), à ÷åðåç L ìíîæåñòâî

⋃
t∈[−ε,ε]

L(t).

Ðàññëîèâ Q(t) íà ñîôîêóñíûå ýëëèïñû
y2

b− µ
+

z2

c+ µ
= 1 ïðè µ ∈ [0, ξ2], íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

L íà êàæäîì èç òàêèõ ñëîåâ ãîìåîìîðôíî 2-àòîìó B. Ïðè ïîëíîì îáõîäå âñå âåêòîðû âåðíóòñÿ
â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, L ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 2 àòîìà B è
îêðóæíîñòè, ò.å. 3-àòîìó B.

Òåïåðü áóäåì ïåðåìåùàòü Q(t) ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè v1 �v4 ïî âñåì ñëîÿì ðàññëîåíèÿ ÎÂÄ
íà îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåòüåé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòå. Íà êàæ-
äîì òàêîì ñëîå ñíîâà ïîëó÷èì 3-àòîì B. Ïðè ïîëíîì îáõîäå ïî ñëîÿì âñå ìíîæåñòâà Q(t) âìåñòå
ñ âåêòîðàìè v1 �v4 âåðíóòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå ïðîîáðàçà îò-
ðåçêà [(−c− ε, ξ02), (−c+ ε, ξ02)] íà âåêòîðíûå ïîëÿ v1 �v4 ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
îêðóæíîñòè è 3-àòîìà B. Ïîñêîëüêó ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå âåêòîðîâ v5 �v8 áóäóò àíàëîãè÷íû-
ìè, ïðîîáðàç ýòîãî îòðåçêà ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé
àòîìà B è îêðóæíîñòè.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëîì íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ξ2 âñå ðàññóæäåíèÿ
îñòàþòñÿ ïðåæíèìè, ïðè ýòîì âåêòîðíûå ïîëÿ vi íåïðåðûâíî ìåíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-
áðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (ξ01 , ξ

0
2) â Q5

h ãîìåîìîðôåí äâóì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì âèäà
B(3) × S1 × D1 (çäåñü ÷åðåç B(3) îáîçíà÷åí 3-àòîì B). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ðàññóæäåíèþ
â íà÷àëå ïàðàãðàôà, ïðîîáðàç ìàëîé øàðîâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P = (h, f1, f2) ãîìåîìîðôåí
äâóì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì âèäà B(3) × S1 ×D2. Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

Íèæå ïðèâåäåíû êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè ïðîîáðàçîâ â M6 ìàëûõ øàðîâûõ îêðåñòíîñòåé
âíóòðåííèõ îñîáûõ òî÷åê (áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû) êðàòíîñòè 1. Âñå àòîìû â òàáëèöå
òðåõìåðíûå.

Íîìåðà ñîñåäíèõ êàìåð
Êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè
ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëîÿ

I, II 2B × S1 ×D2

I, III 2B × S1 ×D2

II, IV B × S1 ×D2

III, IV B × S1 ×D2

IV, V B × S1 ×D2

V, VI 2A∗ × S1 ×D2

III, VI C2 × S1 ×D2

�8 Òîïîëîãèÿ íåêîìïàêòíûõ ñëîåâ è èõ ìàëûõ îêðåñòíîñòåé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì òîïîëîãèþ ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ñëîåâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðà-
íè÷íûì ñòåíêàì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Íî äëÿ íà÷àëà äîêàæåì îäíî î÷åíü âàæíîå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü òî÷êà P = (h, f1, f2) ëåæèò íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåí-
òà, òîãäà ïðîîáðàç ýòîé òî÷êè â M6 êîìïàêòåí â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà f2 ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íå âêëþ-
÷àåò ïàðû âèäà (x, v), ãäå x � òî÷êà òðîïè÷åñêîé êðèâîé, à v ∈ TxE . Â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ ðàâåí íóëþ, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ýëëèïñîèäó
E . Áîëåå òîãî, ïîâåðõíîñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ïðè òàêîì óñëîâèè âñåãäà áóäåò îãðàíè÷åíà

15



òðîïè÷åñêîé êðèâîé. Ïîñêîëüêó ìû èñêëþ÷èëè âûøåóêàçàííûå ïàðû òî÷êà-âåêòîð èç ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ åé (ñàìîé ïîâåðõíîñòè) íå ïðèíàäëå-
æèò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íå êîìïàêòíà, îòêóäà ïðîîáðàç òî÷êè
P íåêîìïàêòåí. Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî íîëü ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà f2 = 0.

Ïðè f2 ̸= 0 â òî÷êàõ òðîïè÷åñêîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû ñêîðîñòè îòëè÷íû îò
êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñîèäó E . Ïîýòîìó îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ âêëþ÷àåò ýòè òî÷êè, à
ñòàëî áûòü, îíà êîìïàêòíà. Îïèñàíèå òîïîëîãèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ
ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäàìè, îïèñàííûìè âûøå, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè f2 ̸= 0 ïðîîáðàç òî÷êè P â M6

êîìïàêòåí. ■

Òåîðåìà 4. Ïóñòü P = (h, f1, f2) � ãðàíè÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà êîðàçìåðíîñòè 1, òîãäà åñëè
f2 ̸= 0, ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè â M6 ãîìåîìîðôåí îäíîìó èëè íåñâÿçíîìó
îáúåäèíåíèé íåñêîëüêèõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà A(3) × S1 ×D2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäàìè, îïèñàííûìè â äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.■

Ïóñòü òåïåðü f2 = 0.

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè P = (h, f1, 0) � ãðàíè÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà êîðàçìåðíîñòè 1, òî ïðîîáðàç
ýòîé òî÷êè â M6 ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ íåñêîëüêèõ öèëèíäðîâ (S1 ×D1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, äëÿ òî÷êè P , ãðàíè÷àùåé ñ êàìåðîé III. Ðàññóæäåíèÿ â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íûå.

Ðàññëîèì ïîâåðõíîñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùóþ òî÷êå P , íà ñîôîêóñíûå îäíî-
ïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåòüåé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòå. Âñå ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû ýòîãî ðàññëîåíèÿ ãîìåîìîðôíû îòêðûòîìó èíòåðâàëó. Â êàæäîé òî÷êå òàêîãî èí-
òåðâàëà ðàñïîëîæåíî 4 êàñàòåëüíûõ âåêòîðà. Ñîâåðøèâ ïîëíûé îáõîä ïî âñåì ñëîÿì ñ âåê-
òîðàìè, çàêëþ÷àåì, ÷òî â ïðîîáðàçå òî÷êå P (â M6) ëåæèò íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ
öèëèíäðîâ. ■

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P èç óòâåðæäåíèÿ âûøå, ðàñ-
ñìîòðèì 3-êîìïëåêñ A ïîëó÷àåìûé äåôîðìàöèåé òîðà â ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ýòîò êîì-
ïëåêñ ðàñïîëîæåí â R4(x, y, z, t), â ïîëîñå t ∈ [0, 1) è ïðè t ̸= 0 çàäàí ñëåäóþùåé ñèñòåìîé.

x =
1

t
cosφ

(
1 +

t

2
cos θ

)
y = sinφ

(
1 +

t

2
cos θ

)
z =

t

2
cos θ

φ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, 2π], t ∈ (0, 1)

Ñå÷åíèå A ïëîñêîñòüþ t = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, çàäàâàåìûõ óðàâ-
íåíèÿìè y = ±1, z = 0.

Òåïåðü îïèøåì ýòîò êîìïëåêñ íàãëÿäíî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ôîðìóëó âûøå ïîäñòàâèòü
t = 1, òî â R3 ïîëó÷èòñÿ òîð âðàùåíèÿ ñ á�îëüøèì ðàäèóñîì 1 è ìåíüøèì 1/2. Ïðè óìåíüøåíèè
ïàðàìåòðà t, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü ïî ïðåæíåìó áóäåò òîðîì, îäíà èç îáðàçóþùèõ
êîòîðîãî áóäåò âûòÿãèâàòüñÿ âäîëü îñè Ox, à äðóãàÿ ñòÿãèâàòüñÿ. Â èòîãå, ïðè t = 0 ïîëó÷èì
ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ y = ±1, z = 0. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñðåçà A â çàâèñèìîñòè îò t
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå [8].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü P = (h, f1, 0) � ãðàíè÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà êîðàçìåðíîñòè 1, òîãäà ïðîîá-
ðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè â M6 ãîìåîìîðôåí îäíîìó èëè íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ
íåñêîëüêèõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà A× S1 ×D2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, îïèñàííûõ â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 3.
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Ðèñ. 8: Èçìåíåíèå ñðåçà êîìïëåêñà A ïëîñêîñòüþ t = const ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà t ê íóëþ.
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