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Òðàåêòîðíûå èíâàðèàíòû íåêîìïàêòíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ã.Â. Áåëîçåðîâ1 À.Ò. Ôîìåíêî2

Ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (ÈÃÑ) ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, ñîäåðæàùèå íåêîìïàêòíûå ñëîè, ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà ýíåðãèè. Äëÿ òàêèõ
ñèñòåì èçó÷àþòñÿ àíàëîãè ðåáåðíîãî òðàåêòîðíîãî èíâàðèàíòà, êëàññèôèöèðóþùèå ÈÃÑ
íà ðåãóëÿðíûõ, òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ó÷àñòêàõ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñ íåêîìïàêòíûìè
ñëîÿìè (ïëîñêîñòè è öèëèíäðû) îòíîñèòåëüíî òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Îêàçàëîñü,
÷òî â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ òàêèì èíâàðèàíòîì ñëóæèò êîëè÷åñòâî ñëîåâ ñ çà-
ìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Åñëè æå ñëîè äâóõ ñèñòåì ãîìåîìîðôíû ïëîñêîñòè, òî ñèñòåìû
íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãóëÿðíûõ ó÷àñòêàõ ñëîåíèÿ ãëàäêî ñîïðÿæåíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü, ðåáåðíûé òðàåêòîðíûé èíâàðèàíò.

We consider integrable Hamiltonian systems (IHS) with two degrees of freedom containing
noncompact �bers under the condition of energy constancy. For such systems, analogues of
the edge orbital invariant are studied, classifying IHSs on regular, topologically stable Liouville
foliation sections with noncompact �bers (planes and cylinders) with respect to orbital equivalence.
It turned out that in the case of cylindrical �bers such invariant is the number of �bers with
closed trajectories. If the �bers of two systems are homeomorphic to the plane, then the systems
are smoothly conjugate on the corresponding regular parts of the Liouville foliation.

Key words: integrable system, Liouville foliation, orbital equivalence, edge orbital invariant.

Ðàññìîòðèì äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû v1 = sgradH1, v2 = sgradH2 íà ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ (M4

1 , ω1), (M
4
2 , ω2) ñîîòâåòñòâåííî. Äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû ýòèõ ñèñòåì

îáîçíà÷èì ÷åðåç F1 è F2, à ÷åðåç Q3
1 è Q3

2 � íåîñîáûå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Ôóíêöèè Fi çà-
äàþò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ Q3

i . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè Fi ∈ (ai, bi) ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ Q3

i ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, ñâÿçíûìè è òðèâèàëüíûìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåðâà-

ëû (ai, bi) ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ. Îáîçíà÷èì îãðàíè÷åíèÿ Q3
i íà F−1

i (ai, bi) ÷åðåç Q̃3
i .

Êîãäà ñèñòåìû vi ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè íà Q̃3
i ?

Â ðàáîòå [1] À.Â. Áîëñèíîâ è À.Ò. Ôîìåíêî ïîñòðîèëè èíâàðèàíò, êëàññèôèöèðóþùèé ÈÃÑ íà êîì-
ïàêòíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî íåïðåðûâíîé òðàåêòîðíîé ýêèâàëåíòíîñòè (ò.å.
ãîìåîìîðôèçìà, ïåðåâîäÿùåãî òðàåêòîðèè îäíîé ñèñòåìû â òðàåêòîðèè äðóãîé). Ýòîò èíâàðèàíò � ìå-
÷åíàÿ t-ìîëåêóëà � ïðåäñòàâëÿåò èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà (ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà), äîïîëíèòåëüíî îñ-
íîùåííûé ìåòêàìè äâóõ âèäîâ: ðåáåðíûé òðàåêòîðíûé èíâàðèàíò è ñåäëîâîé òðàåêòîðíûé èíâàðèàíò.
Íàïîìíèì, ÷òî ðåáåðíûé òðàåêòîðíûé èíâàðèàíò (âåêòîð âðàùåíèÿ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð êîíå÷-
íîé äëèíû, ñîñòîÿùèé èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ñèìâîëîâ ±∞. Îí ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá ìèíèìóìàõ,
ìàêñèìóìàõ è ïîëþñàõ ôóíêöèè âðàùåíèÿ íà ñëîÿõ ñèñòåìû è êëàññèôèöèðóåò ÈÃÑ íà ðåãóëÿðíûõ
ó÷àñòêàõ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ òðàåêòîðíûõ èíâàðèàíòîâ À.Ò. Ôîìåíêî è À.Â. Áîëñèíîâ
ïîêàçàëè òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è ßêîáè (î ãåîäåçè÷åñêèõ íà ýëëèïñîèäå) ñèñòåìå Ýéëåðà
äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà ñ íóëåâîé êîíñòàíòîé ïëîùàäåé (ñì. [2]).
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ñ íåêîìïàêòíûìè ñëîÿìè. Ïîäðîáíûé
îáçîð î òîïîëîãèè ñëîåíèé òàêèõ ñèñòåì áûë ñäåëàí À.Ò. Ôîìåíêî è Ä.À. Ôåäîñååâûì [3]. Íàïðèìåð,
íåêîìïàêòíûå ñëîè è íåêðèòè÷åñêèå áèôóðêàöèè âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèÿõ ñèñòåì Áåðòðàíà.

Êëàññ ïñåâäîåâêëèäîâûõ àíàëîãîâ ñèñòåì ìåõàíèêè, ââåäåííûé À.Â. Áîðèñîâûì è È.Ñ. Ìàìàåâûì â
ðàáîòå [4], òàêæå ðåàëèçóåò, ñì. íåäàâíèå ðàáîòû Â.À. Êèáêàëî [5-7], áîãàòûé íàáîð ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ íà
íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ è èçîèíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, ñîäåðæàùèõ êîìïàêòíûå è íåêîìïàêòíûå
ñëîè è èõ áèôóðêàöèè, âêëþ÷àÿ íåêðèòè÷åñêèå. Òàêæå îòìåòèì âîçíèêíîâåíèå íåêðèòè÷åñêèõ áèôóðêà-
öèé â ñèñòåìàõ âèõðåâîé äèíàìèêè [8], à íåêîìïàêòíûõ ñëîåâ è èõ ïåðåñòðîåê � â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ
áèëëèàðäîâ [9, 10].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êîíñòðóêöèè ðåáåðíîãî òðàåêòîðíîãî èíâàðèàíòà ÈÃÑ ñ íåêîìïàêòíû-
ìè ñëîÿìè.

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè, ôèãóðèðóþùèå â òåêñòå, ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè,

à ñëîè Ëèóâèëëÿ íà Q̃3
i íåêîìïàêòíû, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ëèáî äâóìåðíûìè ïëîñêîñòÿìè, ëèáî öèëèíäðàìè.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Fi íà Q̃3
i èçìåíÿþòñÿ íà èíòåðâàëå (0, 1).

Êàê îêàçàëîñü, ðåáåðíûå òðàåêòîðíûå èíâàðèàíòû ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ñëîÿìè óñòðîåíû ïðîùå,
÷åì ó ñèñòåì ñ êîìïàêòíûìè ñëîÿìè. Íà÷íåì ìû ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñëîè Q̃3
i ãîìåîìîðôíû äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, òîãäà îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåì vi íà Q̃3

i
ãëàäêî ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå v1 íà Q̃3
1. Íà êàæäîì ñëîå âûáåðåì òî÷êó Of , ãëàäêî

çàâèñÿùóþ îò F . Òåïåðü äëÿ êàæäîãî f ∈ (0, 1) ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå Φf , ïåðåâîäÿùåå R2 ñ êîîðäè-
íàòàìè (t1, t2) â ñëîé Ëèóâèëëÿ F = f . Çàäàäèì ýòî îòîáðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Φf (t1, t2) òî÷êó, ïîëó÷åííóþ èç Of , êîìïîçèöèåé äâóõ ñäâèãîâ: ñíà÷àëà ñäâèãàåì Of âäîëü sgradH íà âðå-
ìÿ t1, à çàòåì ïîëó÷èâøóþñÿ òî÷êó ïåðåìåùàåì âäîëü sgradF íà âðåìÿ t2. Ïîñêîëüêó sgradH è sgradF
êîììóòèðóþò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèãîâ íå âàæíà.

Êîîðäèíàòû (t1, t2, F ), ïîñòðîåííûå âûøå, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ðåãóëÿðíûìè è îäíîçíà÷íûìè â Q̃3
1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû íåêîòîðàÿ òî÷êà êàêîãî-òî ñëîÿ ñîîòâåòñòâîâàëà äâóì ðàçëè÷íûì ïàðàì âèäà
(t1, t2), òî ìû áû ïîëó÷èëè íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó, âîçâðàùàþùóþ òî÷êó Of â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Â
ýòîì ñëó÷àå ñàì ñëîé áûë áû ãîìåîìîðôåí ëèáî R2/Z, ò.å. öèëèíäðó, ëèáî R2/Z2, ò.å. òîðó. Îäíàêî, âñå

ñëîè ñèñòåìû íà Q̃3
1 ãîìåîìîðôíû äâóìåðíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà (t1, t2, F ) ÿâëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà v1 â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

Ḟ = 0, ṫ1 = 1, ṫ2 = 0.

Èíûìè ñëîâàìè, â êîîðäèíàòàõ (t1, t2, F ) òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.

Ïîñêîëüêó íàøè ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ âåðíû è äëÿ Q̃3
2, îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåì vi íà Q̃3

i ãëàäêî ñîïðÿ-
æåíû. Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

Èòàê, â ñëó÷àå, êîãäà ñëîé ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ïëîñêîñòüþ, ëþáûå äâå ñèñòåìû ãëàäêî ñîïðÿæåíû,
â ÷àñòíîñòè îíè ãëàäêî òðàåêòîðíî ýêâèàëåíòíû. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñëîé ãîìåîìîðôåí öèëèí-
äðó, ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè ñèñòåìû ìîãóò çàìûêàòüñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëèì
ñëåäóþùóþ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëè÷åñòâî ñëîåâ ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè íà Q̃3 íàçîâåì ÷èñëîì çàìûêàíèé
è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N.

Çàìå÷àíèå 2. Ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî N êîíå÷íî.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷èñëî çàìûêàíèé îäíîçíà÷íî êîäèðóåò ñèñòåìó íà Q̃3 ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ñëîÿìè ñ
òî÷íîñòüþ äî òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 2. Îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåì vi íà Q̃3
i ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ñëîÿìè íåïðåðûâíî òðàåêòîðíî ýê-

âèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ÷èñëà çàìûêàíèé ñîâïàäàþò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîè ñèñòåìû ñ íåçàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè î÷åâèäíî íå ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðíî

ýêâèâàëåíòíûìè ñëîÿì ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ó òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì
÷èñëà çàìûêàíèé îáÿçàíû ñîâïàäàòü. Òåïåðü äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 íà êàæäîì ñëîå Q̃3
1 âûáåðåì òî÷êó Of , ãëàäêî çàâèñÿùóþ îò F .

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ f ∈ (0, 1) ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå Φf , ïåðåâîäÿùåå ïëîñêîñòü ñ êîîðäèíàòàìè (t1, t2)
â ñëîé Ëèóâèëëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèþ èíòåãðàëà F = f . Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
ïðàâèëîì. ×åðåç Φf (t1, t2) ìû îáîçíà÷èì òî÷êó, ïîëó÷åííóþ èç Of , êîìïîçèöèåé äâóõ ñäâèãîâ: ñíà÷àëà
ñäâèãàåì Of âäîëü sgradH íà âðåìÿ t1, à çàòåì ïîëó÷èâøóþñÿ òî÷êó ïåðåìåùàåì âäîëü sgradF íà âðåìÿ
t2. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ îòîáðàæåíèå Φf óæå íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Ñóùåñòâóåò
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îäíîìåðíàÿ ðåøåòêà Γf , òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Γf âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Φf (x) = Of . Ïðè ýòîì, äëÿ
ëþáîãî x /∈ Γf ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåâåðíî.

Òåïåðü íà ïëîñêîñòè R2(t1, t2) ñäåëàåì ëèíåéíóþ çàìåíó è ïåðåéäåì ê íîâûì êîîðäèíàòàì (x, y). Íà
ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íàëîæèì ðÿä îãðàíè÷åíèé.

1. Ïðÿìàÿ y = 0 ñîäåðæèò ðåøåòêó Γf .

2. Äëÿ êàæäîãî f ∈ (0, 1) çàìåíà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû èç SO(2).

3. Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò f .

Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì ñëîå ìû ìîæåì âûáðàòü â òî÷íîñòè äâå çàìåíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
1 è 2. Îäíàêî åñëè íà êàêîì-òî èç ñëîåâ óæå âûáðàíà çàìåíà, òðåáîâàíèå 3 îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèò çàìåíó
íà ëþáîì äðóãîì ñëîå. Áîëåå òîãî, ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåò íå òîëüêî íåïðåðûâíîé îò f , íî è
ãëàäêîé.

Ðèñ. 1: Ðàçâåðòêà öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ íà
ïëîñêîñòè. ×åðíûìè òî÷êàìè âûäåëåíà ðåøåò-
êà ôàêòîðèçàöèè, ÷åðíûìè êîñûìè ëèíèÿìè �
òðàåêòîðèè ñèñòåìû íà ñëîå.

Òåïåðü, íå ìåíÿÿ îáîçíà÷åíèé, äîìíîæèì êîîðäè-
íàòó x íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λf , òàê, ÷òî áëèæàéøèå
ê íóëþ òî÷êè ðåøåòêè èìåëè áû êîîðäèíàòû (±1, 0).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû (x, y) ÿâëÿþòñÿ äå-
êàðòîâûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(f) � óãîë ìåæäó ïðÿ-
ìûìè y = 0 è t2 = const (ñì ðèñ. 1). Çàìåòèì, ÷òî φ êàê
ôóíêöèÿ îò f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèè
íà ñëîå F = f ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà φ(f) = πn, ãäå n ∈ Z. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ÷èñëî çàìûêàíèé åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êîëè÷åñòâî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ sin(φ(f)) = 0. Îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç f1 < · · · < fN. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
φ(fi) = πni.

Íàøà öåëü � ïðèâåñòè ñèñòåìó sgradH ê óíèâåð-
ñàëüíîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòðîèì ïîñëîéíûé ãî-

ìåîìîðôèçì G̃ ìíîæåñòâà Q̃3
1 íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé òðà-

åêòîðèè ñèñòåìû â äðóãèå ïðÿìîëèíåéíûå îáìîòêè, îä-
íàêî ôóíêöèÿ óãëà φ̃(f) ïðåîáðàçîâàííîé îáìîòêè áóäåò
èìåòü êóñî÷íî-ëèíåéíûé âèä.

Äëÿ íà÷àëà îòäåëèì òî÷êè f1, . . . , fN äðóã îò äðóãà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d ìèíèìóì èç ðàññòîÿíèé ìåæäó äâó-
ìÿ ñîñåäíèìè fi, fj è óìåíüøèì ýòî ÷èñëî òàê, ÷òîáû
d < min{f1, 1 − fN}. ßñíî, ÷òî îêðåñòíîñòè òî÷åê f1, . . . , fN ðàäèóñà d/3 íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðó-
ãîì. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ(f) íåïðåðûâíà, óìåíüøàÿ d, ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â êàæäîé çàìêíóòîé
d/3 -îêðåñòíîñòè òî÷åê fi ôóíêöèÿ φ(f) íå áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèé âèäà π/2 + πn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ d/3 -îêðåñòíîñòåé òî÷åê fi, à çàìûêàíèå äîïîëíåíèÿ äî
A íà (0, 1) � ÷åðåç B (ñì. ðèñ. 2). Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ φ(f) íà êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Íà÷íåì ìû
ñ ìíîæåñòâà A.

Ïóñòü ni êðàòíî äâóì è fi ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè ki ôóíêöèè φ(f) − fi. Ïóñòü òàêæå ∀f ∈
(fi, fi + d/3] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî φ(f) > fi.

Ðàññìîòðèì íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [a, b] ôóíêöèþ

gn(x) = (b− a)

(
x− a

b− a

)n

+ a.

Îíà ìîíîòîííî ïåðåâîäèò îòðåçîê [a, b] â ñåáÿ, ïðè ýòîì òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà n ôóíêöèè
gn(x)− a. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ýòà ôóíêöèÿ äëÿ a = fi, b = fi+ d/3, n = ki. Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
G, îïðåäåëåííîå íà R3(x, y, F ) â îãðàíè÷åíèè f ∈ [fi, fi + d/3] è ïåðåâîäÿùåå ýòî ìíîæåñòâî â ñåáÿ. Ýòî
îòîáðàæåíèå äåéñòâóåò ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå.

G(x, y, f) =

(
x,

tg(3(f − fi)/d)
ki

tgφ(f)
y, gki(f)

)

3 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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Ðèñ. 2: Ôóíêöèÿ óãëà îáìîòêè â çàâèñè-
ìîñòè îò ñëîÿ. Ïî îñè x ñåðûì âûäåëåíî
ìíîæåñòâî A, ÷åðíûì � ìíîæåñòâî B.

Ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, áèåêòèâíî è
íåïðåðûâíî â îáå ñòîðîíû, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì ìíîæåñòâà R3(x, y, F ) íà ñåáÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî-
ñêîëüêó G ïðè êàæäîì çíà÷åíèè F íå ìåíÿåò êîîðäèíàòó x,
à êîîðäèíàòó y óìåíüøàåò â íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðàç, ýòî
îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ðåøåòêó è îïðåäåëÿåò ãîìåîìîðôèçì

G̃ ìíîæåñòâà Q̃3
1 íà ñåáÿ. Áîëåå òîãî, ïðÿìîëèíåéíûå îáìîò-

êè öèëèíäðîâ ïåðåéäóò â ïðÿìîëèíåéíûå îáìîòêè. Îäíàêî

çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ óãëà φ̃(f) íà îáðàçå G̃ áóäåò ëèíåé-
íîé íà îòðåçêå [fi, fi + d/3] è ñ òî÷íîñòüþ äî 2πn âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà φ̃(fi) = 0, φ̃(fi + d/3) = 1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïèì ñî âñåìè îòðåçêàìè âèäà
[fi − d/3, fi], [fi, fi + d/3]. Ïðè ýòîì äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû c
òî÷íîñòüþ äî 2πn áûëî âûïîëíåíî φ̃(fi) = 0, φ̃(fi ± d/3) = 1.

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ G̃ áóäóò ñîãëàñîâàíû â òî÷êàõ fi.
Èòàê, ìû ïðåîáðàçîâàëè ñèñòåìó íà ìíîæåñòâå A, òåïåðü

óïðîñòèì åå íà ìíîæåñòâå B. Äëÿ ýòîãî âñå òðàåêòîðèè íà öè-
ëèíäðàõ ìû ïîâåðíåì òàê, ÷òîáû óãîë φ̃(f) ñòàë ðàâíûì 1. Íà
ïëîñêîñòè R2(x, y) ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìû ñî-
âåðøàåì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå êîîðäèíàòó
y è ïîâîðà÷èâàþùåå âñå òðàåêòîðèè òàê, ÷òîáû óãîë ìåæäó
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì òðàåêòîðèé è îñüþ x ñòàë ðàâíûì 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò ïîñëîéíûì ãîìåî-

ìîðôèçìîì ìíîæåñòâà Q̃3
1, îãðàíè÷åííîãî íà B. Îáîçíà÷èì

åãî ÷åðåç G′.

Îòîáðàæåíèå G′ ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ G̃ íà ñëîÿõ âèäà f = fi±d/3. Òåì íå ìåíåå òðàåêòîðèè îáðàçîâ
ñèñòåìû v1 ó íèõ ñîâïàäàþò. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîãëàñîâàííûìè, ìû íåïðåðûâíî
ñîæìåì öèëèíäðû âäîëü êîîðäèíàòû t1. Èíûìè ñëîâàìè, â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê f = fi±d/3 íà ìíîæåñòâå

B â êîîðäèíàòàõ (t1, x) íåïðåðûâíî èçìåíèì t1 òàê, ÷òîáû G′ = G̃ ïðè f = fi ± d/3.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïîñëîéíûé ãîìåîìîðôèçì G̃ ìíîæåñòâà Q̃3
1 íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé ïðÿ-

ìîëèíåéíûå îáìîòêè â ïðÿìîëèíåíûå îáìîòêè. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ óãëà èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä (ñì. ðèñ. 3):

φ̃(f) =


1, åñëè f ∈ B,

0, åñëè f = fi,

êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ â îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ.

Ðèñ. 3: Ôóíêöèÿ óãëà ñèñòåìû v1 íà îáðàçå îòîáðàæåíèÿ G′

Òåïåðü åñëè åñòü äâå ñèñòåìû íà Q̃3
1, Q̃3

2 ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëàìè çàìûêàíèé, ìû ìîæåì ïåðåé-

òè ê îáðàçàì ýòèõ ñèñòåì íà ñîîòâåòñòâóþùèõ G̃(Q̃3
1) è G̃(Q̃3

2). Ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ óãëîâûõ ôóíêöèé âûãëÿäÿò êàê íà ðèñóíêå 3. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ρ : (0, 1) → (0, 1), òàêîå, ÷òî φ̃1(ρ(f)) ≡ φ̃2(f). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû vi íåïðåðûâíî òðàåêòîðíî ýêâèâà-

ëåíòíû íà Q̃3
i . Òåîðåìà äîêàçàíà. ■
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