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ÑËÎÅÍÈÅ ËÈÓÂÈËËß ÈÇÎÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ
ÁÈËËÈÀÐÄÍÎÉ ÊÍÈÆÊÈ Ñ ÏÐÎÑÊÀËÜÇÛÂÀÍÈÅÌ, ÑÎÄÅÐÆÀÙÅÉ

ÔÎÊÓÑÛ

Ä.À. Òêà÷åíêî1

Â ñòàòüå èçó÷åíà òîïîëîãèÿ íåâûðîæäåííîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäíîé
êíèæêè, ñêëååííîé èç k ïàð ïîëîâèíîê ýëëèïñà, ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ ãðóáîé ìîëåêóëû

Ôîìåíêî è èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøèíãà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèëëèàðä, áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü,

äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

1. Ââåäåíèå. Äàäèì îïðåäåëåíèå áèëëèàðäà.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü γ : [a, b] → R2 � ãëàäêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè R2, îãðà-

íè÷èâàþùàÿ íåêîòîðóþ îáëàñòü Ω. Áèëëèàðäîì â îáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,
ñîñòîÿùàÿ èç îáëàñòè Ω è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ðàâíîìåðíî ïðÿìîëèíåéíî áåç òðå-
íèÿ âíóòðè ýòîé îáëàñòè, íà ãðàíèöå êîòîðîé òî÷êà îòðàæàåòñÿ àáñîëþòíî óïðóãî è ñîãëàñíî
ñòàíäàðòíîìó çàêîíó îòðàæåíèÿ: óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì çàäàí áèëëèàðä-
íûé çàêîí: íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå M4 äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ∼:

(x, v) ∼ (y, w) ⇐⇒ x = y = x0, ||v|| = ||w||, (v − w) ⊥ Tx0∂Ω.

Îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, íà÷àâøàÿ äâèæåíèå â îïðåäåë¼ííîì íàïðàâëåíèè
ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì âåêòîðà ñêîðîñòè, áóäåò îïèñûâàòü òó æå òðàåêòîðèþ, åñëè åé èç-
íà÷àëüíî ïðèäàòü äðóãîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè. Â ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ïðè
äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ H = v21 + v22, ãäå v1, v2 � êîîðäèíàòû âåêòîðà
ñêîðîñòè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 2. Áèëëèàðä íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F òàêàÿ,
÷òî îíà ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìà ñ ôóíê-
öèåé H, òî åñòü âåêòîðà dH è dF ïî÷òè âñþäó ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ Q3
h íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè H ïðè çíà÷åíèè

H = h, òî åñòü
Q3

h := {(x, v) ∈ M4 | H(x, v) = h}.

Èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà â ýëëèïñå áûëà çàìå÷åíà Äæ.Ä. Áèðêãîôîì. Èì òàêæå áûëà
ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî íà ïëîñêîñòè íà ñàìîì äåëå ìàëî èíòåãðèðóåìûõ
áèëëèàðäîâ. Ôàêòè÷åñêè ýòîò ñïèñîê îãðàíè÷èâàåòñÿ áèëëèàðäàìè â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîì èëè äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà À.Å. Ìèðîíîâûì.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì óðàâíåíè-
åì:

(b− λ)x2 + (a− λ)y2 = (a− λ)(b− λ),

ãäå a > b � ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû äàííîãî ñåìåéñòâà, λ � íåôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð, ìå-
íÿþùèéñÿ â ïðåäåëàõ îòðåçêà [0, a]. Çâåíüÿ òðàåêòîðèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïëîñêîé îáëàñòè,
îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êàñàþòñÿ èëè íåêîòîðîãî ýëëèïñà, èëè íåêîòîðîé
ãèïåðáîëû èç óêàçàííîãî ñåìåéñòâà, ïðè÷¼ì îäíîãî è òîãî æå ýëëèïñà èëè ãèïåðáîëû äëÿ âû-
áðàííîé òðàåêòîðèè. Òàêàÿ êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ êàóñòèêîé. Ïàðàìåòð λ = λ0 ýòîé êàóñòèêè
ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðè ýòîì ýòîò ïàðàìåòð âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

λ0 =
bv21 + av22 − (v1x− v2y)

2

v21 + v22
.
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Èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà â òàêîé îáëàñòè î÷åâèäíà, òàê êàê çâåíüÿ òðàåêòîðèè èëè èõ ïðî-
äîëæåíèÿ áóäóò êàñàòüñÿ ýòîé êàóñòèêè.

Ââåä¼ì êîíñòðóêöèþ áèëëèàðäíîé êíèæêè. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ïëîñêóþ îáëàñòü, îãðà-
íè÷åííóþ äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Âîçüì¼ì êîíå÷íîå ÷èñëî äóáëèêàòîâ ýòèõ îáëàñòåé è
ñêëåèì èõ ïî ãðàíè÷íûì äóãàì. Ïóñòü âäîëü íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé äóãè ñêëååíî k ïëîñêèõ áèë-
ëèàðäíûõ ëèñòîâ. Çàíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè îò 1 äî k âêëþ÷èòåëüíî è ïðèïèøåì ñêëååííîé äóãå
ïåðåñòàíîâêó σ ∈ Sk. Òî åñòü åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèãàëàñü íà áèëëèàðäíîì ëèñòå ñ íîìåðîì
i, òî ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ýòîé äóãè îíà ïðîäîëæèò äâèæåíèå óæå íà áèëëèàðäíîì ëèñòå ñ íîìåðîì
σ(i). Òàê êàê çâåíüÿ òðàåêòîðèè èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ ïî-ïðåæíåìó áóäóò êàñàòüñÿ òîé æå êàó-
ñòèêè, ÷òî è äî îòðàæåíèÿ, áèëëèàðäíàÿ ñèñòåìà îñòàíåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ,
íàçûâàåìàÿ áèëëèàðäíîé êíèæêîé, áûëà ïðåäëîæåíà Â.Â.Âåäþøêèíîé. Òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü
íîâûå êîíñòðóêöèè, åñëè ìåíÿòü ìåòðèêó, ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèå ïîòåíöèàëüíîãî è/èëè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â áèëëèàðäíîé îáëàñòè, à òàêæå åñëè ââåñòè ïðîñêàëüçûâàíèå. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
èçó÷àåòñÿ ïðèìåð èíòåãðèðóåìîãî áèëëèàðäà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áèëëèàðäíîé êíèæêîé ñ ïðî-
ñêàëüçûâàíèåì. Ðàññìîòðåíèå áèëëèàðäîâ ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì áûëî ââåäåíî À.Ò.Ôîìåíêî. Òàê
êàê äàëüøå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ñîñòàâëåííàÿ èç k ïàð ïîëîâèíîê ýë-
ëèïñà, òî ïîêàæåì, ÷òî îçíà÷àåò ïðîñêàëüçûâàíèå íà ïðèìåðå ýëëèïòè÷åñêîãî áèëëèàðäà. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî òî÷êà, óäàðÿÿñü î ãðàíèöó ýëëèïñà, ïðîñêàëüçûâàåò âäîëü ãðàíèöû íà ïîëîáîðîòà è
âûëåòàåò óæå èç ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êè ýëëèïñà. Òî åñòü òî÷êà, ñòîëêíóâøèñü î ãðàíèöó ýëëèï-
ñà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (−x,−y) è ïðîäîëæàåò ñâî¼
äâèæåíèå âíóòðè ýëëèïñà, ïðè ýòîì ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè, èìåþùèì ïðîòèâîïîëîæíûå êîîðäè-
íàòû îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñêîðîñòè, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè îáû÷íîì îòðàæåíèè ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè î ãðàíèöó.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ íåâûðîæäåííîé (ò.å. ïðè ||v|| > 0) èçîýíåðãåòè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäíîé êíèæêè áóäåì âû÷èñëÿòü ãðóáóþ ìîëåêóëó Ôîìåíêî è ìå÷åíóþ ìîëå-
êóëó Ôîìåíêî-Öèøàíãà [1].

2. Èñòîðèÿ âîïðîñà. Èçó÷àÿ ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íåâûðîæäåííîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî áèëëèàðäà ñîâìåñòíî ñ Â.Â.Âåäþøêèíîé, ìû ïåðåøëè ê ðàññìîòðåíèþ
ýëëèïòè÷åñêîãî áèëëèàðäà ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì. Ýòà çàäà÷à ñâîäèëàñü ê áèëëèàðäó, ñîñòîÿùå-
ìó èç äâóõ ïîëîâèíîê ýëëèïñà ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì íà ýëëèïòè÷åñêèõ äóãàõ. Ýòî íàâåëî íàñ íà
ìûñëü èçó÷èòü ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íåâûðîæäåííîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäíîé
êíèæêè ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì, ñêëååííîé èç ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ïàð ïîëîâèíîê ýëëèïñà.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü 2k ïîëîâèíîê ýëëèïñà, k ∈ N, è çàíó-
ìåðóåì èõ ÷èñëàìè îò 1 äî 2k âêëþ÷èòåëüíî. Ðàçîáü¼ì èõ ïî ïàðàì è çàäàäèì íà ýëëèïòè÷å-
ñêèõ äóãàõ ïàð ïðîñêàëüçûâàíèå (ñì. ðèñóíîê íèæå). Ãðàíèöû ýòèõ ïîëîâèíîê ñîñòîÿò èç âû-
ðîæäåííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé è ýëëèïòè÷åñêîé äóã. Ñêëåèì âñå ýòè ïîëîâèíêè ïî ñîîòâåòñòâó-
þùèì äóãàì. Ïîëó÷èëè CW-êîìïëåêñ. Îäíîìåðíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé êëåòêå ïðèïèøåì ïåðå-
ñòàíîâêó σ = (1 3 5 . . . 2k − 1 2 4 6 . . . 2k), à îäíîìåðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êëåòêå � ïåðåñòàíîâêó
π = (12)(34)(56) . . . (2k − 1 2k). Òåì ñàìûì ïîëó÷èì áèëëèàðäíóþ êíèæêó ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì.
Îáîçíà÷èì i-òûé áèëëèàðäíûé ëèñò ÷åðåç Ai, ïðîèçâîëüíûé áèëëèàðäíûé ëèñò � ÷åðåç A áåç
èíäåêñà, à ñàì áèëëèàðä � ÷åðåç D. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷åíà òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäà D.
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Óòâåðæäåíèå. 1 Òðàåêòîðèè íà äàííîì áèëëèàðäå îïðåäåëåíû êîððåêòíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðàåêòîðèè áûëè îïðåäåëåíû êîððåêòíî, äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû ïåðåñòàíîâêè σ è π êîììóòèðîâàëè. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñòàíîâêè πσ è σπ êàæäûé ýëåìåíò èç
ìíîæåñòâà X = {1, 2, . . . , 2k} ïåðåâîäÿò â îäíî è òî æå. Ïóñòü j ∈ X.

1. Åñëè j � ÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà åñëè j ̸= 2k, òî π(σ(j)) = π(j+2) = j+1 = σ(j− 1) = σ(π(j)).
Åñëè j = 2k, òî π(σ(2k)) = π(1) = 2 = σ(2k − 1) = σ(π(2k)).

2. Åñëè j � íå÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà åñëè j ̸= 2k − 1, òî π(σ(j)) = π(j + 2) = j + 3 = σ(j + 1) =
σ(π(j)). Åñëè j = 2k − 1, òî π(σ(2k − 1)) = π(2) = 1 = σ(2k) = σ(π(2k − 1)).

Çíà÷èò, πσ = σπ. ■
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü èìååòñÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, îïèñàííàÿ âûøå. Òîãäà îñîáûé ñëîé

íåâûðîæäåííîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè äàííîãî áèëëèàðäà ãîìåîìîðôåí îñîáîìó ñëîþ
3-àòîìà B, åñëè k � ÷¼òíîå, è îñîáîìó ñëîþ àòîìà C2, åñëè k � íå÷¼òíîå. (Îïèñàíèå ïåðåñòðîåê
òîðîâ Ëèóâèëëÿ ñì. [1].)

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò
Òåîðåìà 1. Ãðàô Ôîìåíêî, êîäèðóþùèé ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ äàííîãî áèëëèàðäà, èçîáðàæ¼í

â ñëó÷àå ÷¼òíîãî k íà ðèñ. 1a, à â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî k � íà ðèñ. 1b.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, äàííûé áèëëèàðä èíòåãðèðóåì.
Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ôîêóñû è ëþáàÿ òî÷êà
îñîáîãî ñëîÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òî÷êîé, ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîìó ëèñòó áèëëèàðäà. Ïîýòîìó
êàæäàÿ òî÷êà îáëàñòè îñíàùåíà ÷åòûðüìÿ âåêòîðàìè ñêîðîñòè (ñì. ðèñóíîê À).

Îáîçíà÷èì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîð v1 � íàïðàâëåí îò ôîêóñà îáëàñòè A, v2 � îò ôîêóñà,
ëåæàùåãî âíå îáëàñòè A, v3 � ê ôîêóñó îáëàñòè A, v4 � ê ôîêóñó, ëåæàùåìó âíå îáëàñòè A. Ïðè
ýòîì íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé èìåþòñÿ ñëåäóþùèå îòîæäåñòâëåíèÿ (áåç ó÷¼òà ñìåíû îáëàñòè A):



4

1. Íà ¾ãèïåðáîëå¿: v1 ∼ v2, v3 ∼ v4.

2. Íà ýëëèïñå: v1 ∼ v4, v2 ∼ v3.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðà v2 è v4 â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè A îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ, îäíàêî âåêòîðà
v1 è v3 íå âî âñåõ òî÷êàõ çàäàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïðàâèòü ýòî, áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü âìåñòî îáëàñòè Ai å¼ ÷åòûðå äóáëèêàòà, íà êàæäîì èç êîòîðûõ áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ ëèøü
ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà ñêîðîñòè. Äóáëèêàòû îáëàñòè Ai îáîçíà÷èì ÷åðåç Aiv1, Aiv2, Aiv3, Aiv4,
ãäåAivj � äóáëèêàò îáëàñòèAi ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè vj . Â êîïèÿõAiv1 èAiv3 âìåñòî òî÷êè ôîêóñà
ðàññìîòðèì äîâîëüíóþ ìàëåíüêóþ îêðóæíîñòü, íå âûõîäÿùóþ èç îáëàñòè. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà,
âëåòàþùàÿ íà ýòó îêðóæíîñòü (â ôîêóñ), âûëåòàåò èç ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êè ýòîé îêðóæíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü âñå âåêòîðà ñêîðîñòè îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ:

Âñåãî ïîëó÷èëîñü 8k îáëàñòåé. Ðàçðåæåì êàæäóþ îáëàñòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ îñüþ ñèììåòðèè ýòîé îáëàñòè. Îáîçíà÷èì âåðõíèå ÷àñòè ðàçðåçàííûõ îáëàñòåé ÷åðåç
aj , à íèæíèå � ÷åðåç aj , ãäå j � íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè Aj . Ââåä¼ì äëÿ äóáëèêàòîâ aj
è aj àíàëîãè÷íûå îáëàñòÿì Aj îáîçíà÷åíèÿ: ajv1, a

jv1, . . . , ajv4, a
jv4. Â èòîãå èìååòñÿ 16k íîâûõ

îáëàñòåé, êîòîðûå äàëüøå áóäåì èìåíîâàòü êócî÷êàìè èëè ýëåìåíòàìè è êîòîðûå ïîäåëåíû íà
ãðóïïû: ó îäíèõ èíäåêñ ðàñïîëàãàåòñÿ ââåðõó áóêâû, ó äðóãèõ � âíèçó áóêâû.

Âåêòîðû, ðàñïîëàãàþùèåñÿ íà ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêàõ ýëåìåíòîâ avi (÷åðåç a áóäåì îáîçíà-
÷àòü ïðîèçâîëüíûé êóñî÷åê), îáîçíà÷èì áóêâàìè α, β, γ, δ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.

×åðåç □j , ãäå □ ∈ {α, β, γ, δ}, áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð □, ïðèíàäëåæàùèé êóñî÷êó aj èëè aj .

Â èòîãå èìååì ôèãóðû, ãîìåîìîðôíûå òðåóãîëüíèêàì è ïÿòèóãîëüíèêàì. Çàäà÷à ñâåëàñü ê
èõ ñêëåèâàíèþ. Áóäåì ñòðîèòü ñëåäóþùóþ öåïü èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñêëååê:
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Ïîÿñíåíèå ê ðèñóíêó âûøå. Íåïîñðåäñòâåííûå ñêëåéêè ïðîèñõîäÿò ïî ýëëèïñó, âûðîæäåííîé
ãèïåðáîëå è ïî ðàñøèðåííîìó ôîêóñó. Öåïü íà÷èíàåòñÿ ñ êóñî÷êà a1v1. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà áóäåò
äâèãàòüñÿ âíóòðè ýòîé öåïè, ïåðåõîäÿ ÷åðåç ñêëåéêè. Áóêâàìè σ è π îêîëî íåêîòîðûõ ð¼áåð ïîêà-
çàíî òî, êàêèì îáðàçîì ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïðîõîäèò ÷åðåç ýòî ðåáðî: ïðèìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïåðåñòàíîâêà. Öåïü ñîñòîèò èç öåëüíûõ áëîêîâ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîñòîÿò èç ÷åòûð¼õ
êóñî÷êîâ. Ñêëåéêè F = α1γ3β3δ4α4γ6β6 . . . α2k−1γ2β2δ1, G = β1δ2α2γ4β4δ3α3 . . . β2k−1δ2kα2kγ1.

Ôàêò 1. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âûðîæäåííóþ σ-ãèïåðáîëó èíäåêñ ó ýëåìåíòà a îñòà¼òñÿ íà ñâî¼ì
ìåñòå, à ÷èñëî ìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî ïåðåñòàíîâêå σ; ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç π-ýëëèïñ èíäåêñ ìåíÿåò ñâî¼
ïîëîæåíèå è ÷èñëî ñîãëàñíî ïåðåñòàíîâêå π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ¾ãèïåðáîëè÷åñêèå¿ ñòðåëêè îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû, ïîýòîìó òî÷êà,
íàõîäÿùàÿñÿ â ýëåìåíòå aj , ïåðåéä¼ò ïî âûðîæäåííîé ãèïåðáîëå â êóñîê aσ(j), òàêæå èìåþùèé
âåðõíèé èíäåêñ; àíàëîãè÷íî ñ íèæíåé ÷àñòüþ. Ðàññìîòðèì îáëàñòè A2i−1 è A2i, i = 1, . . . , k.
Ó ýòèõ îáëàñòåé ñòðåëêè, ëåæàùèå íà ýëëèïòè÷åñêèõ äóãàõ, ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàíû,
ïîýòîìó ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ â ýëåìåíòå ai, óäàðèâøèñü î ýëëèïòè÷åñêóþ ãðàíèöó,
ïðîäîëæèò ñâî¼ äâèæåíèå â ýëåìåíòå aπ(i). Ïðè ýòîì, êàê âèäíî, èíäåêñ ëèáî îïóñòèòñÿ, ëèáî
ïîäíèìåòñÿ. ■

Ôàêò 2. Ñóùåñòâóåò m ∈ N, ÷òî πmσm = id, ãäå id ∈ S2k � òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà.
Ïðè÷¼ì åñëè k � ÷¼òíîå, òî m = 2k, à åñëè k � íå÷¼òíîå, òî m = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñòðîåíà öåïü, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ýëåìåíòà a1v1. Òîãäà öåïü îáðû-
âàåòñÿ, êîãäà π(2) = 1. Èäÿ ïî âåðõíåìó ÿðóñó öåïè, áóäåì çàïèñûâàòü ñïðàâà íàëåâî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê σ è π, êîòîðûå ìû ïðîõîäèì. Ïðîéäÿ âñþ öåïü, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê: πσπσ . . . πσ︸ ︷︷ ︸

m

, ãäå m ∈ N � êîëè÷åñòâî ïàð πσ. Ïðè÷¼ì, êàê

âèäíî, m � êîëè÷åñòâî öåëüíûõ áëîêîâ. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ïåðåñòàíîâîê èìååì

πσπσ . . . πσ︸ ︷︷ ︸
m

= πmσm, (1)

òî åñòü ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü ïåðåñòàíîâêè. ×òîáû öåïü áûëà çàêîí÷åíà, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî πmσm(1) = 1. Îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî m, ÷òî
âåðíî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî πp = id, åñëè p ÷¼òíî, è πp = π, åñëè p íå÷¼òíî, òàê êàê ïåðåñòàíîâêà π ðàç-
ëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé. Ââèäó ðàâåíñòâà (1) äîñòàòî÷íî ñïåðâà âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ âñåìè ïåðåñòàíîâêàìè σ, à ïîòîì óæå è ïåðåñòàíîâêàìè π (ëèáî π, ëèáî id). Íóæíî
åù¼ ó÷åñòü óñëîâèå πmσm(1) = 1. Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà σm(1) ∈ {1, 2}.

Ïóñòü σm(1) = 2. Ýòî âåðíî òîãäà, êîãäà m = k. Òîãäà äîëæíî áûòü πk(2) = 1. À ýòî âåðíî
òîãäà, êîãäà k � íå÷¼òíîå.

Ïóñòü σm(1) = 1. Ýòî âåðíî òîãäà, êîãäà m = 2k. Òîãäà äîëæíî áûòü πk(1) = 1. Ýòî âåðíî
òîãäà, êîãäà k � ÷¼òíîå.

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü äâà çíà÷åíèÿ äëÿm, çàâèñÿùèå îò ÷¼òíîñòè k, � ýòî k è 2k. Âîçüì¼ì
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò j ∈ X. Ïðè m = 2k èìååì, ÷òî πm = id è σm(j) = j, òàê êàê ïðîõîäèì
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âåñü öèêë σ. Ïðè m = k èìååì, ÷òî πm = π è ÷èñëî j ïîñðåäñòâîì σm ïåðåõîäèò â ÷èñëî σm(j),
êîòîðîå ïîñëå π ïðåâðàùàåòñÿ â π(σm(j)) = j. Ïî èòîãó πmσm = id ïðè íàéäåííûõ m. ■

Ôàêò 3. Íà÷àâ ïîñòðîåíèå öåïè ñ ýëåìåíòîâ aj è aj , ìû ïîëó÷èì îäèíàêîâûå ïî äëèíå è
âåðõíèì è íèæíèì ñêëåéêàì öåïè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îòìåòèì ëèøü òîò ôàêò, ÷òî âòîðàÿ öåïü ïîëó÷àåòñÿ èç
ïåðâîé òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèìè îïóñêàíèÿìè è ïîäíèìàíèÿìè èíäåêñà ó áóêâ a. Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî íèêàê íå ñêàæåòñÿ íà âåðõíèõ è íèæíèõ ñêëåéêàõ. Áîêîâûå ñêëåéêè, åñòåñòâåííî, ðàçëè÷íû
ó ýòèõ öåïåé. ■

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k � ÷¼òíîå. Òîãäà m = 2k. Òàê êàê m � êîëè÷åñòâî öåëüíûõ áëîêîâ,
òî êîëè÷åñòâî èñïîëüçîâàííûõ êóñî÷êîâ â öåïè ñ íà÷àëîì, íàïðèìåð, a1v1 ðàâíî 8k. Ââèäó ôàêòà
3 åñòü äðóãàÿ öåïü ñ íà÷àëîì a1v1 è òàêîé æå äëèíû. Ïîñêîëüêó âñåãî ýëåìåíòîâ 16k øòóê,
èìååòñÿ ëèøü äâå öåïè. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñêëåéêè F è G ðàâíû. Ïîýòîìó
ïîñëå ñêëåéêè öåïåé ïîëó÷èì 3-àòîì B.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k � íå÷¼òíîå. Òîãäàm = k. Òàê êàêm � êîëè÷åñòâî öåëüíûõ áëîêîâ,
òî êîëè÷åñòâî èñïîëüçîâàííûõ êóñî÷êîâ â öåïè ñ íà÷àëîì, íàïðèìåð, a1v1 ðàâíî 4k. Ïîëüçóÿñü
ôàêòîì 3, ïîëó÷àåì åù¼ îäíó öåïü ñ 4k êóñî÷êîâ è ñ íà÷àëîì a1v1. Ïîêàæåì, ÷òî êóñî÷êîâ a2v1
è a2v1 íå ìîæåò áûòü â ïîñòðîåííûõ âûøå öåïÿõ.

Ðàññìîòðèì πtσt(1) ïðè 1 ⩽ t ⩽ k − 1. Ïðè áî́ëüøèõ t ðàññìàòðèâàòü íå èìååò ñìûñëà,
ïîñêîëüêó öåïü íà÷í¼ò ïîâòîðÿòüñÿ. Òîãäà σt(1) = 1 + 2t ∈ {1, 3, . . . , 2k − 1}, òî åñòü σt(1) �
íå÷¼òíîå ÷èñëî. Åñëè t � ÷¼òíîå, òî πtσt(1) = 1 + 2t ̸= 2 íè ïðè êàêèõ 1 ⩽ t ⩽ k − 1. Åñëè t �
íå÷¼òíîå, òî πtσt(1) = 2 + 2t ̸= 2 íè ïðè êàêèõ 1 ⩽ t ⩽ k − 1. Òåì ñàìûì â ïåðâûõ äâóõ öåïÿõ
íåò êóñî÷êîâ a2v1 è a2v1. Ââèäó ýòîãî â îäíîé è òîé æå öåïè âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñêëåéêè áóäóò
ðàçëè÷íûìè. Ïîñòðîèì äâå öåïè, ñ íà÷àëàìè a2v1 è a2v1. Èç ôàêòà 3 ñëåäóåò, ÷òî ýòè öåïè òàêæå
áóäóò äëèíû k, ïîòîìó áóäóò èìåòü òàêæå ïî 4k êóñî÷êîâ.

Ïî èòîãó ó íàñ èìåþòñÿ ÷åòûðå öåïè, î÷åâèäíî, ñ îäèíàêîâûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðõíèìè
è íèæíèìè ñêëåéêàìè. Ïîñëå èõ ñêëåéêè ïîëó÷èì 3-àòîì C2. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 2
äîêàçàíî. ■
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