
Коротковолновые асимптотики внутренней задачи Дирихле
для оператора Лапласа в полнотории

и их связь с классическими биллиардами
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Аннотация

В статье построены асимптотические собственные функции и асимптотика спектра для
внутренней задачи Дирихле для уравнения Лапласа в трехмерном полнотории.

1 Введение и постановка задачи
Рассматривается внутренняя задача Дирихле в полнотории T (∂T – двумерный тор в трех-

мерном пространстве, его радиусы 0 < r < R, см. рис. 1) для оператора Лапласа:

−∆u = λ2u, (x, y, z) ∈ T, (1.1)
u|∂T = 0. (1.2)

Здесь ∆u = uxx + uyy + uzz, (x, y, z) — трехмерные декартовы координаты.
Ищем коротковолновые асимптотические решения - асимптотические собственные функции
оператора Лапласа и соответствующие асимптотичские собственные числа E = λ2, предпо-
лагая, что λ → ∞. Асимптотические собственные числа точно приближают истинные, про
асимптотические собственные функции не известно. Асимптотические собственные функции –
формальные асимптотики, т.е. при подстановке в уравнение они дают малую невязку с учётом
λ → ∞ и удовлетворяют граничным условиям точно.

Введем малый параметр 0 < ξ := λ−1 ≪ 1 и перепишем (1.1) в виде сингулярно-возмущенного
уравнения:

−ξ2∆u = u. (1.3)

Для оператора Лапласа часто ищут собственные функции типа шепчущих галерей, ло-
кализованные вблизи границы области, исследовались во многих работах. Асимптотические
формулы для собственных функций для оператора Лапласа, локализованных вблизи границы
для двумерных областей, ограниченных гладкой выпуклой кривой, исследовались в [2, 1, 3],
где такая асимптотика была выражена с помощью функций Эйри и их производных. В рабо-
тах [7, 8, 9, 12, 13] рассматривались задачи анализа волн типа шепчущих галерей в двумерных
областях с невыпуклой границей. В работе [14] были исследованы локализованные собствен-
ные функции оператора Лапласа с помощью метода параболического волнового уравнения
(уравнения Шредингера). В [5] рассматривались геометрические вопросы локализации выско-
частотных собственных функций для оператора Лапласа с помощью разделения переменных
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Рис. 1: Граница рассматриваемой области – тор, r = 5, R = 10.

для областей типа круга, эллипса и сферы. В случае специальной области, представляющей
Т-образный волновод, локализованные собственные функции оператора Лапласа изучались в
[4]. Задачи о построении локализованных вблизи границы акустических волн типа шепчущих
галерей изучались в работах [15, 6]. В этих работах такие волны изучались с физической точки
зрения и были проведены серии численного моделирования распространения локализованных
акустических волн вблизи границы области. Задачи исследования собственных функций типа
шепчущих галерей в трехмерном случае гораздо сложнее по сравнению с двумерной ситуаци-
ей. В недавних работах [10, 11] были построены асимптотические формулы для локализован-
ных собственных функций оператора Лапласа в окрестностях геодезических строго выпуклых
областей. Полученные таким образом асимптотики имеют аналогичную структуру, что и в
работах [1, 3], и представляются с помощью функций Эйри. На основании таких асимптотик
было построено волновое поле путем их суммирования по всем геодезическим, что близко к
суммированию гауссовых пучков.

В данной работе мы рассматриваем задачу на собственные значения и собственные функ-
ции оператора Лапласа в полнотории и ищем асимптотики, характерные для волновода соот-
ветствующей формы.

2 Формулировка результата
С помощью операторного разделения переменных и метода ВКБ были найдены асимптоти-

ческие собственные функции u = unkl(x, y, z, ξ)+O(ξ) и числа E = Enkl(1+O(ξ2)), задаваемые
следующим образом.

u(x, y, z) = einθU(ρ, z, ξ), x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, (2.1)

где ρ = R+x̃, θ – полярные координаты на плоскости x, y, R – расстояние от оси вращения тора
до центра образующей его окружности, n ∈ Z≥0 – квантовое число, отвечающее осцилляциям
вдоль полярного угла Асимптотики радиальных функций U = Unkl(x̃, z, ξ) равны

Unkl(x̃, z, ξ) = χ̂Z(z, ξ) = χ0
nk(x̃, z)Znkl(z, ξ) +O(ξ), (2.2)

χ0
nk(x̃, z) =

√
R+ x̃

(
C1(z)J√ 1

2
+n2

(
√
Vnk(z)(R+ x̃)) + C2(z)Y√ 1

2
+n2

(
√
Vnk(z)(R+ x̃))

)
,

C1(z) = −Y√ 1
2
+n2

(x−), C2(z) = J√ 1
2
+n2

(x−), x±(z) =
√
Vnk(z)(R±

√
r2 − z2).
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Рис. 2: График для потенциалов U(z) при различных k.

Здесь Jν , Yν – функции Бесселя и Неймана порядка ν соответственно; k ∈ N – второе квантовое
число, равное количеству нулей χ0(x̃, z) внутри интервала x̃ ∈ (−

√
r2 − z2,

√
r2 − z2); функции

Vnk(z) определяются из трансцендентного уравнения:

−Y√ 1
2
+n2

(x−)J√ 1
2
+n2

(x+) + J√ 1
2
+n2

(x−)Y√ 1
2
+n2

(x+) = 0,

и задают эффективный потенциал для уравнения на функцию Z(z) вдоль вертикальной оси:

L̂Z(z, ξ) = (−p̂2 + U(z)− 1 + iξL̂1)Z(z, ξ) = O(ξ2), L1 = ⟨Hpzχ
0
z, χ

0⟩∥χ0∥−2,

где норма и скалярное произведение берутся как от функций по x̃ в L2[−
√
r2 − z2,

√
r2 + z2],

в то время как “замороженная” переменная z является параметром. Воспользовавшись асимп-
тотикой функций Бесселя и Неймана (которые имеют хорошую точностью уже в окрестности
первого положительного нуля), можно получить прибилижённые формулы для потенциала:

Vnk(z) ≈
(πk)2

4(r2 − z2)

Графики потенциалов Vnk для разных k изображены на рис. 2, каждый потенциал фор-
мируют потенциальную яму, причем при U → ∞ при z → ±r, а значит Z(z, ξ) → 0. Для
заданного уровня энергии существует лишь конечное число уровней n, а для каждого уровня
n – конечный набор чисел k, отвечающих осциллирующим решениям.

Асимптотика вне окрестности фокальных точек z ∈ [−zturn + σ, zturn − σ], σ > 0, определя-
емых из условия 1 = V (zturn), имеет вид:

Z(z, ξ) =
(
e

i
ξ

z∫
z0

√
1−V (z′)dz′

+ e
− i

ξ

z∫
z0

√
1−V (z′)dz′

e−iπ
2
)e z∫

z0

L1(z
′)

2
√

1−V (z′)
dz′

4
√
1− V (z)

, (2.3)

Вблизи фокальных точек это представление не может быть использовано, так как якобиан
обращается в нуль и функция Z неограниченно возрастает. Было построено равномерное пред-
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Рис. 3: Асимптотики радиальных компонент Unkl(x, z) для n = 3, k = 1, l = 10 (слева) и n = 10, k =
1, l = 12 (справа).

ставление асимптотики через функцию Эйри (Ai) – для этого достаточно согласования ана-
литических функций в обоих представлениях в регулярной карте.

Z(z, ξ) =
2

1
3

√
2πe

i
z∫

z0

L1(z
′)

2
√

1−V (z′)
dz′

2 4
√
1− V

|
z∫

z0

√
1− V (z′)dz′|

1
6

ξ
1
6

Ai

(
− (

3

2ξ

z∫
z0

√
1− V (z′)dz′)

3
2

)
, (2.4)

− r ≤ z ≤ r + σ, σ > 0

Z(z, ξ) =
2

1
3

√
2πe

i
z∫

−z0

L1(z
′)

2
√

1−V (z′)
dz′

2 4
√
1− V

|
z∫

−z0

√
1− V (z′)dz′|

1
6

ξ
1
6

Ai

(
− (

3

2ξ

z∫
−z0

√
1− V (z′)dz′)

3
2

)
, (2.5)

− r − σ ≤ z ≤ r, σ > 0

Асимптотика спектра E = Enkl = 1/ξ2nkl(1+O(ξ2nkl) задачи определяется из условия квантова-
ния Бора–Зоммерфельда (соответствует требованию, чтобы представления в 2 картах функции
Ai были согласованы в регулярной карте):

2Snk

ξnkl
= 2πl + π, Snk =

zturn∫
−zturn

√
1− V (z′)dz,

где l ∈ N, Vnk(z) =
(πk)2

4(r2−z2)
, точки поворота ±zturn определяются из уравнения Vnk(zturn) = 1.

Примеры асимптотики радиальной части Unkl(x, z, ξ) изображены на рис. 3.

3 Вывод асимптотических формул

3.1 Сведение задачи к двумерной
В уравнении 1 сделаем полярную замену координат: x = ρcosθ, y = ρsinθ, z = z, где

ρ = R + x̃, R-расстояние от оси вращения тора до центра образующей его окружности, x̃-
координата внутри образующей окружности, перпендикулярная оси вращения, θ – полярный
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угол (угол вращения малой окружности тора вокруг оси z). Тогда:

−∆v = − 1

ρ2
∂2v

∂2θ
− ∂2v

∂2z
− ∂2v

∂2ρ
− 1

R

∂v

∂ρ

v|z2+R2=4R2ρ2 = 0

v(θ, ρ, z) = v(θ + 2π, ρ, z)

Отделим осцилляции по углу θ, сделав замену: v = w(z, ρ)einθ, тогда уравнение примет вид:

λ2w = −(
∂2w

∂2z
+

∂2w

∂2ρ
+

1

ρ

∂w

∂ρ
− n2w

ρ2
)

n ∈ Z≥0 и nλ ≫ 1. Сделаем замену: v = u√
ρ

λ2u = −(
∂2u

∂2z
+

∂2u

∂2ρ
− (4n2 + 1)u

4ρ2
)

Будем считать, что собственные значения оператора Лапласа достаточно большие: λ2 = E, 1
E =

ξ2 и домножим уравнение на ξ2:

−ξ2(
∂2u

∂2z
+

∂2u

∂2x̃
) +

ua2

(R+ x̃)2
= u

где a2 = (4n2+1)ξ2

4 , ρ = x̃+R.
С учетом симметрии относительно оси вращения тора z задача свелась к двумерной задаче

Дирихле в круге для стационарного уравнения Шредингера:
∧
H u = u, где H(x̃,

∧
px̃,

∧
pz) = (

∧
px̃

)2 + (
∧
pz)

2 + a2

(R+x̃)2
- символ гамильтониана H.

−ξ2(
∂2u

∂2z
+

∂2u

∂2x̃
) +

ua2

(R+ x̃)2
= u (1.31)

u|x̃2+z2=r2 = 0 (1.32)

a2 = (4n2+1)ξ2

4 , n − , z, ξ = 1
λ - малый параметр, R - расстояние от оси вращения

тора до центра образующей его окружности, x̃ - координата внутри образующей окружности,
перпендикулярная оси вращения, r - радиус образующей окружности.

3.2 Операторное разделение переменных
Заметим, что уравнение (1.31) можно переписать в виде:

∧
H u = u, где H(x̃,

∧
px̃,

∧
pz) = (

∧
px̃)

2 + (
∧
pz)

2 + a2

(R+x̃)2
- символ гамильтониана H.

В соответствии с операторным методом разделения переменных ищем решение в виде:

u(x, z) =
∧
χ (

∧
pz, z, x)Z(z, ξ)

x = x̃
ξ . Зависимость от z возникает из-за граничного условия 1.32, в соответствии с адиабати-

ческим приближением χ меняется от z медленнно, зависимость от x̃ быстрая, что способствует
отделению осциляций по направляющей оси тора.

Пусть существует такой оператор
∧
L, что:

∧
L (

∧
pz, z)Z = Z.
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Тогда наше уравнение принимает вид:
∧
H

∧
χ=

∧
χ
∧
L. Соответсвующие уравнения для символов

χ = χ0 + ξχ1 +O(ξ2), L = L0 + ξL1 +O(ξ2) имеют вид:

(H(x̃, px̃, pz)− L0(pz, z))χ0(pz, z, x) = 0

(H(x̃, px̃, pz)− L0(pz, z))χ1(pz, z, x)− iHpzχ0x = χ0L1 − iχ0pzL0x

...

Символы χn удолетворяют условию Дирихле на границе круга – поперечного сечения тора.

3.3 Решение одномерного уравнения Бесселя
В первом приближение уравнение (1.31) имеет вид:

−χ′′
0 + (p2z +

a2

(R+ ξx)2
− L0)χ0 = 0

Здесь z и pz рассматриваются как параметры.
Соответствующие граничные условия: χ0(

∧
pz, z, x)|x2= r2−z2

ξ2

= 0.

Это модифицированное уравнение Бесселя, сделав соответствующий ряд замен: U2 = L0 −
p2z, x∗ = R+ ξx, χ0 =

√
x∗χ̃0, x̄ = x∗

√
U2

ξ2
. Мы получаем уравнение Бесселя:

x̄2χ̃′′
0 + x̄χ̃′

0 + (x̄2 − (1/2 + n2))χ̃0 = 0

Его решение:

χ0 =
√

R+ ξx(C1J√ 1
2
+n2

(

√
L0 − p2z(R+ ξx)

ξ
) + C2Y√ 1

2
+n2

(

√
L0 − p2z(R+ ξx)

ξ
)) (1.33)

Jν , Yν - функции Бесселя и Неймана порядка ν соответсвенно. Символы χ0, L0 определяются
из задачи Штурма—Лиувилля в круге, как собственные функции и числа оператора Ĥ соот-
ветственно. Выражения для символа L0 является точным. А выражение для U(z) находится
с помощью асимптотики для нулей функций Бесселя и Неймана при подстановке 1.33 в 1.32,
поэтому является приближённым. Таким образом, χ̂0 не зависит от p̂z и является просто функ-
цией.

Обозначим x+ =

√
L0−p2z(R+

√
r2−z2)

ξ и x− =

√
L0−p2z(R−

√
r2−z2)

ξ , тогда используя граничное
условие (1.2) при x+ и асимптотику Бесселя и Неймана:

C1cos(x+ − απ

2
− π

4
) + C2sin((x+ − απ

2
− π

4
) = 0,

где α = n2 + 1
2

Поделив выражение на C2 ̸= 0 и cos(x+ − απ
2 − π

4 ) ̸= 0 (мы можем так сделать, иначе решение
1.33 содержало бы только функцию Бесселя, что не подходит для рассматриваемой задачи),
получим:

C1 = −tg(x+ − απ

2
− π

4
)

Граничное условие c x− даёт уравнение :

tg(x+ − απ

2
− π

4
) = tg(x− − απ

2
− π

4
)
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Откуда находим:
L0 = p2z + U2(z), U2 ≈ (πkξ)2

4(r2−z2)
, k - второе квантовое число, которое определяется из условия

квантования Бора-Зоммерфельда: 2Sa
ξk

= 2πk + π, Sa = i
ξ

z∫
z0

√
E − U(z′)

ξ dz

Если область узкая, то для всех z можно пренебречь функцией Неймана, т.к. константа перед

ней экспоненциально мала. C2 = −
C1J√ 1

2+n2
(x−)

Y√ 1
2+n2

(x−) = O(exp

−1
ξ

x2∫
x−

...dx

) , x2 – точка поворота, где

E = U(x)
ξ .

χ0 = C
√

R+ ξxJ√ 1
2
+n2

(

√
L0 − p2z(R+ ξx)

ξ
)

Главный символ L находится также из граничных условий, воспользовавшись асимптотикой
Бесселя:

L0 =
(πξ)2

4(R+
√
r2 − z2)2

(2k +
3

2
+
√
n2 + 1/2)2 + p2z.

(

√
L0−p2z(R+

√
r2−z2)

ξ ≈ π
2 (2k + 3

2 +
√
n2 + 1/2). Таким образом, получили семейство решений

при фиксированном z.
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