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Áèëëèàðäíàÿ ðåàëèçàöèÿ íåáîòòîâñêèõ îñîáåííîñòåé èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì ñ íå áîëåå ÷åì îäíèì îñîáûì ñëîåì ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà

À.À. Êóçíåöîâà 1

Â ðàáîòå ðåàëèçóþòñÿ âûðîæäåííûå áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ ñèñòåì ñ
äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè è ïðè óñëîâèè, ÷òî â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ðàññëîåíèè Çåéôåðòà íå áîëåå îäíîãî îñîáîãî ñëîÿ òèïà (p,q).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, áèëüÿðäíàÿ êíèæêà, ñëîåíèå Ëè-
óâèëëÿ, âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè, ðàññëîåíèå Çåéôåðòà, ìóëüòèàòîìû .

The paper implements degenerate bifurcations of Liouville tori of systems with two
degrees of freedom at a �xed energy and provided that there is no more than one special
layer of type (p,q) in the corresponding Seifert �ber space.

Key words: integrable system, billiard book, Liouville's foliation, degenerate exception,
Seifert �ber space, multi-atom.

1.Ââåäåíèå.
Øèðîêî èçâåñòåí êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû, îáëàäàþùèõ áîòòîâñêèì (íåâûðîæäåííûì) èíòåãðàëîì íà âûáðàííîì óðîâíå
ïîñòîÿííîé ýíåðãèè Q3, ñì.. [1, 2, 3]. Ðåãóëÿðíûå ñëîè äèôôåîìîðôíû òîðàì (òîðû Ëèóâèëëÿ),
à îñîáûå ñëîè çàäàþò ïåðåñòðîéêè (áèôóðêàöèè) ýòèõ òîðîâ. Îêðåñòíîñòè îñîáûõ ñëîåâ â Q3

íàçûâàþòñÿ 3-àòîìàìè.
Èçâåñòíî, ÷òî áèëëèàðä â ïëîñêîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, èíòå-

ãðèðóåì. Â.Â. Âåäþøêèíîé áûë ââåäåí [4, 5] íîâûé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäíûõ êíèæåê,
ïîëó÷àþùèõñÿ èç ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ èõ ñêëåéêàìè âäîëü ãðàíè÷íûõ ðåáåð. Êàæäîìó ðåáðó
ïðèïèñûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, äèêòóþùàÿ ïðàâèëî ïåðåõîäà áèëëèàðäíîãî øàðà ñ îäíîãî ëèñòà
áèëëèàðäà íà äðóãîé.

Â.Â. Âåäþøêèíîé è È.Ñ. Õàð÷åâîé áûëè äîêàçàíû ðàçäåëû A è B ãèïîòåçû Ôîìåíêî (ñôîð-
ìóëèðîâàííîé â ðàáîòå [6]) î ìîäåëèðîâàíèè ëþáûõ íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ
äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîäõîäÿùèìè áèëëèàðäàìè. À èìåííî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåí-
íàÿ îñîáåííîñòü ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (êëàññèôèöèðîâàíû â ðàáîòàõ À.Ò.Ôîìåíêî, ñì. [3]) è ëþáàÿ
áàçà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (êëàññèôèöèðóþùèì èíâàðèàíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìîëåêóëà èëè èíâà-
ðèàíò Ôîìåíêî [7]), ðåàëèçóþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè çàäàâàåìûìè áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè, ñì. [4,
5] è [8] ñîîòâåòñòâåííî.

Îêàçàëîñü, ÷òî ãèïîòåçà Ôîìåíêî (î ðåàëèçóåìîñòè ñëîåíèé áèëëèàðäàìè) ñïðàâåäëèâà è äëÿ
íåêîòîðûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ÷åé èíòåãðàë èìååò âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè îïðåäåëåííîãî
òèïà. Áûëà ñôîðìóëèðîâàíà íîâàÿ ãèïîòåçà î âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè �íåáîòòîâñêèõ� 3-àòîìîâ.
Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçà Ôîìåíêî âåðíà äëÿ âûðîæäåííûõ ìóëüòèñåäëîâûõ 3-
àòîìîâ áåç çâåçäî÷åê è äëÿ âûðîæäåííûõ ìóëüòèñåäëîâûõ 3-àòîìîâ ñ îäíîé çâåçäî÷êîé. Ïðèìåðû
ìîäåëèðîâàíèÿ áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ 3-àòîìîâ óêàçàíû â ðàáîòå
àâòîðà [9].

Àâòîð áëàãîäàðèò À.Ò. Ôîìåíêî, Â.Â. Âåäþøêèíó è Â.À. Êèáêàëî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è,
öåííûå êîììåíòàðèè è îáñóæäåíèÿ.

2. Ïðîñòåéøèå áèëëèàðäû è áèëëèàðäíûå êíèæêè
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè R2(x, y) ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé, îïè-

ñûâàåìîå óðàâíåíèåì:
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x2(b− λ) + y2(a− λ) = (a− λ)(b− λ),

ãäå a > b > 0 � ïàðàìåòðû ýòîãî ñåìåéñòâà, à ÷èñëî λ ∈ (−∞, a] � ïàðàìåòð êðèâîé èç ýòîãî
ñåìåéñòâà èëè ïàðàìåòð êâàäðèêè. Êðèâàÿ èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì
ïðè λ ∈ (−∞, b), ãèïåðáîëîé ïðè λ ∈ (b, a), âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ïðè λ = a è ãîðèçîíòàëüíîé
(ôîêàëüíîé) ïðÿìîé ïðè λ = b. Ôîêóñû âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðèê ñîâïàäàþò è, ïðè óñëîâèè
a > b > 0, íàõîäÿòñÿ â ïàðå òî÷åê ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé Ox.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøèé áèëëèàðä A′
0 (ñì. ðèñ.1à), ÿâëÿþùèéñÿ ïëîñêîé

îáëàñòüþ, ãðàíèöà êîòîðîé îáðàçîâàíà ãèïåðáîëîé, ýëëèïñîì, ôîêàëüíîé ïðÿìîé è âåðòèêàëüíîé
îñüþ OY . Èç íåñêîëüêèõ êîïèé òàêîãî áèëëèàðäà ìû áóäåì êîíñòðóèðîâàòü íóæíûå áèëëèàðäíûå
êíèæêè.

Ðèñ. 1: (à) îáëàñòü A′
0 (á) ïðîñòåéøèé ñåäëîâîé íåâûðîæäåííûé 2-àòîì B (â) ïîëóêðåñò.

Èçâåñòíî, ÷òî áèëëèàðä â ïëîñêîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê îäíî-
ãî è òîãî æå ñåìåéñòâà, èíòåãðèðóåì [10]. Ãàìèëüòîíèàíîì (ýíåðãèåé) ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò
ìîäóëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè v⃗ = (vx, vy). Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå (áåç òðåíèÿ) ìàòåðèàëüíîé ÷à-
ñòèöû ïî îáëàñòè ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé, ãäå îòðàæåíèå îò ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óïðóãèì
(áèëëèàðäíîå äâèæåíèå). Äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë Λ áèëëèàðäíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò
ïàðàìåòð λ êàóñòèêè òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó â äàííîì íàïðàâëåíèè.

Òåïåðü ìû âêðàòöå è íàãëÿäíî îïèøåì ïîíÿòèå áèëëèàðäíîé êíèæêè. Áîëåå ïîäðîáíîå îïè-
ñàíèå ñì. â ðàáîòàõ [4, 5].

Çàôèêñèðóåì n ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ è ñêëåèì èõ ïî ãðàíè÷íûì äóãàì. Ê êàæäîé äóãå
ïðèïèøåì ïåðåñòàíîâêó, îïðåäåëÿþùóþ ïðàâèëî ïåðåõîäà áèëëèàðäíîãî øàðà ñ îäíîãî áèëëèàðäà
(ëèñòà) íà äðóãîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè:

1. åñëè äâå äóãè èç ãðàíèöû èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, òî ïåðåñòàíîâêè
σ1 è σ2, ïðèïèñàííûå èì, êîììóòèðóþò;

2. ê íåâûïóêëûì äóãàì ãðàíèöû âñåãäà ïðèïèñàíû òîæäåñòâåííûå ïåðåñòàíîâêè.

Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèëëèàðäíîé êíèæêîé, ñêëååííîé èç n ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ.
3. Ïîíÿòèÿ 2-àòîìîâ, 3-àòîìîâ è ïîëóêðåñòîâ
Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Xn è íà íåì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : Xn → R.
Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà x ∈ Xn äëÿ ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé, åñëè âñå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ðàâíû 0 â ýòîé òî÷êå. Èíà÷å òî÷êó íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé. Óðîâåíü f = c, ñîäåðæà-
ùèé õîòÿ áû îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, íàçûâàþò îñîáûì. Â òî÷êå ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàòðèöó
âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Åñëè åå îïðåäåëèòåëü â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ðàâåí íóëþ, òî ýòó òî÷êó
íàçûâàþò âûðîæäåííîé.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ Ìîðñà f íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè X2. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèåé
Ìîðñà íàçûâàþò ãëàäêóþ ôóíêöèþ, ó êîòîðîé âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè íåâûðîæäåííû, ïðè÷åì èõ
êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2. Àòîìîì íàçûâàþò îêðåñòíîñòü X2 êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ, çàäàâàåìàÿ íåðà-
âåíñòâîì c − ε ⩽ f ⩽ c + ε äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε, ðàññëîåííàÿ íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f
è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Åñëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå - ëî-
êàëüíûé ìèíèìóì èëè ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, òî ýòî áóäåò àòîì À. Åñëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå -
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ñåäëîâîå, òî ñîîòâåòñòâóþùèé àòîì - ñåäëîâîé. Àòîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì èëè íåîðèåíòè-
ðóåìûì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîâåðõíîñòü X2 îðèåíòèðóåìîé èëè íåîðèåíòèðóåìîé.

Âåðíåìñÿ ê ôóíöèè Ìîðñà íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Ðàññìîòðèì å¼ îñîáóþ òî÷êó x0, òà-
êóþ ÷òî ãåññèàí d2f |x0 èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, ò.å. x0 � ñåäëîâàÿ òî÷êà f .
Ðàññìîòðèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ è ε ìíîæåñòâî f−1(f(x0)−ε, f(x0)+ε)

⋂
Bδ(x0), ò.å. ïåðåñå÷å-

íèå ïðîîáðàçà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ f(x0) ñ ìàëîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
x0. Åñëè x0 ñåäëîâàÿ òî÷êà, òîãäà ýòà îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíà �êðåñòó�. Åñëè óäàëèòü èç êðåñòà
îñîáóþ òî÷êó è ÷åòûðå ñåïàðàòðèñû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêîìó óðîâíþ, òî îñòàâøååñÿ ìíî-
æåñòâî áóäåò ðàññëîåíî íà èíòåðâàëû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè èíòåðâàëû äâóõ öâåòîâ � ÷åðíûå
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f ìåíüøèì f(x0), à áåëûå � áîëüøèì.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàçðåæåì êàæäûé êðåñò íà äâå
ïîëîâèíû òðàíñâåðñàëüíî áåëûì èíòåðâàëàì. Ïîëó÷åííûé îáúåêò áóäåì íàçûâàòü �ïîëóêðåñòîì�.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîëîâèíà êðåñòà (ïîëóêðåñò) - ýòî ïðîîáðàç ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ôóíê-
öèè x2 − y2, çàäàííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0) âìåñòå ñî ñòðóêòóðîé ñëîåíèÿ, ïåðåñå-
÷åííûé ñ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ x ⩾ 0, ñì. ðèñ. 1â.

Îïðåäåëåíèå 4. Òàê êàê ëþáîé íåâûðîæäåííûé 2-àòîì ÿâëÿåòñÿ ñêëåéêîé íåêîòîðîãî ÷èñëà
êðåñòîâ äðóã ñ äðóãîì, òî ðàçáèâàÿ êàæäûé ïîëóêðåñò íà äâà çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäûé íåâûðîæ-
äåííûé 2-àòîì ÿâëÿåòñÿ ñêëåéêîé ïîëóêðåñòîâ. Ïóñòü òåïåðü 2-àòîì èìååò íå òîëüêî ñåäëîâûå
ìîðñîâñêèå, íî è âûðîæäåííûå �ìóëüòèñåäëîâûå�. Êàæäîå ìóëüòèñåäëî ÿâëÿåòñÿ ñêëåéêîé p ýê-
çåìïëÿðîâ ïîëóêðåñòà (p > 2). Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìóëüòèñåäëó ÿâëÿåòñÿ âû-
ðîæäåííîé. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå àòîìû ìóëüòèñåäëîâûìè 2-àòîìàìè.

Ðàññìîòðèì, êàê ïîëó÷àþòñÿ 3-àòîìû. Íàëè÷èå èíòåãðèðóåìîñòè òðåáóåò òàêæå íàëè÷èå äî-
ïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà f . Îãðàíè÷åíèå èíòåãðàëà íà èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü
Q3 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé. Òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååò êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ ïðèíèìàåò
îñîáûå çíà÷åíèÿ. Ïðîîáðàçîì îêðåñòíîñòè îñîáîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà è åñòü 3-àòîì. Â ñëó÷àå,
åñëè â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèè â ñå÷åíèè èìååì ìóëüòèñåäëîâóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó.
Ïîëó÷åííûå 3-àòîìû íàçîâåì ìóëüòèñåäëîâûìè 3-àòîìàìè.

Óæå ïîäðîáíî èçó÷åíû íåâûðîæäåííûå 3-àòîìû, íàïðèìåð â ðàáîòàõ [2, 3], à òàêæå â êíèãå
À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî [1]. Òàêèå 3-àòîìû ÿâëÿþòñÿ ðàññëîåíèåì Çåéôåðòà íàä "ìîð-
ñîâñêîé áàçîé" , ò.å. îñîáûå ñëîè ðàññëîåíèÿ ìîãóò èìåòü òîëüêî òèï (2,1). Èçâåñòíî, ÷òî íåâû-
ðîæäåííûå àòîìû ìîäåëèðóþòñÿ áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè. Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ
ñëó÷àè âûðîæäåíèÿ. Ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé òèï àòîìîâ, âûðîæäåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ òàê-
æå ðàññëîåíèåì Çåéôåðòà, íî íàä "íåìîðñîâñêîé" áàçîé. Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Ôîìåíêî, íåêîòîðûå
êëàññû âûðîæäåííûõ àòîìîâ, à èìåííî � ìóëüòèñåäëîâûå àòîìû, òîæå ìîæíî ðåàëèçîâàòü áèë-
ëèàðäíûìè êíèæêàìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (ñ êðàåì èëè áåç
êðàÿ), ðàçáèòîå íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîñòûå çàìêíóòûå êðèâûå (ñëîè), íàçûâàåòñÿ ìíîãîîá-
ðàçèåì Çåéôåðòà, åñëè êàæäûé ñëîé èìååò öåëèêîì ñîñòîÿùóþ èç ñëîåâ îêðåñòíîñòü, ïîñëîéíî
ãîìåîìîðôíóþ ðàññëîåííîìó ïîëíîòîðèþ. Äëÿ îñîáîãî ñëîÿ òèïà (n, k) òàêèõ ÷òî ÍÎÄ(k, n) = 1,
íàïîìíèì, òàêàÿ îêðåñòíîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äèñêà D2 íà îòðåçîê I ñêëåé-
êîé ïî ãðàíè÷íûì äèñêàì D2×{0} è D2×{1} ñ ïîâîðîòîì âîêðóã îñè ñèììåòðèè íà ðàöèîíàëüíûé
óãîë 2πk/n. Ìíîãîîáðàçèå Çåéôåðòà ñ çàäàííîé íà íåì ñòðóêòóðîé ñëîåâ íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì
Çåéôåðòà.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü Q - ìíîãîîáðàçèå Çåéôåðòà. Ïóñòü äâå òî÷êè íà íåì ýêâèâàëåíòû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ëåæàò â îäíîì ñëîå. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ Q ïî
ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçîâåì áàçîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà.

Îïðåäåëåíèå 7. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé àòîì (X2, K), è ðàññìîòðèì åãî ãðàô K = {f =
c}. Ïðè ýòîì íàðÿäó ñ ïðåæíèìè àòîìàìè ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðîñòîé àòîì, ïîëó÷àþùèéñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè X ìû âîçüìåì êîëüöî è îáúÿâèì ãðàôîì K ëþáóþ
åãî îñåâóþ îêðóæíîñòü. Ýòîò àòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îêðåñòíîñòü íåîñîáîãî (ðåãóëÿðíîãî)
óðîâíÿ ôóíêöèè f .

Èçãîòîâèì àòîìû ñî çâåçäî÷êàìè. Îòìåòèì íà íåêîòîðûõ ðåáðàõ ãðàôàK ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî
âíóòðåííèõ òî÷åê. Îáúÿâèì èõ íîâûìè âåðøèíàìè ãðàôà K è îáîçíà÷èì çâåçäî÷êàìè.

Àòîì (X2, K), ó êîòîðîãî åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà-çâåçäî÷êà, íàçûâàåòñÿ àòîìîì ñî çâåç-
äî÷êàìè.

4. Òåîðåìà î ðåàëèçàöèè âûðîæäåííûõ àòîìîâ ñ íå áîëåå, ÷åì îäíîé çâåçäî÷êîé.

3 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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Ãèïîòåçà À (Ôîìåíêî). Ëþáûå áèôóðêàöèè äâóìåðíûõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ â èçîýíåðãåòè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè ëþáîé èíòåãðèðóåìîé íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ìîäåëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ.

Òåîðåìà (Âåäþøêèíà-Õàð÷åâà, [4, 5]). Ãèïîòåçà Ôîìåíêî À âåðíà, à èìåííî, äëÿ ëþ-
áîãî îðèåíòèðóåìîãî 3-àòîìà (ñî çâåçäî÷êàìè èëè áåç) àëãîðèòìè÷åñêè ñòðîèòñÿ áèëëèàðä-
íàÿ êíèæêà, ñêëååííàÿ èç ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ A′

0, òàêàÿ, ÷òî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïðîîáðàçà
îêðåñòíîñòè îñîáîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà λ = b åå èíòåãðàëà Λ (â ñëó÷àå àòîìà A - â îêðåñòíî-
ñòè îñîáîãî çíà÷åíèÿ λ = 0) åå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3 ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî äàííî-
ìó àòîìó.

Ãèïîòåçà Ã. Â êëàññå ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ ðåàëèçóþòñÿ íå òîëü-
êî áîòòîâñêèå áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ, íî è äîñòàòî÷íî áîãàòûå êëàññû áèôóðêàöèé òî-
ðîâ Ëèóâèëëÿ, îïèñûâàåìûõ �íåáîòòîâñêèìè� 3-àòîìàìè, âêëþ÷àÿ ìóëüòèñåäëîâûå îñîáåííî-
ñòè ðàíãà 1.

Ëåììà
Ðàññìîòðèì áèëëèàðäíóþ êíèæêó B(A′

0, n), ñêëååííóþ èç n ýêçåìïëÿðîâ áèëëèàðäà A′
0, òàê

÷òî íà êîðåøêå, êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ íà ôîêàëüíóþ ïðÿìóþ ñòîèò öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà
σ = (1..n), íà âîãíóòîé ãèïåðáîëè÷åñêîé è ýëëèïòè÷åñêîé � òîæäåñòâåííûå ïåðåñòàíîâêè, à íà
âûïóêëîé ãèïåðáîëè÷åñêîé äóãå ïåðåñòàíîâêà ëèáî òîæäåñòâåííàÿ, ëèáî σk, k < n, (n, k) = 1.
Òîãäà àòîì, îïèñûâàþùèé áèôóðêàöèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà ôîêàëüíîì ñëîå, èìååò âèä ðàññëîå-
íèÿ Çåéôåðòà ñ äâóìåðíîé áàçîé P, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì äâóìåðíûì àòîìîì ñ îäíîé
âåðøèíîé (ñì. ðèñ. 5) . Åñëè ïåðåñòàíîâêà íà âûïóêëîé ãèïåðáîëè÷åñêîé äóãå òîæäåñòâåííàÿ
òî 3-àòîì ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ P × S1. Åñëè ïåðåñòàíîâêà íà âûïóêëîé ãèïåð-
áîëè÷åñêîé äóãå σk, òî ñîîòâåòñâóþùåå ñëîåíèå Çåéôåðòà èìååò îäèí îñîáûé ñëîé òèïà (n, k).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç h : Q3 → B(A′

0, n) ïðîåêöèþ òðåõìåðíîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
áèëëèàðäíîé êíèæêè íà ñòîë-êîìïëåêñ. Îíà ðàññëîåíà íà ñëîè äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà Λ.

Ðàññìîòðèì äóãó ãèïåðáîëû, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó ãðàíè÷íûìè äóãàìè ãèïåðáîë áèëëèàðäà
A′

0, ýêçåìïëÿðû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëèñòàìè êíèæêè. Îáúåäèíåíèå âñåõ äóã ïî âñåì ëèñòàì êíèæ-
êè ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì L, ñêëååííûì èç n îòðåçêîâ, îòîæäåñòâëåííûõ
â òî÷êå íà ôîêàëüíîé ïðÿìîé (ñì. ïðèìåð íà ðèñóíêå 2à).

Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè ïðîîáðàçà h−1(L) ëåæàùèå íà ëèíèÿõ óðîâíÿ Λ ∈ (b − ε, b + ε) äëÿ
íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε, îáðàçóþò íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ àòîìîâ P (ñì. ïðèìåð íà
ðèñóíêå 2á).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû çàôèêñèðóåì óðîâåíü äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà Λ = λ, òî òîãäà òî÷-
êè h−1(L), ëåæàùèå íà äàííîì óðîâíå, ïîëó÷àþòñÿ îñíàùåíèåì òî÷êè x0 åäèíè÷íûì âåêòîðîì
ñêîðîñòè v, òàêèì, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v, êàñàåòñÿ
êâàäðèêè ñ ïàðàìåòðîì λ0 (èëè ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñ, åñëè λ = b). Ïðè ýòîì âñå âåêòîðà åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàññà � îäíè ñîíàïðàâëåíû ñ íàïðàâëåíèåì ïðÿìîé Ox
(òàêèå âåêòîðà áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåííûìè âïðàâî), à äðóãèå � íàïðàâëåíû ïðîòèâîïîëîæíî
(òàêèå âåêòîðà áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåííûìè âëåâî). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êîìïëåêñ L íå íàõî-
äèòñÿ íà ãðàíèöàõ-êîðåøêàõ êíèæêè, òî ýòè âåêòîðà ñêîðîñòè íå ïåðåìåøèâàþòñÿ, òî åñòü ïîñëå
îòðàæåíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêîé ãðàíèöå èëè ïðè ïåðåõîäå íà äðóãîé ëèñò íà ôîêàëüíîé ïðÿìîé âåê-
òîð ñêîðîñòè, ïðèïèñàííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êå îñòàåòñÿ íàïðàâëåííûì èëè âïðàâî èëè âëåâî.
Ïîýòîìó ïðîîáðàç h−1(L) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ãîìåîìîðôíûõ äðóã äðóãó
÷àñòè. Ðàññìîòðèì ÷àñòü ýòîãî ïðîîáðàçà, ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê âèäà (x, v), òàêèõ, ÷òî x ∈ L, âåê-
òîð ñêîðîñòè v íàïðàâëåí �âïðàâî�, à çíà÷åíèå èíòåãðàëà Λ ∈ (b−ε, b+ε). ×èñëî ε > 0 âûáèðàåòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äóãà ýëëèïñà ñ ïàðàìåòðîì b − ε ëåæàëà âíóòðè îáëàñòè A′

0, îáðàçóþùåé
ëèñòû áèëëèàðäíîé êíèæêè, à äóãà ãèïåðáîëû ñ ïàðàìåòðîì b + ε íå ëåæàëà áû íà îñè Oy, ò.å.
ε < b−a. Îáîçíà÷èì óêàçàííóþ ÷àñòü ïðîîáðàçà ÷åðåç L̃r. Ïîêàæåì, ÷òî L̃r ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíà
2-àòîìó P.

Ðàññìîòðèì îñíàùåíèå òî÷åê êîìïëåêñà L âåêòîðàìè âïðàâî. Òîãäà, åñëè λ = b, òî âåêòîðîâ
ñêîðîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèïèñàíû äàííîé òî÷êå íå áîëåå äâóõ � îäèí íàïðàâëåí îò ëåâîãî
ôîêóñà à äðóãîé � ê ïðàâîìó ôîêóñó. Íà ýëëèïòè÷åñêîé ãðàíèöå (êîòîðîé ïðèïèñàíà òîæäåñòâåí-
íàÿ ïåðåñòàíîâêà) ýòè âåêòîðà îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñîãëàñíî áèëëèàðäíîìó çàêîíó. Íà ôîêàëüíîé
ïðÿìîé ýòè âåêòîðà ïî îïðåäåëåíèþ ñîâïàäàþò (ñì. ïðèìåð íà ðèñóíêå 2â). Òàêèì îáðàçîì, êàæ-
äîìó îòðåçêó êîìïëåêñà L ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòü íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå λ = b â ìíîãîîáðàçèè
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L̃r. Ýòè îêðóæíîñòè íåîáõîäèìî îòîæäåñòâèòü â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íóëü-
ìåðíîé êëåòêå êîìïëåêñà L, ëåæàùåé íà ôîêàëüíîé ïðÿìîé.

Åñëè λ < b, òî íå âñå òî÷êè êîìïëåêñà L ìîãóò áûòü îñíàùåíû ïîäõîäÿùèìè âåêòîðàìè
ñêîðîñòè. À èìåííî, íåîáõîäèìî óäàëèòü èç êàæäîãî îòðåçêà, ñîñòàâëÿþùåãî L, ÷àñòü, êîòîðàÿ
ïîïàäàåò âíóòðü ýëëèïñà ñ ïàðàìåòðîì λ. Òîãäà êîìïëåêñ L ðàñïàä¼òñÿ â n îòðåçêîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ïðîåöèðóåòñÿ â îäèí ëèñò áèëëèàðäíîé êíèæêè. Îñíàùàÿ êàæäûé îòðåçîê ïîäõîäÿùèìè
âåêòîðàìè ñêîðîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî âíóòðåííèå òî÷êè îòðåçêîâ îñíàùàþòñÿ ïàðàìè âåêòîðîâ, òî-
ãäà êàê ãðàíè÷íûå � îäíîé. Òîãäà â L̃r íà äàííîì óðîâíå èíòåãðàëà â ïðîîáðàçå êàæäîãî îòðåçêà
ëåæèò îêðóæíîñòü (ñì. ïðèìåð íà ðèñóíêå 2ã). Íàêîíåö, åñëè λ > b, òî â ïðîîáðàçå êîìïëåêñà
L ëåæèò îäíà îêðóæíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðåçêîâ, ëåæàùèõ â ïðîîáðàçå
êàæäîãî ïîäîòðåçêà â êîìïëåêñå L. Â ñàìîì äåëå, òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëüìåðíîé êëåòêå
êîìïëåêñà L, ëåæàùàÿ íà ôîêàëüíîé ïðÿìîé, ìîæåò áûòü îñíàùåíà äâóìÿ âåêòîðàìè ñêîðîñòè
(ñì. ïðèìåð íà ðèñóíêå 2ä). Îäíàêî â L̃r åé ñîîòâåòñòâóåò 2n ïàð (òî÷êà, âåêòîð), êîòîðûå áóäó÷è
îòîæäåñòâëåíû ïî áèëëèàðäíîìó çàêîíó ñòàíîâÿòñÿ n ïàðàìè (òî÷êà, âåêòîð). Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî âåêòîð âñåãäà íàïðàâëåí �íàðóæó� áèëëèàðäà A′

0, ñîñòàâëÿþùåãî ëèñò áèëëèàðäíîé êíèæ-
êè. Âäîëü ýòèõ òî÷åê â L̃r ñêëåèâàþòñÿ îòðåçêè, ëåæàùèå â ïðîîáðàçàõ îòðåçêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
êîìïëåêñ L. Â ðåçóëüòàòå òàêîé ñêëåéêè ïîëó÷àåòñÿ îäíà îêðóæíîñòü.

Ðèñ. 2: Áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ñêëååííàÿ èç ÷åòûð¼õ ëèñòîâ A′
0 è êîìïëåêñ L íà íåé à). ×àñòü

ïðîîáðàçà L̃r êîìïëåêñà L ãîìåîìîðôíà 2-àòîìó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå á). Îäèí ëèñò
áèëëèàðäíîé êíèæêè è îñíàùåíèå âåêòîðàìè ñêîðîñòè ñåãìåíòîâ êîìïëåêñà L ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëà Λ (â-ä).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå L̃r ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî èñêîìîìó îñîáîìó 2-àòîìó P , êîòî-
ðûé îïèñûâàåò ñèììåòðè÷íóþ áèôóðêàöèþ n îêðóæíîñòåé â îäíó, è ñîäåðæèò îäíó êðèòè÷åñêóþ
òî÷êó. Åñëè â îïðåäåëåíèè ÷àñòè L̃r ïðîîáðàçà h−1(L) ðàññìàòðèâàòü âåêòîðà íàïðàâëåííûå �âëå-
âî�, òî ïîëó÷èì ÷àñòü ïðîîáðàçà L̃l, êîòîðàÿ òàêæå ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíà 2-àòîìó P.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ Q3, îòâå÷àþùóþ çíà÷åíèÿì èíòåãðàëà Λ ∈ (b−ε, b+ε).
Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç Q3

ε è óäàëèì èç íå¼ òî÷êè, ïðîåêöèè êîòîðûõ ëåæàò íà ãèïåðáîëè÷åñêèõ êî-
ðåøêàõ êíèæêè. Òî, ÷òî îñòàëîñü, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè � ÷àñòü R, äëÿ
êîòîðîé â ïàðàõ (x, v) âåêòîð v âñåãäà íàïðàâëåí �âïðàâî�, è ÷àñòü L, äëÿ êîòîðîé âåêòîðà v íà-
ïðàâëåíû �âëåâî�. Ïðè ýòîì è ÷àñòü R è ÷àñòü L ãîìåîìîðôíû ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêà íà

4 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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2-àòîì P. Â ñàìîì äåëå, ôèêñèðóåì òî÷êó íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè. Îíà ëåæèò íà ôîêàëüíîé
îñè è èìååò íàïðàâëåíèå. Ðàññìîòðèì â êàæäîì ëèñòå êíèæêè äóãó ãèïåðáîëû, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
äàííóþ òî÷êó. Ïîëó÷èì êîìïëåêñ L èëè åìó ãîìåîìîðôíûé. Îñíàñòèì åãî âåêòîðàìè ñêîðîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèìè íàïðàâëåíèþ òî÷êè êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè. Ïîëó÷èì àòîì P.

Îñòàëîñü ñêëåèòü ÷àñòè L è R âäîëü òî÷åê, ëåæàùèõ íà êîðåøêàõ êíèæêè. Íà êîðåøêå
ñ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé ñêëåéêà âñåãäà ïðîèñõîäèò áåç �ïîäêðóòêè� � íîìåð ëèñòà ïðè
óäàðå î òàêóþ ãðàíèöó íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè æå íà ãèïåðáîëè÷åñêîì êîðåøêå ñòîèò íåòîæäåñòâåííàÿ
ïåðåñòàíîâêà, òî íåîáõîäèìî ïðè ñêëåéêå �ïîäêðóòèòü� áàçó. Â ðåçóëüòàòå îêðåñòíîñòü îñîáîãî
ñëîÿ â Q3 ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíî ðàññëîåííûì ïîëíîòîðèåì. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà Äëÿ ëþáîãî âûðîæäåííîãî ìóëüòèñåäëîâîãî 3-àòîìà áåç çâåçäî÷åê, ò.å. âèäà ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûðîæäåííîãî ìóëüòèñåäëîâîãî 2-àòîìà íà îêðóæíîñòü, àëãîðèòìè÷åñêè
ñòðîèòñÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ñêëååííàÿ èç ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ A′

0, òàêàÿ ÷òî å¼ ñëîåíèå
Ëèóâèëëÿ íà ôîêàëüíîì ñëîå îïèñûâàåòñÿ çàäàííûì 3-àòîìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êíèæêè
Èñêîìàÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ íåâûðîæäåííûõ àòîìîâ.
Ðàññìîòðèì âûðîæäåííûé 2-àòîì Y, ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó 3-àòîìó, ò.å. òàêîé, ÷òî 3-

àòîì ãîìåîìîðôåí Y ×S1. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ïîëóêðåñòîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ âûðîæäåííûé
àòîì Y ðàâíî n. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîññòàíîâèòü àòîì, â íà÷àëå ñêëåèì âñå ïîëóêðåñòû â êðåñòû è
ìóëüòèñåäëà (â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü èõ ïðîñòî ñ¼äëàìè). Ïóñòü êîëè÷åñòâî ñ¼äåë ðàâíî k.
Çàíóìåðóåì âñå ïîëóêðåñòû, îáðàçóþùèå àòîì Y.

Ðàññìîòðèì áèëëèàðäíóþ êíèæêó, ñêëååííóþ èç n ýêçåìïëÿðîâ áèëëèàðäà A′
0. Ïåðåñòàíîâ-

êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêèì êîðåøêàì êíèæêè, îñòàâèì òîæäåñòâåííûìè. Äëÿ êàæ-
äîãî ìóëüòèñåäëà è êðåñòà ðàññìîòðèì åãî îáõîä ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è çàïèøåì â öèêë íîìåðà
ïîëóêðåñòîâ, åãî îáðàçóþùèõ. Ïîëó÷åííûå k öèêëîâ îáðàçóþò íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó σ1 ∈ Sn,
êîòîðóþ ïðèïèøåì êîðåøêó êíèæêè, ëåæàùåìó íà ôîêàëüíîé îñè.

Ðàññìîòðèì ñêëåéêó ïîëóêðåñòîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåïàðàòðèñàì. Äëÿ êàæäîãî ïîëóêðåñòà
ôèêñèðîâàíû äâå ñåïàðàòðèñû: èñõîäÿùàÿ è âõîäÿùàÿ. Ðàññìîòðèì ïîëóêðåñò ñ íåêîòîðûì íîìå-
ðîì i1. Íàéä¼ì ïîëóêðåñò, òàêîé ÷òî èñõîäÿùàÿ ñåïàðàòðèñà ïîëóêðåñòà ñ íîìåðîì i1 ïåðåõîäèò â
åãî âõîäÿùóþ ñåïàðàòðèñó. Ïóñòü íîìåð íàéäåííîãî êðåñòà i2. Äàëåå íàéäåì ïîëóêðåñò, âõîäÿùàÿ
ñåïàðàòðèñà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò èñõîäÿùåé ñåïàðàòðèñå êðåñòà ñ íîìåðîì i2. Îáîçíà÷èì íîâûé
ïîëóêðåñò i3. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ â êàêîé-òî ìîìåíò ìû âíîâü âåðíåìñÿ íà ïîëóêðåñò ñ íîìåðîì i1.
Çàïèøåì íîìåðà âñòðå÷åííûõ ïîëóêðåñòîâ â öèêë (i1, i2, i3...). Â ðåçóëüòàòå ìû âûïèøåì íîìåðà
âñåõ ïîëóêðåñòîâ â íåêîòîðîå îáúåäèíåíèå öèêëîâ. Îáúåäèíèì âñå öèêëû â îäíó ïåðåñòàíîâêó σ3

è ïðèïèøåì å¼ ýëëèïòè÷åñêîìó êîðåøêó êíèæêè. Ïîëó÷åííóþ áèëëèàðäíóþ êíèæêó îáîçíà÷èì
B(A′

0, Y ).
Îñîáûé ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áèëëèàðäíîé êíèæêè B(A′

0, Y ) îïèñûâàåòñÿ 3-àòîìîì Y. Ðàç-
ðåæåì áèëëèàðäíóþ êíèæêó B(A′

0, Y ) âäîëü êîðåøêà, ëåæàùåãî íà ýëëèïòè÷åñêîé ãðàíèöå. Ïî-
ëó÷èì âîîáùå ãîâîðÿ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå áèëëèàðäíûõ êíèæåê, ñêëååííûõ èç áèëëèàðäîâ A′

0
âäîëü ãîðèçîíòàëüíûõ êîðåøêîâ, ëåæàùèõ íà ôîêàëüíîé îñè. Àòîì äëÿ êàæäîé òàêîé áèëëè-
àðäíîé êíèæêè ñîãëàñíî ëåììå ýòî ìóëüòèñåäëî, êîòîðûé ñîñòîèò èç ïîëóêðåñòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ
ðàâíî êîëè÷åñòâó ëèñòîâ � áèëëèàðäîâ A′

0 � êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíî äëèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî
öèêëà ïåðåñòàíîâêè σ1, ïðèïèñàííîé ãîðèçîíòàëüíîìó êîðåøêó êíèæêè B(A′

0, Y ).
Äàëåå ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî, ïðåäúÿâëåííîå â ðàáîòå Â.Â.Âåäþøêèíîé

è È.Ñ.Õàð÷¼âîé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêëåéêà òàêèõ ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäíûõ êíèæåê â åäèíóþ
êíèæêó B(A′

0, Y ) ñêëåèâàåò ìóëüòèñ¼äëà â èñêîìûé 3-àòîì.
Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ áèëëèàðäíîé êíèæêè äëÿ âûðîæäåííîãî àòîìà áåç çâåçäî÷åê.
Ðàññìîòðèì îäèí èç 2-àòîìîâ ñòåïåíè 4 (ñì. ðèñ. 3). Îí ñîñòîèò èç 4 ïîëóêðåñòîâ, çíà÷èò,

áèëëèàðäíàÿ êíèæêà áóäåò ñîñòîÿòü èç 4 ëèñòîâ. Ïî àëãîðèòìó σ2 = σ4 = id. Ñëîæíîñòü äàííîãî
àòîìà � 1, ïîýòîìó σ1 ñîñòîèò èç îäíîãî öèêëà äëèíû 4. Ïóñòü ìû çàíóìåðîâàëè ïîëóêðåñòû îò
îäíîãî äî ÷åòûðåõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òîãäà σ1 = (1234).

Èñõîäÿùàÿ ñòðåëêà ïåðâîãî ïîëóêðåñòà ñîåäèíÿåòñÿ ñî ñâîåé æå âõîäÿùåé ñòðåëêîé, ïîýòîìó
σ3(1) = 1. Â ýòî æå âðåìÿ σ3(2) = 3, σ3(3) = 4, σ3(4) = 2. Òàêèì îáðàçîì, σ3 = (1)(234).
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Ðèñ. 3: 2-àòîì è áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò äàííûé àòîì.

Äîáàâèâ ñêëåéêè íà ôîêàëüíîé îñè ìîæíî îáîáùèòü äîêàçàííóþ òåîðåìó, ðàçðåøèâ òàê íà-
çûâàåìûå çâåçäî÷êè � îñîáûå ñëîè ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà.

Òåîðåìà Äëÿ ëþáîãî âûðîæäåííîãî ìóëüòèñåäëîâîãî 3-àòîìà ñ îäíîé çâåçäî÷êîé, ò.å. ñëîå-
íèå Çåéôåðòà êîòîðîãî ñîäåðæèò ðîâíî 1 îñîáûé ñëîé âèäà (p, q) (ãäå öåëûå p, q âçàèìíî-ïðîñòû)
àëãîðèòìè÷åñêè ñòðîèòñÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ñêëååííàÿ èç ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ A′

0, òà-
êàÿ ÷òî å¼ ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà ôîêàëüíîì ñëîå îïèñûâàåòñÿ çàäàííûì 3-àòîìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì çàäàííûé 3-àòîì, ñîäåðæàùèé îäíó çâåçäî÷êó. Îí ìîæåò áûòü îïèñàí ñ ïîìî-

ùüþ áàçû Y � 2 àòîìà áåç çâåçäî÷åê, ó êîòîðîé íà îäíîì èç ðåáåð (îáîçíà÷èì åãî e) êðèòè÷åñêîãî
ãðàôà ñòîèò çâåçäî÷êà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ 3-àòîìà ïî äàííîé èíôîðìàöèè íåîáõîäèìî äëÿ íà÷àëà
ðàññìîòðåòü p ýêçåìïëÿðîâ ðàçðåçàííîãî 2-àòîìà Y âäîëü áåëîãî êîëüöà. Äàëåå, çàíóìåðóåì ïî-
ëó÷åííûå ýêçåìïëÿðû è ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëåèì èõ âäîëü ðàçðåçîâ. Â íîâîì 2-àòîìå Yp çâåçäî÷êà
ïðåâðàòèòñÿ â ìóëüòèñåäëî (â êîòîðîì ñõîäÿòñÿ p ïîëóêðåñòîâ). Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
Yp × I, I = [0, 1]. Ñêëåèì êðàÿ Yp × {0} è Yp × {1} ñ ïîâîðîòîì, ò.å. 1-ûé ýêçåìïëÿð ðàçðåçàííîãî
àòîìà Y â Yp × {1} ñêëåèì ñ q + 1-ûì ýêçåìïëÿðîì ðàçðåçàííîãî àòîìà Y â Yp × {0} è ò.ä.

Àëãîðèòì
Ðàññìîòðèì áèëëèàðäíóþ êíèæêó B(A′

0, Y ), ïîñòðîåííóþ ïî àëãîðèòìó èç òåîðåìû 1 äëÿ
3-àòîìà âèäà Y × S1.

Ðåáðó e â àòîìå Y (íà êîòîðîì ëåæèò çâåçäî÷êà) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ìåñòî i j â íåêîòî-
ðîì öèêëå (...i j...) ïåðåñòàíîâêè σ3 íà ýëëèïòè÷åñêîì êîðåøêå. Âêëåèì â áèëëèàðäíóþ êíèæêó
B(A′

0, Y ) äîïîëíèòåëüíûé ëèñò A′
0 âäîëü ýëëèïòè÷åñêîãî êîðåøêà ïðèïèñàâ åìó íîâûé íîìåð k,

òàê ÷òî óêàçàííûé âûøå öèêë ïðåîáðàçóåòñÿ â öèêë (...i k j...). Ïîëó÷åííóþ áèëëèàðäíóþ êíèæ-
êó îáîçíà÷èì ÷åðåç B(A′

0, Y + A′
0). Ðàññìîòðèì p ýêçåìïëÿðîâ òàêîé êíèæêè. Áóäåì íàçûâàòü

êàæäûé ýêçåìïëÿð êíèæêè ãëàâîé. Âíà÷àëå ñêëåèì âñå ãëàâû âäîëü ãîðèçîíòàëüíûõ êîðåøêîâ
äîáàâëåííûõ ëèñòîâ A′

0 ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè τ = (1..p), ìåíÿþùåé íîìåð ãëà-
âû ïðè óäàðå î ãîðèçîíòàëüíûé êîðåøîê äîáàâëåííûõ ëèñòîâ A′

0. À çàòåì äîáàâèì ñêëåéêó âäîëü
âåðòèêàëüíûõ êîðåøêîâ, ëåæàùèõ íà âûïóêëûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äóãàõ. Òåïåðü ïðè óäàðå î òàêîé
êîðåøîê áèëëèàðäíàÿ ÷àñòèöà îñòàåòñÿ íà òîì æå ëèñòå, íî ìåíÿåò íîìåð ãëàâû ïî ïåðåñòàíîâêå
τ q. Î÷åâèäíî, ÷òî óêàçàííûå ïåðåñòàíîâêè êîððåêòíî çàäàþò áèëëèàðäíóþ êíèæêó.

Ðåàëèçàöèÿ
Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåò çàäàííûé 3-àòîì.
Ðàçðåæåì ïîñòðîåííóþ ïî àëãîðèòìó áèëëèàðäíóþ êíèæêó ïî âåðòèêàëüíîìó êîðåøêó è ïî

îòðåçêó ôîêàëüíîé ïðÿìîé òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü p áèëëèàðäíûõ êíèæåê B(A′
0, Y +A′

0). Ôèêñèðó-
åì ãèïåðáîëó - êîîðäèíàòíóþ ëèíèþ, ïåðåñåêàþùóþ îäíó èç êîïèé, è óðîâåíü èíòåãðàëà Λ = λ.
Ãèïåðáîëà îñíàùåíà ÷åòûðüìÿ âåêòîðàìè, êîòîðûå ïðè ïðèáëèæåíèè ê ôîêàëüíîìó óðîâíþ îá-
ðàçóþò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü áèëëèàðäíîé êíèæêè B(A′

0, Y ). Òàêèì îáðàçîì, äîáàâëåíèå ëèñòà ïî
âåðõíåìó êîðåøêó áèëëèàðäíîé êíèæêè íå ìåíÿåò àòîì, êîòîðûé îíà ðåàëèçóåò.

Òåïåðü îñòàâèì òîëüêî ðàçðåç ïî âåðòèêàëüíîìó êîðåøêó. Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â
îêðåñòíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëà Λ = λ åñòü 3-àòîì Yp × S1. Åñëè óáðàòü òî÷êè èç ëåâîé ãðàíèöû,

5 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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ïîëó÷èì äîìíîæåíèå íà îòðåçîê, è ñîîòâåòñòâåííî öèëèíäð Yp×I â îêðåñòíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëà,
ãäå I = [0, 2π].

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà íà ëåâîé ãðàíèöå τ q ñêëåèâàåò îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ñ
ïîâîðîòîì íà óãîë 2πq

p
. Òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà ïåðåâîäèò áèëëèàðäíûé øàð ïðè óäàðå î âåðòèêàëü-

íûé êîðåøîê ñ ãëàâû ñ íîìåðîì i íà ãëàâó ñ íîìåðîì i + (q mod p). Ýòî àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî ïðè
ïîëíîì îáõîäå êîïèÿ àòîìà Y ñ íîìåðîì i ñêëåèâàåòñÿ ñ êîïèåé ñ íîìåðîì i + (q mod p). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïåðåñòàíîâêà íà ëåâîé ãðàíèöå áèëëèàðäíîé êíèæêè, à èìåííî τ q, ïðàâèëüíî ñêëåèâàåò
êðàÿ Yp. Äàëåå, ññûëàÿñü íà ðàáîòó Â.Â.Âåäþøêèíîé è È.Ñ.Õàð÷¼âîé, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðèâåäåííûé
àëãîðèòì êîððåêòåí è ðåàëèçóåò âûðîæäåííûå àòîìû ñî çâåäî÷êîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ � 22-71-10106.
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