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Îáîáùåííàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ

â íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ óòâåðæäàåò, ÷òî êàñàòåëüíûå ëè-
íèè, ïðîâåäåííûå ê êàæäîé òî÷êå ãåîäåçè÷åñêîé íà n-îñíîì ýëëèïñîèäå
â åâêëèäîâîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êàñàþòñÿ ïîìèìî ýòîãî ýëëèïñîèäà
åùå n − 2 ñîôîêóñíûõ ñ íèì êâàäðèê, îáùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîé ãåîäå-
çè÷åñêîé. Ýòà òåîðåìà îáåñïå÷èâàåò èíòåãðèðóåìîñòü ãåîäåçè÷åñêîãî ïî-
òîêà íà ýëëèïñîèäå. Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû Ã.Â. Áåëîçåðîâà è Â.À. Êèáêà-
ëî ïîêàçûâàþò, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ïåðåñå÷åíèè íåñêîëüêèõ
ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â ïñåâäîåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Rp,q, à òàêæå â
ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Â êà÷å-
ñòâå ñëåäñòâèÿ äîêàçàí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñîôîêóñíûõ áèëëèàð-
äîâ íà òàêèõ ïåðåñå÷åíèÿõ. Ïðè ýòîì, ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè
äâà ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà ïîâåðõíîñòè, ëîêàëüíî
íåèçîìåòðè÷íûå ïðîñòðàíñòâàì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Áèáëèîãðàôèÿ: 15 íàçâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, ñî-
ôîêóñíûå êâàäðèêè, ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, òåîðåìà ßêîáè�Øàëÿ.

� 1. Ââåäåíèå

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå ßêîáè-Øàëÿ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà n-îñíîì

ýëëèïñîèäå â åâêëèäîâîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Áî-

ëåå òîãî, êàñàòåëüíûå ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå â êàæäîé òî÷êå ãåîäåçè÷åñêîé íà

ýëëèïñîèäå, îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ n− 2 êâàäðèê, ñîôîêóñíûõ ñ ýëëèïñîèäîì

è îáùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé (ñì. [1]-[3]). Ñîâðåìåííîå äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [4].

Íàïîìíèì, ÷òî ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â åâêëèäîâîì n-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êâàäðèê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì

x2
1

a1 − λ
+ · · ·+ x2

n

an − λ
= 1, (1.1)

ãäå a1 < · · · < an � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.

Íå òàê äàâíî Â.À. Êèáêàëî èññëåäîâàë âîïðîñ îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè-

÷åñêîãî ïîòîêà íà ïåðåñå÷åíèè íåñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Îí ïîêàçàë,

÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà äâóì, òî òàêàÿ ñèñòåìà áóäåò èíòåãðè-

ðóåìîé. Êàê îêàçàëîñü, âåðåí áîëåå îáùèé ôàêò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ

� 22-71-10106.
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Òåîðåìà 1 (Áåëîçåðîâ, [5]). Ïóñòü Q1, . . . , Qk � íåâûðîæäåííûå ñîôî-

êóñíûå êâàäðèêè â Rn ðàçëè÷íûõ òèïîâ è Q =
k⋂

i=1

Qi. Òîãäà

1. ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà Q êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåì;

2. êàñàòåëüíûå ëèíèè, ïðîâåäåííûå âî âñåõ òî÷êàõ ãåîäåçè÷åñêîé íà Q,

êàñàþòñÿ ïîìèìî Q1, . . . , Qk åùå n− k− 1 ñîôîêóñíûõ ñ íèìè êâàäðèê,

îáùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ôàêò íåòðèâèàëåí, òî åñòü íå ñëåäóåò èç

êëàññè÷åñêîé òåîðåìû ßêîáè�Øàëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ïåðåñå-

÷åíèè íåñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê Q1, . . . , Qk, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ

ãåîäåçè÷åñêîé íè íà îäíîé èç êâàäðèê Qi. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðå-

äåë ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3 ïðè a2, a3 → a1 (ñíà÷àëà óñòðåìëÿåì

a2, à çàòåì a3). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðåäå-

ëå ïåðåéäóò â ñôåðè÷åñêèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîôîêóñíûå êâàäðèêè ïåðåéäóò â

ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò: øàðû, êîíóñû è ïîëóïëîñêîñòè.

Îäíàêî ïåðåñå÷åíèåì êîíóñà è ñôåðû ñ îáùèì öåíòðîì ÿâëÿþòñÿ äâå îêðóæ-

íîñòè (ñì. ðèñ. 1), êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè íè íà ñôåðå, íè íà

êîíóñå.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé, íà÷è-

íàÿ ñ n = 4. Äëÿ ïëîñêîñòè ýôôåêò åùå íå âèäåí. Â R3 ïðè k = 1 ïîëó÷àåòñÿ

êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ, à ïðè k = 2 ýôôåêò ñíîâà íå íàáëþäàþòñÿ

òàê êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3 îäíîìåðíî.

Ðèñ. 1. Ñôåðà è êîíóñ ñ îáùèì öåíòðîì ïåðåñåêàþòñÿ ïî êðèâûì,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè íè íà ñôåðå, íè íà êîíóñå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïîäðîáíî èçëîæåíî â ðàáîòå [6].

Çàìå÷àíèå 3. Ïåðåñå÷åíèå íåñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â Rn äèôôåî-

ìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ âèäà Rk0 × Sk1 × · · · × Skm (çäåñü Ski � ñôåðà

ðàçìåðíîñòè ki). Ïðè ýòîì, ÷èñëàm, k0, . . . , km îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i1 ⩽ · · · ⩽ im íîìåðà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò, çàôèêñè-

ðîâàííûõ íà ïåðåcå÷åíèè ñîôîêócíûõ êâàäðèê, è ïîëîæèì i0 = 0, im+1 = n+1
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òîãäà kj = ij+1 − ij − 1 äëÿ âñåõ j = 0, . . . ,m. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà

òàêæå èçëîæåíî â ðàáîòå [6].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ àíàëîãîâ îáîáùåííîé òåîðåìû

ßêîáè-Øàëÿ â íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à èìåííî, â ïðîñòðàíñòâàõ Ìèí-

êîâñêîãî Rp,q è â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû ïî äâó-

ìåðíûì íàïðàâëåíèÿì: ñôåðû, ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, ïðîåêòèâíûå ïðî-

ñòðàíñòâà.

Àíàëîã êëàññè÷åñêîé òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ (îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷å-

ñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå â Rp,q) áûë äîêàçàí Á. Õåñèíûì è Ñ. Òàáà÷íèêîâûì

â ðàáîòå [7]. Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê

íà ýëëèïñîèäå â Rp,q, à òàêæå êëàññè÷åñêèé áèëëèàðä âíóòðè ýòîãî ýëëèïñîè-

äà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ

ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå â R2,1, à òàêæå áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñà

íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî èçó÷àëîñü â ðàáîòå [8] Â. Äðàãîâè÷à è Ì. Ðàäíîâè÷.

Å. Å. Êàðãèíîâà â ðàáîòàõ [9], [10] èçó÷èëà òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áèë-

ëèàðäîâ íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè.

Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [11] Â. Äðàãîâè÷à è Ì. Ðàäíîâè÷, â êîòîðîé îíè èññëåäî-

âàëè óñòðîéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò â Rp,q è ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè

ïñåâäîåâêëèäîâûõ áèëëèàðäîâ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè.

Êàê îêàçàëîñü, îáîáùåííàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ âåðíà äëÿ ïðîñòðàíñòâ

Rp,q. Åå äîêàçàòåëüñòâó ïîñâÿùåí òðåòèé ïàðàãðàô. Îäíàêî ïåðåä íèì, âî

âòîðîì ïàðàãðàôå, ìû èçó÷èì óñòðîéñòâî ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â

Rp,q è äîêàæåì íåñêîëüêî åãî âàæíûõ ñâîéñòâ.

Çà÷àñòóþ îêàçûâàåòñÿ òàê, ÷òî åñëè íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî

â åâêëèäîâûõ è ïñåâäîåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òî íåïðåìåííî ñóùåñòâó-

åò àíàëîã ýòîãî ôàêòà äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Îñíîâûâàÿñü

íà ýòîì ñîîáðàæåíèè, À.Ò. Ôîìåíêî ïðåäïîëîæèë, ÷òî îáîáùåííàÿ òåîðåìà

ßêîáè-Øàëÿ äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ íà ñôåðàõ Sn, ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

RPn, ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî Ln ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñî ñòàíäàðò-

íûìè ðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè) è, âîçìîæíî, äëÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâ Sn è Ln

ïî äèñêðåòíûì ïîäãðóïïàì ãðóïï èçîìåòðèé. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ìû ïî-

êàæåì, ÷òî ýòà ãèïîòåçà âåðíà äëÿ Sn, Ln è RPn. Êàê îêàçàëîñü, ýòîò ôàêò

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáîáùåííîé òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ äëÿ åâêëèäîâûõ è ïñåâ-

äîåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äàëåå, â ïàðàãðàôå ïÿòü, îñíîâûâàÿñü íà äîêàçàííûõ àíàëîãàõ îáîáùåííîé

òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ, ìû ïîêàæåì, ÷òî áèëëèàðäû, �æèâóùèå� íà ïåðåñå÷å-

íèÿõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê è îãðàíè÷åííûå êîíå÷íûì ÷èñëîì äðóãèõ ñîôîêóñ-

íûõ êâàäðèê, òîæå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè. Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü

áèëëèàðäà íà ñôåðå â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíóñîì ñ òåì æå öåíòðîì, ÷òî è

ñôåðà, áûëà ïîêàçàíà â êíèãå [12] Â.Â. Êîçëîâà è Ä.Â. Òðåùåâà. Àíàëîãè÷-

íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîáà÷åâñêîãî áûë ïîëó÷åí C.Â. Áîëîòèíûì â

ðàáîòå [13].

Ïîìèìî ýòîãî â ïÿòîì ïàðàãðàôå, ìû äîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè

2 ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ëþáîé ìàëûé êðóãîâîé ãåîäåçè÷åñêèé áèëëèàðä

êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåì, ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî ëèáî äâóìåðíîé ñôåðå, ëèáî



4 Ã.Â. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ, À.Ò. ÔÎÌÅÍÊÎ

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ëèáî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ò.å. ïðîñòðàíñòâàì ïîñòî-

ÿííîé êðèâèçíû (ïîëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé, íóëåâîé). Ýòî íàòàëêèâàåò

íà ìûñëü î òîì, ÷òî îáîáùåííàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâà

òîëüêî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû ïî äâóìåðíûì

íàïðàâëåíèÿì.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Í. Çàâüÿëîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.

� 2. Cîôîêóñíûå êâàäðèêè è ýëëèïòè÷åñêèå

êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî Rp,q

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî Rp,q(x1, . . . , xp, xp+1, . . . , xp+q)

íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n = p + q ñ êî-

îðäèíàòàìè (x1, . . . , xn), íàäåëåííîå ïñåâäîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨·, ·⟩, êî-
òîðîå â ýòèõ êîîðäèíàòàõ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

⟨v, w⟩ =
p∑

i=1

viwi −
n∑

i=p+1

viwi ∀v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Rp,q.

Äàëåå, êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn) ìû áóäåì íàçûâàòü äåêàðòîâûìè.

Ïîñêîëüêó ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, âñå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå Rp,q ïðèíÿòî äåëèòü

íà òðè êëàññà: âðåìåíèïîäîáíûå, ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå, èçîòðîïíûå. Íà-

ïîìíèì, ÷òî âåêòîð v ∈ Rp,q íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì, åñëè ⟨v, v⟩ >
0, âðåìåíèïîäîáíûì, åñëè ⟨v, v⟩ < 0, èçîòðîïíûì, åñëè ⟨v, v⟩ = 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-

êîâñêîãî Rp,q(x1, . . . , xn) ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî êâàäðèê, çàäàííûõ

óðàâíåíèåì

x2
1

a1 − λ
+ · · ·+

x2
p

ap − λ
+

x2
p+1

b1 + λ
+ · · ·+ x2

n

bq + λ
= 1, (2.1)

ãäå 0 < a1 < · · · < ap, 0 < b1 < · · · < bq � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à λ �

âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.

Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì, ÷òî åñëè λ = ai èëè λ = −bj äëÿ íåêîòîðîãî i èëè

j, òî êâàäðèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïàðàìåòðó, íå îïðåäåëåíà. Äëÿ òîãî

÷òîáû åå îïðåäåëèòü, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà óìíîæèòü óðàâíåíèå 2.1 íà ïðîèçâå-

äåíèå
∏

i(a − λj)
∏

j(b + λj), à óæå çàòåì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâèòü

çíà÷åíèå λ = ai. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êâàäðèêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðà-

ìåòðó ai, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü xi = 0.

Äîêàæåì íåñêîëüêî âàæíûõ ñâîéñòâ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â Rp,q.

Ïðåäëîæåíèå 1. 1) ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî Rp,q

ïðîõîäèò ëèáî n, ëèáî n−2 ñîôîêóñíûå êâàäðèêè ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ïàðà-

ìåòðû ïî êðàéíåé ìåðå n−2 êâàäðèê ëåæàò íà îòðåçêàõ [ai, ai+1], [−bj+1,−bj ],

ãäå i = 1, . . . , p− 1, j = 1, . . . , q − 1.

2) Åñëè ÷åðåç òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Rp,q ïðîõîäèò êâàäðèêà ïàðàìåòðà
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� λ ∈ (−∞,−bq),

� λ ∈ (−b1, a1),

� λ ∈ (ap,+∞),

òî ÷åðåç íåå ïðîõîäèò åùå îäíà êâàäðèêà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), ïàðàìåòð

êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òîìó æå èíòåðâàëó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ïóíêòà. Äîêàæåì åãî â ñëó÷àå îáùåãî

ïîëîæåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå êîîðäèíàòû òî÷êè P = (x1, . . . , xn) îòëè÷íû

îò íóëÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

fP (λ) =
x2
1

a1 − λ
+ · · ·+

x2
p

ap − λ
+

x2
p+1

b1 + λ
+ · · ·+

x2
p+q

bq + λ
.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè äëÿ òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R4,4 èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2. Ãðàôèê ôóíêöèè fP (λ) äëÿ òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R4,4.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâûé ïðåäåë ýòîé ôóíêöèè â òî÷êàõ ai ðàâåí −∞, â òî âðåìÿ

êàê ëåâûé ïðåäåë ðàâåí +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì

çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (ai, ai+1), ãäå i =

1, . . . , p−1, ôóíêöèÿ fP (λ) ïðèíèìàåò õîòÿ áû îäèí ðàç çíà÷åíèå 1. Àíàëîãè÷íî,

íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−bi+1,−bi), ãäå i = 1, . . . , q − 1, ôóíêöèÿ fP (λ)

ïðèíèìàåò õîòÿ áû îäèí ðàç çíà÷åíèå 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ fP (λ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ïî êðàéíåé ìåðå â

n − 2 òî÷êàõ. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ÷åðåç òî÷êó P ïðîõîäèò ïî êðàéíåé

ìåðå n− 2 ñîôîêóñíûå êâàäðèêè. Îñòàåòñÿ, çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ
∏p

i=1(ai −
λ)
∏q

j=1(bj+λ)(fP (λ)−1) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n. À çíà÷èò, óðàâíåíèå

fP (λ) = 1 èìååò íå áîëåå n âåùåñòâåííûõ êîðíåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Òàêèì

îáðàçîì, ïåðâûé ïóíêò íàìè ïîëíîñòüþ äîêàçàí.

Òåïåðü ïåðåéäåì êî âòîðîìó ïóíêòó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åðåç òî÷êó P ïðî-

õîäèò êâàäðèêà ïàðàìåòðà λ0 ∈ (−b1, a1). Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ äîëæíî

íàéòèñü òàêîå λ′ ∈ (−b1, a1), ÷òî fP (λ
′) < 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìî-

æåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ′ > λ0. Ïîñêîëüêó ïðè ñòðåìëåíèè ê êîíöàì èíòåðâàëà
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(−b1, a1) ôóíêöèÿ fP (λ) óõîäèò íà +∞, ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò λ′′ ∈ (−λ′, a1), òàêîå, ÷òî fP (λ
′′) = 1. Àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçáèðàþòñÿ îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîáóæäàåò âûäåëèòü ñðåäè äðóãèõ ñîôîêóñíûå êâàäðèêè,

ïàðàìåòðû êîòîðûõ ëåæàò íà èíòåðâàëàõ (−∞,−bq), (−b1, a1), (ap,+∞).

Îïðåäåëåíèå 2. Êâàäðèêó ñåìåéñòâà 2.1 ïàðàìåòðà λ ∈ (−∞,−bq)∪(−b1, a1)

∪(ap,+∞) áóäåì íàçûâàòü óíèêàëüíîé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè, ïðîâåäåííûå â òî÷êå ïåðåñå÷å-

íèå äâóõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â Rp,q îðòîãîíàëüíû (â ñìûñëå Rp,q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîôîêóñíûå êâàäðèêè ïàðàìåòðîâ λ1

è λ2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P = (x1, . . . , xn). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ñèñòåìà. 
x2
1

a1 − λ1
+ · · ·+

x2
p

ap − λ1
+

x2
p+1

b1 + λ1
+ · · ·+

x2
p+q

bq + λ1
= 1

x2
1

a1 − λ2
+ · · ·+

x2
p

ap − λ2
+

x2
p+1

b1 + λ2
+ · · ·+

x2
p+q

bq + λ2
= 1

Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, à çàòåì ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî

íà λ1 − λ2.
x2
1

(a1 − λ1)(a− λ2)
+ · · · −

x2
p+q

(bq + λ1)(bq + λ2)
= 0 (2.2)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âåêòîðû íîðìàëåé ê êâàäðèêàì

ïàðàìåòðîâ λ1 è λ2 îðòîãîíàëüíû â òî÷êå P . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A è B óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ (a1, . . . , ap) è

(b1, . . . , bq) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäìíîæåñòâî Rp,q, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó êîòîðîãî

ïðîõîäèò â òî÷íîñòè n ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, îáîçíà÷èì

÷åðåç D(A,B).

Çàìå÷àíèå 5. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó, ëåæàùóþ íà

ýëëèïñîèäå ñåìåéñòâà 2.1, ïðîõîäèò â òî÷íîñòè n ñîôîêóñíûõ êâàäðèê (ñ ó÷å-

òîì êðàòíîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî D(A,B) íå ïóñòî.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ D(A,B) ÷åðåç λ1 ⩽ · · · ⩽ λn îáîçíà÷èì ïàðàìåòðû

ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèè λ1, . . . , λn, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå D(A,B)
áóäåì íàçûâàòü ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî-

ãî Rp,q.

Îòìåòèì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ìîæíî ââåñòè â ëþáîé òî÷êå Rp,q

êàê íàáîð ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 2.1, îäíàêî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ýòî óðàâ-

íåíèå ìîæåò èìåòü n − 2 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ λ1 ⩽ · · · ⩽ λn−2 è 2 êîìïëåê-

ñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ λn−1, λn. Â òàêîì ñëó÷àå íàáîð ôóíêöèé λi ìû áóäåì

íàçûâàòü ïñåâäîýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, êîòîðûå ââèäó êîìïëåêñíî-

çíà÷íîñòè λn−1 è λn íå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè â Rp,q. Îäíàêî ïîñêîëüêó

λn−1 è λn ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè, ìû ìîæåì çàìåíèòü èõ íà
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zn−1 = λ1 + λ2 è zn = i(λ1 − λ2) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå òàêîé çàìåíû íàáîð

ôóíêöèé λ1, . . . , λn−2, zn−1, zn áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìîé êî-

îðäèíàò (ïî÷òè âñþäó).

Îïðåäåëåíèå 4. Îáîáùåííûìè ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè áóäåì íà-

çûâàòü êàê ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû â D(A,B), òàê è ïñåâäîýëëèïòè÷åñêèå

êîîðäèíàòû â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà Rp,q.

Äëÿ óäîáíîé ðàáîòû ââåäåì åäèíîîáðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷èñ-

ëà −b1, . . . ,−bq ÷åðåç ap+1, . . . , an ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî

ñîôîêóñíûõ êâàäðèê áóäåò çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé:

p∑
i=1

x2
i

ai − λ
−

n∑
i=p+1

x2
i

ai − λ
= 1.

Ïîëîæèì

si =

{
1, åñëè i = 1, . . . , p,

−1, åñëè i = p+ 1, . . . , n.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè êîîðäè-

íàòàìè (x1, . . . , xn) è îáîáùåííûìè ýëëèïòè÷åñêèìè (λ1, . . . , λn).

Ïðåäëîæåíèå 3. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn) è îáîáùåííûå ýëëèï-

òè÷åñêèå (λ1, . . . , λn) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì íàáîðîì ñîîòíîøåíèé:

x2
i = si

n∏
j=1

(ai − λj)

n∏
j ̸=i

(ai − aj)
. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó x̃j = ixj (çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà)

ïðè j = p + 1, . . . , n. Ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèå ñåìåéñòâà ñîôî-

êóñíûõ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî Rp,q(x1, . . . , xn) ïåðåéäåò â óðàâ-

íåíèå ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn(x1, . . . , xp,

x̃p+1, . . . , x̃n).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëû ñâÿçè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ äåêàðòî-

âûìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì, íàïðèìåð [2], [6]) è ñäåëàòü îáðàòíóþ

çàìåíó. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 6. ßâíûå ôîðìóëû ñâÿçè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ äåêàðòî-

âûìè áûëè íàéäåíû Ê.Ã. ßêîáè â ðàáîòå [2].

Äàëåå ìû áóäåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòü ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Â ñâÿçè

ñ ýòèì ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé, óïðîùàþùèõ ðàáîòó ñ ôîðìóëàìè.

∆k =

n∏
j=1

(ak − λj) ρk =
∏
j ̸=k

(ak − aj)

×åðåç σm
i1,...,ik

(a1, . . . , an) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m îò ïåðåìåííûõ {a1, . . . , an}\{ai1 , . . . , aik}, ïîëàãàÿ, ÷òî
ïðè m = 0 îí òîæäåñòâåííî ðàâåí åäèíèöå, à ïðè m = −1 � íóëþ.
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Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèå 2 ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïðè âñåõ i, j = 1, . . . , n è i ̸= j âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî.
n∑

k=1

∆k

ρk(ak − λi)(ak − λj)
= 0. (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû ñâÿçè 2.3 ýëëèïòè÷å-

ñêèõ êîîðäèíàò ñ äåêàðòîâûìè â Rp,q ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê.

x2
i = si

∆i

ρi
(2.5)

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè âñåõ i ̸= j ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà 2.2, êîòîðàÿ ñ

ó÷åòîì ðàâåíñòâ 2.5 ïåðåïèñûâàåòñÿ â òðåáóåìîì âèäå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ñâåäåíèÿ î ñîôîêóñíûõ

êâàäðèêàõ è ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî Rp,q, ìû

ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì àíàëîã îáîáùåííîé òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ.

� 3. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ

â ïñåâäîåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ

â Rp,q. Ïîñêîëüêó ïðè äâèæåíèè ïî ãåîäåçè÷åñêîé ñîõðàíÿåòñÿ äëèíà åå âåê-

òîðà ñêîðîñòè, ðàçäåëèì âñå ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè â ñîîòâåòñòâèè ñ äëèíîé èõ

âåêòîðà ñêîðîñòè íà òðè êëàññà: âðåìåíèïîäîáíûå, ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå

è èçîòðîïíûå.

Òåîðåìà 2 (Áåëîçåðîâ, Ôîìåíêî). Ïóñòü Q1, . . . , Qk � íåâûðîæäåííûå

ðàçëè÷íûå ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â Rp,q è Q =
k⋂

i=1

Qi ̸= ∅. Òîãäà

1. ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà Q êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåì;

2. êàñàòåëüíûå ëèíèè, ïðîâåäåííûå âî âñåõ òî÷êàõ âðåìåíèïîäîáíîé èëè

ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé ãåîäåçè÷åñêîé íà Q, êàñàþòñÿ ïîìèìî Q1, . . . ,

Qk åùå n − k − 1 èëè n − k − 3 ñîôîêóñíûõ ñ íèìè êâàäðèê, îáùèõ äëÿ

âñåõ òî÷åê äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ñíà÷àëà

ìû ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. À èìåííî, èçó÷èâ äâèæåíèå ìàòå-

ðèàëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå Rp,q ïî èíåðöèè, íàéäåì ïàðàìåòðû ñîôîêóñ-

íûõ êâàäðèê ñåìåéñòâà 2.1, êîòîðûõ êàñàåòñÿ ïðÿìàÿ-òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè. Êàê ìû óâèäèì, ýòè ïàðàìåòðû áóäóò ÿâëÿòüñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëå-

íà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñóòü ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà TRp,q. Íà ñëåäó-

þùåì øàãå, ïåðåõîäÿ ê ýëëèïòè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ìû èçó÷èì ñâîéñòâà ýòèõ

ôóíêöèé è äîêàæåì ôîðìóëó ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ. È óæå íà îñíîâå

ïîëó÷åííûõ ñâîéñòâ è ôîðìóë äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ ñåé òåîðåìû.

Øàã 1. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ â Rp,q, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó P = (x1, . . . , xn)

â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ñêîðîñòè v = (ẋ1, . . . , ẋn). Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ
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ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî èíåðöèè â Rp,q.

×òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ êâàäðèêîé ïàðàìåòðà µ, íóæíî

ðåøèòü ñëåäóþùåå êâàäðàòíîå (îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà τ) óðàâíåíèå:

n∑
i=1

si
(xi + τ ẋi)

2

ai − µ
= 1.

Ïðè ýòîì, ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äèñêðè-

ìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî

ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.(
n∑

i=1

si
xiẋi

ai − µ

)2

=

(
n∑

i=1

si
ẋ2
i

ai − µ

)(
n∑

i=1

si
x2
i

ai − µ
− 1

)
(3.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàéòè êâàäðèêè, êîòîðûõ êàñàåòñÿ ïðÿìàÿ-òðàåêòîðèÿ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå 3.1 îòíîñèòåëüíî µ.

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå: ðàñêðîåì ñêîáêè â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, ïå-

ðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü è âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû.

n∑
i=1

si
ẋ2
i

ai − µ
−
∑
i<j

sisjK
2
i,j

(ai − µ)(aj − µ)
= 0

Çäåñü Ki,j = xiẋj − xj ẋi. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà
∏

i (ai − µ).

n∑
k=1

si
∏
m̸=k

(am − µ) ẋ2
k −

∑
i<j

sisj
∏

m ̸=i,j

(am − µ)K2
i,j = 0 (3.2)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì êàñàíèÿ, à ìíîãî÷ëåí ñëå-

âà � ìíîãî÷ëåíîì êàñàíèÿ. Ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W (µ).

Åãî ñòåïåíü â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíà n − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fm

êîýôôèöèåíò W (µ) ïðè 2 · (−1)n−1−mµn−m−1. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

Fm =
1

2

n∑
k=1

siσ
m
k (a1, . . . , an) ẋ

2
k − 1

2

∑
i<j

sisjσ
m−1
i,j (a1, . . . , an)K

2
i,j (3.3)

Çàìå÷àíèå 7. Çàìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè Fm ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè â TRp,q.

Ïðè ýòîì, ôóíêöèÿ F0 ðàâíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â Rp,q.

Äàëåå ìû èçó÷èì ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ. Ê ñîæàëå-

íèþ, èõ äîâîëüíî ñëîæíî ðàçãëÿäåòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îäíàêî

ïîñêîëüêó W (µ) âîçíèê ïðè èçó÷åíèè êàñàíèÿ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, âåñüìà

ðàçóìíî íàéòè ÿâíûé âèä ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â îáîáùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êî-

îðäèíàòàõ.

Çàìåíèì xp+1, . . . , xn íà ix̃p+1, . . . , ix̃n (çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà). Ïîñëå

òàêîé çàìåíû ïîëèíîì W (µ) ïðåîáðàçóåòñÿ â ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ ñåìåéñòâà

ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn(x1, . . . , xp, x̃p+1, . . . , x̃n).
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Ïîýòîìó ñîãëàñíî âûâîäó àíàëîãè÷íûõ ôîðìóë â ðàáîòå [6] ôóíêöèè Fm ïåðå-

ïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå.

Fm =
1

8

n∑
p=1

σm
p (λ1, . . . , λn)Apλ̇

2
p,

ãäå

Ap =
(λ1 − λp) . . . (λp−1 − λp)(λp+1 − λp) . . . (λn − λp)

(a1 − λp) (a2 − λp) . . . (an−1 − λp)(an − λp)

Îòìåòèì, ÷òî â îáîáùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèè Fm çàïè-

ñûâàþòñÿ â áîëåå ïðîñòîì âèäå. Ïîñêîëüêó èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòèõ ôóíê-

öèé ìû áóäåì ïðîâîäèòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè, ïåðåéäåì ê

êîîðäèíàòíî-èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Ìû óæå çàìåòèëè, ÷òî ôóíêöèÿ F0 ðàâíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè (ñì. 7). Ïîëîæèì Âp = A−1
p . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííûõ

èìïóëüñîâ

pi =
∂H

∂λ̇i

=
1

4
Aiλ̇i,

îòêóäà λ̇i = 4Âipi. Ñëåäîâàòåëüíî,

Fm = 2

n∑
i=1

σm
i (λ1, . . . , λn)Âip

2
i . (3.4)

Øàã 2. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ôóíêöèè Fi ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè íà ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Îïðåäåëèì íà êîêàñàòåëüíîì

ðàcñëîåíèè ê Rp,q â êîîðäèíàòàõ (λ1, . . . , λn, p1, . . . , pn) n ñêîáîê Ïóàññîíà ñëå-

äóþùåé ôîðìóëîé.

{f, g}i =
∂f

∂λi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂λi
∀i = 1, . . . , n, ∀f, g ∈ C∞(T ∗Rp,q)

Îïðåäåëåíèå 5. Ñêîáêó {·, ·}i áóäåì íàçûâàòü i-é ÷àñòíîé ñêîáêîé Ïóàñ-

ñîíà.

Çàìå÷àíèå 8. Çàìåòèì, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà {·, ·} íà T ∗Rp,q

åñòü ñóììà âñåõ ÷àñòíûõ ñêîáîê, ò.å.

{·, ·} =

n∑
i=1

{·, ·}i.

Êàê è â ñëó÷àå åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå

ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ôóíêöèè Fi êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî âñåõ ÷àñòíûõ

ñêîáîê Ïóàññîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé Fi, Fj ,

ôèãóðèðóþùèå â èõ k-îé ÷àñòíîé ñêîáêå Ïóàññîíà. Äëÿ êðàòêîñòè ìû íå áó-

äåì óêàçûâàòü ïåðåìåííûå â ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ, ò. å.



ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ßÊÎÁÈ-ØÀËß Â ÍÅÅÂÊËÈÄÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ 11

áóäåì ïèñàòü σ âìåñòî σ(λ1, . . . , λn).

∂Fi

∂λk
= 2

∑
m̸=k

σi
m,kÂmp2m + 2

n∑
m=1

σi
m

∂Âm

∂λk
p2m =

= 2σi
k

∂Âk

∂λk
p2k + 2

∑
m ̸=k

(
σi−1
m,kÂm + σi

m

∂Âm

∂λk

)
p2m

∂Fi

∂pk
= 4σi

kÂkpk

Ñëåäîâàòåëüíî âûðàæåíèå
∂Fi

∂λk

∂Fj

∂pk
− ∂Fj

∂λk

∂Fi

∂pk
ðàâíî

8Âkpk ·
∑
m ̸=k

((
σj
kσ

i−1
m,k − σi

kσ
j−1
m,k

)
Âm +

(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

) ∂Âm

∂λk

)
p2m.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ m âûïîëíåíî ðàâåíñòâî(
σj
kσ

i−1
m,k − σi

kσ
j−1
m,k

)
Âm +

(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

) ∂Âm

∂λk
= 0.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì äâà ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ òîæäåñòâà.

λmσi−1
m,k + σi

m,k = σi
k

λkσ
i−1
m,k + σi

m,k = σi
m

Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå è ðàçäåëèì ïîëó÷èâøååñÿ òîæäåñòâî íà

λm − λk. Ïîëó÷èì, ÷òî σi−1
m,k =

σi
k − σi

m

λm − λk
. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî σj−1

m,k =

σj
k − σj

m

λm − λk
. Ñëåäîâàòåëüíî,

(
σj
kσ

i−1
m,k − σi

kσ
j−1
m,k

)
Âm +

(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

) ∂Âm

∂λk
=

=
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

λk − λm
Âm +

(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

) ∂Âm

∂λk
=

=
(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

)( Âm

λk − λm
+

∂Âm

∂λk

)
.

Ðàâåíñòâî
Âm

λk − λm
+

∂Âm

∂λk
= 0 ïðîâåðÿåòñÿ íåòðóäíûì âû÷èñëåíèåì. Ïðåä-

ëîæåíèå äîêàçàíî. ■
Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ýòî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèì â äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, ñäåëàííîìó âûøå, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì

çàìå÷àòåëüíûé ôàêò.
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Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèè Fi êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîá-

êè Ïóàññîíà.

Îêàçûâàåòñÿ, ñèñòåìà ôóíêöèé F0, . . . , Fn−1 ÿâëÿåòñÿ åùå è ôóíêöèîíàëüíî

íåçàâèñèìîé. Ýòî íàì ãàðàíòèðóåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ôóíêöèè Fi ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6. Ïîêàæåì, ÷òî ïî÷òè âñþäó ÿêîáèàí

D(F0, . . . , Fn−1)

D(p1 . . . , pn)

îòëè÷åí îò íóëÿ. Èìååì:

∂Fi

∂pj
= 4σi

jÂjpj .

Ñëåäîâàòåëüíî,

D(F0, . . . , Fn−1)

D(p1 . . . , pn)
= 4n

∣∣∣∣∣∣∣
σ0
1 . . . σ0

n
...

. . .
...

σn−1
1 . . . σn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣
n∏

j=1

Âjpj .

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå çà îïðåäåëèòåëåì íå íóëü ïî÷òè âñþäó. Ïîêàæåì,

÷òî è ñàì îïðåäåëèòåëü òîæå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî÷òè âñþäó. Ñîïîñòàâèì

j-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû âíóòðè îïðåäåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåí fj(z) =
n−1∑
i=0

zn−1−i(−1)iσi
j .

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíî-

ãî÷ëåíû f1(z), . . . , fn(z) ëèíåéíî çàâèñèìû. Èç òåîðåìû Âèåòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî j ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

fj(z) =(z − λ1) . . . (z − λj−1)(z − λj+1) . . . (z − λn).

Ïóñòü λ1, . . . , λn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà, òîãäà fj(λi) ̸= 0 â òîì è òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà i ̸= j. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè òàêèõ

λ1, . . . , λn ìíîãî÷ëåíû f1(z), . . . , fn(z) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ

âèäà λi = λj ïðè i ̸= j çàäàþò ìíîæåñòâî ìåðû íóëü â ôàçîâîì ïðñòðàíñòâå,

ôóíêöèè F0, . . . , Fn−1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè. Ïðåäëîæåíèå

äîêàçàíî. ■
Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî èíåðöèè â Rp,q

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé è åå ïåðâûå èíòåãðàëû F0, . . . , Fn−1 ïîëíîñòüþ

îïèñûâàþò êàñàíèå òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Òî, ÷òî çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â Rp,q èíòåãðèðóåìà, ÿâ-

ëÿåòñÿ îáùåèçâåñòíûì ôàêòîì. Îäíàêî íàì âàæíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà

ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ êîììóòèðóþùèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F0, . . . , Fn−1

ñâÿçàíà ñ êàñàíèåì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Òåïåðü îïðåäåëèì ñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê êàñàåòñÿ ïðÿìàÿ â Rp,q.

Äëÿ ýòîãî äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå î ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ.
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Ïðåäëîæåíèå 7 (Ôîðìóëà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ). Íà ñîâìåñòíîì

óðîâíå f0, . . . , fn−1 ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F0, . . . , Fn−1 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìå-

þò ñëåäóþùèé âèä.

λ̇k = ± 2
√
2∏

i ̸=k

(λk − λi)

√√√√−
n∏

i=1

(λk − ai)

(
n−1∑
k=0

λn−1−k
k (−1)kfk

)
. (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 7. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿW (µ) =

2
n−1∑
k=0

µn−1−k(−1)n−1−kfk íà ñîâìåñòíîì óðîâíå (f0, . . . , fn−1). Íàïîìíèì, ÷òî

W (µ0) = 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè

ïàðàìåòðà µ0. Ïî òåîðåìå Âèåòà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû 3.4, ïîëó÷àåì, ÷òî

W (µ) = 4 ·
n∑

k=1

(λ1 − µ) . . . (λk−1 − µ)(λk+1 − µ) . . . (λn − µ)Âkp
2
k.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

W (λk) = 4

n∏
i=1

(ai − λk) p
2
k. (3.6)

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè è ñêîðîñòÿìè, à òàêæå

ñîîòíîøåíèÿ 3.6, ïîëó÷àåì:

λ̇k = 4Âjpj = ± 2∏
i ̸=k

(λk − λi)

√√√√ n∏
i=1

(ai − λk)W (λk).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. ■
Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå, äîêàæåì ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé

ôàêò.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü f0, . . . , fn−1 � ñîâìåñòíûé óðîâåíü ïåðâûõ èíòå-

ãðàëîâ F0, . . . , Fn−1 è f0 ̸= 0, òîãäà ìíîãî÷ëåíW (µ) = 2
n−1∑
k=0

µn−1−k(−1)n−k−1fk

èìååò ëèáî n− 1, ëèáî n− 3 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 8. Áóäåì äîêàçûâàòü ïðåäëîæåíèå â ñëó-

÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, à èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëå-

íà êàñàíèÿ W (µ) ðàçëè÷íû. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ÷åðåç êàæäóþ òî÷-

êó Rp,q ïðîõîäèò õîòÿ áû n − 2 ñîôîêóñíûå êâàäðèêè (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).

Ïðè÷åì íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [ai, ai+1], [aj+1, aj ], ãäå i = 1, . . . , p − 1, j =

1, . . . , q − 1, ðàñïîëîæåí õîòÿ áû îäèí èç ïàðàìåòðîâ ýòèõ êâàäðèê. Èíû-

ìè ñëîâàìè, íà êàæäîì èç ýòèõ îòðåçêîâ �æèâåò� õîòÿ áû îäíà îáîáùåííàÿ

ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà. Ïîýòîìó â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåí

V (µ) = −
∏n

i=1(µ− ai)
(∑n−1

k=0 µ
n−1−k(−1)kfk

)
äîëæåí ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ íà ïîäûíòåðâàëàõ âûøå ïåðå÷èñëåííûõ îòðåçêîâ.

Ïîñêîëüêó f0 ̸= 0, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ ìàêñèìàëüíà è ðàâíà n − 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N êîëè÷åñòâî êîðíåé W (µ) íà ïðîìåæóòêå (a1, ap). Ñîãëàñíî
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ðàññóæäåíèþ âûøå, íà ýòîì èíòåðâàëå äîëæíû íàéòèñü õîòÿ áû p− 1 ðàçëè÷-

íûõ ïîäûíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ ïðèíèìàë áû ïîëîæèòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì, ãðàíèöû ýòèõ ïîäûíòåðâàëîâ ðàçëè÷íû è ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà V (µ), ëåæàùèìè íå îòðåçêå [a1, ap]. Îòñþäà ïðèõîäèì ê

íåðàâåíñòâó: 2(p − 1) ⩽ p + N . Ñëåäîâàòåëüíî, N ⩾ p − 2. Èíûìè ñëîâàìè,

ìíîãî÷ëåí W (µ) èìååò íà ïðîìåæóòêå (a1, ap) õîòÿ áû p− 2 êîðíÿ.

Àíàëîãè÷íî, íà èíòåðâàëå (ap+1, an) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû q − 2 êîðíÿ W (µ).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí W (µ) èìååò õîòÿ áû n − 4 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ.

À ïîñêîëüêó åãî ñòåïåíü ðàâíà n − 1, êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ êîðíåé W (µ)

ðàâíî ëèáî n− 3, ëèáî n− 1. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. ■
Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Fi (îíè æå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ) ÿâëÿþò-

ñÿ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèìè îòíîñèòåëüíî ÷àñòíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà, òàêèìè

æå ñâîéñòâàìè îáëàäàþò êîðíè ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé

òåîðåìû Øàëÿ (ñì. [3]), ðàíåå áûä äîêàçàí Á. Õåñèíûì è Ñ. Òàáà÷íèêîâûì â

ðàáîòå [7].

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå íà ýòîì øàãå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ è

åãî êîýôôèöèåíòîâ, äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.

Øàã 3. Ïóñòü Q1, . . . Qk � íåâûðîæäåííûå ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â Rp,q.

Òîãäà íà èõ ïåðåñå÷åíèè Q =
k⋂

i=1

Qi (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Q ̸= ∅) çàôèêñèðî-

âàíî â òî÷íîñòè k îáîáùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò λi1 , . . . , λik , ïðè ýòîì

íà îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì íà Q èíäóöèðîâàííóþ ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó èç îáúåìëþùå-

ãî ïðîñòðàíñòâà Rp,q. Ýòà ïñåâäîìåòðèêà îïðåäåëÿåò íà êîêàñòåëüíîì ðàññëî-

åíèè ê Q ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê. Ïîñêîëüêó ìåòðèêà èíäóöèðîâàíà èç îáúåì-

ëþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ýíåðãèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû áóäåò òàêîé æå, êàê ó

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñâîáîäíî äâèæóùåéñÿ â Rp,q.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5 ôóíêöèè Fi ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðà-

ëàìè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà Q. Äåéñòâèòåëüíî, Q çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

λi1 = c1, . . . , λik = ck, ãäå ci � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, èìïóëüñû ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýòèì êîîðäèíàòàì îáÿçàíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ïðè ýòîì, êàêîíè÷åñêàÿ

ñêîáêà Ïóàññîíà {·, ·}Q íà Q ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷àñòíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà ïî

íåçàôèêñèðîâàííûì ýëëèïòè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ò.å. {·, ·}Q =
∑

j ̸=i1,...,ik

{·, ·}j .

Ïîñêîëüêó Fi êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî âñåõ ÷àñòíûõ ñêîáîê, îíè êîììóòè-

ðóþò îòíîñèòåëüíî ñêîáêè {·, ·}Q
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè Fi áóäóò êâàäðàòè÷íûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè

ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà Q. Ïðè ýòîì, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëü-

ñòâà ïðåäëîæåíèÿ 6, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî F0, . . . , Fn−k−1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-

îíàëüíî íåçàâèñèìûìè íà T ∗Q. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû

äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 8. Òàêèì

îáðàçîì òåîðåìà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Âîçíèêàåò âåñüìà ëþáîïûòíûé âîïðîñ. Â êàêîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî êâàäðèê

êàñàíèÿ ðàâíî n − 1 − k? Îòâåò íà íåãî ìû äàäèì äëÿ òîé ÷àñòè Q, êîòîðàÿ
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ïîïàäàåò â îáëàñòü D(A,B). Áîëåå òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïåðåñå÷åíèè

Q ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà óíèêàëüíàÿ êâàäðèêà.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïåðåñå÷åíèå íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèêQ1, . . . ,

Qk áóäåì íàçûâàòü óíèêàëüíûì, åñëè õîòÿ áû îäíà èç Qi óíèêàëüíà.

Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ óíèêàëüíîé, åñëè åå ïàðàìåòð ëåæèò

â îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ I = (−∞,−an), II = (−ap+1, a1), III = (ap,+∞).

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ïåðåñå÷åíèå äâóõ óíèêàëüíûõ êâàäðèê

íåïóñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ïàðàìåòðû ëåæàò íà îäèíàêîâûõ

èíòåðâàëàõ I, II èëè III. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü óíèêàëüíûå

ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê íà òðè êëàññà.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïåðåñå÷åíèå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê Q1, . . . , Qk áóäåì íàçû-

âàòü óíèêàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì òèïà I (II èëè III ñîîòâåòñòâåííî), åñëè ñðåäè

Qi åñòü êâàäðèêà, ïàðàìåòð êîòîðîé ëåæèò íà èíòåðâàëå I (II èëè III ñîîò-

âåòñòâåííî).

Óíèêàëüíûå êâàäðèêè îïðåäåëÿþò òðè ìíîæåñòâà â Rp,q:

� DI = {x ∈ Rp,q|x ëåæèò íà óíèêàëüíîé êâàäðèêå ïàðàìåòðà λ ∈ I};
� DII = {x ∈ Rp,q|x ëåæèò íà óíèêàëüíîé êâàäðèêå ïàðàìåòðà λ ∈ II};
� DIII = {x ∈ Rp,q|x ëåæèò íà óíèêàëüíîé êâàäðèêå ïàðàìåòðà λ ∈ III}.

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü Q1, . . . , Qk � ðàçëè÷íûå íåâûðîæäåííûå ñîôîêóñ-

íûå êâàäðèêè â Rp,q è Q =
k⋂

i=1

Qi ̸= ∅.

1. Ïóñòü Q � óíèêàëüíîå ïåðåñå÷åíèå òèïà I èëè II. Òîãäà êàñàòåëüíûå

ëèíèè, ïðîâåäåííûå âî âñåõ òî÷êàõ âðåìåíèïîäîáíîé ãåîäåçè÷åñêîé íà

Q, êàñàþòñÿ ïîìèìî Q1, . . . , Qk åùå n−k−1 ñîôîêóñíûõ ñ íèìè êâàäðèê,

îáùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé.

2. Ïóñòü Q � óíèêàëüíîå ïåðåñå÷åíèå òèïà II èëè III. Òîãäà êàñàòåëü-

íûå ëèíèè, ïðîâåäåííûå âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé ãåî-

äåçè÷åñêîé íà Q, êàñàþòñÿ ïîìèìî Q1, . . . , Qk åùå n−k− 1 ñîôîêóñíûõ

ñ íèìè êâàäðèê, îáùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äåéñòâîâàòü òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî èíåð-

öèè â ìíîæåñòâåDII . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷åðåç êàæäóþ òî÷êóDII ïðîõîäèò

õîòÿ áû îäíà êâàäðèêà ñåìåéñòâà 2.1, ïàðàìåòð êîòîðîé ëåæèò íà èíòåðâàëå

(ap+1, a1). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7 íà ýòîì èíòåðâàëå äîëæåí íàéòèñü ïîäûí-

òåðâàë, íà êîòîðîì ìíîãî÷ëåí

V (µ) = −
n∏

i=1

(µ− ai)

(
n−1∑
k=0

µn−1−k(−1)kfk

)
ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ îáëàäàþò èíòåðâàëû

(ai, ai+1), (aj+1, aj) ïðè i = 1, . . . , p − 1, j = p + 1, . . . , n − 1. Ñëåäóÿ ðàññóæ-

äåíèÿì â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 8, çàêëþ÷àåì, ÷òî íà èíòåðâàëå (an, a1)
ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ äîëæåí èìåòü íå ìåíåå n−2 âåùåñòâåííûõ êîðíåé ñ ó÷åòîì
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êðàòíîñòè. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè f0 ̸= 0 ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ ðàâ-

íà n−1, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ âðåìåíèïîäîáíàÿ èëè ïðîñòðàíñòâåííî-

ïîäîáíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî DII , êàñàåòñÿ â òî÷íîñòè n− 1

êâàäðèê ñåìåéñòâà 2.1. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ íåèçîòðîïíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà

óíèêàëüíîì ïåðåñå÷åíèè òèïà II ñîôîêóñíûõ êâàäðèê Q1, . . . , Qk êàñàåòñÿ ïî-

ìèìî ýòèõ êâàäðèê åùå n − k − 1 ñîôîêóñíîé êâàäðèêè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

óíèêàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé òèïà II âñå äîêàçàíî.

Â ñëó÷àå, êîãäà äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â îáëàñòè DI è f0 < 0 (ò.å. òðàåêòîðèÿ

ÿâëÿåòñÿ âðåìåíèïîäîáíîé), ìíîãî÷ëåí V (µ) ïðè ñòðåìëåíèè µ ê −∞ ïðèíèìà-

åò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî îäíà èç ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ýòîé

îáëàñòè �æèâåò� íà èíòåðâàëå (−∞, ap+1). À ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì ïðîìå-

æóòêå ìíîãî÷ëåí V (µ) äîëæåí èìåòü õîòÿ áû îäèí êîðåíü. Èñïîëüçóÿ îöåíêè

íà ÷èñëî êîðíåé èç ïðåäëîæåíèÿ 8, çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà êà-

ñàíèÿ îáÿçàíû áûòü âåùåñòâåííûìè. Îäíàêî òàêèå ðàññóæäåíèÿ íåâåðíû äëÿ

ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ (ò.å. ïðè f0 > 0). Â ñëó÷àå îáëàñòè

DIII âñå ïðîèñõîäèò â òî÷íîñòè íàîáîðîò: ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå òðàêòî-

ðèè êàñàþòñÿ ïîëíîãî íàáîðà êâàäðèê, â òî âðåìÿ êàê âðåìåíèïîáîäíûå òàêèì

ñâîéñòâîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò íå îáëàäàòü. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

� 4. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ

â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Èòàê, îáîáùåííàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ âåðíà êàê äëÿ åâêëèäîâûõ, òàê è

äëÿ ïñåâäîåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ðåçóëüòàòå À.Ò. Ôî-

ìåíêî ïðåäïîëîæèë, ÷òî íåïðåìåííî äîëæåí íàéòèñü àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ

ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, à èìåííî äëÿ ñôåðû, ïðîåê-

òèâíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïðîñòðàíñòâ Ëîáà÷åâñêîãî ñî ñòàíäàðòíûìè ìåòðèêàìè.

Êàê îêàçàëîñü, ýòà ãèïîòåçà, äåéñòâèòåëüíî, âåðíà. Áîëåå òîãî, ýòîò ôàêò ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäñòâèåì îáîáùåííîé òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

(ñì. òåîðåìó 1) è òåîðåìû 2.

Ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1(x0, . . . , xn) ñåìåéñòâî ñîôîêóñ-

íûõ êâàäðèê, çàäàííîå óðàâíåíèåì

x2
0

a0 − λ
+

x2
1

a1 − λ
+ · · ·+ x2

n

an − λ
= 1. (4.1)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ai ïîëîæèòåëüíû è óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ,

ò.å. 0 < a1 < · · · < an. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ [0, 1] îïðåäåëèì íîâîå ñåìåéñòâî

ñîôîêócíûõ êâàäðèê

x2
0

ta0 − λ
+

x2
1

ta1 − λ
+ · · ·+ x2

n

tan − λ
= 1. (4.2)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè t = 1 ýòî ñåìåéñòâî ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì, à ïðè t = 0 ôîð-

ìóëà 4.2 ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð ñ öåíòðîì â íóëå.

Àáñîëþòíî ÿñíî, ÷òî ýòè ñôåðû ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîè-

äîâ, îäíàêî ÷òî ïðîèñõîäèò ñ äðóãèìè ñîôîêócíûìè êâàäðèêàìè ïðè òàêîì

âûðîæäåíèè?
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Çàôèêñèðóåì òî÷êó P = (x0, . . . , xn). Ïóñòü λ0(t) ⩽ · · · ⩽ λn(t) � ýë-

ëèïòè÷åñêèèå êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â ñåìåéñòâå 4.2. Ïîñêîëüêó ýëëèïñî-

èäû ñåìåéñòâà 4.1 ñòÿãèâàþòñÿ â ñôåðû, âåðíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

λ0(t) = −R2 + o(1) ïðè t → 0, äëÿ íåêîòîðîãî R. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî

i = 1, . . . , n âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà tai−1 ⩽ λi(t) ⩽ tai, à îòðåçêè [tai−1, tai]

ñòÿãèâàþòñÿ â íîëü, âåðíà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà: λi(t) = µit+o(t) ïðè t → 0,

i = 1, . . . , n äëÿ íåêîòîðûõ µi.

Âû÷èñëèì ñîîòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû µi. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì ôîðìóëû

ñâÿçè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ äåêàðòîâûìè.

x2
i =

n∏
j=0

(tai − λj(t))∏
j ̸=i

(tai − taj)
=

(tai +R2 + o(t))
n∏

j=1

(tai − µjt+ o(t))∏
j ̸=i

(tai − taj)
= R2

n∏
j=1

(ai − µj)∏
j ̸=i

(ai − aj)

(4.3)

Ïðåäëîæåíèå 10. Âåëè÷èíû µi ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè êîíóñîâ îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

x2
0

a0 − µ
+ · · ·+ x2

n

an − µ
= 0, (4.4)

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , n âû÷èñëèì ñóì-

ìó
n∑

i=0

x2
i

ai − µj
. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â íåå ôîðìóëû 4.3:

n∑
i=0

x2
i

ai − µj
= R2

n∑
i=0

∏
k ̸=j

(ai − µk)∏
k ̸=i

(ai − ak)
= R2

n∑
i=0

n−1∑
k=0

aki (−1)n−1−kσn−1−k
j (µ1, . . . , µn)∏

k ̸=i

(ai − ak)
.

Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóìì â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè, ïîñëå ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëàìè ñóììèðîâàíèÿ (ñì, íàïðèìåð, [3], [6]), ñîãëàñíî êîòîðûì ýòî âûðà-

æåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Èòàê, ïðåäåë ñåìåéñòâà 4.2 ïðè t → 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêîå

ñåìåéñòâî ñôåð è îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîíóñîâ 4.4. Ïðè÷åì ÷åðåç

êàæäóþ òî÷êó Rn+1 ïðîõîäèò â òî÷íîñòè n êîíóñîâ âèäà 4.4 (ñ ó÷åòîì êðàòíî-

ñòè). Òàêèì îáðàçîì, ðàçóìíî äàòü ñëåäóùåå îïðåäåëåíèå ñåìåéñòâà ñîôîêóñ-

íûõ êâàäðèê íà ñôåðå.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ñôåðå Sn
R, çàäàííîé

óðàâíåíèåì x2
0 + · · · + x2

n = R2, áóäåì íàçûâàòü ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ñôåðû ñ

îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì êîíóñîâ 4.4.

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ñôåðå è åãî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñóíêå 3. Îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàä-

ðèê íà ñôåðå (îäíàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîíóñîâ) ïîÿâëÿëîñü â ðàáîòå [14].
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Çàìå÷àíèå 9. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè êâàäðèêè íà

ñôåðå ïåðåõîäÿò â ïëîñêèå êðèâûå ïîðÿäêà 4. Äåéñòâèòåëüíî, ñòåðåîãðàôè-

÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñôåðû S2
R íà ïëîñêîñòü ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (u, v)

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

x =
2R2u

u2 + v2 +R2
, y =

2R2v

u2 + v2 +R2
, z = R

u2 + v2 −R2

u2 + v2 +R2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû â óðàâíåíèå êîíóñà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

2.5, ïîëó÷èì êðèâóþ ïîðÿäêà 4.

Ðèñ. 3. a) Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ñôåðå. Ïóíêòèðîì âû-
äåëåíû âûðîæäåííûå êâàäðèêè, ÷åðíûå òî÷êè � ôîêóñû ñåìåéñòâà. b)
Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòü.

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè ñîôîêóñíûå êâàäðèêè íà ñôåðàõ. Òåïåðü çàäàäèì ñî-

ôîêóñíûå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàí-

ñòâîì Ëîáà÷åâñêîãî Ln
R íàçûâàåòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïñåâäîñôåðû x2

0+ · · ·+
x2
n−1 − x2

n = −R2, ëåæàùàÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå xn > 0.

Áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî. Ðàññìîòðèì â Rn,1(x0, . . . , xn) ñåìåéñòâî ñî-

ôîêóñíûõ êâàäðèê

x2
0

a0 − λ
+

x2
1

a1 − λ
+ · · ·+

x2
n−1

an−1 − λ
+

x2
n−1

b+ λ
= 1.

Êàê è ðàíåå, ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < a1 < · · · < an−1, è b > 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

t ∈ [0, 1] ñíîâà îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê

x2
0

ta0 − λ
+

tx2
1

a1 − λ
+ · · ·+

x2
n−1

tan−1 − λ
+

x2
n−1

tb+ λ
= 1 (4.5)

è ðàññìîòðèì åãî ïðåäåë ïðè t → 0. Ïîëó÷èì êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû è ïñåâ-

äîñôåðû (â ñìûñëå Rn,1) ñ öåíòðîì â íóëå, à òàêæå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî êîíóñîâ

x2
0

a0 − µ
+

x2
1

a1 − µ
+ · · ·+

x2
n−1

an−1 − µ
+

x2
n−1

b+ µ
= 0. (4.6)
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Îïðåäåëåíèå 9. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà-

÷åâñêîãî Ln
R áóäåì íàçûâàòü ïåðåñå÷åíèÿ Ln

R ñ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåé-

ñòâîì êîíóñîâ 4.6.

Êàê è â ñëó÷àå ñôåðû, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïñåâäîñôåðû ïðîõîäèò â òî÷íî-

ñòè n ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2
R è åãî ñòàí-

äàðòíàÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà ìîäåëü Ïóàíêàðå (ïëîñêèé äèñê) ïî-

êàçàíû íà ðèñóíêå 4. Êàê è â ñëó÷àå ñôåðû, ñîôîêóñíûå êâàäðèêè ïðè ñòåðåî-

ãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïåðåõîäÿò â ïëîñêèå êðèâûå ïîðÿäêà 4.

Ðèñ. 4. a) Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
b) Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòü (ìî-
äåëü Ïóàíêàðå). Ïóíêòèðîì âûäåëåíû âûðîæäåííûå êâàäðèêè. ×åð-
íûå òî÷êè � ôîêóñû ñåìåéñòâà.

Ðàññìîòðèì íà ñôåðàõ Sn
R è íà ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî Ln

R ñòàíäàðò-

íûå ìåòðèêè ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, èíäóöèðîâàííûå íà íèõ ïðè

ñòàíäàðòíîì âëîæåíèè ñîîòâåòñòâåííî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn+1 è ïñåâ-

äîåâêëèäîâî (n+1)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn,1 èíäåêñà 1. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè

ìíîãîîáðàçèÿ îäíèì ñèìâîëîì Mn
R, è ïóñòü ðàçìåðíîñòü n íå ìåíüøå ÷åì 3.

Òåîðåìà 3 (Áåëîçåðîâ, Ôîìåíêî). Ïóñòü Q1, . . . , Qk � íåâûðîæäåííûå

ñîôîêóñíûå êâàäðèêè ðàçëè÷íûõ òèïîâ â ïðîñòðàíñòâå Mn
R è Q =

k⋂
i=1

Qi. Òî-

ãäà

1. ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà Q êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåì.

2. êàñàòåëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå â Mn
R, ïðîâåäåííûå êî âñåì òî÷êàì ãåîäåçè-

÷åñêîé íà Q, êàñàþòñÿ ïîìèìî Q1, . . . , Qk åùå n − k − 1 êâàäðèê ñîôî-

êóñíûõ ñ Q1, . . . , Qk è îáùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãîîáðàçèÿ Mn
R è ñîôîêóñíûå êâàäðèêè íà íèõ ïî-

ëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ñåìåéñòâ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â

åâêëèäîâîì Rn è ïñåâäîåâêëèäîâîì Rn,1, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îáîáùåí-

íàÿ òåîðåìà ßêîáè-Øàëÿ (ñì. òåîðåìû 1 è 2). Ïîýòîìó àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà
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äîëæíà îñòàòüñÿ âåðíîé è â Mn
R. Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, â ôîðìóëèðîâêå òåîðå-

ìû 2 êîëè÷åñòâî êâàäðèê êàñàíèÿ ðàâíî ëèáî n − 3 − k, ëèáî n − 1 − k. À

âî-âòîðûõ, â îáåèõ òåîðåìàõ êàñàòåëüíûå ëèíèè �æèâóò� â îáúåìëþùåì ïðî-

ñòðàíñòâå. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ýòè íåäîñòàþùèå ôàêòû.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî êîëè÷åñòâî êâàäðèê, êî-

òîðûõ êàñàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ðàâíî n− 1.

Ïóñòü P ∈ Ln
R. Â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî t â ôîðìóëå 4.6 óðàâ-

íåíèå ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

x2
0 + · · ·+ x2

n−1 − x2
n = −µ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îäíà èç ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò òî÷êè P ñòàíåò ðàâíîéR2 > 0.

Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t ýòà òî÷êà äîëæíà èìåòü ýëëèïòè÷åñêóþ êî-

îðäèíàòó, áîëüøóþ an, òàê êàê èìåííî îíà äîëæíà ïðèéòè â R2 ïðè t → 0.

Ïîýòîìó ïðè âñåõ ìàëûõ t òî÷êà P ëåæèò â îáëàñòè DIII , îïðåäåëÿåìîé ñîîò-

âåòñòâóþùèì ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà Ln
R ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

ïîäîáíîé. Äåéñòâèòåëüíî, ìåòðèêà íà Ln
R ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à ñëåäî-

âàòåëüíî, ëþáîé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïðîñòðàíñòâó Ëîáà÷åâñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâåííîïîäîáíûé. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 9 ëþáàÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíàÿ

ãåîäåçè÷åñêàÿ íà óíèêàëüíîì ïåðåñå÷åíèè òèïà III íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñ-

íûõ êâàäðèê Q1, . . . , Qk êàñàåòñÿ åùå n− k− 1 ñîôîêóñíîé êâàäðèêè. Ïîýòîìó

ïåðâûé íåäîñòàþùèé ôàêò ìû äîêàçàëè. Ðàçáåðåìñÿ ñî âòîðûì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê ñôåðå Sn
R êàñàåòñÿ êîíó-

ñà Q, öåíòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñôåðû, òî ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ñôåðå,

ïðîâåäåííàÿ â íàïðàâëåíèè ýòîé ïðÿìîé, êàñàåòñÿ êðèâîé Q ∩ Sn
R (ñì. ðèñ. 5).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ

êîíóñà, òî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó ïðÿìóþ è öåíòð êîíóñà, áóäåò

êàñàòåëüíîé ê êîíóñó. Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîáà÷åâñêîãî.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 10. Â òåîðåìå 3 íà ïåðåñå÷åíèè íåñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ êâàä-

ðèê ðàññìàòðèâàëàñü ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ èç îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Mn
R. Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà òàêèõ ïåðåñå÷åíèÿõ ðàcñìàòðèâàëñÿ èìåííî â ýòîé

ìåòðèêå.

Îòìåòèì, ÷òî ó äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê íà ñôåðå Sn
R ñîâïàäà-

þò ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè òåîðåìó

3 íà ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà RPn ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé ñåê-

öèîííîé êðèâèçíû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷åì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 íå èçìåíÿòñÿ åñëè â êà÷åñòâåMn
R

ðàññìîòðåòü ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà RPn ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé ïî-

ñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû.
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Ðèñ. 5. Èëëþñòðàöèÿ òîãî, ÷òî öåíòðàëüíîå ñå÷åíèå ñòàíäàðòíîé äâó-
ìåðíîé ñôåðû êàñàåòñÿ êîíóñà ñ öåíòðîì â íóëå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ áîëüøàÿ ñôåðè÷åñêàÿ îêðæíîñòü íà ñôåðå êà-
ñàåòñÿ âûñåêàåìîé êîíóñîì êðèâîé.

� 5. Êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû

íà äâóìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 2 òåîðå-

ìà ßêîáè-Øàëÿ âåðíà ëèøü äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû.

Îäíàêî ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

Â òåîðåìå 2 ïåðâûå èíòåãðàëû Fi ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ñóììó êâàäðàòîâ èì-

ïóëüñîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò îáîáùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîð-

äèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, áèëëèàðä, çàïóùåííûé â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rp,q

(Sn
R èëè Ln

R) è îãðàíè÷åííûé êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, ÿâëÿåòñÿ

èíòåãðèðóåìûì, à ôóíêöèè Fi ÿâëÿþòñÿ åãî ïåðâûìè èíòåãðàëàìè (à, ñëåäî-

âàòåëüíî, íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ êâàäðèê åãî ãðàíèöû). Áîëåå òîãî, âåðíà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4 (Áåëîçåðîâ, Ôîìåíêî). Ïóñòü M îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðî-

ñòðàíñòâ: Sn
R, RPn, Ln

R, åâêëèäîâî Rn, Rp,q. Ïóñòü òàêæå Q1, . . . , Qk �

íåâûðîæäåííûå ñîôîêóñíûå êâàäðèêè ðàçëè÷íûõ òèïîâ â M , Q =
k⋂

i=1

Qi è

D � îáëàñòü Q, îãðàíè÷åííàÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì êâàäðèê ñîôîêóñíûõ ñ Qi è

èìåþùàÿ ìíîãîãðàííûå óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå, ðàâíûå π/2. Òîãäà

1. ãåîäåçè÷åñêèé áèëëèàðä íà D êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåì â êóñî÷íî-ãëàä-

êîì ñìûñëå è åãî ïåðâûå èíòåãðàëû íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ãðàíè÷-

íûõ êâàäðèê.

2. êàñàòåëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå â M , ïðîâåäåííûå êî âñåì òî÷êàì òðàåêòî-

ðèè áèëëèàðäà íà D, êàñàþòñÿ ïîìèìî Q1, . . . , Qk åùå n−k−1 êâàäðèê

ñîôîêóñíûõ ñ Q1, . . . , Qk è îáùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé.
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À êàêèå åùå ïðîñòðàíñòâàM , ïîìèìî âûøå ïåðå÷èñëåííûõ, òîæå áóäóò óäî-

âëåòâîðÿòü óñëîâèþ òåîðåìû 4? Ìû îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå n = 2.

Çàìåòèì, ÷òî, óñòðåìëÿÿ ïàðàìåòðû ai äðóã ê äðóãó, ìû âûðîæäàåì ýëëèïòè-

÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Îäíèì èç ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ òàêîãî âûðîæäåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìî-

æåò áûòü îïðåäåëåíà íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè. Ïîëîæèì ýòî íàáëþäåíèå â

îñíîâó íàøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M2, g). Ìåòðèêà g îïðåäå-

ëÿåò ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ρg ìåæäó òî÷êàìè M2.

Îïðåäåëåíèå 10. Ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ (ñîîòâåòñòâåííî êðóãîì) íà

ïîâåðõíîñòè M2 ñ öåíòðîì â òî÷êå P ðàäèóñà ε íàçîâåì ìíîæåñòâî

Sε(P ) = {Q ∈ M2|ρg(P,Q) = ε} (ñîîòâåòñòâåííî Kε(P ) = {Q ∈ M2|ρg(P,Q) ⩽ ε}).

Ïóñòü ε íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå â òî÷êå P èíú-

åêòèâíî è ãëàäêî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî êðóãà Kε(P ). Â ýòîì

ñëó÷àå ∂KεP = Sε(P ). Ðàññìîòðèì âíóòðè ãåîäåçè÷åñêîãî êðóãà Kε(P ) êëàñ-

ñè÷åñêèé áèëëèàðä, òî åñòü ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ìàòåðèàëüíàÿ

òî÷êà åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè êðóãà Kε(P ) ïî ãåîäåçè÷åñêèì ñ ïî-

ñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ, îòðàæàÿñü îò åãî ãðàíèöû Sε(P ) àáñîëþòíî

óïðóãî.

Îïðåäåëåíèå 11. Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M2, g) áóäåì íàçûâàòü êâàäðà-

òè÷íî èíòåãðèðóåìûì ïî ßêîáè-Øàëþ, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ M2 â åå

ìàëîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íûé ïî èìïóëüñàì äîïîëíèòåëüíûé

ïåðâûé èíòåãðàë FP ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ìåòðèêè g, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåð-

âûì èíòåãðàëîì êëàññè÷åñêîãî áèëëèàðäà â ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ãåîäåçè-

÷åñêîì êðóãå ñ öåíòðîì â òî÷êå P .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ñôåðà S2
R, ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî L2

R è åâêëèäîâà

ïëîñêîñòü ñî ñòàíäàðòíûìè ìåòðèêàìè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû-

ìè ïî ßêîáè-Øàëþ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòèìè ïðèìåðàìè (â íåêîòîðîì ñìûñëå)

èñ÷åðïûâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ïî ßêîáè-Øàëþ ïî-

âåðõíîñòåé. Áîëåå òî÷íî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5 (Áåëîçåðîâ, Ôîìåíêî). Äâóìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå

(M2, g) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ïî ßêîáè-Øàëþ â òîì è òîëü-

êî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äîêàæåì â äðó-

ãóþ. Ïóñòü P ∈ M2. Ðàññìîòðèì â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïîëóãåîäåçè÷åñêèå

êîîðäèíàòû (r, φ). Ñîãëàñíî ëåììå Ãàóññà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ìåòðè÷åñêèé

òåíçîð çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g = dr2 +B(r, φ)dφ2,

ãäå B � ïîëîæèòåëüíàÿ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P ôóíêöèÿ. Ñëå-

äîâàòåëüíî, â êîîðäèíàòíî-èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé
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òî÷êè èìååò ñëåäóþùèé âèä.

H =
1

2

(
p2r + B̃p2φ

)
Çäåñü B̃ = 1/B.

Ïóñòü FP = F � êâàäðàòè÷íûé äîïîëíèòåëüíûé ê H ïåðâûé èíòåãðàë áèë-

ëèàðäà â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P . Ïîñêîëüêó ýòîò èíòåãðàë äîëæåí ñî-

õðàíÿòüñÿ ïðè îòðàæåíèè, êîýôôèöèåíò ïðè pr · pφ äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ,

èíûìè ñëîâàìè

F =
1

2

(
A1(r, φ)p

2
r +A2(r, φ)p

2
φ

)
.

Ïîñêîëüêó F � ïåðâûé èíòåãðàë áèëëèàðäà, îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èí-

òåãðàëîì ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîáêà Ïóàññîíà H è F îáÿ-

çàíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ, òî åñòü

0 = {H,F} =
∂H

∂pr

∂F

∂r
+

∂H

∂pφ

∂H

∂φ
− ∂F

∂pr

∂H

∂r
− ∂F

∂pφ

∂H

∂φ
=

=
pr
2

(
∂A1

∂r
p2r +

∂A2

∂r
p2φ

)
+

B̃pφ
2

(
∂A1

∂φ
p2r +

∂A2

∂φ
p2φ

)
− A1pr

2

∂B̃

∂r
p2φ − A2pφ

2

∂B̃

∂φ
p2φ.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ.

∂A1

∂r
= 0

∂A2

∂r
= A1

∂B̃

∂r
B̃
∂A1

∂φ
= 0 B̃

∂A2

∂φ
= A2

∂B̃

∂φ

Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî A1 � êîíñòàíòà. Âû÷èòàÿ èç

F ôóíêöèþ A1H, ïîëó÷èì íåçàâèñèìûé ñ H êâàäðàòè÷íûé ïåðâûé èíòåãðàë, ó

êîòîðîãî êîýôôèöèåíò ïðè p2r ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

A1 = 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî A2 íå çàâèñèò îò

r. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷åòâåðòûì óðàâíåíèåì. Ïîñêîëüêó A2 íå çàâèñèò

îò r, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè B ïî φ òîæå íå çàâèñèò îò r.

Çíà÷èò, ln B̃ = u(φ)+v(r) äëÿ íåêîòîðûõ ãëàêèõ ôóíêöèé u è v. Òàêèì îáðàçîì,

B = 1/B̃ = f2(r)h2(φ) äëÿ íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f è g, îòêóäà

g = dr2 + f2(r)h2(φ)dφ2.

Âíåñåì h ïîä äèôôåðåíöèàë. Òàêèì ñïîñîáîì ìû ïåðåéäåì îò ïåðåìåííîé φ

ê ïåðåìåííîé φ′ =
∫
h(φ)dφ. Â êîîðäèíàòàõ (r, φ′) ìåòðè÷åñêèé òåíçîð áóäåò

èìåòü âèä

g = dr2 + f2(r)dφ′2. (5.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè M2 ïîñòîÿííà íà äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ãåîäåçè÷åñêèõ êðóãàõ ñ öåíòðîì â òî÷êå P . Ïîñêîëüêó íàøè ðàññóæ-

äåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P ∈ M2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ãàóññîâà

êðèâèçíà M2 ïîñòîÿííà.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì, íàïðèìåð, [15]), ÷òî ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè,

ìåòðè÷åñêèé òåíçîð êîòîðîé èìååò âèä 5.1, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

K = −f ′′(r)

f(r)
.
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Ïîñêîëüêó ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòèM2 ïîñòîÿííà, ìû ïîëó÷àåì äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà f . Ïðè÷åì ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü îäíî íà÷àëüíîå

óñëîâèå: f(0) = 0. Âîçìîæíû 3 âàðèàíòà: K = 0, K = R2, K = −R2. Â

ïåðâîì ñëó÷àå f(r) = αr, à ýòî çíà÷èò, ÷òî M2 ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà ïëîñêî-

ñòè. Âî âòîðîì ñëó÷àå f(r) = β cos(R · r), òî åñòü M2 ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà

ñôåðå ðàäèóñà R. Âî òðåòüåì ñëó÷àå f(r) = γ ch(R · r) è M2 ëîêàëüíî èçîìåò-

ðè÷íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ðàäèóñà R. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ

äîêàçàíà.
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