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ñèñòåìû íà ïåðåñå÷åíèè ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.
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ôîêóñíûå êâàäðèêè, ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, òåîðåìà ßêîáè�Øàëÿ.

� 1. Ââåäåíèå

Ïîâåðõíîñòü Çåìëè õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ýëëèïñîèäîì, à èìåííî ýëëèïñî-

èäîì âðàùåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàäà÷à îá óñòðîéñòâå êðàò÷àéøèõ ëèíèé íà

ýëëèïñîèäå áûëà îäíîé èç âàæíåéøèõ â XVIII�XIX âåêàõ â ïåðèîä ðàçâèòèÿ

ãåîäåçèè. Ïîñêîëüêó íà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ êðàò÷àéøèìè ëèíèÿìè ÿâëÿ-

þòñÿ ãåîäåçè÷åñêèå, ó÷åíûì òîãî âðåìåíè ïðåäñòîÿëî èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó

ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå.

Ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå óñòðîåíû ïðîñòî: ýòî ïëîñêèå ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùèå

÷åðåç åå öåíòð. À. Êëåðî ïîêàçàë, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ýëëèïñîèäå âðà-

ùåíèÿ îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì, à Æ. Ëàãðàíæ, Á. Îðè-

àíè è Ô. Áåññåëü ðàçðàáîòàëè ìåòîäû ðåøåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ íà íåì.

Ê. ßêîáè â ðàáîòàõ [1]�[2] ðàññìîòðåë ñàìûé îáùèé ñëó÷àé, òî åñòü ýëëèï-

ñîèä ñ ðàçëè÷íûìè ïîëóîñÿìè. Ïåðåéäÿ ê ýëëèïòè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ îí äîêàçàë èíòåãðèðóåìîñòü ãåîäåçè÷å-

ñêîãî ïîòîêà íà n-îñíîì ýëëèïñîèäå â Rn. À ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé Ì. Øàëü

â [3] ïîêàçàë, ÷òî êàñàòåëüíûå ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå êî âñåì òî÷êàì äàííîé

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ

� 22-71-10106.
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ãåîäåçè÷åñêîé íà òðåõîñíîì ýëëèïñîèäå â R3, îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ ïîìèìî

ýòîãî ýëëèïñîèäà åùå îäíîé ñîôîêóñíîé ñ íèì êâàäðèêè. Ñåé÷àñ ýòîò ðåçóëü-

òàò èçâåñòåí, êàê òåîðåìà ßêîáè�Øàëÿ.

Òåîðåìà 1 (ßêîáè�Øàëü). Êàñàòåëüíûå ëèíèè, ïðîâåäåííûå âî âñåõ òî÷-

êàõ äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé íà ýëëèïñîèäå â åâêëèäîâîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

êàñàþòñÿ ïîìèìî ýòîãî ýëëèïñîèäà åùå n − 2 ñîôîêóñíûõ ñ íèì êâàäðèê, îá-

ùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîé ãåîäåç÷åñêîé.

Çàìå÷àíèå 1. Ïàðàìåòðû ýòèõ êâàäðèê âçÿòûå âìåñòå ñ ýíåðãèåé îáðàçóþò

ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ (îòíîñèòåëüíî

ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà) ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ñîâðåìåííîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ßêîáè�Øàëÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå

[4] Â.È. Àðíîëüäà. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà èëëþñòðàöèÿ ê ýòîé òåîðåìå.

Ðèñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ òåîðåìû ßêîáè�Øàëÿ. Êàñàòåëüíûå ëèíèè, ïðî-
âåäåííûå ê ãåîäåçè÷åñêîé íà ýëëèïñîèäå, îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ ñîôî-
êóñíîãî äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà òðåõîñíîì ýëëèïñîèäå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ãà-

ìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèë-

ëÿ ýòîé ñèñòåìû ïîäðîáíî èçó÷åíà â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [5] À.Â. Áîëñèíîâà è

À.Ò. Ôîìåíêî. Â ýòîé ðàáîòå îíè ïîêàçàëè, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ýëëèï-

ñîèäå íåïðåðûâíî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòåí ñèñòåìå Ýéëåðà ñ íóëåâîé êîíñòàí-

òîé ïëîùàäåé. Îïðåäåëåíèå òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è åå èíâàðèàíòû

äëÿ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èçëîæåíû â ðàáîòå [6].

Í.Ò. Çóíã â ðàáîòå [7] îïèñàë òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî

ïîòîêà íà n-îñíîì ýëëèïñîèäå â Rn ñ ðàçëè÷íûìè ïîëóîñÿìè âáëèçè îñîáûõ

òî÷åê. Ê.Ì. Äýâèñîí, Õ.Ð. Äóëëèí è À.Â. Áîëñèíîâ â [8] îïèñàëè îñîáåííîñòè

ãåîäåçè÷åñêîãî íà òðåõìåðíîì ýëëèïñîèäå ñ ñîâïàäàþùèìè ñðåäíèìè ïîëóîñÿ-

ìè.

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà, îãðàíè÷åí-

íîãî ýëëèïñîèäîì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì n-îñíûé ýëëèïñîèä è óñòðåìèì
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åãî ìåíüøóþ ïîëóîñü ê íóëþ. Â ïðåäåëå ïîëó÷èòñÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ýë-

ëèïñîèäîì E , ðàçìåðíîñòè n − 1. Ïðè ýòîì ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ïåðåéäåò â

áèëëèàðä, îãðàíè÷åííûé ýëëèïñîèäîì E , à ïàðàìåòðû êàóñòèê, ñîôîêóñíûõ ñ

èñõîäíûì ýëëèïñîèäîì, ïåðåéäóò â ïàðàìåòðû êàóñòèê, ñîôîêóñíûõ ñ E . Áîëåå
òîãî, áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå íåñêîëüêèìè ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, òàêæå

áóäóò èíòåãðèðóåìûìè. Ïëîñêèå áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå äóãàìè ñîôîêóñ-

íûõ êâàäðèê, èçó÷àëèñü Â.Â. Êîçëîâûì è Ä.Â. Òðåùåâûì â [9], Â. Äðàãîâè÷åì

è Ì. Ðàäíîâè÷ â [10], à òàêæå Â.Â. Âåäþøêèíîé â [11],[12]. Â.Â. Âåäþøêèíà

êëàññèôèöèðîâàëà ñ òî÷íîñòüþ äî Ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè âñå ëîêàëüíî

ïëîñêèå òîïîëîãè÷åñêèå áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå äóãàìè ñîôîêóñíûõ ýëëèï-

ñîâ è ãèïåðáîë (ñì. [13]).

Íå òàê äàâíî Â.À. Êèáêàëî èññëåäîâàë âîïðîñ îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè-

÷åñêîãî ïîòîêà íà ïåðåñå÷åíèè íåñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Îí äîêàçàë,

÷òî åñëè ïåðåñå÷åíèå äâóìåðíî, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ÿâ-

ëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Êàê îêàçàëîñü, ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ âåðíûì äëÿ

ëþáîãî ïåðåñå÷åíèÿ íåñêîëüêèõ íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Áîëåå

òîãî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (Áåëîçåðîâ). Ïóñòü Q1, . . . , Qk � íåâûðîæäåííûå ñîôîêóñíûå

êâàäðèêè â Rn ðàçëè÷íûõ òèïîâ è Q =
k⋂

i=1

Qi. Òîãäà

1. ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà Q êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåì;

2. êàñàòåëüíûå ëèíèè, ïðîâåäåííûå âî âñåõ òî÷êàõ ãåîäåçè÷åñêîé íà Q,

êàñàþòñÿ ïîìèìî Q1, . . . , Qk åùå n− k− 1 ñîôîêóñíûõ ñ íèìè êâàäðèê,

îáùèõ äëÿ âñåõ òî÷åê äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ïîñâÿùåí ïàðàãðàô 5. Ïåðåä ÷òåíèåì ýòîãî

ïàðàãðàôà ñîâåòóåì îçíàêîìèòüñÿ ñ ïàðàãðàôàìè 2�4. Îíè ñëóæàò îñíîâîé

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ôàêò íå òðèâèàëåí, òî åñòü íå ñëåäóåò èç êëàññè÷åñêîé

òåîðåìû ßêîáè�Øàëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè

ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñôåðû, êîíóñû ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò è îñüþ Oz, à òàêæå ïîëóïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûå îñüþ Oz.

Âñå ýòè ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â

R3, êîãäà a1 = a2 = a3. Â ïåðåñ÷åíèèè ñôåðû x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 è êîíóñà

x2
1 + x2

2 − 0,2x2
3 = 0 áóäóò ëåæàòü 2 îêðóæíîñòè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãåîäå-

çè÷åñêèìè íè íà ñôåðå, íè íà êîíóñå (ñì. ðèñ. 1). Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì

ñëó÷àå ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ïåðåñå÷åíèè íåñêîëüêèõ íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íè íà îäíîé èç ýòèõ êâàäðèê.

Êàê ìû óâèäèì â ïàðàãðàôàõ 4, 5, ïåðâûå èíòåãðàëû, íåÿâíî ôèãóðèðóþ-

ùèå â ï. 1 òåîðåìû 2, â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ çàâèñÿò òîëüêî îò ñàìèõ

êîîðäèíàò è êâàäðàòîâ èõ ñêîðîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàð-

äû íà ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåñå÷åíèÿõ, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêà-

ìè ýòîãî æå ñåìåéñòâà, òîæå áóäóò èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåìàìè,

íî óæå â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íîâûé êëàññ

èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Â.Â. Êîçëîâà î òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèÿõ ê èíòåãðè-

ðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ (ñì. [14]), à òàêæå
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Ðèñ. 2. Êðèâûå â ïåðåñå÷åíèè êîíóñà è ñôåðû ñ îáùèì öåíòðîì íå
ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè íè íà êîíóñå, íè íà ñôåðå.

òåîðåìå 2 ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà êîìïàêòíîãî ïåðñå÷åíèÿ íåñêîëüêèõ íåâûðîæ-

äåííûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ãîìåîìîðôíà ëèáî äâóìåðíîé ñôåðå, ëèáî äâó-

ìåðíîìó òîðó. Îòìåòèì, ÷òî ê ýòîìó âûâîäó ðàíåå ïðèøåë Â.À. Êèáêàëî.

Îäíàêî, òàêèå ðàññóæäåíèÿ íå ïðèìåíèìû â ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü ïåðåñå-

÷åíèÿ îêàæåòñÿ áîëüøå 2. Òåì íå ìåíåå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü êëàññ ãîìåîìîðô-

íîñòè êîìïàêòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, íå ïðèáåãàÿ

ê èíòåãðèðóåìîñòè ñîîòâåñòâóþùåãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, à èñïîëüçóÿ ëèøü

ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

Òåîðåìà 3 (Áåëîçåðîâ). Ïóñòü Q1, . . . , Qk � íåâûðîæäåííûå ñîôîêóñíûå

êâàäðèêè â Rn ðàçëè÷íûõ òèïîâ è Q =
k⋂

i=1

Qi êîìïàêòíî. Òîãäà Q ãîìåîìîðô-

íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ k ñôåð. Ðàçìåðíîñòè ýòèõ ñôåð ðàâíû êîëè÷åñòâàì

íåçàôèêñèðîâàííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà Q ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè

çàôèêñèðîâàííûìè.

Çàìå÷àíèå 2. Ñôåðû, ôèãóðèðóþùèå â òåîðåìå 3, ìîãóò áûòü íóëüìåðíû-

ìè. Íàïîìíèì, ÷òî íóëüìåðíàÿ ñôåðà åñòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ òî÷åê.

Çàìå÷àíèå 3. Îòìåòèì, ñîâìåñòíóþ ðàáîòó [15] C. Ãèòëåðà è Ñ.Ë. Ìåðäà-

íî, â êîòîðîé áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñîîñíûõ êâàäðèê, àññîöèèðîâàí-

íûõ ñ ìíîãîîáðàçèÿìè ìîìåíò-óãîë, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ãîìåîìîðôíî

ïðÿìîé ñóììå íåñêîëüêèõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ñôåð.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà â ïàðàãðàôå 6.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî (ñì. [5]) ãåîäåçè÷å-

ñêèé ïîòîê íà ýëëèïñîèäå íåïðåðûâíî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòåí ñèñòåìå Ýé-

ëåðà íà àëãåáðå Ëè so(3). Îðáèòàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîïðèñîåäèíåííîãî

äåéñòâèÿ íà so∗(3) ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûå ñôåðû S2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

so(4) ≃ so(3)×so(3) è îðáèòàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ
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íà so∗(4) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äâóìåðíûõ ñôåð S2×S2. Ñîãëàñ-

íî òåîðåìàì 2 è 3 ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà êîìïàêòíîì ïåðåñå÷åíèè íåñêîëüêèõ

ñîôîêóñíûõ êâàäðèê èíòåãðèðóåì, à ñàìî ïåðåñå÷åíèå ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ ñôåð. Âîçíèêàåò âåñüìà ðàçóìíîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî íàé-

äåòñÿ òàêîå ïåðåñå÷åíèå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà êîòîðîì

áóäåò íåïðåðûâíî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòåí èëè õîòÿ áû Ëèóâèëëåâî ýêâèâà-

ëàíòåí ñèñòåìå Ýéëåðà íà so(4). Ýòà ãèïîòåçà áûëà âûäâèíóòà À.Ò. Ôîìåíêî,

îäíàêî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ñûãðàåò ñëåäóþùèå íàáëþäåíèå:

äëÿ çàäàííîãî ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íàéäóòñÿ ãëàäêèå ôóíêöèîíàëü-

íî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè F0, F1, . . . , Fn−1, îïðåäåëåííûå íà âñåì T ∗Rn, êîòîðûå

â îãðàíè÷åíèè íà ëþáîå ïåðåñå÷åíèå íåñêîëüêèõ íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê áóäóò êîììóòèðóþùèìè (îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññî-

íà) ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà íåì. Èñïîëüçóÿ ìåòîä,

îïèñàííûé Â.Â. Êîçëîâûì â ðàáîòå [16], â ïàðàãðàôå 7 ìû íàéäåì äîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå íà ïîòåíöèàë V â Rn, êîòîðîå îáåñïå÷èò âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèÿ

âûøå.

Òåîðåìà 4 (Áåëîçåðîâ). Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê è

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíà-

òàõ ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂2V

∂λj∂λk
(λj − λk) =

∂V

∂λk
− ∂V

∂λj
, j, k = 1, . . . , n. (1.1)

Òîãäà çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ïåðåñå÷åíèè íåñêîëüêèõ

íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ýòîãî ñåìåéñòâà ïîä äåéñòâèåì ïîòåí-

öèàëà V ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé.

Êàê è â ñëó÷àå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû ñ ïîòåí-

öèàëîì V èç òåîðåìû 4, �æèâóùèå� íà ïåðåñå÷åíèÿõ íåñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ

êâàðèê è îãðàíè÷åííûå ãëàäêèìè ãðàíÿìè êâàäðèê ýòîãî ñåìåéñòâà, áóäóò èí-

òåãðèðóåìû ïî Ëèóâèëëþ â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò Â.À. Êèáêàëî çà ïîñòàíîâêó âîïðîñà,

À.Ò. Ôîìåíêî çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è Í.À. Õîòèíà çà ïîìîùü â èññëåäîâàíèè.

� 2. Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè è ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê è åãî ñâîéñòâà,

âûâåäåì ôîðìóëó ñâÿçè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ äåêàðòîâûìè, à òàêæå ââå-

äåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â åâêëèäîâîì n-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå, íàçîâåì ìíîæåñòâî êâàäðèê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì

x2
1

a1 − λ
+

x2
2

a2 − λ
+ . . .+

x2
n

an − λ
= 1, (2.1)

ãäå a1 > a2 > . . . > an � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
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Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì, ÷òî åñëè λ = ai äëÿ íåêîòîðîãî i, òî êâàäðèêà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïàðàìåòðó, íå îïðåäåëåíà. Äëÿ òîãî ÷òîáû åå îïðåäå-

ëèòü, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà óìíîæèòü óðàâíåíèå 2.1 íà ïðîèçâåäåíèå
∏

j(a−λj),

à óæå çàòåì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå λ = ai. Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî êâàäðèêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó ai, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñ-

êîñòü xi = 0.

Ê.ßêîáè â ðàáîòå [2] ïîêàçàë, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó Rn, íå ëåæàùóþ íè

â îäíîé èç ãèïåðïëîñêîñòåé âèäà xi = 0, ïðîõîäèò â òî÷íîñòè n ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê. Áîëåå òîãî, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç λ1 < · · · < λn ïàðàìåòðû ýòèõ

êâàäðèê, òî λ1 ∈ (−∞, an), λ2 ∈ (an, an−1), . . . , λn ∈ (a2, a1). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ôóíêöèè λ1, . . . , λn îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàþòñÿ äî íåïðåðûâíûõ âî âñåì Rn è

ãëàäêèõ ïî÷òè âñþäó (çà èñêëþ÷åíèåì ãèïåðïëîñêîñòåé xi = 0, ãäå i = 1, . . . , n−
1). Íàáîð ôóíêöèé (λ1, . . . , λn) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè,

ñâÿçàííûìè ñ äàííûì ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå ßêîáè, óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ýë-

ëèïòè÷åñêèìè è äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè.

Ïðåäëîæåíèå 1 (ßêîáè). Ïðè k = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåí-

ñòâà.

x2
k =

n∏
i=1

(ak − λi)∏
j ̸=k

(ak − aj)
(2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ k = 1. Îñòàëüíûå ñëó÷àè

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàïèøåì óðàâíåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè è

äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè.

x2
1

a1 − λ1
+

x2
2

a2 − λ1
+ . . .+

x2
n

an − λ1
= 1

x2
1

a1 − λ2
+

x2
2

a2 − λ2
+ . . .+

x2
n

an − λ2
= 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x2
1

a1 − λn
+

x2
2

a2 − λn
+ . . .+

x2
n

an − λn
= 1

(2.3)

Äëÿ êàæäîãî i óìíîæèì i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû 2.3 íà an − λi. Çàòåì èç

ïåðâûõ n−1 óðàâíåíèé âû÷òåì ïîñëåäíåå. Ïîñëå ÷åãî äëÿ âñåõ i < n ðàçäåëèì

i-å óðàâíåíèå íà λi−λn. Îòáðàñûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ

ñèñòåìó èç n− 1 óðàâíåíèé íà n− 1 äåêàðòîâó êîîðäèíàòó.



a1 − an
(a1 − λ1) (a1 − λn)

x2
1 + . . .+

an−1 − an
(an−1 − λ1) (an−1 − λn)

x2
n−1 = 1

a1 − an
(a1 − λ2) (a1 − λn)

x2
1 + . . .+

an−1 − an
(an−1 − λ2) (an−1 − λn)

x2
n−1 = 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 − an

(a1 − λn−1) (a1 − λn)
x2
1 + . . .+

an−1 − an
(an−1 − λn−1) (an−1 − λn)

x2
n−1 = 1
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Òåïåðü áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èçáàâëÿòüñÿ îò ïåðåìåííûõ xn−1, . . . , x2 òåì

æå ñïîñîáîì, ÷òî è âûøå. Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî∏
j ̸=k

(ak − aj)

n∏
i=1

(ak − λi)
x2
k = 1,

îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

� ∆k =
n∏

i=1

(ak − λi)

� ∆j
k =

∏
i̸=j

(ak − λi)

� ρk =
∏
j ̸=k

(ak − aj)

� σm
i1,...,ik

(b1, . . . , bn) � ïðè m > 0 ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî-

÷ëåí ñòåïåíè m îò ïåðåìåííûõ {b1, . . . , bn}\{bi1 , . . . , bik}, ïðè m = 0 òîæ-

äåñòâåííàÿ åäèíèöà, ïðè m = −1 òîæäåñòâåííûé 0

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ðàâåíñòâî 2.2 ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

x2
k =

∆k

ρk
. (2.4)

Äîêàæåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè i ̸= j, i, j = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

n∑
k=1

∆k

ρk (ak − λi) (ak − λj)
= 0. (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèøåì óðàâíåíèÿ i-é è j-é ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.
x2
1

a1 − λi
+

x2
2

a2 − λi
+ . . .+

x2
n

an − λi
= 1

x2
1

a1 − λj
+

x2
2

a2 − λj
+ . . .+

x2
n

an − λj
= 1

Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì:

(λj − λi)x
2
1

(a1 − λi) (a1 − λj)
+ . . .+

(λj − λi)x
2
n

(an − λi) (an − λj)
= 0.

Ïîñêîëüêó i ̸= j, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, λi ̸= λj . Ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå

íà λj − λi è ïðèìåíèì ôîðìóëó 2.4. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþùàÿ: ñîôîêóñíûå

êâàäðèêè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îðòîãîíàëüíû. Ýòîò ôàêò áûë òîæå îòìå÷åí

ßêîáè â ðàáîòå [2].
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� 3. Ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé î ñóììàõ íåêîòîðûõ

ñïåöèàëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé. Ìû ïðèìåíèì èõ â ñëåäóþùåì ïàðà-

ãðàôå äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäà îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ýëëèïòè÷åñêèì.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü s,m � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñ-

õîäÿùèå n− 1, òîãäà

n∑
k=1

ask · σm
k (a1, . . . , an)

(ak − a1) . . . (ak − ak−1) (ak − ak+1) . . . (ak − an)
=

=

{
(−1)m, åñëè m+ s = n− 1,

0, èíà÷å.

(3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì s è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (z), îïðåäå-

ëåííûé ôîðìóëîé

P (z) =

n−1∑
m=0

(−1)mzn−1−m
n∑

k=1

ask · σm
k (a1, . . . , an)

(ak − a1) . . . (ak − ak−1) (ak − ak+1) . . . (ak − an)
.

.

Ïåðåñòàâèì çíàêè ñóììèðîâàíèÿ è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà.

P (z) =

n∑
k=1

ask (z − a1) . . . (z − ak−1) (z − ak+1) . . . (z − an)

(ak − a1) . . . (ak − ak−1) (ak − ak+1) . . . (ak − an)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè âñåõ k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî P (ak) = ask. À

ïîñêîëüêó degP ⩽ n − 1, èìååì P (z) ≡ zs. Ñðàâíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòû ïðè

ñòåïåíÿõ P (z), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ.

n∑
k=1

1

ak − b
· 1

(ak − a1) . . . (ak − ak−1) (ak − ak+1) . . . (ak − an)
=

=
(−1)n+1

(a1 − b) . . . (an − b)

(3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûíåñåì â âûðàæåíèè ñëåâà äðîáü (−1)n+1/
∏

i(ai − b)

çà ñêîáêè, ïîëó÷èì:

(−1)n+1

(a1 − b) . . . (an − b)

n∑
k=1

(b− a1) . . . (b− ak−1) (b− ak+1) . . . (b− an)

(ak − a1) . . . (ak − ak−1) (ak − ak+1) . . . (ak − an)
=

=
(−1)n+1

(a1 − b) . . . (an − b)
Q(b),

ãäå, Q(b) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïî b ñòåïåíè ⩽ n−1. Îäíàêî, íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî Q(ak) = 1 ïðè k = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, Q(b) ≡ 1. ×òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.
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Ïðåäëîæåíèå 5. Ïðè âñåõ l = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà.

n∑
k=1

(ak − b1) . . . (ak − bl−1) (ak − bl+1) . . . (ak − bn)

(ak − a1) . . . (ak − ak−1) (ak − ak+1) . . . (ak − an)
σm
k (a1, . . . , an) =

= σm
l (b1, . . . , bn)

(3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí R(z), çàäàííûé ôîðìóëîé

R(z) =

n−1∑
m=0

(−1)mzn−1−m·

·

(
n∑

k=1

(ak − b1) . . . (ak − bl−1) (ak − bl+1) . . . (ak − bn)

(ak − a1) . . . (ak − ak−1) (ak − ak+1) . . . (ak − an)
σm
k (a1, . . . , an)

)
.

Èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà. Ïîëó÷èì,

÷òî

R(z) =

n∑
k=1

(ak − b1) . . . (ak − bl−1) (ak − bl+1) . . . (ak − bn)

(ak − a1) . . . (ak − ak−1) (ak − ak+1) · . . . (ak − an)

· ((z − a1) . . . (z − ak−1) (z − ak+1) . . . (z − an)).

Çàìåòèì, ÷òî R(ak) = (ak − b1) . . . (ak − bl−1) (ak − bl+1) . . . (ak − bn) ïðè âñåõ

k = 1, . . . , n. Ïîñêîëüêó R(z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ⩽ n− 1, çíà÷èò,

R(z) = (z − b1) . . . (z − bl−1) (z − bl+1) . . . (z − bn) .

Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè zn−1−m ó R(z) ðàâåí (−1)mσm
l (b1, . . . , bn),

îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

� 4. Äâèæåíèå òî÷êè ïî èíåðöèè â Rn

Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëü-

íóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Rn ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn). Íàéäåì ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê ñåìåéñòâà 1.1, êîòîðûõ êàñàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ïóñòü ÷àñòèöà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèëàñü â òî÷êå ñ êîîðäè-

íàòàìè (x1, . . . , xn) è èìåëà âåêòîð ñêîðîñòè â ýòîé òî÷êå, ðàâíûé (ẋ1, . . . , ẋn).

Â òàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû åñòü ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè:

(x1 + τ ẋ1, . . . , xn + τ ẋn) , τ ∈ R.

×òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ êâàäðèêîé ïàðàìåòðà µ, íóæ-

íî ðåøèòü ñëåäóþùåå êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà τ óðàâíåíèå:

(x1 + τ ẋ1)
2

a1 − µ
+ . . .+

(xn + τ ẋn)
2

an − µ
= 1.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî τ óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Ýòî

óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.(
x1ẋ1

a1 − µ
+ . . .+

xnẋn

an − µ

)2

=

=

(
ẋ2
1

a1 − µ
+ . . .+

ẋ2
n

an − µ

)(
x2
1

a1 − µ
+ . . .+

x2
n

an − µ
− 1

) (4.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàéòè êâàäðèêè, êîòîðûõ êàñàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè, íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå 4.1 îòíîñèòåëüíî µ.

Cïåðâà ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå: ðàñêðîåì ñêîáêè â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî

ðàâåíñòâà, ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü è óïðîñòèì åå, âûäåëèâ

ïîëíûå êâàäðàòû.

ẋ2
1

a1 − µ
+ . . .+

ẋ2
n

an − µ
−
∑
i<j

K2
i,j

(ai − µ)(aj − µ)
= 0

Çäåñü Ki,j = xiẋj − xj ẋi. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà
∏

i (ai − µ).

n∑
k=1

∏
m̸=k

(am − µ) ẋ2
k −

∑
i<j

∏
m ̸=i,j

(am − µ)K2
i,j = 0 (4.2)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì êàñàíèÿ. Åãî ñòåïåíü ðàâíà

n− 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fm êîýôôèöèåíò ïðè 2 · (−1)n−1−mµn−m−1. Ïîëó÷èì

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

Fm =
1

2

n∑
k=1

σm
k (a1, . . . , an) ẋ

2
k − 1

2

∑
i<j

σm−1
i,j (a1, . . . , an)K

2
i,j (4.3)

Çàìå÷àíèå 5. Çàìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè Fm ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè íà ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå íàøåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ F0 ðàâíà

ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Èçó÷èì òåïåðü ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñäåëàòü

ýòî áóäåò äîâîëüíî òðóäíî, ïîñêîëüêó óñëîâèÿ êàñàíèÿ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê

òåñíî ñâÿçàíû ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, ïîðîæäàåìûìè ýòèì ñåìåé-

ñòâîì. Ïîýòîìó ïåðåéäåì â ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 x2
k =

∆k

ρk
. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî è

ðàçäåëèì íà 2:

xkẋk = − 1

2ρk

n∑
i=1

∆i
kλ̇i. (4.4)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè çíàê ñóììû â äàëüíåéøåì áóäåì èçáåãàòü. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëû 1.1, 4.4, ïîëó÷èì:

ẋ2
k =

(xkẋk)
2

x2
k

=
1

4ρk∆k
∆p

k∆
q
kλ̇pλ̇q. (4.5)
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Ïîäñòàâèì ôîðìóëû 1.1, 4.4, 4.5 â 4.1, ðàñêðîåì ñêîáêè è óìíîæèì ïîëó÷åí-

íîå óðàâíåíèå íà 4.

1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
βλ̇pλ̇q =

=
∆β

ραρβ∆α(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
αλ̇pλ̇q −

1

ρα∆α(aα − µ)
∆p

α∆
q
αλ̇pλ̇q

(4.6)

Ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå âëåâî. Óïðîñòèì ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâ-

íåíèÿ, ñîáðàâ åãî êîýôôèöèåíòû ïðè λ̇pλ̇q. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) p ̸= q. Êîýôôèöèåíò ïðè λ̇pλ̇q èìååò ñëåäóþùèé âèä.

1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
β − ∆β

ραρβ∆α(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
α+

+
1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆q

α∆
p
β − ∆β

ραρβ∆α(aα − µ)(aβ − µ)
∆q

α∆
p
α+

+
2

ρα∆α(aα − µ)
∆p

α∆
q
α

Óïðîñòèì ñóììó ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûíåñåì ∆p
α∆

q
β

âìåñòå ñî çíàìåíàòåëåì çà ñêîáêè. Çàòåì óïðîñòèì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ. Ïî-

ñëå ÷åãî ïðåäñòàâèì ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî µ â âèäå ðàçíîñòè

äâóõ äðîáåé.

1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
β − ∆β

ραρβ∆α(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
α =

=
1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
β

(
1− ∆β∆

q
α

∆α∆
q
β

)
=

=
1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
β

(
1− aβ − λq

aα − λq

)
=

=
1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
q
β

aα − aβ
aα − λq

=

=
∆p

α∆
q
β

ραρβ(aα − λq)

(
1

aβ − µ
− 1

aα − µ

)
Òåïåðü ðàñêðîåì ñêîáêè â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè è âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïî-

ìåíÿåì ìåñòàìè α è β. Ïîëó÷èì

∆β∆α

ραρβ(aβ − µ)

(
1

(aα − λq)(aα − λp)(aβ − λq)
− 1

(aβ − λq)(aβ − λp)(aα − λq)

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñî âòîðûìè äâóìÿ ñëàãàåìûìè:

∆β∆α

ραρβ(aβ − µ)

(
1

(aα − λp)(aα − λq)(aβ − λp)
− 1

(aβ − λp)(aβ − λq)(aα − λp)

)
.

Ñóììà ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé ðàâíà

2
∆β∆α

ραρβ(aβ − µ)

aβ − aα
(aα − λp)(aα − λq)(aβ − λp)(aβ − λq)

.
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Ïðåäñòàâèì aβ − aα êàê aβ − λp − aα + λp è ïðîñóììèðóåì âûðàæåíèå âûøå

ñíà÷àëà ïî α, à çàòåì ïî β.

2
∆β∆α

ραρβ(aβ − µ)

aβ − λp − aα + λp

(aα − λp)(aα − λq)(aβ − λp)(aβ − λq)
=

= 2
∆β

ρβ(aβ − µ)(aβ − λp)(aβ − λq)

(
(aβ − λp)

∆α

ρα(aα − λp)(aα − λq)
− ∆α

ρα(aα − λq)

)
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò óòâåðæäåíèé 1, 2, óïðîñòèì ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå.

−2
∆β

ρβ(aβ − µ)(aβ − λp)(aβ − λq)
= −2

∆p
β∆

q
β

ρβ∆β(aβ − µ)

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñóììà ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ ðàâíà ïÿòîìó ñëàãàå-

ìîìó, âçÿòîìó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè

λ̇pλ̇q ðàâåí íóëþ ïðè p ̸= q. Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé.

2) p = q. Êîýôôèöèåíò ïðè λ̇2
p èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
p
β − ∆β

ραρβ∆α(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
p
α+

+
1

ρα∆α(aα − µ)
∆p

α∆
p
α.

Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå óïðîñòèì ñóììó ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ.

1

ραρβ(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
p
β − ∆β

ραρβ∆α(aα − µ)(aβ − µ)
∆p

α∆
p
α =

=
∆p

α∆
p
β

ραρβ(aα − λp)

(
1

aβ − µ
− 1

aα − µ

)
Ðàñêðîåì ñêîáêè â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè è ïðîñóììèðóåì âòîðîå ñëàãàåìîå

ïî β, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû 2.2:

=
∆p

α∆
p
β

ραρβ(aα − λp)

1

aβ − µ
−

∆p
β∆

p
α

ραρβ(aα − λp)

1

aα − µ
=

=
∆p

β

ρβ(aβ − µ)

(
∆p

α

ρα(aα − λp)

)
− ∆p

α

ρα(aα − λp)(aα − µ)

(
∆p

β

ρβ

)
=

=
∆p

β

ρβ(aβ − µ)

(
∆p

α

ρα(aα − λp)

)
− ∆p

α

ρα(aα − λp)(aα − µ)
=

=
∆p

β

ρβ(aβ − µ)

(
∆p

α

ρα(aα − λp)

)
− ∆p

α∆
p
α

ρα∆α(aα − µ)
.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïåðåä λ̇2
p èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∆p
β

ρβ(aβ − µ)

(
∆p

α

ρα(aα − λp)

)
.
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Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ñóììû
∆p

α

ρα(aα − λp)
. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì ÿâíóþ ôîðìóëó

åå ñëàãàåìûõ.
n∑

α=1

1

aα − λp
· (aα − λ1) . . . (aα − λp−1)(aα − λp+1) . . . (aα − λn)

(aα − a1) . . . (aα − aα−1)(aα − aα+1) . . . (aα − an)

Ïðåäñòàâèì êàæäîå aα−λi â âèäå aα−λp+λp−λi. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëèòåëü

êàæäîé äðîáè åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ⩽ n−1 îò aα−λp. Ïîñêîëüêó â çíàìåíà-

òåëå äðîáåé âñåãäà ïðèñóòñòâóåò ìíîæèòåëü aα−λp, ïî ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ

3.1 ýòó ñóììó ìîæíî óïðîñòèòü è ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

n∑
a=1

1

aα − λp
· (λp − λ1) . . . (λp − λp−1)(λp − λp+1) . . . (λp − λn)

(aα − a1) . . . (aα − aα−1)(aα − aα+1) . . . (aα − an)

Ïîñêîëüêó ÷èñëèòåëü ó âñåõ äðîáåé îáùèé, òî ïî ôîðìóëå 3.2 ïðåîáðàçóåì ýòî

âûðàæåíèå ê âèäó

(λ1 − λp) . . . (λp−1 − λp)(λp+1 − λp) . . . (λn − λp)

(a1 − λp) (a2 − λp) . . . (an−1 − λp)(an − λp)
.

Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Ap, òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè λp âûãëÿäèò òàê:

Ap

n∑
β=1

∆p
β

ρβ(aβ − µ)
.

Â èòîãå, óðàâíåíèå 4.1 ìû ïðèâåëè ê ñëåäóþùåìó âèäó:

n∑
p=1

 n∑
β=1

∆p
β

ρβ(aβ − µ)

Apλ̇
2
p = 0.

Äîìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà
∏

i (ai − µ).

n∑
p=1

 n∑
β=1

∆p
β

ρβ

∏
i ̸=β

(ai − µ)

Apλ̇
2
p = 0

Ïîñêîëüêó â ñàìîì íà÷àëå ìû ðàçäåëèëè óðàâíåíèå íà 4, èç ïîñëåäíåãî ñî-

îòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Fm =
1

8

n∑
p=1

 n∑
β=1

∆p
β

ρβ
σm
β (a1, . . . , an)

Apλ̇
2
p.

Îñòàëîñü óïðîñòèòü âíóòðåííþþ ñóììó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

ñóììèðîâàíèÿ 3.3.

n∑
β=1

∆p
β

ρβ
σm
β (a1, . . . , an) =

=

n∑
β=1

(ak − λ1) . . . (ak − λp−1) (ak − λp+1) . . . (aβ − λn)

(aβ − a1) . . . (aβ − aβ−1) (aβ − aβ+1) . . . (aβ − an)
σm
β (a1, . . . , an) =

= σm
p (λ1, . . . , λn) .
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Èòàê, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

Fm =
1

8

n∑
p=1

σm
p (λ1, . . . , λn)Apλ̇

2
p.

Îòìåòèì, ÷òî â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèè Fm çàïèñûâàþòñÿ â

áîëåå ïðîñòîì âèäå. Îäíàêî èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòèõ ôóíêöèé ìû áóäåì

ïðîâîäèòü ñ òî÷êè çðåíèÿ Ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè. Ïîýòîìó ïåðåéäåì ê êî-

îðäèíàòíî-èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Ìû óæå çàìåòèëè, ÷òî ôóíêöèÿ F0 ðàâíà ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè (ñì. 5). Ïîëîæèì Âp = A−1
p . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáîá-

ùåííûõ èìïóëüñîâ

pi =
∂H

∂λ̇i

=
1

4
Aiλ̇i,

îòêóäà λ̇i = 4Âipi. Ñëåäîâàòåëüíî,

Fm = 2

n∑
i=1

σm
i (λ1, . . . , λn)Âip

2
i . (4.7)

Äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé Fi. Ïåðâûì è íàè-

áîëåå âàæíûì èç âñåõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ëþáûõ i, j = 0, . . . , n − 1 è ëþáîãî k = 1, . . . , n âû-

ïîëíåíî ðàâåíñòâî
∂Fi

∂λk

∂Fj

∂pk
− ∂Fj

∂λk

∂Fi

∂pk
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ôèãóðèðóþ-

ùèå â ôîðìóëå. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ(λ1, . . . , λn) = σ.

∂Fi

∂λk
= 2

∑
m̸=k

σi
m,kÂmp2m + 2

n∑
m=1

σi
m

∂Âm

∂λk
p2m =

= 2σi
k

∂Âk

∂λk
p2k + 2

∑
m ̸=k

(
σi−1
m,kÂm + σi

m

∂Âm

∂λk

)
p2m

∂Fi

∂pk
= 4σi

kÂkpk

Ñëåäîâàòåëüíî âûðàæåíèå
∂Fi

∂λk

∂Fj

∂pk
− ∂Fj

∂λk

∂Fi

∂pk
ðàâíî

8Âkpk ·
∑
m ̸=k

((
σj
kσ

i−1
m,k − σi

kσ
j−1
m,k

)
Âm +

(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

) ∂Âm

∂λk

)
p2m.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ m âûïîëíåíî ðàâåíñòâî(
σj
kσ

i−1
m,k − σi

kσ
j−1
m,k

)
Âm +

(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

) ∂Âm

∂λk
= 0.
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Äëÿ ýòîãî çàìåòèì äâà ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ òîæäåñòâà.

λmσi−1
m,k + σi

m,k = σi
k

λkσ
i−1
m,k + σi

m,k = σi
m

Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå è ðàçäåëèì ïîëó÷èâøååñÿ òîæäåñòâî íà

λm − λk. Ïîëó÷èì, ÷òî σi−1
m,k =

σi
k − σi

m

λm − λk
. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî σj−1

m,k =

σj
k − σj

m

λm − λk
. Ñëåäîâàòåëüíî,

(
σj
kσ

i−1
m,k − σi

kσ
j−1
m,k

)
Âm +

(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

) ∂Âm

∂λk
=

=
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

λk − λm
Âm +

(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

) ∂Âm

∂λk
=

=
(
σj
kσ

i
m − σi

kσ
j
m

)( Âm

λk − λm
+

∂Âm

∂λk

)
.

Ðàâåíñòâî
Âm

λk − λm
+

∂Âm

∂λk
= 0 ïðîâåðÿåòñÿ íåòðóäíûì âû÷èñëåíèåì. ×òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äàâàéòå ïåðåôîðìóëèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå íà ÿçûêå ñêîáîê Ïóàññîíà. Ðàñ-

ñìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â T ∗Rn, n ñêîáîê

Ïóàññîíà: {·, ·}1, . . . , {·, ·}n, çàäàâàåìûõ ðàâåíñòâàìè:

{F,G}i =
∂F

∂λi

∂G

∂pi
− ∂G

∂λi

∂F

∂pi
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n.

Òî, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ àíòèñèììåòðè÷íûõ ôîðì óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

Ëåéáíèöà, ïðîâåðÿåòñÿ íåòðóäíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6 âñå ôóíêöèè Fi ÿâëÿþòñÿ êîììóòèðóþùèìè îòíî-

ñèòåëüíî êàæäîé èç ýòèõ ñêîáîê Ïóàññîíà. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

ñèëüíûì è âåñüìà íåîáû÷íûì. Îäíàêî ïî âñåé âèäèìîñòè îíî íå áûëî çàìå÷åíî

êëàññèêàìè. Èìåííî ýòî íàáëþäåíèå ñûãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 2.

Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè

ê Rn èìååò ñëåäóþùèé âèä: {·, ·} =
∑n

i=1{·, ·}i. Îòñþäà ïîëó÷àåì âàæíîå

ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèè Fm êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîá-

êè Ïóàññîíà.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, òî åñòü èç òîãî, ÷òî {F,G} =

0 íå ñëåäóåò, ÷òî {F,G}i = 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n.

Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàíîì ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíêöèÿ F0, ôóíêöèè F1, . . . , Fn−1 ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ìàòå-

ðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî èíåðöèè â Rn. À ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí
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êàñàíèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì âäîëü ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé â Rn (òî åñòü ïðÿ-

ìîé), ÷òî âåñüìà î÷åâèäíî.

Îêàçûâàåòñÿ, ñèñòåìà ôóíêöèé F0, . . . , Fn−1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçà-

âèñèìîé. Ýòî íàì ãàðàíòèðóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ôóíêöèè Fm ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïî÷òè âñþäó
D(F0, . . . , Fn−1)

D(p1 . . . , pn)
̸= 0. Èìå-

åì:
∂Fi

∂pj
= 4σi

jÂjpj .

Ñëåäîâàòåëüíî,

D(F0, . . . , Fn−1)

D(p1 . . . , pn)
= 4n

∣∣∣∣∣∣∣
σ0
1 . . . σ0

n
...

. . .
...

σn−1
1 . . . σn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣
n∏

j=1

Âjpj .

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå çà îïðåäåëèòåëåì íå íóëü ïî÷òè âñþäó. Ïîêàæåì,

÷òî è îïðåäåëèòåëü ïî÷òè âñþäó íå íóëü. Ñîïîñòàâèì j-ìó ñòîëáöó ìàòðè-

öû âíóòðè îïðåäåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåí fj(z) =
n−1∑
i=0

zn−1−i(−1)iσi
j . Îòìåòèì, ÷òî

îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîãî÷ëåíû

f1(z), . . . , fn(z) ëèíåéíî çàâèñèìû. Èç òåîðåìû Âèåòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî

j ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

fj(z) =(z − λ1) . . . (z − λj−1)(z − λj+1) . . . (z − λn) .

Ïóñòü λ1, . . . , λn ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òîãäà fj(λi) ̸= 0 â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà i ̸= j. Îòñþäà íåìåäåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè òàêèõ λ1, . . . , λn ìíî-

ãî÷ëåíû f1(z), . . . , fn(z) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ âèäà λi = λj

ïðè i ̸= j çàäàþò ìíîæåñòâî ìåðû íóëü â ôàçîâîì ïðñòðàíñòâå, ôóíêöèè

F0, . . . , Fn−1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè. ×òî è òðåáîâàëîñü äî-

êàçàòü.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èí-

òåãðèðóåìîé è åå ïåðâûå èíòåãðàëû F0, . . . , Fn−1 ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò êàñàíèå

òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Òî, ÷òî çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî èíåðöèè â Rn èíòåãðè-

ðóåìà, ÿâëÿåòñÿ îáùåèçâåñòíûì ôàêòîì. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå ïåðâûõ

èíòåãðàëîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü èìïóëüñû, ñîîòâåòñòâóþùèå äåêàðòîâûì êîîð-

äèíàòàì. Îäíàêî íàì âàæíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíî íåçà-

âèñèìûõ êîììóòèðóþùèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F0, . . . , Fn−1 ñâÿçàíà ñ êàñàíèåì

ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Òåïåðü îïðåäåëèì ñêîëüêèõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê êàñàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè â Rn. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå î

ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ.
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Ïðåäëîæåíèå 8 (Ôîðìóëà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ). Íà ñîâìåñòíîì

óðîâíå f0, . . . , fn−1 ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F0, . . . , Fn−1 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìå-

þò ñëåäóþùèé âèä.

λ̇k = ± 2
√
2∏

i ̸=k

(λi − λk)

√√√√ n∏
i=1

(ai − λk)

(
n−1∑
k=0

λn−1−k
k (−1)kfk

)
. (4.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ P (µ) =
n−1∑
k=0

µn−1−k(−1)kfk

íà ñîâìåñòíîì óðîâíå (f0, . . . , fn−1). Íàïîìíèì, ÷òî P (µ0) = 0 â òîì è òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè ïàðàìåòðà µ0. Ïî òåîðåìå

Âèåòà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû 4.7, ïîëó÷àåì, ÷òî

P (µ) = 2 ·
n∑

k=1

(λ1 − µ) . . . (λk−1 − µ)(λk+1 − µ) . . . (λn − µ)Âkp
2
k.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P (λk) = 2

n∏
i=1

(ai − λk) p
2
k. (4.9)

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè è ñêîðîñòÿìè, à òàêæå

ñîîòíîøåíèÿ 4.9, ïîëó÷àåì:

λ̇k = 4Âjpj = ± 2
√
2∏

i̸=k

(λi − λk)

√√√√ n∏
i=1

(ai − λk)P (λk).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîä êîðíåì ñòîèò ìíîãî-

÷ëåí îòíîñèòåëüíî λi, êîòîðûé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìíîãî÷ëåíà
∏

j(aj − λi) è

ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ. Èñïîëüçóÿ ýòî íàáëþäåíèå, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü f0, . . . , fn−1 � ñîâìåñòíûé óðîâåíü ïåðâûõ èíòå-

ãðàëîâ F0, . . . , Fn−1, òîãäà ìíîãî÷ëåí P (µ) =
n−1∑
k=0

µn−1−k(−1)kfk èìååò n − 1

âåùåñòâåííûé êîðåíü ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ íå÷åòíûõ n. Äëÿ ÷åòíûõ äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íîå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ñîâìåñòíîì óðîâíå F0 =

f0, . . . , Fn−1 = fn−1 (ñì. 4.8). Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ íàáîðîâ

f0, . . . , fn−1 íà ïðîìåæóòêàõ (−∞, an), (an, an−1), . . . , (a2, a1) äîëæíû íàéòèñü

ïîäûíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí

V (z) =

n∏
i=1

(ai − z)

(
n−1∑
k=0

zn−1−k(−1)kfk

)
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ïðèíèìàë áû ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî P (z) =
n−1∑
k=0

zn−1−k(−1)kfk ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè x → −∞, à

Q(z) =
n∏

i=1

(ai − z) ê +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, V (z) → −∞ ïðè x → −∞. Ïîñêîëüêó

íà èíòåðâàëå (−∞, an) äîëæåí áûòü ïîäûíòåðâàë, íà êîòîðîì V (z) > 0, íà

ïðîìåæóòêå (−∞, an) ìíîãî÷ëåí V (z) äîëæåí èìåòü õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V (z) < 0

ïðè z ∈ (an, an + ε), òîãäà íà ïðîìåæóòêå (an, an−1) äîëæåí íàéòèñü êîðåíü

P (z). Åñëè æå V (z) > 0 ïðè z ∈ (an, an + ε), òî P (z) äîëæåí èìåòü ïî êðàé-

íåé ìåðå äâà êîðíÿ íà ïðîìåæóòêå (−∞, an). Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîìåæóòêå

(−∞, an−1) ìíîãî÷ëåí P (z) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 2 êîðíÿ. Ðàññóæäàÿ àíàëî-

ãè÷íî ïî èíäóêöèè, äîêàæåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ïðÿìàÿ â Rn êàñàåòñÿ â òî÷íîñòè n − 1 ñîôîêóñíîé

êâàäðèêè. Îòìåòèì, ÷òî Ì. Øàëü â ðàáîòå [3] äîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ â

R3 êàñàåòñÿ ðîâíî äâóõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Ïîäûòîæèì ýòîò ïàðàãðàô ñëåäóþùèì ñëåäñòâèåì.

Ñëåäñòâèå 2. Òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî èíåðöèè

â Rn êàñàåòñÿ n − 1 ñîôîêóñíîé êâàäðèêè. Ïàðàìåòðû ýòèõ êâàäðèê, âçÿòûå

âìåñòå ñ ýíåðãèåé ÷àñòèöû îáðàçóþò ñèñòåìó èç n ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ

ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

� 5. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q1, . . . , Qk � íåâûðîæäåííûå ñîôîêóñíûå êâàä-

ðèêè ðàçíûõ òèïîâ â Rn è Q =
k⋂

i=1

Qi. Ôèêñèðóÿ êâàäðèêó Qi, ìû ôèêñèðó-

åì ýëëèïòè÷åñêóþ êîîðäèíàòó ñ íîìåðîì ci è íàîáîðîò (ôèêñèðóÿ íåêîòîðóþ

ýëëèïòè÷åñêóþ êîîðäèíàòó, ìû ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ êâàäðèêó èç ñåìåéñòâà

ñîôîêóñíûõ). Ïîñêîëüêó âñå êâàäðèêè Qi íåâûðîæäåíû è èìåþò ðàçëè÷íûé

òèï, Q çàäàåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé çàôèêñèðîâàíû k ýëëèïòè÷åñêèõ

êîîðäèíàò λc1 , . . . , λck . Èìïóëüñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîîðäèíàòàì, ðàâíû

íóëþ íà Q, à îñòàâøèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè

íà ýòîì ïåðåñå÷åíèè.

Ôóíêöèÿ H = F0 ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà Q, ïî-

ýòîìó ïî ïðåäëîæåíèþ 6 ôóíêöèè F0, . . . , Fn−1 ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè

ýòîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû îãðàíè÷èòü ôóíêöèþ Fj íà êâàäðèêó Qi

íóæíî çàôèêñèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êîîðäèíàòó, à èìïóëüñ

ýòîé êîîðäèíàòû ïîëîæèòü ðàâíûì 0. Ýòî íèêàê íå îòðàçèòñÿ íà ïðåäëîæåíèè

6. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå êàñàíèÿ 4.2 ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü ëþáîé ãåîäåçè÷å-

ñêîé íà Q. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 9 ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò n − 1 êî-

ðåíü. ×àñòü êîðíåé èçâåñòíû: ýòî ïàðàìåòðû êâàäðèê Q1, . . . , Qk. Îñòàâøèåñÿ

n− k− 1 êîðíåé ñóòü ïàðàìåòðû êâàäðèê, êîòîðûõ íåòðèâèàëüíî êàñàþòñÿ âñå

êàñàòåëüíûå ëèíèè ïðîâåäåííûå ê äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé. Òåì ñàìûì, ïóíêò 2

äîêàçàí.



ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ßÊÎÁÈ-ØÀËß 19

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè F0, . . . , Fn−k−1 ôóíê-

öèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà Q. Ïðîâåðêà ýòîãî ôàêòà ïðîâîäèòñÿ êàê â ïðåäëî-

æåíèè 7. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 6. Òîïîëîãèÿ êîìïàêòíûõ ïåðåñå÷åíèé ñîôîêóñíûõ êâàäðèê

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó 3 î êëàññàõ ãîìåîìîðôíîñòè êîì-

ïàêòíûõ ïåðåñå÷åíèé íåñêîëüêèõ íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå Â.Â. Êîçëîâà î òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðåïÿòñòâèÿõ ê èíòåãðèðóåìîñòè (ñì. [14]) ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà äâóìåð-

íîé êîìïàêòíîé çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé àíàëèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè îáëà-

äàåò äîïîëíèòåëüíûì àíàëèòè÷åñêèì ïåðâûì èíòåãðàëîì â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèáî äâóìåðíîé ñôåðîé S2, ëèáî äâó-

ìåðíûì òîðîì T 2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïåðåñå÷åíèå n − 2 ñîôîêóñíûõ êâàäðèê

â Rn êîìïàêòíî, òî ïî òåîðåìå Â.Â. Êîçëîâà è òåîðåìå 2 ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà

òàêîãî ïåðåñå÷åíèÿ ãîìåîìîðôíà ëèáî äâóìåðíîé ñôåðå S2 èëè äâóìåðíîìó

òîðó T 2. Ýòîò ôàêò áûë îòìå÷åí ðàíåå Â.À. Êèáêàëî.

Îäíàêî, òàêèì ïîäõîä íåïðèìåíèì â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáî-

äû. Ïîýòîìó ñïåðâà ïîäðîáíî ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó. Îïðåäåëèì

êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè êîìïàêòíûõ ïåðåñå÷åíèé äâóõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â

R4. Êîìïàêòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî îäíà èç êâàäðèê ÿâëÿ-

åòñÿ ýëëèïñîèäîì. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî çàôèêñèðîâàíà

ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà λ1.

Òðåõìåðíûé ýëëèïñîèä â R4 åñòü ñêëåéêà äâóõ îäèíàêîâûõ îáëàñòåé, îãðà-

íè÷åííûõ ýëëèïñîèäîì, ïî èõ ãðàíèöå. Áîëåå òîãî, ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû

λ2, λ3, λ4 íà òðåõìåðíîì ýëëèïñîèäå â R4 ñîîòâåòñòâóþò ýëëèïòè÷åñêèì êîîð-

äèíàòàì λ′
1, λ

′
2, λ

′
3 â îáëàñòè âíóòðè äâóìåðíîãî ýëëèïñîèäà â R3.

Ïîñêîëüêó ìû èññëåäóåì êîìïàêòíûå ïåðåñå÷åíèÿ, òî âîçìîæíû òðè âàðè-

àíòà ôèêñàöèè êîîðäèíàò: λ1 è λ2, λ1 è λ3, λ1 è λ4. Ðàññìîòðèì ïåðâûé

ñëó÷àé. Ôèêñèðóÿ ýëëèïòè÷åñêóþ êîîðäèíàòó λ′
1 â îáëàñòè âíóòðè äâóìåðíîãî

ýëëèïñîèäà, ìû ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ äâóìåðíîé ñôåðå S2 (ñì.

ðèñ 6a). Ñëåäîâàòåëüíî, ñêëåèâ äâå òàêèå îáëàñòè ïî ãðàíèöå, ïîëó÷èì, ÷òî

ïåðåñå÷åíèå äâóõ íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R4, ñîîòâåòñòâóþùèõ

êîîðäèíàòàì λ1 è λ2, ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ñôåð, òî åñòü

ïðÿìîìó ïðèçâåäåíèþ íóëüìåðíîé è äâóìåðíîé ñôåð S0 × S2.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû äîëæíû çàôèêñèðîâàòü â îáëàñòè âíóòðè äâóìåðíîãî

ýëëèïñîèäà ýëëèïòè÷åñêóþ êîîðäèíàòó λ′
2. Ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü, ãîìåîìîðô-

íóþ öèëèíäðó (ñì. ðèñ. 6b). Ïðè ñêëåéêå äâóõ òàêèõ îáëàñòåé ýòè öèëèíäðû

ñêëÿþòñÿ â äâóìåðíûé òîð T 2 = S1 × S1.

Â òðåòüåì ñëó÷àå, ôèêñèðóÿ λ′
3 â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äâóìåðíûì ýëëèï-

ñîèäîì, ïîëó÷èì íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ äèñêîâ (ñì. ðèñ 6c). Ïðè ñêëåéêå

äâóõ òàêèõ îäèíàêîâûõ îáëàñòåé 4 äèñêà ïðåîáðàçóþòñÿ â äâå äâóìåðíûå ñôå-

ðû, òî åñòü â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñôåð S2 × S0.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïàêòíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê â R4 âñåãäà ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñôåð. Çàìåòèì,
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Ðèñ. 3. Îáëàñòü âíóòðè äâóìåðíîãî ýëëèïñîèäà ñ çàôèêñèðîâàííîé
ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòîé a) λ′

1, b) λ
′
2, c) λ

′
3.

÷òî ðàçìåðíîñòè ýòèõ ñôåð ðàâíû êîëè÷åñòâó íåçàôèêñèðîâàííûõ ýëëèïòè÷å-

ñêèõ êîîðäèíàò ìåæäó äâóìÿ çàôèêñèðîâàííûìè è êîëè÷åñòâó íåçàôèêñèðî-

âàííûõ êîîðäèíàò, áîëüøèõ ìàêñèìàëüíîé çàôèêñèðîâàííîé.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû

â îáîçíà÷åíèÿõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1 < . . . < an è λ1 ∈ (−∞, a1), λ2 ∈
(a1, a2), . . . , λn ∈ (an−1, an).

Ïóñòü êâàäðèêè Q1, . . . , Qk óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ èõ ïàðàìåòðîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ci íîìåð ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùåé êâàä-

ðèêå Qi. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ c1 < · · · < ck. Ïîëîæèì ck+1 = n+ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q =
k⋂

i=1

Qi êîìïàêòíî. Êîìïàêòíîñòü òàêîãî ïåðåñå÷åíèÿ

ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî îäíà èç êâàäðèê Qi ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì. Â ñâîþ

î÷åðåäü, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî êîîðäèíàòà λ1 çàôèêñèðîâàíà íà Q, òî

åñòü c1 = 1.

Ðàçîáüåì íîìåðà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà ñëåäóþùèå k ãðóïï: I1 =

{c1, . . . , c2 − 1}, I2 = {c2, . . . , c3 − 1}, . . . , Ik = {ck, . . . , ck+1 − 1}. Çàìåòèì, ÷òî

âñå ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîêðûâàþò âñå ÷èñëà îò 1 äî n. Áîëåå

òîãî, íà Q çàôèêñèðîâàíî ðîâíî ïî îäíîé êîîðäèíàòå èõ êàæäîãî ìíîæåñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç mj = cj+1 − cj − 1 ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ij , óìåíüøåííóþ

íà 1. Òåîðåìà 3 óòâåðæäàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü Q ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèç-

âåäåíèþ ñôåð Sm1 × · · · × Smk . Ïîêàæåì ýòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðåâà íàïîìíèì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, êàê

ôóíêöèè òî÷êè â Rn ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn), ÿâëÿþòñÿ íåïðå-

ðûâíûìè. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 2.2. Äëÿ ëþáîãî
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α = 1, . . . , k è i ∈ Iα ðàñïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ êîîðäèíàòû xi:

x2
i =

n∏
j=1

(ai − λj)∏
j ̸=i

(ai − aj)
=

∏
j∈Iα

(ai − λj)∏
j∈Iα,j ̸=i

(ai − aj)
·

∏
j /∈Iα

(ai − λj)∏
j /∈Iα

(ai − aj)
. (6.1)

Îáîçíà÷èì âòîðîé ìíîæèòåëü â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ÷åðåç Bi(λ). Çàìåòèì, ÷òî

ïåðâûé ìíîæèòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ôîðìóëó ñâÿçè òè-

ïà 2.2 äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâó ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê
z21

acα − λ
+

z22
acα+1 − λ

+ · · ·+
z2mi+1

acα+1−1 − λ
= 1.

Ïîýòîìó ïåðâûé ìíîæèòåëü â ïðîèçâåäåíèè 6.1 íåîòðèöàòåëüíûé. Ñëåäîâà-

òåëüíî, Bi(λ) ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî i.

Ïîêàæåì, ÷òî íà Q âñå Bi(λ) > 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Bi(λ) ̸= 0 íà ýòîì ïåðåñå÷åíèè. Ïóñòü Bi(λ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, òîãäà

íàéäåòñÿ j /∈ Iα, òàêîå, ÷òî λj = ai. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ai ìîãóò ïðèíè-

ìàòü òîëüêî äâå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû: λi è λi+1, èìååì j = i + 1. Òàê

êàê j /∈ Iα, òî j ∈ Iα+1 è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â ýòîì ìíîæåñòâå.

Íàèìåíüøèå êîîðäèíàòû â ìíîæåñòâàõ Ik ôèêñèðîâàíû íà Q, ñëåäîâàòåëüíî,

êîîðäèíàòà λj çàôèêñèðîâàíà. À ïîñêîëüêó êâàäðèêè Q1, . . . , Qk íåâûðîæäå-

íû, òî íà Q èìååì λi+1 ∈ (ai, ai+1). Çíà÷èò, λj ̸= ai. Ïîýòîìó âñå Bi(λ) > 0 íà

ðàññìàòðèâàåìîì ïåðåñå÷åíèè.

Ðàññìîòðèì Rn ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (y1, . . . , yn) è çàäàäèì îòîáðà-

æåíèå f íà ìíîæåñòâå Q ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

yi =
xi√
Bi(λ)

äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

Ïîñêîëüêó Bi(λ) > 0 íà Q, îòîáðàæåíèå f êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Áîëåå òîãî,

òàê êàê ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñóòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè òî÷êè, îòîáðà-

æåíèå f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî α = 1, . . . , k è ëþáîãî

i ∈ Iα

y2i =

∏
j∈Iα

(ai − λj)∏
j∈Iα,j ̸=i

(ai − aj)
.

Ïîêàæåì, ÷òî f èíúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, çíàÿ âñå yi ìû îäíîçíà÷íî

âîññòàíîâèì ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû åå ïðîîáðàçà. À ïîñêîëüêó, â äîáàâîê

ê ýòîìó, çíàêè êîîðäèíàò òî÷êè è êîîðäèíàò îáðàçà ýòîé òî÷êè ñîîòâåòñòâåííî

ñîâïàäàþò, ìû îäíîçíà÷íî ìîæåì âîññòàíîâèòü ïðîîáðàç òî÷êè (y1, . . . , yn) ïðè

îòîáðàæåíèè f .

Òàê êàê Q êîìïàêòíî, à f � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, òî Q ãîìåîìîðôíî

f(Q). Íàéäåì êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè f(Q). Ïîñêîëüêó yci , . . . , yci+1−1 ñâÿçà-

íû ñ λci , . . . , λci+1−1, êàê ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñ äåêàðòîâûìè, ôèêñèðóÿ

êâàäðèêó Qi ìû ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå âèäà

y2ci
aci − λci

+ · · ·+
y2ci+1−1

aci+1−1 − λci

= 1. (6.2)
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Â Rmi+1(yci , . . . , yci+1−1) ýòà ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä ðàç-

ìåðíîñòè mi, êîòîðûé ãîìåîìîðôåí ñôåðå Smi .

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü f(Q) åñòü ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê 6.2 ïî âñåì i =

1, . . . , k. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ yi âñòðå÷àåòñÿ ëèøü åäèíàæäû âî

âñåõ ýòèõ óðàâåíèÿõ, ñëåäîâàòåëüíî f(Q) ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

ñôåð Sm1 × · · · × Smk . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 6. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ìû íèãäå íå ïîëüçîâà-

ëèñü èíòåãðèðóåìîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.

� 7. Ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 ñûãðàëî óòâåðæäåíèå 6. Â ýòîì

ïàðàãðàôå ìû îïèøåì êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïîñëå ÷åãî äîêàæåì òåîðåìó 4.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â Rn ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ ñèë ñ

ïîòåíöèàëîì V (x1, . . . , xn). Ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé ýòîé ñèñòåìû ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ G0 = F0 + V . Ñëåäóÿ Â.Â. Êîçëîâó (ñì. [16]), áóäåì èñêàòü

äîïîëîíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû G1, . . . , Gn−1 ê ãàìèëüòîíèàíó G0 â ñëåäó-

þùåì âèäå: Gi = Fi + fi, ãäå i = 1, . . . , n − 1, à ôóíêöèè f1, . . . , fn−1 çàâèñÿò

òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå 7. Îòìåòèì, ÷òî Â.Â. Êîçëîâ èñïîëüçîâàë ýòîò ìåòîä äëÿ ïî-

èñêà äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì âíóòðè ýë-

ëèïñà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå îòðàæåíèå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, òî åñòü èñêàòü

äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû, êàê èíòåãðàëû çàäà÷è áåç îòðàæåíèÿ.

Åñëè íàì óäàñòñÿ íàéòè ôóíêöèè fi, òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7 ôóíêöèè

G0, . . . , Gn−1 áóäóò ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè.

Èòàê, ôóíêöèè Gi ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-

ìû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà {Gi, G0} = 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n− 1,

òî åñòü

0 = {Gi, G0} = {Fi + fi, F0 + V } = {Fi, V } − {F0, fi}.

Ðàñïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

4

n∑
j=1

σi
jÂjpj

∂V

∂λj
− 4

n∑
j=1

Âjpj
∂fi
∂λj

= 0

Îíè ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂fi
∂λj

= σi
j

∂V

∂λj
äëÿ ëþáûõ i, j.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî

óñëîâèå ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ, òî åñòü

∂

∂λk

(
σi
j

∂V

∂λj

)
=

∂

∂λj

(
σi
k

∂V

∂λk

)
i = 1, . . . , n− 1, j, k = 1, . . . , n.
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Ðàñïèñûâàÿ ïðîèçâîäíûå îò ïðîèçâåäåíèÿ è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî σi
j − σi

k =

(λj−λk)σ
i
jk, ïðèâåäåì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ñèñòåìå

1.1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì 1.1, òî

íàéäóòñÿ ãëàäêèå ôóíêöèè f1, . . . , fn, à ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà áóäåò îáëàäàòü

n ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì. Åñëè ãëàäêàÿ ôóíê-

öèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì 1.1, òî ôóíêöèè G0, . . . , Gn−1 óäîâëåòâîðÿþò

ïðåäëîæåíèþ 6. Â ýòîì ìîæíî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ.

Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ãëàä-

êàÿ ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì 1.1, òî çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè íà ïåðåñå÷åíèè íåñêîëüêèõ íåâûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ êâàä-

ðèê ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà V ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé. Òåì

ñàìûì, òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë Ãóêà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿåò

òåîðåìå 4. Òàêæå èíòåãðèðóåìûì ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë V =
n∑

i=1

αi

x2
i

, íàéäåííûé

Â.Â. Êîçëîâûì. Çäåñü αi ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû. Õîòü îí è

íå ïîïàäàåò ïîä óñëîâèå òåîðåìû 4, îäíàêî ôóíêöèè fi äëÿ íåãî íàõîäÿòñÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] C.G.G. Jacobi, �Note von der geod�atischen Linie auf einem Ellipsoid und den
verschiedenen Anwendungen einer merkw�urdigen analytischen Substitution�, Journal
f�ur die Reine und Angewandte Mathematik, 1839, �19, 309�313.

[2] Ê. ßêîáè, Ëåêöèè ïî äèíàìèêå, Ãîñòåõèçäàò, Ì., 1936.
[3] M. Chasles, �Sur les lignes g�eod�esiques et les lignes de courbure des surfaces du second

degr�e�, Journal de Math�ematiques Pures et Appliqu�ees, 11 (1846), 5�20.
[4] Â.È. Àðíîëüä, Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, Íàóêà, Ì.,

1989.
[5] À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî, �Òðàåêòîðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïî-

òîêîâ äâóìåðíûõ ýëëèïñîèäîâ. Çàäà÷à ßêîáè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðè-
ðóåìîìó ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà�, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë.,
29:3 (1995), 1�15.

[6] À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî, Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ãåî-

ìåòðèÿ. Òîïîëîãèÿ. Êëàññèôèêàöèÿ, ò. 1, 2, Èçäàòåëüñêèé äîì �Óäìóðòñêèé
óíèâåðñèòåò�, Èæåâñê, 1999.

[7] Í.Ò. Çóíã, �Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ
íà ìíîãîìåðíîì òîðå è ñôåðå�, Proc. Steklov Inst. Math., 205 (1995), 63�78.

[8] K.M. Davison, H.R. Dullin, A.V. Bolsinov, �Geodesics on the ellipsoid and
monodromy�, Journal of Geometry and Physics, 57:12 (2006), 2437�2454.

[9] Â.Â. Êîçëîâ, Ä.Â. Òðåùåâ, Ãåíåòè÷åñêîå ââåäåíèå â äèíàìèêó ñèñòåì ñ óäàðàìè,
èçäàòåëüñòâî �ÌÃÓ�, Ì., 1991.

[10] Â. Äðàãîâè÷, Ì. Ðàäíîâè÷, Èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû, êâàäðèêè è ìíîãîìåðíûå

ïîðèçìû Ïîíñåëå, èçäàòåëüñòâî �ÐÕÄ�, Ì.�Èæåâñê, 2010.
[11] Â.Â. Ôîêè÷åâà, �Îïèñàíèå îñîáåííîñòåé ñèñòåìû �áèëüÿðä â ýëëèïñå��, Âåñòí.

Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì., ìåõ., 2012, �5, 31�34.
[12] Â.Â. Ôîêè÷åâà, �Îïèñàíèå îñîáåííîñòåé ñèñòåìû áèëüÿðäà â îáëàñòÿõ, îãðàíè-

÷åííûõ ñîôîêóñíûìè ýëëèïñàìè èëè ãèïåðáîëàìè�, Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1.

Ìàòåì., ìåõ., 2014, �4, 18�27.



24 Ã.Â. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ

[13] Â.Â. Ôîêè÷åâà, �Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäîâ â ëîêàëüíî ïëîñ-
êèõ îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê�, Ìàòåì. ñá., 206:10
(2015), 127�176.

[14] Â.Â. Êîçëîâ, �Òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè íàòóðàëüíûõ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèñòåì�, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 249:6 (1979), 1299�1302.

[15] S. Hitler, S. L. Merdano, �Intersections of quadrics, moment-angle manifolds and
connected sums�, Geometry & Topology, 17 (2013), 1497�1534.

[16] Â.Â. Êîçëîâ, �Íåêîòîðûå èíòåãðèðóåìûå îáîáùåíèÿ çàäà÷è ßêîáè î ãåîäåçè÷å-
ñêèõ íà ýëëèïñîèäå�, Ïðèêë. ìàòåì. è ìåõàí., 59:1 (1995), 3�9.

Ã.Â. Áåëîçåðîâ (G.V. Belozerov)
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
E-mail : gleb0511beloz@yandex.ru

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ
08.11.2022

mailto:gleb0511beloz@yandex.ru

	1 Введение
	2 Софокусные квадрики и эллиптические координаты
	3 Формулы суммирования
	4 Движение точки по инерции в Rn
	5 Доказательство основной теоремы
	6 Топология компактных пересечений софокусных квадрик
	7 Системы с потенциалом
	Список литературы

