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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ áèëëèàðäû âíóòðè ìíîãîìåðíûõ îáëàñòåé, îãðà-
íè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, ñ óãëàìè èçëîìà íà ãðàíèöå, ðàâíûìè π/2.
Ñîãëàñíî òåîðåìå ßêîáè-Øàëÿ (î ãåîäåçè÷åñêèõ íà êâàäðèêàõ) êëàññè÷åñêèå áèë-
ëèàðäû âíóòðè òàêèõ îáëàñòåé (ò.å. â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðè-
ðóåìûìè. Â ðàáîòå îïðåäåëåíû óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë V , ïðè äîáàâëåíèè êîòîðîãî
èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû ñîõðàíèòñÿ. Íàéäåí ÿâíûé âèä èíòåãðèðóåìîãî ïîëèíî-
ìèàëüíîãî ïîòåíöèàëà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Äëÿ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ ñ òàêèì
ïîòåíöèàëîì âíóòðè ýëëèïñîèäà, à òàêæå áåñôîêóñíûõ ñòîëîâ îïèñàíî óñòðîéñòâî
ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîåâ, îòâå÷àþùèõ íåâûðîæäåííûì îñîáåííî-
ñòÿì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèëëèàðä, èíòåãðèðóåìûé áèëëèàðä, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ,

òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû, àòîìû.

�1 Îïèñàíèå ñèñòåìû. Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè

1.1 Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè. Ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì Rn(x1, . . . , xn) ñåìåé-
ñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê

x21
a1 − λ

+ · · ·+ x2n
an − λ

= 1. (1)

Çäåñü a1 > · · · > an � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Íà
ðèñóíêå 1 ïðîèëëþñòðèðîâàíû ñîôîêóñíûå êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîôîêóñíîå ñåìåéñòâî îáëàäàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî èç íèõ áåç äîêàçàòåëüñòâ.

� Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè îðòîãîíàëüíû â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ.

� ×åðåç êàæäóþ òî÷êó Rn ïðîõîäèò â òî÷íîñòè n ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè. Åñëè îáîçíà÷èòü ïàðàìåòðû ýòèõ êâàäðèê ÷åðåç λ1 ⩾ · · · ⩾ λn, òî
λ1 ∈ [a2, a1], λ2 ∈ [a3, a2], . . . , λn ∈ (−∞, an].

Îïðåäåëåíèå 1. Êîîðäèíàòû (λ1, . . . , λn) íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè.

Çàìå÷àíèå 1. Ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû áûëè ââåäåíû Ê. ßêîáè (ñì., íàïðè-
ìåð, [1]) ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ïîâåðõíî-
ñòè n-îñíîãî ýëëèïñîèäà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ �22-71-10106.
2Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, gleb0511beloz@yandex.ru
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Ðèñ. 1: Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè: 1 � íà ïëîñêîñòè, 2 � â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Âûâåäåì íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè è äåêàðòîâûìè êîîð-
äèíàòàìè. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ λi ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ 1. Óìíîæèì

åãî íà
n∏

i=1

(λ− ai) è ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå â îäíó ñòîðîíó

n∏
i=1

(λ− ai)−
∏
i̸=1

(λ− ai)x
2
1 − · · · −

∏
i̸=n

(λ− ai)x
2
n = 0

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì Âèåòà âûðàæåíèå ñëåâà ðàâíî (λ − λ1) . . . (λ − λn). Ïðèðàâ-
íèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ, çàêëþ÷àåì
x21 + · · ·+ x2n = σ1(a1, . . . , an)− σ1(λ1, . . . , λn),

σ1
1(a1, . . . , an)x

2
1 + · · ·+ σn

1 (a1, . . . , an)x
2
n = σ2(a1, . . . , an)− σ2(λ1, . . . , λn),

. . . . . . . . . . . . . . .

σ1
n−1(a1, . . . , an)x

2
1 + · · ·+ σn

n−1(a1, . . . , an)x
2
n = σn(a1, . . . , an)− σn(λ1, . . . , λn).

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç σ
i1...ip
k (b1, . . . , bn) áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè-

÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k îò ïåðåìåííûõ {b1, . . . , bn}\{bi1, . . . , bip}. Ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî σ

i1...ip
−1 ≡ 0, σ

i1...ip
0 ≡ 1. Áîëåå êðàòêî ïîñëåäíþþ ñèñòåìó ìîæåì ïåðåïèñàòü

òàê:
n∑

i=1

σi
k−1(a1, . . . , an)x

2
i = σk(a1, . . . , an)− σk(λ1, . . . , λn) ∀k = 1, . . . , n. (2)

Åñëè ðàññìîòðåòü ýòè óðàâíåíèÿ êàê ñèñòåìó íà x21, . . . , x
2
n è ðåøèòü åå, ïîëó÷èì

x2k =

n∏
i=1

(ak − λi)∏
i̸=k

(ak − ai)
∀k = 1, . . . , n. (3)
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1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îïèñàíèå ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì â Rn êîìïàêòíóþ
îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ñ äâóãðàííûìè
óãëàìè èçëîìà ãðàíèöû, ðàâíûìè π/2. Òàêóþ îáëàñòü áóäåì íàçûâàòü ñîôîêóñíûì
áèëëèàðäíûì ñòîëîì. Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ñîôîêóñíûõ ñòîëîâ
íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.

Ðèñ. 2: Ïðèìåðû ñîôîêóñíûõ ñòîëîâ: 1 � íà ïëîñêîñòè, 2 � â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü D � ñîôîêóñíûé áèëëèàðäíûé ñòîë, à V � ôóíêöèÿ, ãëàäêàÿ â îêðåñò-
íîñòè ñòîëà D. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ìà-
òåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè D ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèà-
ëà V , îòðàæàÿñü îò ãðàíèöû D àáñîëþòíî óïðóãî. Òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
ìû áóäåì íàçûâàòü ñîôîêóñíûì áèëëèàðäîì ñ ïîòåíöèàëîì V .

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâåäåííîå âûøå îïèñàíèå ñèñòåìû íå îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ÷à-
ñòèöû â òî÷êàõ èçëîìà ãðàíèöû áèëëèàðäíîãî ñòîëà. Îäíàêî ââèäó òîãî, ÷òî âñå
äâóãðàííûå óãëû èçëîìà ðàâíû π/2 (à íå 3π/2), äâèæåíèå ÷àñòèöû, ïîïàâøåé
íà ñòûê íåñêîëüêèõ ãðàíåé ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè. Åñëè ÷àñòèöà
ïðèøëà â òî÷êó P ãðàíèöû áèëëèàðäíîãî ñòîëà ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè v è â ýòîé
òî÷êå ñìûêàþòñÿ ãðàíè γ1, . . . , γk, òî îíà âûéäåò èç òî÷êè P ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè
v′, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç v ïîñëåäîâàòåëüíûì îòðàæåíèåì îò γ1, . . . , γk.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíî-
ãîîáðàçèåìM 2n = {(x, v)|x ∈ D, v ∈ TxR3}/ ∼, ãäå ∼ � ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà ãðàíèöå áèëëèàðäíîãî ñòîëà. Ïàðû (x1, v1) è (x2, v2) ýêâèâàëåíò-
íû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà x1 = x2 ∈ ∂D, à v1 ïîëó÷àåòñÿ èç v2 ïóòåì
íåñêîëüêèõ îòðàæåíèé îò ãëàäêèõ ãðàíåé ãðàíèöû ñòîëà, ñìûêàþùèõñÿ â òî÷êå x.

Çàìå÷àíèå 3. Òîò ôàêò, ÷òîM 2n ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì â ñëó-
÷àå n = 3, ðàíåå áûë ïîêàçàí àâòîðîì â ðàáîòàõ [2, 3]. Äëÿ áèëëèàðäíûõ êíèæåê
(îáîáùåíèå ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ, ââåäåííîå Â.Â. Âåäþøêèíîé) àíàëîãè÷íûé
ôàêò áûë äîêàçàí È.Ñ. Õàð÷åâîé â ðàáîòå [4].
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Çàìå÷àíèå 4. Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ H =
1

2

(
ẋ21 + · · ·+ ẋ2n

)
+V ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà.

1.3 Èíòåãðèðóåìîñòü. Óñëîâèå íà ïîòåíöèàë V . Ôàçîâîå ìíîãîîáðàçèå
M 2n, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ ëèøü êóñî÷íûì-ãëàäêèì. Ðàçîáüåì åãî â îáúåäèíåíèå
ãëàäêèõ �êóñêîâ� M̃ 2n. Íà M̃ 2n êîððåêòíî îïðåäåëåíà ñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêàÿ ôîðìà ω, êîòîðàÿ èìååò íåïðåðûâíûå ïðåäåëû �ñïðàâà� è �ñëåâà� â òî÷êàõ
èçëîìà M 2n (çäåñü ïîä èçëîìîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ íåãëàäêîñòü). Çàìåòèì, ÷òî íà

M̃ 2n äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïðåäåëÿòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì v = sgradH.
Òàêîãî âèäà äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãàìèëüòîíî-
âûìè ñèñòåìàìè. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå áûëî ââåäåíî À.Ò. Ôîìåíêî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgradH
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå, åñëè ñóùåñòâó-
þò íåïðåðûâíûå íà M 2n è ãëàäêèå íà M̃ 2n ïåðâûå èíòåãðàëû F0 = H, . . . , Fn−1,
òàêèå, ÷òî

1) F0, . . . , Fn−1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M̃ 2n,

2) F0, . . . , Fn−1 ïîïàðíî êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàñ-

ñîíà íà M̃ 2n.

Ñîãëàñíî òåîðåìå ßêîáè-Øàëÿ îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà
êâàäðèêàõ (ñì., íàïðèìåð,[1]), à òàêæå íàáëþäåíèþ Â.Â. Êîçëîâà è Ä.Â. Òðåùåâà
(ñì. [5]) ïðîèçâîëüíûé ñîôîêóñíûé áèëëèàðä â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë (ò.å. ïðè
V = 0) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ïî Ëèóâèëëþ â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå. Áîëåå
òîãî, âñå çâåíüÿ ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè-ëîìàíîé (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) êàñà-
þòñÿ n− 1 îáùèõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Ïàðàìåòðû ýòèõ êâàäðèê âìåñòå ñ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè îáðàçóþò íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ èç îïðåäåëåíèÿ 2. Íàïèøåì
ÿâíûå ôîðìóëû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ýòîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâèæå-
íèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî èíåðöèè è íàéäåì ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê
ñåìåéñòâà 1, êîòîðûõ êàñàåòñÿ åå òðàåêòîðèÿ.

Ïóñòü ÷àñòèöà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèëàñü â òî÷êå ñ êîîðäèíà-
òàìè (x1, . . . , xn) è èìåëà âåêòîð ñêîðîñòè â ýòîé òî÷êå, ðàâíûé (ẋ1, . . . , ẋn). Â
òàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû åñòü ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè

(x1 + τ ẋ1, . . . , xn + τ ẋn) , τ ∈ R.

×òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ êâàäðèêîé ïàðàìåòðà µ, íóæíî
ðåøèòü ñëåäóþùåå êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà τ óðàâíåíèå:

(x1 + τ ẋ1)
2

a1 − µ
+ . . .+

(xn + τ ẋn)
2

an − µ
= 1.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äèñ-
êðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî τ óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Ýòî óñëîâèå
ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.(

x1ẋ1
a1 − µ

+ . . .+
xnẋn
an − µ

)2

=

=

(
ẋ21

a1 − µ
+ . . .+

ẋ2n
an − µ

)(
x21

a1 − µ
+ . . .+

x2n
an − µ

− 1

)
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàéòè êâàäðèêè, êîòîðûõ êàñàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè, íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå ïîñëåäíåå îòíîñèòåëüíî µ.

Cïåðâà ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå: ðàñêðîåì ñêîáêè â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðà-
âåíñòâà, ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü è óïðîñòèì åå, âûäåëèâ ïîëíûå
êâàäðàòû.

ẋ21
a1 − µ

+ . . .+
ẋ2n

an − µ
−
∑
i<j

K2
i,j

(ai − µ)(aj − µ)
= 0

Çäåñü Ki,j = xiẋj − xjẋi. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà
∏

i (ai − µ).

n∑
k=1

∏
m̸=k

(am − µ) ẋ2k −
∑
i<j

∏
m̸=i,j

(am − µ)K2
i,j = 0

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì êàñàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Im
êîýôôèöèåíò ïðè 2 · (−1)n−1−mµn−m−1. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

Im =
1

2

n∑
k=1

σk
m(a1, . . . , an) ẋ

2
k −

1

2

∑
i<j

σij
m−1(a1, . . . , an)K

2
i,j (4)

Çàìåòèì, ÷òî I0 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè. Ïîñêîëüêó âñå êîðíè óðàâíåíèÿ êà-
ñàíèÿ, à òàêæå åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ÿâëÿåòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñîôî-
êóñíîãî áèëëèàðäà, ñèñòåìà ôóíêöèé (I0, . . . , In−1) � íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ èç
îïðåäåëåíèÿ 2. Âñå ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ïî ñêîðîñòÿì.

Äëÿ ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì V áóäåì èñêàòü ïåðâûå èíòåãðà-
ëû â âèäå Fk = Ik + fk, ãäå fk � ôóíêöèÿ çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, à f0 = V . Â òàêîì ñëó÷àå F0 áóäåò ñîâïàäàòü ñ H. Íàøà öåëü �
íàéòè óñëîâèå íà ôóíêöèþ V , ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ìîæíî íàéòè èíòåãðàëû
Fk óêàçàííûì ñïîñîáîì. Òàêàÿ çàäà÷à äëÿ n = 2 áûëà ðåøåíà Â.Â. Êîçëîâûì â
ðàáîòå [6]. Â ýòîé ñòàòüå îí íàøåë äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ V .
Ìû ïîñòóïèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèè Fk = Ik + fk, ãäå Ik � óêàçàííûå âûøå êâàäðàòè÷íûå èí-
òåãðàëû ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà áåç ïîòåíöèàëà, à fk � ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñîôîêóñíîãî
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áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì V â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà V óäîâëåòâîðÿ-
åò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

(aj − ai + x2i − x2j)
∂2V

∂xi∂xj
+ 3

(
xi
∂V

∂xj
− xj

∂V

∂xi

)
+

+

(
∂2V

∂x2j
− ∂2V

∂x2i

)
xixj +

∑
l ̸=i,j

xl

(
xi

∂2V

∂xj∂xl
− xj

∂2V

∂xi∂xl

)
= 0 ∀i ̸= j

(5)

Áîëåå òîãî, åñëè ïîìèìî ýíåðãèè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ïåðâûé èíòåãðàë âèäà
Ik + fk(x), òî íàéäóòñÿ è âñå îñòàëüíûå.

Ïåðåä òåì êàê ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû, äîêàæåì âñïîìîãà-
òåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå 5, òî äëÿ ëþáîé òðîéêè
ïîïðàíî ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i, j, l âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(ai − aj)xl
∂2V

∂xi∂xj
+ (aj − al)xi

∂2V

∂xj∂xl
+ (al − ai)xj

∂2V

∂xl∂xi
= 0. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû 5 äëÿ ïàð èíäåê-
ñîâ (i, j), (j, l), (l, i). Óìíîæèì óðàâíåíèå äëÿ ïàðû (i, j) íà xl, äëÿ ïàðû (j, l) � íà
xi, äëÿ ïàðû (l, i) � íà xj, à çàòåì ñëîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî 6. □

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Fi � ïåðâûå èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷è, Ik � èíòåãðàëû çàäà÷è áåç ïîòåíöèàëà è fk çàâèñÿò ëèøü îò ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ.

0 = {Fk, F0} = {Ik + fk, I0 + f0} = {Ik, f0}+ {I0, fk} (7)

Âûðàçèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè fk èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Ik ïî ẋi (ñì. ôîðìóëó 4). Ïåðåìåííûå â ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ïèñàòü íå áóäåì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå îíè çàâèñÿò îò
a1, . . . , an.

∂Ik
∂xi

= σi
kẋi −

∑
l ̸=i

σil
k−1xl(xlẋi − xiẋl)

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ôîðìóë óðàâíåíèå 7 ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

∂fk
∂xi

ẋi =
∂V

∂xi

σi
kẋi −

∑
l ̸=i

σil
k−1xl(xlẋi − xiẋl)


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Ïðèðàâíèâàÿ ñëàãàåìûå ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ẋi, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé fk.

∂fk
∂xi

=

σi
k −

∑
l ̸=i

σil
k−1x

2
l

∂V

∂xi
+
∑
l ̸=i

σil
k−1xixl

∂V

∂xl
(8)

Ñîâìåñòíîñòü ýòîé ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå íà ïîòåíöèàë V .

∂

∂xj

σi
k −

∑
l ̸=i

σil
k−1x

2
l

∂V

∂xi
+
∑
l ̸=i

σil
k−1xixl

∂V

∂xl

 =

=
∂

∂xi

σj
k −

∑
l ̸=j

σjl
k−1x

2
l

∂V

∂xj
+
∑
l ̸=j

σjl
k−1xjxl

∂V

∂xl


Óïðîñòèì ýòî óðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî ìû ðàñêðîåì ñêîáêè è âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäó-
þùèì äîâîëüíî ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì: σi

k − σj
k = (aj − ai)σ

ij
k−1.

σij
k−1(aj − ai − x2j + x2i )

∂2V

∂xi∂xj
+

+3σij
k−1

(
xi
∂V

∂xj
− xj

∂V

∂xi

)
+ σij

k−1

(
∂2V

∂x2j
− ∂2V

∂x2i

)
xixj+

+
∑
l ̸=i,j

(
σjl
k−1x

2
l

∂2V

∂xi∂xj
− σil

k−1x
2
l

∂2V

∂xi∂xj
+ σil

k−1xixl
∂2V

∂xl∂xj
− σjl

k−1xjxl
∂2V

∂xl∂xi

)
= 0

Ðàçáåðåìñÿ ñ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè k = 1 ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé � â òî÷íîñòè ñèñòåìà 5. Ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà F1

ýòà ñèñòåìû íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà. Ðàçáåðåìñÿ òåïåðü ñ ïðîèçâîëüíûì k. Äëÿ
ýòîãî ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå. Äîáàâèì ê íåìó ñóììó∑

l ̸=i,j

σij
k−1xl

(
xj

∂2V

∂xi∂xl
− xi

∂2V

∂xj∂xl

)
,

ïîëó÷èì∑
l ̸=i,j

xl

(
(σjl

k−1 − σil
k−1)xl

∂2V

∂xi∂xj
+ (σil

k−1 − σij
k−1)xi

∂2V

∂xl∂xj
+ (σij

k−1 − σjl
k−1)xj

∂2V

∂xl∂xi

)
=

=
∑
l ̸=i,j

σijl
k−1xl

(
(ai − aj)xl

∂2V

∂xi∂xj
+ (aj − al)xi

∂2V

∂xj∂xl
+ (al − ai)xj

∂2V

∂xl∂xi

)
.

Òåïåðü îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1, ñîãëàñíî êîòîðîé âñÿ ýòà ñóììà ðàâíà
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ðàçäåëèâ íà σij

k−1 óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ fk ñíîâà ñèñòåìó
5. Çíà÷èò, îíà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé.
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Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî ñóòè ñèñòåìà 5 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà F1. Ïîýòîìó åñëè F1 ñóùåñòâóåò, òî íàéäóòñÿ è
F2, . . . , Fn−1. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
èíòåãðàëà Fk (k ⩾ 2) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå 5. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Fk íàøåëñÿ,
òî íàéäóòñÿ è îñòàëüíûå èíòåãðàëû. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. □

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíî âàæíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïðîâåðÿ-
åòñÿ àáñîëþòíî òåìè æå ìåòîäàìè, êîòîðûìè ìû ïîëüçîâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ïîòåíöèàë V óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå 5, òî ôóíêöèè Fi

êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû ñ ïîòåíöèàëàìè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèì óðàâíåíèÿì 5, ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëèóâèëëþ â êóñî÷íî-ãëàäêîì
ñìûñëå.

Çàìå÷àíèå 5. Íà ñàìîì äåëå, â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñèñòåìà 5 ýêâèâà-
ëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó.

�2 Èíòåãðèðóåìûå ïîòåíöèàëû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì âñå ïîëèíîìèàëüíûå ïîòåíöèàëû ÷åòâåð-
òîé ñòåïåíè â Rn, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì 5, à òàêæå íàéäåì ÿâíûé âèä
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ Fk è çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ
èõ ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lij äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëåâîé ÷à-
ñòè ôîðìóëû 5 äëÿ ïàðû èíäåêñîâ (i, j). Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëå-
íîâ ÷åòíîé è íå÷åòíîé ñòåïåíåé ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ âñåõ ýòèõ îïåðà-
òîðîâ. Ïîýòîìó, åñëè V � ïîëèíîìèàëüíûé ïîòåíöèàë, LijV = 0 è V = V0 + V1 �
ðàçëîæåíèå V â ñóììó ìíîãî÷ëåíà V0 ÷åòíîé ñòåïåíè è íå÷åòíîé V1, òî LijV0 = 0
è LijV1 = 0.

Òåîðåìà 2. Ïîëèíîì V , óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèÿì 5, ñòåïåíè ìåíüøå ëèáî
ðàâíîé 4 èìååò ñëåäóþùèé âèä.

V = p
(
(x21 + · · ·+ x2n)

2 − a1x
2
1 − · · · − anx

2
n

)
+ q(x21 + · · ·+ x2n) + C (9)

Çäåñü p, q, C � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî øàãîâ.
Øàã 1. Ïîêàæåì, ÷òî V1 = 0. Â íàøåì ñëó÷àå V1 � ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé

è òðåòüåé ñòåïåíåé. Äëÿ óäîáñòâà èíäåêñ 1 âíèçó ïèñàòü íå áóäåì.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè i, j, l � òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíäåêñà è êîýôôèöèåíò ïðè

xl ìíîãî÷ëåíà LijV îòëè÷åí îò íóëÿ, òî êîýôôèöèåíò ïðè xixjxl â ìíîãî÷ëåíå V
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òîæå íå ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó â V ìîíîìû âèäà xixjxl îòñóòñòâóþò. Îáîçíà÷èì
÷åðåç cij êîýôôèöèåíò ïðè x2ixj, ÷åðåç αi � ïðè xi, à ÷åðåç βi � ïðè x3i .

Êîýôôèöèåíò ïðè x3i ìíîãî÷ëåíà LijV ðàâåí 5cij, ïîýòîìó, åñëè LijV = 0, òî
cij = 0. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî LijV = αjxi−αixj+... (çäåñü ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû
ñëàãàåìûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âñå αi = 0.

Çíà÷èò, V = β1x
3
1 + · · · + βnx

3
n. Ïîêàæåì, ÷òî âñå βi = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-

ñìîòðèì íà êîýôôèöèåíò ïðè x2ixj ìíîãî÷ëåíà LijV . Îí ðàâåí 3βi. Ïîýòîìó, åñëè
LijV , òî âñå βi = 0, ò.å. V1 = 0.

Øàã 2. Èòàê, ñîãëàñíî ïåðâîìó øàãó V = V0. Ñïåðâà çàìåòèì, ÷òî âñå êîí-
ñòàíòû àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ 5. Êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíî-
ìàõ xixj ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó Lijxixj = aj − ai ̸= 0. Çíà÷èò, êâàäðàòè÷íàÿ
÷àñòü ìíîãî÷ëåíà V èìååò âèä α1x

2
1 + · · · + αnx

2
n. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç V (2). Èìå-

åì: LijV
(2) = 6(αj − αi)xixj. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû V ïðè ìîíîìàõ âèäà

x3ixj, x
2
ixjxl, xixjxkxl ðàâíû íóëþ. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí V èìååò ñëåäóþùèé âèä.

V =
n∑

i=1

βix
4
i +

∑
i<j

cijx
2
ix

2
j +

n∑
i=1

αix
2
i + C

Íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ íà êîíñòàíòû. Êîýôôèöèåíò ïðè xixj ìíîãî÷ëåíà LijV ðà-

âåí 4(aj − ai)cij + 8(αj − αi). Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî cij =
2(αi − αj)

aj − ai
. Òåïåðü âû-

÷èñëèì êîýôôèöèåíò ïðè x3ixj ó LijV . Îí ðàâåí 4cij + 6cij − 12βi + 2cij − 12βi,
îòñþäà cij = 2βi. Çíà÷èò, âñå βi ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç

p. Â òàêîì ñëó÷àå âñå cij ñîâïàäàþò è ðàâíû 2p. Ïðè ýòîì,
αi − αj

aj − ai
= p. Ïîëîæèì

α1 = −pa1 + q. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî αi = −pai + q äëÿ âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì,

V = p
(
(x21 + · · ·+ x2n)

2 − a1x
2
1 − · · · − anx

2
n

)
+ q(x21 + · · ·+ x2n) + C.

Íåòðóäíîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëèíîì V íàéäåííîãî âèäà óäîâëå-
òâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé 5. □

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû 8, íàéäåì ôóíêöèè fk è òåì ñàìûì îïðåäåëèì
ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ áèëëèàðäû ñ ïîòåíöèàëîì âèäà 9. Íàïîìíèì, ÷òî f0 = V .
Èìååì:

∂fk
∂xi

= 2p
∑
l ̸=i

(σi
k + σl

k)xix
2
l + 4pσi

kx
3
i − 2pσi

kxiai + 2qσi
kxi,

îòêóäà
fk = p

∑
i

σi
kx

2
i

∑
l

x2l − p
∑
i

σi
kaix

2
i + q

∑
i

σi
kx

2
i . (10)

Íàéäåì ÿâíûé âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû íà ñîâìåñòíîì óðîâíå ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ F0, . . . , Fn. Ñäåëàåì ýòî (ñëåäóÿ ßêîáè) â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
Ñîãëàñíî ôîðìóëàì çàìåíû 2

fk = −pσk+1(λ)(σ1(a)− σ1(λ))+ p(σk+2(a)− σk+2(λ))+ q(σk+1(a)− σk+1(λ)). (11)
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Çäåñü ÷åðåç λ îáîçíà÷åí íàáîð λ1, . . . , λn, à ÷åðåç a � íàáîð a1, . . . , an. Ñ÷èòàåì,
÷òî σn+1 ≡ 0. Íàïîìíèì, ÷òî â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ λ1, . . . , λn è ñîïðÿ-
æåííûõ èì èìïóëüñàõ p1, . . . , pn ôóíêöèè Ik çàïèñûâàþòñÿ òàê.

Ik = 2
n∑

j=1

σj
k(λ1, . . . , λn)Ajp

2
j , ãäå Aj =

n∏
i=1

(ak − λj)∏
i̸=j

(λk − λj)
(12)

Òåîðåìà 3. Íà ñîâìåñòíîì óðîâíå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F0 = g0, . . . , Fn−1 = gn−1

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì âèäà 8 èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

λ̇i = ± 2
√
2∏

j ̸=i

(λj − λi)

√
V (λi), (13)

ãäå V (z) =
n∏

k=1

(ak − z)

(
(pz − q)

n∏
k=1

(ak − z) + (−1)n−1
n−1∑
i=0

(−1)igiz
n−1−i

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.Óïðîñòèì âûðàæåíèå
n−1∑
k=0

(−1)kFkλ
n−1−k
m äëÿ âñåõm = 1, . . . , n.

Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì ýòó ñóììó íà äâà ñëàãàåìûõ:
n−1∑
k=0

(−1)kIkλ
n−1−k
m ,

n−1∑
k=0

(−1)kfkλ
n−1−k
m ,

è ïðåîáðàçóåì êàæäîå èç íèõ. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì 12 èìååì.

n−1∑
k=0

(−1)kIkλ
n−1−k
m = 2

n−1∑
k=0

n∑
j=1

σj
k(λ1, . . . , λn)Ajp

2
j(−1)kλn−1−k

m =

Ïîìåíÿåì ìåñòàìè çíàêè ñóììèðîâàíèÿ è ïðèìåíèì òåîðåìó Âèåòà.

= 2
n∑

j=1

(
n−1∑
k=0

σj
k(λ1, . . . , λn)(−1)kλn−1−k

m

)
Ajp

2
j =

= 2
n∑

j=1

∏
k ̸=j

(λm − λk)Ajp
2
j = 2(−1)n−1p2m

n∏
k=1

(ak − λm)

Òåïåðü óïðîñòèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Äëÿ ýòî âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíûì âèäîì ôóíê-
öèé fk â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñì. 11) è ðàçîáüåì åãî íà íåñêîëüêó ýëåìåí-
òàðíûõ ñóìì, êàæäóþ èç êîòîðûõ âû÷èñëèì â ÿâíîì âèäå.

1.
n−1∑
k=0

λn−1−k
m (−1)kσk+1(λ) = −

n∑
j=1

λn−j
m (−1)jσj(λ) = −

∏
j

(λm − λj) + λn
m = λn

m

2.
n−1∑
k=0

λn−1−k
m (−1)k(σk+1(a)− σk+1(λ)) = −

n∏
k=1

(λm − ak)

3.
n−1∑
k=0

λn−1−k
m (−1)k(σk+2(a)− σk+2(λ)) = λm

n∏
k=1

(λm − ak) + λn
m(σ1(a)− σ1(λ))
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Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî
n−1∑
k=0

(−1)kfkλ
n−1−k
m = (pλm − q)

n∏
k=1

(λm − ak). Çíà÷èò, íà

ïîâåðõíîñòè ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ Fi âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

n−1∑
k=0

(−1)kgkλ
n−1−k
k = 2(−1)n−1pm

n∏
k=1

(ak − λm) + (pλm − q)
n∏

k=1

(λm − ak).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûðàçèì êâàäðàò èìïóëüñà. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ óðàâ-
íåíèÿì Ãàìèëüòîíà è âûðàçèì èìïóëüñ pm èç íèõ. Ïðèðàâíÿåì ýòè âûðàæåíèÿ.
Ïîëó÷èì òðåáóåìûå ôîðìóëû. Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ, îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå 3, ìû îïèøåì òîïîëî-
ãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âáëèçè íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé áèëëèàðäà âíóòðè
ýëëèïñîèäà ñ èíòåãðèðóåìûì ïîòåíöèàëîì ñòåïåíè 4.

�3 Äâà-àòîìû è èõ ñèììåòðèè

Äëÿ îïèñàíèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ðàññìàòðèâàåìîé áèëëèàðäíîé ñèñòåìû íàì
íåîáõîäèìî íàïîìíèòü ïîíÿòèå 2-àòîìà, ïðèâåñòè ïðîñòûå ïðèìåðû, à òàêæå óêà-
çàòü íåêîòîðûå ñèììåòðèè àòîìîâ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Ïîäðîá-
íàÿ èíôîðìàöèÿ î 2-àòîìàõ è èõ ñâîéñòâàõ èçëîæåíà â ðàáîòå [9].

Ðàññìîòðèì íà êîìïàêòíîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M 2 ôóíêöèþ Ìîð-
ñà f . Íàïîìíèì, ÷òî

Îïðåäåëåíèå 3. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîãîîáðàçèè Nn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Ìîðñà, åñëè âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, ò.å. åñëè df |x =
0, òî d2f |x èìååò ïîëíûé ðàíã (ðàâåí n).

Ôóíêöèÿ Ìîðñà íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè îáëàäàåò ëèøü êîíå÷íûì êîëè-
÷åñòâîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ëåììå Ìîðñà â îêðåñòíîñòè êðè-
òè÷åñêîé òî÷êè íà M 2 ïîäõîäÿùèì âûáîðîì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ôóíêöèÿ
H ïðèâîäèòñÿ ê âèäó H = H0 ± x2 ± y2 (ñì., íàïðèìåð, [10]). Îäíàêî ëåììà Ìîð-
ñà äàåò ëèøü ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé
òî÷êè. Ãëîáàëüíîå óñòðîéñòâî ôóíêöèè Ìîðñà â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ
îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ 2-àòîìîì. Íàïîìíèì åãî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà äâóìåðíîì êîìïàêòíîì ìíîãî-
îáðàçèè M 2 è c � åå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî c � åäèí-
ñòâåííîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [c− ε, c+ ε]. Òîãäà ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó P 2 ìíîæåñòâà f−1([c− ε, c+ ε]), ðàññëîåííóþ íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíê-
öèè f , áóäåì íàçûâàòü 2-àòîìîì (äâóìåðíûì àòîìîì) (P 2, f).

Âñå 2-àòîìû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì íàçûâàòü 2-àòîìû (P 2
1 , f1) è (P 2

2 , f2) ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó P 2

1 è P 2
2 , ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ f1 â ôóíê-

öèþ f2.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ 2-àòîìîâ. Åñëè òî÷êà x ∈ M 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ìèíèìóìà èëè òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè H, òî ñîãëàñíî ëåììå Ìîðñà, 2-àòîì,
îòâå÷àþùèé ýòîé îñîáåííîñòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé äèñê, ðàññëîåí-
íûé íà êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 3.1). Òàêîé àòîì íàçûâàåòñÿ 2-
àòîìîì A.

Äâóìåðíûé àòîì, ñîäåðæàùèé íà êðèòè÷åñêîì ñëîå ðîâíî îäíó îñîáóþ òî÷êó è
îòâå÷àþùèé ïåðåñòðîéêå èç îäíîé îêðóæíîñòè â äâå ÷åðåç êðèòè÷åñêèé óðîâåíü,
ãîìåîìîðôíûé �âîñüìåðêå�, íàçûâàåòñÿ 2-àòîìîì B. Îí èçîáðàæåí íà ðèñóíêå
3.2. Íà ðèñóíêàõ 3.3 è 3.4 ïðîèëëþñòðèðîâàíû 2-àòîìû C2 è D1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 3: Äâóìåðíûå àòîìû A,B,C2, D1 è èõ ðàññëîåíèÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè Ìîðñà f . Íà ðèñóíêàõ
2�4 ÷åðíîé æèðíîé ëèíèåé âûäåëåí êðèòè÷åñêèé óðîâåíü f = c, ñâåòëî-ñåðûì è òåìíî-ñåðûì öâåòàìè �

îáëàñòè c < f ⩽ c+ ε è c− ε ⩽ f < c.

Íåôîðìàëüíî íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ñåðèé B è C äâà-àòîìîâ. Àòîìû Bn è Cn

ñîäåðæàò n òî÷åê íà êðèòè÷åñêîì ñëîå, îäíàêî Bn îòâå÷àåò ïåðåñòðîéêå îäíîé
îêðóæíîñòè â n + 1 (ýòà ïåðåñòðîéêà äëÿ n = 1 ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 3.2, à äëÿ
n = 2 � íà 3.4), à Cn � áèôóðêàöèè äâóõ îêðóæíîñòåé â n (ýòà ïåðåñòðîéêà äëÿ
n = 2 óêàçàíà íà ðèñóíêå 3.3). Ïîýòîìó àòîì D1 â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ îáîçíà÷àþò
÷åðåç B2.
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Çàìåòèì, ÷òî àòîì B ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûì. Ýòà èíâîëþöèÿ àòî-
ìà B åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ. Àòîì C2, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3.3, òî-
æå îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé. Îäíàêî ñïèñîê íåòðèâèàëüíûõ ñèììåòðèé
ýòîãî àòîìà øèðå. Äëÿ òîãî ÷òîáû óâèäåòü äðóãèå èíâîëþöèè, ðàññìîòðèì ðåà-
ëèçàöèþ C2 íà äâóìåðíîé ñôåðå (ñì. ðèñ. 4). Â òàêîé ðåàëèçàöèè öåíòðàëüíàÿ
ñèììåòðèÿ ñ ðèñóíêà 3.3 ïåðåéäåò â ïîâîðîò α íà óãîë π. Âèäèì, ÷òî àòîì íà
ðèñóíêå 4.2 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî àíàëîãè÷íîãî ïîâîðîòà β íà π âîêðóã äðó-
ãîé âûäåëåííîé îñè. Èíâîëþöèè α è β äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü âðàùàòåëüíûìè
ñèììåòðèÿìè. Íà ñàìîì äåëå, α, β, à òàêæå α ◦ β � ïîëíûé ñïèñîê íåòðèâè-
àëüíûõ ñèììåòðèé àòîìà C2. Àíàëîãè÷íûìè áóêâàìè îáîçíà÷èì âðàùàòåëüíûå
ñèììåòðèè àòîìà C4. Îíè èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 4.2.

Ðèñ. 4: 1. Ñôåðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àòîìà C2 è âðàùàòåëüíûå ñèììåòðèè α, β; 2. Äâà-àòîì C4 è åãî

âðàùàòåëüíûå ñèììåòðèè α, β.

�4 Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ âáëèçè ñëîåâ ñ íåâûðîæäåííûìè îñîáåííîñòÿìè

Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ ñ èíòåãðèðóåìûì ïîëèíîìè-
àëüíûì ïîòåíöèàëîì 4-é ñòåïåíè èçó÷àëàñü Ñ.Å. Ïóñòîâîéòîâûì â ðàáîòàõ [7, 8].
Ìû îïèøåì ïîëóëîêàëüíîå óñòðîéñòâî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íåêîòîðûõ òðåõìåð-
íûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ ñ èíòåãðèðóåìûì ïîòåíöèàëîì 4 ñòåïåíè âáëèçè ñëî-
åâ, îòâå÷àþùèõ íåâûðîæäåííûì îñîáåííîñòÿì. À èìåííî, ìû îáñóäèì áèëëèàðä
âíóòðè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, à òàêæå âíóòðè ñòîëîâ, íå ñîäåðæàùèõ ó÷àñòêè
ôîêàëüíûõ êðèâûõ. Ïîñëåäíèå ñòîëû ìû áóäåì íàçûâàòü áåñôîêóñíûìè.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé n = 3, ìû ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
a = a1, b = a2, c = a3.

Äëÿ íà÷àëà îòâåòèì íà ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ â ñëîåíèè
Ëèóâèëëÿ âîçíèêàåò áèôóðêàöèÿ? Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê òåîðåìå 3. Ìíîãî÷ëåí
V (z) = (a− z)(b− z)(c− z)((pz − q)(a− z)(b− z)(c− z) + g0z

2 + g1z + g2) îïðåäå-
ëÿåò óñòðîéñòâî îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû òî÷êà P
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ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (λ1, λ2, λ3) âõîäèëà â ñîñòàâ îáëàñòè âîçìîæíîãî
äâèæåíèÿ, íóæíî, ÷òîáû V (λi) = (a − λi)(b − λi)(c − λi) ⩾ 0 ïðè âñåõ i. Ïîýòî-
ìó ÷òîáû îïèñàòü îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ (äàëåå ÎÂÄ), íåîáõîäèìî çíàòü
çíàê êîíñòàíòû p, à òàêæå êîðíèW (z) = (pz−q)(a−z)(b−z)(c−z)+g0z

2+g1z+g2.
Ñëåäîâàòåëüíî, òèï ÎÂÄ èçìåíèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà êîðíè V (z) èçìåíÿò ñâîå

ðàñïîëîæåíèå. Ïåðå÷èñëèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.

1. Îäèí èç êîðíåé W (z) ñîâïàë ñ a, b èëè c.

2. Ìíîãî÷ëåí W (z) èìååò êðàòíûé êîðåíü.

Åñòü åùå îäèí âàðèàíò ñìåíû îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, åñëè îäèí èç
êîðíåé W ñîâïàë ñ ïàðàìåòðîì êâàäðèêè ãðàíèöû ñòîëà. Îäíàêî ýòîò ñëó÷àé
íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîì ïîÿñíåíèè, êîòîðîå äëÿ êðàòêîñòè ïðèâîäèòü íå áó-
äåì.

Èòàê, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F : M 6 → R3(F0, F1, F2). Òî÷êó P
îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà áóäåì íàçûâàòü îñîáîé, åñëè îíà ñîîòâåòñòâóåò ñìåíå
òèïà îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Êîëè÷åñòâî êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà W ,
îòâå÷àþùåãî îñîáîé òî÷êå P , áóäåì íàçûâàòü êðàòíîñòüþ ýòîé òî÷êè è îáîçíà-
÷àòü N(P ). Îãîâîðèìñÿ ñðàçó, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå îñîáûå òî÷êè,
äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí W èìååò êîðíè êðàòíîñòè 2 è ìåíåå. Òàêèå îñîáûå òî÷êè
íàçîâåì ïðàâèëüíûìè.

Êàê ïðàâèëî, êðàòíîñòü îñîáîé òî÷êè ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó êîðàíãó ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëîâ dF0, dF1, dF2 ïî âñåì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîÿ. Ýòî ìîæ-
íî ïðîâåðèòü àíàëèòè÷åñêè. Ïðàâèëüíîñòü òî÷êè çà÷àñòóþ ãàðàíòèðóåò íåâûðîæ-
äåííîñòü îñîáûõ òî÷åê ñëîÿ. Íàøà öåëü � îïèñàòü ïîñëîéíûå ïðîîáðàçû ìàëûõ
îêðåñòíîñòåé ïðàâèëüíûõ îñîáûõ òî÷åê.
3.1 Áåñôîêóñíûå ñòîëû. Ó áåñôîêóñíûõ ñòîëîâ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíà-

òû îòäåëåíû äðóã îò äðóãà. Ýòî ïîçâîëÿåò â ôîðìóëàõ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
13 èçáàâèòüñÿ îò ìíîæèòåëåé

∏
j ̸=i

(λi − λj), íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì òîïîëîãèè ñëîå-

íèÿ Ëèóâèëëÿ. Áîëåå òîãî, ïåðåñòðîéêà îäíîé ïàðû êîðíåé V (z) áóäåò âëå÷ü çà
ñîáîé èçìåíåíèå ÎÂÄ ðîâíî ïî îäíîé èç ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì,
âëèÿíèÿ îñòàëüíûõ êîðíåé íå áóäåò, ñëåäîâàòåëüíî, îò íèõ ìîæíî èçáàâèòñÿ, óáè-
ðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëè â ðàçëîæåíèè W (z) íà ýëåìåíòàðíûå. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ïðàâèëüíûå îñîáûå òî÷êè, êîòîðûå ïî êàæäîé ýëëèïòè-
÷åñêîé êîîðäèíàòå âëåêóò íå áîëåå îäíîé ïåðåñòðîéêè. Â òàêîì ñëó÷àå, ïðîîáðàç
ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðàâèëüíîé òî÷êè P áóäåò ïîñëîéíî ãîìåîìîðåí ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ V1×V2×V3, ãäå Vi � 2-àòîì (èëè êîëüöî, ðàçáèòîå íà êîíöåíòðè-
÷åñêèå îêðóæíîñòè), îòâå÷àþùèé ïåðåñòðîéêå ñèñòåìû ïî i-é ýëëèïòè÷åñêîé
êîîðäèíàòå. Áîëåå ïîäðîáíî î 2-àòîìàõ ñì. [9].

Îòìåòèì, ÷òî âñå áåñôîêóñíûå ñòîëû � ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ îäíîìåðíûõ
ñîôîêóñíûõ ñòîëîâ. Ïîä îäíîìåðíûì ñòîëîì ìû ïîäðàçóìåâàåì ïåðåñå÷åíèå äâóõ
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ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3, ëèáî æå ó÷àñòîê êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè. Ò.å. äóãà
ýëëèïñà ëèáî ãèïåðáîëû, íà êîòîðîé ââåäåíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà.

Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, êàêèå 2-àòîìû Vi ìîãóò âîçíèêàòü. Ðàçóìååòñÿ, Vi ìîæåò
áûòü ãîìåîìîðôåí 2-àòîìó A. Îäíàêî íàñ â áîëüøåé ñòåïåíè èíòåðåñóþò ñåäëî-
âûå àòîìû. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàïèñàòü ïîëíûé ñïèñîê èñêîìûõ 2-àòîìîâ, íóæíî
îïèñàòü âñå âîçìîæíûå áèôóðêàöèè íà îäíîìåðíûõ ñîôîêóñíûõ ñòîëàõ (ò.å. äóãàõ
ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë). Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì áèôóðêàöèè äâóõ âèäîâ:
êîãäà W (z) èìååò êðàòíûé êîðåíü èëè îäèí èç êîðíåé W (z) ðàâåí a, b èëè c. Ïî-
ñìîòðèì, êàêèå ïåðåñòðîéêè ïðîèñõîäÿò â êàæäîì èç ñëó÷àåâ, êîãäà â êà÷åñòâå
îäíîìåðíîãî ñòîëà âûáðàí ýëëèïñ.

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà W (z) èìååò íà èíòåðâàëå (ai, ai+1) èìååò êðàòíûé
êîðåíü. Òîãäà ïåðåñòðîéêà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî ïðàâèëó, èçîáðàæåííîìó íà ðè-
ñóíêå 5. ×åòûðå îêðóæíîñòè ïðåîáðàçóþòñÿ â äâå, è ýòà áèôóðêàöèÿ, áåçóñëîâíî,
îòâå÷àåò 2-àòîìó C4.

Ðèñ. 5: Ïåðåñòðîéêà ñèñòåìû íà ýëëèïñå ïðè óñëîâèè âîçíèêíîâåíèÿ êðàòíîãî êîðíÿ W (z).

Åñëè æå îäèí èç êîðíåé W (z) ñîâïàäàåò ñ ai èëè ai+1, òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü
÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåñòðîéêà îòâå÷àåò 2-àòîìó C2 (âîçíèêàåò àíàëîãè÷íàÿ
êàðòèíà, òîëüêî âìåñòî ÷åòûðåõ òî÷åê ñêëåéêè îêðóæíîñòåé îñòàþòñÿ äâå).
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Ïðèâåäåì òåïåðü ïîëíûé ñïèñîê ñåäëîâûõ 2-àòîìîâ Vi êîòîðûå áóäóò ïîÿâëÿòü-
ñÿ â àíàëîãè÷íûõ ñèñòåìàõ ñ ìíîãî÷ëåíîì W (z) íà äóãàõ ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë.
Ïîëó÷èì C2, C4, B,B2, B3, B4. Â èòîãå íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü P � ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà
áèëëèàðäà âíóòðè òðåõìåðíîãî áåñôîêóñíîãî ñòîëà c èíòåãðèðóåìûì ïîòåíöè-
àëîì âèäà 9. Òîãäà ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P ïîñëîéíî ãîìåîìîð-
ôåí îäíîìó èëè íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ íåñêîëüêèõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âè-
äà V1 × V2 × V3, ãäå Vi � ëèáî ïëîñêîå êîëüöî, ðàññëîåííîå íà êîíöåíòðè÷åñêèå
îêðóæíîñòè, ëèáî îäèí èç ñëåäóþùèõ 2-àòîìîâ: A,B,B2, B3, B4, C2, C4.

Çàìå÷àíèå 6. Â òåîðåìå 4 äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà âñåõ ó÷àñò-
êàõ, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ýëëèïòè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ïðîèñõîäèò ðîâíà îäíà
ïåðåñòðîéêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà V . Áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îïèñàòü ïðîîáðà-
çû ïðàâèëüíûõ îñîáûõ òî÷åê â âèäå (ïî÷òè) ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ 2-àòîìîâ íå
ïîëó÷èòñÿ.

3.2 Áèëëèàðä âíóòðè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî c > 0. Ðàññìîòðèì áèëëèàðä ñ ïîòåíöèàëîì 9 âíóòðè ýëëèïñî-
èäà ïàðàìåòðà 0. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p ̸= 0. Ñëó÷àé p = 0 áûë ðàññìîòðåí
àâòîðîì â ðàáîòå [11].

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ è ñîîòâåòñòâåííî òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò óñòðîéñòâî ñëî-
åíèÿ Ëèóâèëëÿ ýòîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñëîåâ, îòâå÷àþùèõ ïðàâèëüíûì îñî-
áûì òî÷êàì êðàòíîñòè 3. Ïóñòü P � ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 3, òîãäà
îòâå÷àþùèé åé ìíîãî÷ëåíW (z) èìååò 4 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.
Îáîçíà÷èì èõ ξ1 ⩽ ξ2 ⩽ ξ3 ⩽ ξ4.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü P � ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 3 îáðàçà îòîáðàæå-
íèÿ ìîìåíòà äëÿ áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà ïàðàìåòðà 0. Ñëåäóþùàÿ òàá-
ëèöà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ýòîé ñèñòåìû âáëèçè
ñëîÿ, îòâå÷àþùåãî òî÷êå P .

Òàáëèöà 1. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ âáëèçè ñëîåâ, îòâå÷àþùèõ ïðàâèëüíûì îñîáûì
òî÷êàìè êðàòíîñòè 3

Çíàê p Êîðíè W (z) Ñëîåíèå âáëèçè îñîáåííîñòè

p > 0 ξ1 < ξ2 = c < ξ3 = b < ξ4 = a

B × C2 × C2

Z2(α)× Z2(β)
, ãäå α äåéñòâóåò

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà B è
âðàùàòåëüíîé íà ïåðâîì C2, à β �
äîïîëíèòåëüíîé âðàùàòåëüíîé íà

ïåðâîì C2 è âðàùàòåëüíîé íà âòîðîì
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p > 0 ξ1 = c < ξ2 < ξ3 = b < ξ4 = a
A× B × C2

Z2(α)
, ãäå α äåéñòâóåò

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà B è
âðàùàòåëüíîé íà C2

p > 0 ξ1 = c < ξ2 = b < ξ3 < ξ4 = a A× A×B

p > 0 ξ1 = c < ξ2 = b < ξ3 = a < ξ4 A× A× A

p > 0 ξ1 = ξ2 < ξ3 = c < ξ4 = b 2A× A× A

p > 0 ξ1 = ξ2 < ξ3 = c < ξ4 = a A× A× C2

p > 0 ξ1 = ξ2 < ξ3 = b < ξ4 = a
A× C2 × C2

Z2(α)
, ãäå α äåéñòâóåò

âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé íà
ñîìíîæèòåëÿõ

p > 0 ξ1 = c < ξ2 = ξ3 < ξ4 = b 2A× A× A

p > 0 ξ1 = c < ξ2 = ξ3 < b < ξ4 = a A× A× C2

p > 0 ξ1 = c < ξ2 = b < ξ3 = ξ4 < a 2A× A× A

p < 0 ξ1 < ξ2 = c < ξ3 = b < ξ4 = a
A× A× A, 6A× A× Cyl2, ãäå Cyl2 �

êîëüöî, ðàññëîåííîå
êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè

p < 0 ξ1 = c < ξ2 < ξ3 = b < ξ4 = a

A× A×B, 4A× B × S1

Z2(α)
× I, ãäå I �

îòðåçîê, ðàññëîåííûé íà òî÷êè, à
èíâîëþöèÿ α äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé

ñèììåòðèåé íà B è S1

p < 0 ξ1 = c < ξ2 = b < ξ3 < ξ4 = a

2
B × C2 × S1

Z2(α)× Z2(β)
× I, A× B × C2

Z2(α)
, ãäå

I � îòðåçîê, ðàññëîåííûé íà òî÷êè, α
äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà

B è âðàùàòåëüíîé C2, β �
äîïîëíèòåëüíîé âðàùàòåëüíîé íà C2

è öåíòðàëüíîé íà S1

p < 0 ξ1 = c < ξ2 = b < ξ3 = a < ξ4

B × C2 × C2

Z2(α)× Z2(β)
, ãäå α äåéñòâóåò

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà B è
âðàùàòåëüíîé ïåðâîì C2, β �

äîïîëíèòåëüíîé âðàùàòåëüíîé íà
ïåðâîì C2 è âðàùàòåëüíîé íà âòîðîì
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p < 0 ξ1 = ξ2 < ξ3 = c < ξ4 = b

C2 × C2 ×D1

Z2(α)× Z2(β)
, ãäå α äåéñòâóåò

âðàùàòåëüíûìè ñèììåòðèÿìè íà
àòîìàõ C2, β � äîïîëíèòåëüíîé
âðàùàòåëüíîé íà âòîðîì C2 è

öåíòðàëüíîé íà D1

p < 0 ξ1 = ξ2 < ξ3 = c < ξ4 = a
A× C2 ×D1

Z2(α)
, ãäå α äåéñòâóåò

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà D1 è
âðàùàòåëüíîé C2

p < 0 ξ1 = ξ2 < c < ξ3 = b < ξ4 = a A× A×D1

p < 0 ξ1 = c < ξ2 = ξ3 < ξ4 = b

B × C4 × C2

Z2(α)× Z2(β)
, ãäå α äåéñòâóåò

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà B è
âðàùàòåëüíîé íà C4, à β �

äîïîëíèòåëüíîé âðàùàòåëüíîé íà C4

è âðàùàòåëüíîé íà C2

p < 0 ξ1 = c < ξ2 = ξ3 < b < ξ4 = a
A× B × C4

Z2(α)
, ãäå α äåéñòâóåò

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà B è
âðàùàòåëüíîé íà C4

p < 0 c < ξ1 = ξ2 < ξ3 = b < ξ4 = a
5A× A× Cyl2, ãäå Cyl2 � êîëüöî,
ðàññëîåííîå êîíöåíòðè÷åñêèìè

îêðóæíîñòÿìè

p < 0 ξ1 = c < ξ2 = b < ξ3 = ξ4 < a

B × C2 × C4

Z2(α)× Z2(β)
, ãäå α äåéñòâóåò

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà B è
âðàùàòåëüíîé íà C42, à β �

äîïîëíèòåëüíîé âðàùàòåëüíîé íà C2

è âðàùàòåëüíîé íà C4

p < 0 ξ1 = c < ξ2 = b < ξ3 = ξ4 < a

3A× B × S1

Z2(α)
× I, ãäå I � îòðåçîê,

ðàññëîåííûé íà òî÷êè, à èíâîëþöèÿ α

äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà
B è S1

p < 0 ξ1 = b < ξ2 = ξ3 < ξ4 = a
3A× A× Cyl2, ãäå Cyl2 � êîëüöî,
ðàññëîåííîå êîíöåíòðè÷åñêèìè

îêðóæíîñòÿìè
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