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�� ���� ����� �� ��� �� �������� ����� ����� �������� ���������� �� �� ������� �� ���������� �� ���� �����
�������� !� �������� ���� � "��� �"� ���� �# #��� � �� �� ������ "��$ %�& �� '�'� '�����$��� ���
(��� )� �$�� � ����� �# �� ������ ���� �# ������ ���� "��  ��� �� ������ ������ "� ��������� ��� � ����
�# ������� ��� *������� "�� �����

���� ������	 �
 ��� ������

(� �� ����� ���� � "�� ����� �# ����������� ���������� �# �� +������� #��������� �# �������� ���� � �� ����,�
�� ����������� ���������� �# +������� #��������� #�� �������� ���� � �� � ������� ������
�� $� ��������� �# ���� $��� �� �� )� �$�-.������� ��������� / ��$�  �����0� ���� � ����� "��� �� �����

 ��$� ������#���� �� +������� #�������� �# �� ���� �� ���������� �� �� ������� ���#�� Q3 �� �� +������� *���1
���� /2��"�� �� � ������ 0� ��� ���� ���� �� � ���� �# �� ���  ��$� ���� ������ /� ������0 ����������
�� ��1����� )� �$� ��������� /�����  �����0� ���� ��������� ������2� �� +������� #��������� �# �������� ���� �
���� ����������� ���#��� Q3 �� �� � �� � ������ �# ���� ����� �� #���������� �# �� ����� �# �����������
������2������ "� ���� ��"� �� �� "��$� �# (��� )� �$� %3� 4� 5& ��� ������ "��� !� .������� %6& /#�� ������� �
�� ���$ �� (�'� 7������� ��� (��� )� �$� %8&0�
��� ���� ���� +������� *������� ���� � ��� ���������� ������� �# �� ������� ���9������ �� ����� ��������

/� %6� 8&0� ���� ��� �� �� ���������� ��:� ������ � ��� ��� ���� ������� �# ��������� �# �� ���� � ���� �� �������
�� �� ���� #�� �� ��� ��� ������� �����
�� �� "��$� %;� <� =& �� )� �$� ��� )� �$�-.������� ���������� �#  ��� �������� ���� � �# ���� ��� ��

 ��� ������ ������� "� ����,� /� �� ���0 �� ���������� ���� �� %�>&� ��������� "� ��� �� ����, ���� ����������
�# ��������� ������ ?�"� �� �� ���� ��� ����� "��� �� ���������� ������� "���� �� ����� �� *�������� ��  � ����
�� ����� �# ������2������ �# �������� ����� ��� �������� ��������� �� �� �� ������ ����� �� �� ����,�����

�# ����2� �������� ���� � �� ���������� )�� @� ��� �� �� ����� %��� �3� �4& ���������� ��������� "� ������2� ��
�� �������� �# �� ��� /����0 ��� �� �� +������� *������� �# �������� ���� ���� ���� � �� ��� �� �����
)�� �  �� ����� ����� �# �������� ����� ��������� �� '� '� '�����$��� �� %�5& ��� %�6&� � �� ���� ����� � ����

���� ����� ���� �� � ���$ /� �������� ���$0 ��  ��� � �"�1�� ������� 
A1�� ��@ �� ��� "��� �� ��������
�� ��� �1���� B���� ?�� �� ���� �# �������� ��������� �� ���� ����� �� �� �# �� �� ��@� ��� �� ������
�� ������� �� ���� �� �2�� �� ���������� �# �� ���� #�� ��� �� ��� �#�� ������� �� ���������
(� �� ��  �� � �� ������ ������ ��������� �# �������� ���$�  �� �� ������� �� � �� �� ��������� ����1

������� ������ �# �� )� �$�-.������� ���������C ��� ��������� 7��� 41��� � /��� ������� ��������� ������������
�# ���$ �0� � %�5& ��� %�6&� ��� ��������� �� ���  ��$� r, ε, n� � %�8� �;� �<&� ��� ���� �� � �� ������� ����� �#
41��� � "�� ������#���� ������ �� �� � �� ������� �# �� ��������� +������� #�������� ��� /���� �� �� )� �$�
���������0 ����� � ������� �������� ���$ %�=&� D������ ����� ������ �# ���1�� ������� ���#��� /��������� ����
���� �� ��� B�#��  ���#����0 "� � �� ��� �� ������� ���#��� �# �������� ��������� �� 
A1�� ��@� %3>&�

"%.
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A ���� ��� ���� ���� ����� �� ���� ������� ������ #�� ����� ������,������ �# ?�� ��� ���"�� ?�� ��������
���������C #�� ��������� �� �� D��$�"�$�  ���� %3�&� ��������� �� ��������� 2�� %33&� ��������� �� �� ���#�� �# ���#����
*������� %34&� ���1�� ������� �������� ��������� %35&� ��� ��������� "��� �������� %36&�
��������� ������ ���� ���� "�� ���� ������������� �� �� ����� )�� @� ��� �� ������������ �# � ��������

2�� �� � ���"�� ?�� ����1�� ��@ /� ���$0 ����� �� �� �� �� �� �� *������ �# � �� ������� �# � ������ ���1
������ ������������ �# ���$ > /*��������0 �# �������� ���� � %38&� �� "�� �� �# ������� ��������� ������������ %3;&�
(����� @� �� �� �� ������������ �# � �������� �� � ���� "��� D��$�"�$�  ���� �� � �������� 2�� %3<&�
A ���� ��� �� ����� �# �� ����� ������� ����� #�� +������� 2��� ��� ���� ������������� "���� ����� ����

�� �������� ���� � %3=� 4>� 4�& ��� �� �������� ���� �� )� �$� ���������� �# ���� � �� �������� ����� "�
������ �� �������� #�� @� ��� �� %��&�

���� ����� �����������	 ���������

A ��� �� #����"��� ����� #��� �� �� ����1�������� ���� � �# ��������� "������ �������� 2�� �� ?�� �� ����
��� 
A1�� ��@� ���� #�� ���� ?�� �� �����
A�� � ���� ���� �� � �� ��� �� ��������� #�� ��:��� ���� ���� �# �� ���� � " ����� ���� �"�

�� �� ����� ���������� )�� �� ��������� ����������� ��������� ��� �������� ���$� /� %�5& ��� %�6&0� #�� �� ���� "
��� ��$ �� ����� �# �� ������� ����� �# �  ������ ����� /�� �������� ����0� 7� �������� �� ���� ����� " ������
� ���1�� ������� ���#�� "���� �� ���� �� � �������� �� �� ���� ���� �� �� ���� �� 9��� � ���� ���� ��� ��
�� ��� ���� � ����� �� ���� ��� ��� ����� �� �������� �# �� ������� 41���#�� /�� �� �� � ������ 0�
�� #����"��� *������ ������� ����C �� �� ������� �� ������� � �" ����� �# ��������� ���� � �� ��� ��

!� �������� ���� ���� �� ������� ��� �� � "��� �� �� ���� ���� 51 ���#��� M4� ���� �� ��� �������� �������
41���#��� �� ���� (� �� )� �$� �������� � �" ����� �# ���������� �� ��1����� 
���� �� �����������	 ���������� ��
�� � "��� � ����� �� �� ������� �# �� ���� /�� #��� �# �� ��������� "��� �� "���1��������0� ���� �� �������� �#
�� �������� ���� ��� �� �?����� ��" ��� ������ �� ���������1����� �# #��� ��������� ���� �� � ���� �� /��
����0 ��� ����� ����� � 2@� ��������� ��������� �� %43&� " ������� �� #����"��� �������

�� �� ����� ��� ���� �������� #��� ��������� � �� �� /�� �� ��� �# �� +������� *�������0 ��  � �������
��� "��1$��"� !� �������� ���� � ��������� ���� �� �� ���� ����  ���#��� M4 �� ��� /�������� @���
#�� �������� 2���0� �� ���� "����� �� � �� ������� �# �� ���� ������ �� ��� �� ��� ��� ������ �������
41���#���� (� �� ���� h �# ��  ������ ����� �������� �� �������� ���� ������ ��� �������� ��E������
����������� ��� �� �?�����1�#������� ��"� �� �������� ��� ��� ������ !�� ��� �� ���� �� ���1�� �������
���� �# �������� ���� �# �� �#�� ��� �������� ������ (� � ������ ���� � �������� ���� � �� ��� ��
�������� !� �������� ���� /"��� ������� �� �� ���� ��������� ��  ��� ������ �������0 ��� �� ��� �� ���
��� ���� ����� (� ���  @� ���� " �������� � �� ��� �� F��� ��� +������ ���� �� (��� ��� �����
�� � ������� ������� �# ���� ������ �� ����������� �������� � �� ��� �� G�������-
��������-B����$�
���� � "���� �� "�� $��"� �� ����� ����� ���� ��� /�� �������� � �� ������� �# ���� ���� �� ��� ��
�� ���� ��� ���� ����� �� � ���� �# ������ ��� "��$0�

�� �� �� �������� � �� ������� �# �� F��� ��� " #���� ����#���� *�������� �� ����� ���� ���H �� �� ��
�# �� +������ ��� " #���� ������ ��������� �������� �� ����� ��� ���� � ������� �#�� ����� �# ���#����
*������� ���� ������ /������� #�� ��  ����� �# #���0 ������#�� �� �� �� ��� �� �# +������� #��������� �#
�� F��� ��� ���� �� �� ��� �� �# +������� #��������� �# �� +������ ���� ����� ���� " ������� ��
F��� ��� ����� *�������� �������� ��� �� +������ ��� ����� ����� �������� B��� � ������#�� ������ �# �
�*��������� �������� ���� ���� � ��������� �������� �� �� � ��� ��������� #���� A ���� ���� ���� �
�������� �����������

�� ���� "��$� " ����� �� #��� /�����������0 ��������� �������� �� �� ���� � �� �� �� .��$���$� ���
I������$��� ���� � �� �� ���� 51�� ������� �� ������ ��� ���#���� ������������ �� ��  ����2� ����
,���� A ������� ���� ��� ���� �� � �� ��� /#�� ��������� ����� �# ����0 �� ��� ���������� ���������
����������� ������� 41���#��� #�� ��� 51�� ������� ��� ��� ���#����� B� #�� ���� � �� ������� �� ��������
���� �� �������� �,��� �# � �� ���������� ��� ��� �� @������ ��� �� ������ ���� ������

3� �F)������� �) )��
F F'�+	����(�J 7�++�(��B

+� �� ����� �� �2������� ��������� �� (��� )� �$� /� %43&0�

�� �� ������� �# � #��� �������� �� � 2��� ������� �"�1�� ������� 
A1�� ��@ X ���������� ������� ����
��� �"�1�� ������� �� ����1���� Li �� � ������ �� ����� �� ��� ������� �� ���� �� R

2� ���� �� ��@

85(($72 9 5827�  / 07�6107�$:7� ;64($:( 3��� +, 2�� " +&+%



<$��$78#( =$�6 :672>$2> >1 01�84 "%*

�� ������� ?��� ���� ��  ���� �� 31���� �� F�������� ��� �� ������ �# �"�1�� ������� ���� ����� ��  ��
�������� ���� /��� �# �� �� ��@� �� �� ����� �# �� ������������ ���$�0 �� ��� ����� D������ ���
����� ��"� ���������� ��� �� *��� �� π/2� ( ����� � ������� #�� ������������ �� ���� �# �������� ���$�
/� %44� �5� 3>&0�

3� )�� ��� ���� �# �� ���� ���� �� H = h /#�� > �� ��2����0� ������� � ����� ����� ��@ X(h) /���
��������� �������0 �� �� ������� X � +� �� ���� �� � ����� �# �� #��� �������� ������������ �� h.A ���� 
���� X �� �� ����� �# ��� ����� X(h) ��� ����� #�� h1 < h2� " ��� �� ��������� ���� X(h1) �� ��������
�� X(h2)� ���� �� ���� X(h) ������� �� h ���"�� �� �@������� B�  "���1��� �# �� �������� "���� "�
��������� � ������� #�� �� ���� /�� ���� "�� �?���0 ��� ���  �� ��� /�� ���� ��� ����� �������
�� ������ ���0� +� �� ���� � 2��� �� �� �# ���� ����� h = 1, 2, . . . , N ������ /��������0 ������ ���
�� � ������ ����� �� ���� �� � ������� A��� h ���"� ��� � ���� ������� �� ���� X(h) �� ���9�� �� �
�� � ������ � ��� ���� X = X(∞) = X(N + ε)� ���� �� ������� �������� "��� �� ���� ���� �# �� ���������

4� �� ���1����� �# � ���� X(h) �� ���� �# ���#���� *������� �� �� ��� �# #���� �������� ����� �� ���������
�# X(h) ��� � ������ ��������� ���� ������ �� �������� h. �� ������� �# X ��� �� �����X(h) ��� �� �� �
� ������ ��  ��� �# � �� � ������ /��� ��������� �� ��� ���0 �� R

3 �� � �"�1�� ������� � ����� ��
)��� �� � #��� �������� ��� ��� ����� ����� �� �� #�� �� F��� ��� �� ���"� �� �� ���� �� �� �������� ��
R3� )��� 3 �� ������ ���"� �� #��� �������� " #���� #�� �� +������ ����

	
�� �� 1?�����@ 	�� ��
���� A�	 ������	 X � � ��
� �������� ������	��� 1����B� 
��� �� �����������
 	� � 	���

����������� ���������� ��� 	�� �	�	�� X(h) ��� �����������
 	� ����	��� �������� ������� �� 	�� ����������

	
�� � 1?�����@ 	�� ��
���� A�	 ������	 X � � ��
� �������� ������	��� 	�� �������� 
��� �� �����������


	� � 	�������������� ���������� ��� 	�� �	�	�� X(h) ��� �����������
 	� ����	��� �������� ������� �� �

	�������������� �������

5� ���� �� Z(h, r) �� �?�����1�#������� ��" �� �� ��1���� r �� �� ���� X(h)� B��� �� �� *����� ��
� ������ �� ������� #�� S(n) �� �� �� �# n ���� ���� �� ���� �� r� +� Z(h) = {Z(h, r)} � �� #� ���
�# ��� ��"�� A ����  ���� Z(h) �� � ���"�� �������� #������� ��� ��� ����� ���� �� �� �������� �����
h = 1, . . . , N. �# ��  �� r ��� � ��� ���� /������������0 #�� �� �# ��� h ��� �� �������� ���� �����
������� �� #�� ���� ����  �� ���� ���� h�

6� A ����  ���� �� ��� �# �� ���� X(h) ��� � � ������ ����� �� �� ����� �# ���#���� *�������� (�������� ��
�� ����� �# �������� ��������� %45& �� ����2� *������� ��������� %�3&� )�� �������� h� �� ��� ��� ��� ������
"��� ���� ���� ������� ���� ���� �� ��� �# #���� �������� ����� �� ���� �� ���� ����� �� ��� �# ��
��  *������ ���� �� � �������� ��� �# ��� ����� �� �� ��" ������ /��� ���� ��0 � �" ������ �� �������
������� (� ��  � �� �# ���� ���� ����� /� �9� ��0 " ����" �� ��������� �� ����� ���� *������� ������
)�� @� ��� � �� �� �# �� ����� "��� � �������� h ��� �� �� �� #���� ��� �� �#��� �� ���#� /� )��� � ���
)��� 40�

7� � 9� �� �� ���� �# π/2 ��� ���  *��� �� π� �� �� ����"� �� ���� �� �� �������� ������� ����� �# ��
��  ���� X(h) �# ��� �� �� �� �������� ���� ���� "�� �� ���� ��"� �� ��� � *��� �� π� 7�������
������ ��� �������� ���� �������
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�� �� :�������� ������	� %� +� ��� " ���� CD������E� 7� � �����	 � 	�� �����	��� � 	�� ��������� 	�� ������	�

% ��� " ������ ��	� ������	� � 	�� �
�� ���� ��	� ���� �	 	�� �
�� ��� 	�� ������	 + ��
��� � ������	 ��	����

�
��

8� ����� " ����  ���� �� �������� �"�1�� ������� ������� X �� ��������� �2@��� �� ����� X(h) ����"�
�� ��� ��� X �������� "��� �� ���� ���� X(N + ε)� (� �������� ���� "��� �"� ���� �# #��� ���� ��
�� ���� ��� �# � �������� ���� �� �� �������� ����� X(h) �� ����� � 
���� /�����������	0 ��������� +� h � �
������ ���� ���� �� ��  ������� Di = (i, i+ 1). ���� �� ������������ �������� ���� �� X(Di)�

;� ( ����� �# �� ���� �� ��@ TX(Di) �� � ���� (x, v)� "�� x �� � ����� �# �� �������� ���� X(Di) ��� v ��
�� ������� ����� �# �  ������ ������� �� �� ����� x� �# �� ����� x �� �� �� �������� �# � ��� Li ��9����
�� � ��� Lk� ��� �� ������������ ����� (x, v) ��� (x,w) �� ���� ��������� �� �� �?�����1�#������� ��"
Z(h, r) ������ �� �� ���� �� r�

<� 7� � ������ ������� 41���#�� Qh� "  �� � ����� �� �� #���1�� ������� ���� �� ��@ TX(Di) ����
�� �� *������ H = hH ���� � �������� ���� ���� )�� �������� �������� ���$� �� ������ ���#��� Qh ��
����������� ���������� 41 ���#���� %44&�

�����	 
� • ��������� �� ������ �# #��� ��������� ������� �� #����"��� �*��� ��� �� �������� �����
������ ����"� "�� �� ���� �������� ���� � �@� ���� �������� /������0 �� ��� !� �� �������� �������
� ���� ��������� ���� � ���� �� �*��� �� ���� �� ��� �# �� ����� ��� ��� ������� ��� ������
������� /����������0� !�"��� �� �� �������� �# ����2� �������� ���� � �# ������� ���  ������� ���"��
�� �� �� �� � ��#�� �� "�$� �� �*��� ��� �� �� #��� �������� ��� ����" �� �������� �# ��  ��� �#
���������1������ ����� " �� �� �� ������ ���������� ��� ���� �� " ��� $� �� ��������� ���� ��� ���
���� ����� ����� �� ��������� ������������ ��������

• )������ �� �� ������� �� ������������ "�$� �� �*��� �� �� �� #��� �������� ��� �� �#�� �� ����� �#
�� �������� �������� �������� �������� �� �� �� ��������� ���� �� �"�1�� ������� ���� �# � �������
��������1���� �� ������ �# �"�1�� ������� ���� �# �� ����*��� ���

• )������� ��  �$� ��� /�� ��  ����0 �� ����" �������� �� #� ��� �# ���#���� *������� �� "���� �� ��������
�# ���������1����� ������� )�� @� ��� " "��� ����" �� ���� #�� �� #� ��� �# ��������� ������ �� �� #� ��� �#
���#���� ������� �� ���� ���� �� ��  �� ���� �# �� ������ �������� ���� � ���� �# #��� �# �� #� ��� �# ���#����
������ /�� ����� ������ ���� �"� ������0� ���� �������� ��� ������ �� �������� �� �� �� �� �2������
�# �������� *������� �# �������� ���� �� �� #�� @� ��� �� F��� ��� +������ ���� �� �� ���� %43&�

�������� �� ��� ������� �� ������ �������� / ����� �# #��� ���� �� �����0�

����  �� ?@��� �������� @����� �� ������������ #�� �� � �� ������� �# ����2� ���� � �� #��� ����������
���� �� @����� �� ����� �# #��� ���������� A "��� ���" ���� �� ����2� @� ����

4� ���FG�(7+F 7�++�(��B 7�	��F� 7J (�
B �) 
��)�
(+ K	(���
B

�� �� ����� " �� �"� ������ �# �������� ���������� �� ��� �� ��������� ������ �� ���� �# ���#���� ������
��� ��������� ��� ���� ��������� ������ �� ���� �# ��������� ������ ��� ������ �������� �����
A ����� � 
����	 �
 ���
���� �������� �� �� �������

(b− λ)x2 + (a− λ)y2 = (b − λ)(a− λ).

!� a > b > 0 �� ����� ���� ��� �# �� #� ��� /�*��� ����� �# �� � ��@� �# �� ����� "��� �� ���� ��
λ = 00� "����� �� ����������� ��� �� �� ������� ��"� �� #���� ���� ������� ������� � #� ��� �# ���#����
������ ��� ���������� "���� ������ �� #���� ��� y = 0 ��� �� �� �� �������� x = 0.
7� �� ���������	 �������� "  �� � �� ���� ������� ���� �# �� ���� "��� �������� �������� �# ���� �# ���#����

*������� ��� ��� ��� ������� ��� ����� �# 3π/2. ��� ���� ���#���� *������� ��"��� ������� �� ����� ������ ��
����������� �# ����� 3π/2 ����� �� �� �������� ��� �� �� ��������  ����� �#�� ������� ��  ������ ������ ����
� ������ �� ��� �#�� �� �?������ �� ����� �������� ��  �� �� �� ������� �������� ����� �� ��  �� ��
����� "���� �� ��� �� ������ B��� ��������� �� �������� %45&� F��� ���� ����������� ���9����� �������� �# ��������
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��� �� ��� ���� �� ������ �� ��  *������ �# �� ����� #� ���� ����� ����� �� ���9������ �� ���� �� λ �# ����
*������ �� ������� �� �� �� ���� ��� /�� ��� ������ �� �� �����0 �� ������������ �# �� �������� "�� ���"�
�� G� 7��$��: %46&�
�� �������� ���9������ �� �� �� ���9������ ���� ���� ����� �� ����@ �������� ���� /�� ���� �� λ ��

�� �������� "��� �� ���� �� �# ���� ��������0� �� ���9������ ���� �� �� �������� ���� ������� ������� �"�
#��� /λ = b0� ��� �� ���9������ ������� ����� �� �� �� �������� x = 0 /#�� �� � λ = a0� �� )� �$�-.�������
���������� �# ?�� ��������� "� ������ �� '� ��������� ��� D� ��������� %48& ��� �� '�'� '�����$��� %4;&�
�� ��� ����� " �� �� ����� �# ����������� ���������� ���� �"�1�� ������� ��������  ���#���� ���� #�� �1

 ����� ��������� ����� �� ���� �# �� ��������� �� ���� � "�� ���� �� �������� �?����� �� ��"��� "�� �2��� ��
����������� ����  ��� ����� "�� ������ �� ������ �# � ����� ���������� ���� �"� �� #��� � ����� ��������� ���
� �� ���������� ���� ������� )�� ������ ��������� �� ���� �# ������� � %�3&�
A ���� �� �������� ���$�� "���� �� 
A1�� ��@� ���� #�� � ����� ��������� ����� �� ���������� ��"

 �� ���� �"� � ����� ��������� �� ���� ����� ��  �������� ���� /�� ������������ ��� �# �� �� ��@ ��
����� �����0� �� �2� � ���� ��� " �� ��� ��� �"�1�� ������� ���� �# �� �������� �� ��@� ��� �� ��������
�# �� � ����� ��������� /���� �# � ���$0� (#�� ����� �� ��� ��1����� ��� � ��1�� ������� ��� �# �� �� ��@�
" ������ � ������ �� ������� σ ���������� �# �� ������ �# �� � ����� ��������� /����0 ��9���� �� �� ����
�1���� ( �������� �������  ����� ����� � ��� "��� ��  ���@ i� �#�� ������� ���� ����� �������� ��  ����� �����
�� ��� "��� �� �" ���@ σ(i) ���� �� ���� �� ��������
��� ����� �# ��� ���� �# � ����������� �������� /�������� ���$0 ����� �� �� ��  #� ��� �# ���#���� *�������� ���

�� ����������� �������� /�������� ���$0 ���� ������� �� ���� ��������� ��� "��� �� ��  ���� �# ��������� �� ���
�� �*���� ����� �# �� ������� ����� ��� �� ���� �� λ �# �� ���#���� *�������
7�������� "��� ����� �� ������ �� ���� �# ��������� ������ ��� �� ��� �# ������ ���� �� ���� ��������� ���

����� �# �� �� ��������� �������� #� ��� �# ���#���� ������ ��� ��������� " ���� �� �� �� �� �� �� ���� ��
b �# ��  ���� � ��@�� ���� �� �� ���� �� a �# ��  �9�� � ��@��� ��� �� ���#���� ������ �� �����#�� � ��
��������� ������� ��� ��� �������� �� �����#�� � �� � ���� �# �������� ���� /��� ��� �����0� ����� �� ����� �#
�������� ����������� ��������� ��� �������� ���$� "��� �"�1�� ������� ���� �� ������ �� ��������� ������ ���
�� ��� �# ������ �������� ���� �� ���������� �� �������

5� .!	I�'BIJ (�� I�'(+F'BI(J( 
(BFB

�� ��������� �������� ���� �# ����� ���� ���� ��� ��� � ������� �� ���� ���� ���� � �� �� ��@1�� �������
���� ���� e(3)∗ �� �� +� ������ e(3) �# �� ����� �#  ������ �# ���1�� ������� F������� ����� �� �������
���������� S1, S2, S3, R1, R2, R3� �� L������ ����$� ��*���� �� #�� 

{Si, Sj} = εijkSk, {Ri, Sj} = εijkRk, {Ri, Rj} = 0,

"�� {i, j, k} = {1, 2, 3}, ��� εijk = 1
2 (i− j)(j − k)(k − i).

( !� �������� ���� �� e(3)∗ �� ���� �� �� F��� *������� #�� ��  !� �������� H ∈ C∞ (
R

6
)
C

Ṡi = {Si, H} , Ṙi = {Ri, H} .


������ �� ��  �� ��� ���#�� �# �"� 
��� �� #�������� �# �� ���� L������ ����$�C �� �� ���� ������� f1
��� �� ��� ������� f2�

M4
c,g =

{
f1 = R2

1 +R2
2 +R2

3 = c, f2 = S1R1 + S2R2 + S3R3 = g
}
.

)�� c > 0 ��� ��� g ∈ R� �� ��  �� ��� ���#�� M4
c,g �� � �� ������ ��# �# �� L������ ����$�� ���� � #���1

�� ������� � ����  ���#��� �� "���� �� L������ ����$� �� ���������� 7��"� " ����  ���� c ��� g �� ����
������ ������
A ����� ���" �� !� ��������� ��� �� ������������ ���������� �������� #�� �"� ��������� �������� ���� �

�# ����� ���� ���� ����
�� 2��� ���� �� �� ��� �������� �� ��F� .��$���$� �� �<<6 %4<&� ���� ��� ������� ��  ����� �# F���M�

��� �� �� ������� 2�� �#�� ������ � �������� ���� �� � ����� λ = (λ1, λ2, λ3)C

H =
(S1 + λ1)

2

2A1
+

(S2 + λ2)
2

2A2
+

(S3 + λ3)
2

2A3
, K = S2

1 + S2
2 + S2

3 .

!�� �� �� �� F��� ���� � �� ������� K �� *�������� ��  � ���� F���M� ��� �� ������� #�� .��$���$�M�
��� "�� ��� λiM� �� *��� �� ,���
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(����� ���� #�� "���� " ����� ��������� �� ����������� �������� �� �� #� ��� I������$��� ���� �� "�� ���1
����� �� B�'� I������$��� �� �<<8 %4=& ��� �� �� ����� ��� /����� "��� �� F��� ��� +������ ����0 "���� ��
�������� #�� ��� ������� ����� �# #��� �������� ��� ������� �����������

H =
S2
1

2A
+

S2
2

2A
+

S2
3

A
+ a1R1 + a2R2,

K =

(
S2
1 − S2

2

2A
+ a2R2 − a1R1

)2

+

(
S1S2

A
− a1R2 − a2R1

)2

.

!� �� ������� K ��� ��� 5 ��  � ����

�����	 �� ���� ���� �� ������� ���� ,��� /��$ �� G�������-
��������-B����$� ���� 0 �� +�������
*������� �� �������� ��������� �� ������� ����� %5>&� ��� ��� �� ��  ������ ��� �������� �������� ����� ��
���� ��� �# ��"���� �� ��� �# �� ������� "�� ��������C +������� #��������� �# �� ���� � "��� �������� �#
���� 4 ��� 5 �� 2��"�� �� � ������ �� #��������� �# ��������� "��� �� ������� �# ��� 3 �� ���������� ����
,����

(���  ���� f1 = 1. ��� ��:��� 41���#��� Q3 �� �2�� �� �� ���� ��� g ��� h. 
������ �� ��#��������
������ �# �� ���� �# �������� f2 ��� H. (� � ������ ����� ����� �� �� ���� R2(g, h) ���� ����� �� ���� �����
#�� ��� ������ (g, h) �� ��  �� ���� �� ����������� ��� /�� ����� �# �� � ������ 0 �# �� ������������ �������
���#���

Q3 = {f1 = 1, f2 = g, H = h}

�� �� �� � 
������ ��  ������
F = f2 ×H : S2 ×R3 → R2(g, h)

���� �� �� #�� ��� F (P ) = (f2(P ), H(P )) ∈ R2(g, h).
�� � �� �# �� �� �# �������� ������ �# ��  ������ F �� �� ��#�������� ������ �� �� ���� R2(g, h). �� ������ ��

���� ���� ��� ���� �� ��� ��� ��� �� ��� �� �# ��� ����� �� � ����������� ������� ���#��� �� �����������
��� �# �� 41 ���#���� ������������ �� ��:��� ������ �# �� ��  ��� �� �� �� �� � �� �� ����� " ��
������ ������� �� D�L� I����� �� %53& ��� (�(� ��� $�� %54& #�� �� ���� �# .��$���$� ��� I������$����
��� ���� �� ��#�������� ������ � ���� ������������ �� *����� "��� �� ���������� ��#�� ������ �� ��� ��
��� ��� �# �� ��#�������� ������ �� ������������ ������� �� ����� ����� ��� ��������� �� �� �����
�# �� � ������ ������� ���#���H �� �� ���������� �� ��� ���#���� �� +������� #�������� �# �� ���� �� ���
�������� �� � ������� ��� #��������� ��������� �� ��:��� ���� �# )� �$� ��� )� �$�-.������� �����������

6� �L(���(+� )��
F 7�++�(�� )�� �!F I�'(+F'BI(J( 
(BF


������ �� ��������� I������$��� ���� �� ��#�������� ������ #�� �� I������$��� ��� "�� ��������� ��
D�L� I����� �� /� %5�� 53&� �� �� ����� �# (�(� ��� $�� %54& ��� (�'� 7������� %55&� �� ���������� ����� 
#�� �������� ������ �# ���$ � ��� > "�� ������� )� �$� ���������� �# �� ������� ���#��� �# �� ���� "� ����
���������� %54&� ��� ����  ������ �# �������� ������ �# �� ��#�������� ������ � �# ��  � ���  ������ (H,K)
�# �� ���� %55& "� #�����
�� ��#�������� ������ �� �� ���� (g, h) �# ����� �# �� ��� ������� f2 ��� �� ���� H �# �� ���� ��� ��

#�� ���"� �� )��� 5� �� ����� ���� �# �� ������ ������ ���� �� �� ���� #�� "���� �� ��� ��� �# ���� ������
������� �������������� ������� ���#���� �� ������ �� ���� ����� ��� "��� ����� ����� ���� ������
�� ���� "��� ��:��� ���� �# +������� #��������� �� ����������� ������� ���#���� A ���������� �� ���$� ������
�� ��� ��� �# �� ��#�������� ������ ���� ���� �� +������� #�������� �# �� ������������ ������� ���#��� ��
��������  ����� �� �������� ����������

������ �� �� ������ ��# A ������������ �� �� ������� ��� g = const� ���� �������� ��� /� )��� 50 ��������

� 2�1��� ��� ��#�������� ������ H  ������ #�� �� 2��� ��� ��� ���� �� +������� #�������� /�� �� �������
���#�� ����� �� �� ����� � �� �# ��� ����� �� ���� ��� ��0 ��� �  ����� �� �� +������� #�������� �# ��������
��������� ������ �� ���� �# ���#���� *�������� ��� ���������� ����� �� α, β, γ� �� ���"� �� )��� 5�

• �� � ����� �������� α �� ������ �� �� ��� �# �� ����� /" �� ��� ���� �# �� ���� �� �� � λ = 00� ��
��� �# � �������@ �������� /" �� ��� ���� �� ���� �� � λ = b+ a−b

2 = a+b
2 < a0� �� ������ ��������

x = 0 /����� ���� ��� ���� �# �� ���� �� �� λ = a0� ��� �� #���� ��� /����� ���� ��� ���� �# �� ���� ��
�� λ = b0�

• �� ����������� �������� β �� ���� #�� �"� ��������� α, "�� �� ������ ������ ����� ���� ���� �# �� ����������

85(($72 9 5827�  / 07�6107�$:7� ;64($:( 3��� +, 2�� " +&+%



<$��$78#( =$�6 :672>$2> >1 01�84 "+"

h

g
A

4

A Ar=0,

B Ar=0,

A

A r=∞,
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���� ��� ��		�� ���� ������	�� 	�� 	�� ������� �� ���
�

��������� ����	���� �� Q3 ��F��� ��	 	�� ��������� ����
�� Q3 	��������� ������ �����������
� ��� ������� ��

���
� ��������	��� ��������� ���� 
���	��
	�� ��� ��������	�� �� ������ 
����� ��� ���	�
�� ���� A 
���������� 	�

	�� ������
	�
 ��� ���
� �� ���	����� �������� �� 	�� ��
� ��������� <� α, β, γ �� ����	� ���	� � 	��� ������
	�


���� �� ���� �� ��
� �������� �	�	�� 	��	 ������	� G�����H 	���� ���	�� ����� �	�	�� ��� ���� ����
	�� �� /��� -�

• �� �������� ���$ γ �� ���� ������ #�� ��@ � ����� ���������� �� ��������� "��� �� ��� � ��� 3 ��
������ �� ���� �# �� ����� "��� �� ���� �� λ = 0 ��� �� �������� "��� �� ���� �� λ = a+b

2 . ��
��������� "��� �� ��� 4 ��� 5 �� ���� ������ �� ���� �# �� ����� "��� �� ���� �� λ = 0 ��� ��������
�� "��� ���� �� λ = a+b

2 , ��� ���� �� �� ��� �# �� ������ �������� "��� �� ���� �� λ = a. ��
��������� "��� �� ��� 6 ��� 8 �� ������ �� �� ��� �# �� ����� "��� �� ���� �� λ = 0 ��� �� ��� �# ��
�������� "��� �� ���� �� λ = a. A ������ �� #����"��� �� �������� �� �� �������� ���� ���� �� �����
�# �� ���$H �� �� �������� ��� "��� ���� �� λ = a+b

2 " ������ �� �� ������� (1 3 2 4) ���� �� �� ���
�# ������ ��������� �� �� ������� (3 5 4 6).

��� ���� �� �������� α ���������� ���� �� � ����� �# �� �������� β, ��� �� �������� β� �� ����� �� � ����� �#
�� �������� γ� ���� #��� ����� �� �� ����� �� �� ����� �# � ����� #��� �������� K� )�� �� �������� �������� �#
�� �� ��@� " ��$ �� �������� γ ���� #�� �� ������� ����� " ��$ �� �������� α� "��� � �� ���� �� ��� ����
 ������ �� �� �������� ���$ γ ����� �� ��� ���# �# �� ��� 4� A  �� �� ���� ���� �������� /�� ��������
β0 ���� �� ���$ γ �� ���� � "�� ���� �� � �� �# ���� ��������� ���� �� ��� ����  ������� ����� �� ���� ���#
�# �� ���� 4 ��� 5�
+� �� ��" ������ �� �����#�� ������ �# �� ���������� #��� �������� K� (� �� 2��� 9� �� �� �� �����#�� �����

�# �� �������� α ���� �� �������� β� � ��� �# �� �������� �� ����� ��� �� "���� �# �� ��������� ���  ���������
�� ���� �� �������� ���� ��"  ��� �� �� ���� 4 ��� 5 �# �� �������� ���$ γ, ��� ����� ������ �����  ��
#���� ���� �� ����� 9� � ���� �������� ���� "��� �� ��� �� 3� 6� ��� 8� �� �� �������� �� �� ��������� ����
������ ��� �� #���� ��� ��" ��� � �� ����
�� ���� ���� �� ���������� �������� K ��������� �� ����� �� I������$��� ��� �� �� ����� �� ������ ��# A

����� " ���� ���� �� )� �$�-.������� ���������� ������� �� +������� #�������� �� ������ ������� ���#���
������� "��� �� ������������ ���������� #�� �� ��������� α, β� ��� γ.
)�� �� ��������� α ��� β� �� )� �$�-.������� ���������� /���� ���"� �� )��� 50 "� ��������� �� �� "��$ �#

'�'� '�����$��� %�4&� +� �� ��" �������� �� )� �$�-.������� ��������� #�� �� �������� ���$ γ�

�����	 �� �� �������� γ �� � �������� ���$ /�� �� �# � ����� ��������� ��� �� �������� �� �� �����0 ������
�� �� #� ��� �# �������� ���$� /������?�� "��� "�����0 ���������� �� '�(� I��$��� ��� '�'� '�����$��� �� ����
)� �$�M� ���9���� ����� �� @����� �# � �������� ���$ "��� )� �$�-.������� ��������� �������� �� �����������
���� 2@� ���� �# �� �����  ��$ n /� %�;&0� �� ��������� ����� /�# �� �������� ���$� ������� �� ���� ����0
�� �� �� ���� �# �� ��  ��������� �� �� �������� γ ���������� ����� �� �# �� ���� ��� �� � ������� ���� (� �
������ �� #�� �# �� �����1 ����� ������� �������� �� �������� �# ��  ��$� � ���� �� �� �

���������� 
�  �� �������!"�������� ��������� �������� ��� #�������� 
�������� �
 �� ��������	 ���
��� �
 ���
�������� ���� γ �� ����� �� ���� 5 �� ��� �� ���� �� ��� ������
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�
��� �� 	�� ��������� 	��� 
������������ 	� 	�� ����� � 	�� ����
��� ����� ��� ��	 	� ����	� <� λf ��� μf ��

����	� 	�� 
�
��� 
������������ 	� ��� � 	�� ��	 �	��� � B ���
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�����	 �� ����� ����� �� ���� �� �������� �� )� �$�-.������� ��������� ������� �� +������� #�������� �# �
!� �������� ���� � ��  ��� ��$ �� #����"��� ��� ����� )����� ��������� �� �� ����� �# �� ���������� �������
�# �� ���� �� �� ���#�� Q3. �� ��� �# ���� ����� ��������� �� ��1���� �� #� ���� �# ������ +������� �����
��� �� ������ �� ���� ��#���������� )������ �� �� ������� �� ���� �� ��1����� ��� � �� �� ������ �# �� ������
�� ��� � ����� �� ����� ��� �� �� ��#��������� �# ��� +������� ����� (�������� �� )� �$�M� ���� %8�

�� 4� '��� �&� ��� ���� ��#�������� ������� � ������� B�#�� 2������� �������� "��� �������� 2��� /�# @���0 ��
�# �� ��� /3��0� �� ��� � "��� �������� 2��� �# �� B�#�� 2������� �� ����� ��� � "��� ������ �� 2��� ��� ��
����������� �� ��������� �������� �� ������ �� �����  ��$� ���� ��� �� �� ������ �# �� �������� ���� �# 41��� ��

���� ��  �� �# �� ������ ��� ��� �#� �� ��  ��� �� �� ����� �� �� �� ���������� �� �� +������� ������
�� ���� ������ �� ��� ����� �"� ������ λ ��� μ� "���� ��� � ����� �� �� �� ����� ������ �� ����� �# �� ���� �#
�����  ��� � ��� ��������� �� �� ���� ������� �� �� ��� �� �� �� �# �� �� /� %6� 8&0� �� ����� �# ���� �
���� �# ����� �� � �������� !� �� ����� �# �� ���� λ �� ������� ���*� �� �� ����������� ��� �� �� �� �����
���� μ �� ���9��� �� � �� �� �# �����2���� ����������� 7�"� �� ����� ���� �# ������ " ��� "��� ��� ��
�����  ����@ �# �� ���������� #�� �� ���� �� ������ /�� �� ����� �� ������  ����@0� B��� ����  ����@ ���� ����
�# ��  ���#��� Q3 "���� �� ��� ����� �� +������� ������ �� #����"� ���� ��� ��� ����� �� ��"��� *��� �� −1. )�� 
�� ����� �# ����  ����@ /"���� �� �2�� � ���������� �� "�� �� � ���� �# �����0� ��  ��$� r ��� ε �� �� ���
�� �������� ��� ��  ��$� n �� �� ��������� �# �� ���������� �� ��1����� #� ����� (�� �� ������ �� �� #� ����
�� ������ ��� �� ��� �� �# �� #� ��� /���� � ���1�� ������� ����� �# ��  ���#��� Q30 �� ��� �� ��������
�# � B�#�� 2��������

�����	 �� A�� �������� ����� �� +������� ���� �� �������� ���� �� " ����� ����� �� #����"�� A ����� ��
���9����� �# ���� ���� �� �� �������� ����� �� ����� ���� ���� �� � ���� �� � ������ "  ��� *��� �� ������ �#
���� ���9����� �� ������� ������ �� ���� � "�� ���� ��� �����1����� ���� ��� �� � �������� ��� ������ �� ��
*������ 2@��� ���� +������� ������ �� ���� ��� " ����� ��� �� �"� "���� A ����� ������ �� ���9����� "��� ����"�
���� ���� 2@ �� �������� �� �� /��� ��� ��� � ��������� �������� ����� *������� �� ���9����� "��� �������
������0 �� @�������� ������� �� #�� �# ������� ������ /���� ����$ ����"�0� (� � ���� �� 2���  ���� �� ��������
#�� 2@��� ����� λ �� �������� ���� �# ��� �1��#��������� ����� �� �� #���� ���� �� ���� 2��� �� �������� �����
���� ���C �# �� ���9������ �#�� �� ��#�������� �� ������ �� ������� ���� �#�� �� ��#��������� ���9������ ��
������ �� ���������� �� ��  ������� ����� " ����� ��� ������� �� *������� "��� ������� ������� ���� ��
������������ ���� �� ������ ����������� #�� ��� ���9����� �� �� �������� �����

����� +� �� ���� �� λ �# �� ���9����� � �������� ��� ���� a+b
2 . ��� ��� ���9������ �� ������ ���� �"�

������� �� 2��� ����� ���9������ ���� ����� �� ���� "��� �� ��� � ��� 6� �� "�� �� �� ��� 4 /�������� #�� 
�#� �� �����0 ��� �� ��� 5 /�������� #�� ����� �� �#�0� �� ���9������ �# �� ���� ����� ���� ����� �� ����
"��� �� ��� 3 ��� 5� �� ��� 4 �������� #�� ����� �� �#�� ��� �� ��� 5 �������� #�� �#� �� ������ D������ ��
���9������ �# ��� ������ �� �� ��1��1�� ����������� "��� �� �������� ���9������ �� �� ����� "��� ���� ��
λ = 0 "��� ���� ��� �� ���� �������� ��� ���� a+b

2 . ���� ����� �� �� ��� ���� �� �������� �# � �����  ����� #��

85(($72 9 5827�  / 07�6107�$:7� ;64($:( 3��� +, 2�� " +&+%



<$��$78#( =$�6 :672>$2> >1 01�84 "+-

���� ������������ �� ��� ���9������ ��� ���� � ��$� #�� �� �������� �# �� ����� #�� �� �������� �� �� ������
A � ����� �� �� ��� λ < a+b

2 � ��� �� � ��#�������� �# #��� +������� ���� ���� �"� ���� ������� �"� ��� � B� (�
��  ��� � ���� " ��� #��� ��� � A� ����� ���� �� ��� A �� � 2������� ���� ���� ��� �� �@��� ����� ����� �����
��������� �� ����������� �# ���� �� �� �@�� �# �� ����� ������ �� �������� ���9������ �� ��� B �� �� ����� �������
�# �� �"�1�� ������� ��� B ��� �� ������ �� �������� 2�� �# �� �"�1�� ������� ��� B �� �� � ������ ��
�� 2��� ������� ����� �� �"�1�� ������� ��� B ������� �� ��#�������� �# �"� ������ ���� �� /�� �� ���� �"�0�
��� �� ���1�� ������� ��� B ������� �� ��#�������� �# �"� ���� ���� ���
�� �� ����� ��� �� �� �#� �� )��� 6� ����� �� ����� / �� �������� ���� ���9������ �� �� �������� �� ���0

�� +������� ���� ������������ �� ���9������ ������ �� ������� !� �� ����� λA ��� μA �#� �� �� �#� ��� � A,
��� �� ����� λf ��� μf �#� �� �� �#� ��� � B ��������� �� ��#�������� �� �� #���� ����
+� �� @����� �� ����� �# ��� ������ �� ���� λA ��������� ��������� �� � ����� �� �� ������� ���� �� ��

�������� ������ "��� �� ���� μA� �� �� ���� �� �� ��� λA �� � ����� ���� �� �� ���� ����� ����� �� �
��������  ����� ����� �� ������ �� ����� λf �� �� ����� ��� �� )��� 6 ���� ���� �� ��������  ����� ����� �� #����
�������� ��� �� �� ���� �� �# �� *������ ���� �� �� ���� b� ����� " � ���� ��� ����� �� �� � ������ ��
�� 2��� �# �� B�#�� 2������� �# �� ��� B. �� ����� μf �� �� �� ���� �# ��  ���#���� �������� ��������
�� �� #���� �������� ���� 7��� *����� "��� ������� ������� ������� ���� 2������ �� �� �� �� �� ����� �����
λf �� � ����� ���� �������� #�� �� �������� ������ /��$� ��� ������0 �# � �"�1�� ������� ��� B "���� �� �
�"�1�� ������� ������ �# �� 41��� B ���������� �� ��� �������� ����� /��  ����� ����� �� #���� �������� ���0�
��" �� �� ���" ����� #�� λ = a+b

2 � �� ���� ������������ �� �� �"� ������ �# ���9������ ������� ����  ��
���� �� ������ 
������ ��  ��� �# ��  ����� �� �� ������������ ���#���� #� ��� ��� ��� ���9����� �� �� ���������
+� �� *��� �� ������ �# ���� ��� "��� ������� ������ ������ ���"������ �� ���� "�� " ������ �� �������
�� ����� �# �� ����� � �� �# ���� ��� #�� λ ∈ [a+b

2 , a]. +� �� ���" ���� ���� �� ����� �� �� � ������ �� ��

�"�1�� ������� ��� B. )�� λ < a+b
2 � ���� ���� �# �� ��� �� �������� �# �"� ������ /��� ��� �� �� +������� �����

�# �� �# �� �"� ������������ ������ �# ���9������0 ���� #�� a+b
2 < λ < a� �� ������� �� ����� �# �� ��� ��

�������� �# � ����� ������ )�� λ = a+b
2 �"� ������  �� ���� �� ����� � ����� ����� �� �� ���� "��� �� ���� ��

a+b
2 H �� �� ���� *����� "��� � ����� ������ ���"����� �� ����� ���� �# �� ��� �� �� ������� �# " �������
��"�"��� ������ ������� ������� �� �������� ����� �# �� ������� ��� �� �� ������ �# �� �������� ��� "���
�� ���� �� a+b

2 *����� "��� ������ ������� ������� ��� ���� ��  ����� ����� ���� ��� �� ��� � ���9������ ��
���� ��� ��� �� �������� �# �� ����� ������� �# �� ����� /������������ �� �� �������� ��� *����� "���
������ ������� ������ "��� ���� �� a+b

2 0 ��� �� �"�1�� ������� ��� B.
�� ����� �# �� ����� λB ��  ������� �� �� #��� ����� �� �� ���� ��� �� � �������� ����� ��� ����� ��� 

�� � ������ �� �� 2�� �# �� B�#�� ������ ���� �� �� ������ �# �� ��� �# �� �������� "��� �� ���� �� a+b
2

*����� "��� ������ ������� ������� �� ����� μB �� �� ����� �������� ���� ���� �� �� �� ����� � �� �#
�� ��� ��  ����� �� �� ���#���� #� ����
7#�� "������ ��� �� ������  ������� �� �� ��  �� ��� �� ����� �# ����������� �� �� ������ �� ����������� �#

�� ����� λ �� ����� ��� � B ��� �# �� ����� μ ��  ��� �@ ��� � A ������ � ����� ��������� "��� �� ����������
�# �� 2��� �# �� B�#�� ����� /���� ���� �� ���9������ �� �� �� � ������ ��� "��� �� ��  ����������0� ��
�� � �# ���9������� ���� � ���� �� #����"��� ���C �� ��� ������� ������� �� ������ �� �������� �� �� ��������
�# �� ���9����� �# �� ������� ����� �� �� ������ ��� �� �� ���9�����1����� (� ��� ���� ������ /#�� @� ���
�� �� �������� ������0� �� �������� �� � ���� ��� � ��� ��� �� ����������� ���� ����� �# ���������� "��� �
����� ����������� )������ �� ����������� �# �� ����� μ �� �� ���� ������������ �� ����� ��� � B ��� ����� ��
������� ���� �# �� �������� 2��  ��� � �������� �� ����������� " ��� ����� ����������� �� ���� � "�� ���� ��
���������� �# �� ���� μf #�� λ < b "��� � ��������� ���� #�� λ > b� �� �� ������������ ���� ��� ��� �� ����� �#
����� �� �� ����������� μf = −λf , �� "�� �� �� ����� �� �� ������  ������ "����� ���"�

A � ����� �� �� ��� ��"� �� ��� � B ��� �� ��� � A� �� ������  ������ ��� �� #�� 

(
0 1
1 0

)
. ���

�2� �� #����"���  ��$� �� �� ���C r = 0, ε = 1, ��� ��� ,�� ������������ �� ��  ��$� n. �� �� ��� ��"�

�� ��� � B� �� ������  ������ ��� �� #�� 

(
1 −1
−1 0

)
. A � ���� ��  ��$� �� ��� ��� �� r = 0, ε = −1.

�� ������������ �# ��� �� �� ��  ��$ n �# �� #� ��� �� [αβ ] = −1 �# �� �� �� �������� #�� ���� #� ���� �# ��
�� �� ���� ��� �� ���� #� ���� ��� �� ������������ �� ,��� �� ����������� �� ������

������� 
�  �� ����������� �����������	 �������� K ��������� /�� ��� ����� �
 #�������� �����������0 ��� ����$
������ %���������	� ���� �� ��� ��� �
 ��� ���� �	������� ����
��� M4

g ������������ �� ��� ���� A �� ���� 4.

�����	 �� A ����� ���� �� �������� �# �������� "���� ������ �� �� ����� �# ���#���� *�������� "���� �����
�� ������������ �# �� ���� �� ���  � �� �# ��� �������� �� ��� ��������� �� ��������� /�� �� ���� ���"�0
������� 41���#����

85(($72 9 5827�  / 07�6107�$:7� ;64($:( 3��� +, 2�� " +&+%



"+) / 012� � 31#45(6�$27

����� A ��� �� �� ������ �# ���������� ������������  �� ����� �� �� "��$� ���� ���"� �� ����# �# ��
���� #����"� #�� �� �� ������� �# �� )� �$�-.������� ���������� #�� �� I������$��� ���� ��������� ��
(�'� 7�������� L� ������� ��� (��� )� �$� �� %56&� ��� �� )� �$�-.������� ���������� �# �� �������� ����� α, β
/� )��� 50 ��� γ /� )��� 60 �# �� #��� �������� K� A � �� �� �� ��� ���� �# ���������� �� �� ���� ��,�

�����	 �� )�� � �� ��� � �� ������� �# �� I������$��� ���� �� �� ���� �� ������ 51 ���#��� ����1
�������� �� �� ��� (� �� � ���� �� 2�� � �� ����� ��������� #�� �� �"� ��� ���� ,��� �� )��� 5�

�����	 �� ��� ���� �� ������ �� �� �������� �# �� I������$��� ��� �� %56& "� ������ @���� ��
'�(� I��$��� �� �� ��� �# �������� �# �� �������� ���� #�� �� +� ������ so(4) %58� 5;& ��� �� +� ������
so(3, 1) %5<&� !� )� �$�-.������� ���������� ��� ������ ����� "� �������� ��� �� ���� �# *������� �#
��� ���� � "��� ���� �������� ���� � "� #����� �� �� #����� �� "���� � ��������� �� ����� �� ������������
�# ����������� ��������� �� �� ���� ������� �# I������$��� ���� � �� ����� +� ��������

8� �L(���(+� )��
F 7�++�(�� )�� �!F .!	I�'BIJ 
(BF

A ��" ���� �� �� .��$���$� ���� �� ����� #�� �# �� ��#�������� ������ � #�� �� .��$���$� ��� �� ���"�
�� )��� 8 �0� �� )��� 8 �0 ��� )��� 8 �0 " ���" �"� ������ ���� �# ���� ��#�������� ������ � �� ����� ���� ������
����� +������� #��������� �# �� � ������ ������� ���#����

a)

1 2S xS

3R P

32S

3S

1 2S xS

3S

32S

1 2S xS
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c)
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�� �� <���
�	��� �������� � 	�� ��������� 
��� ����� ��
� ������	� ��F����	 	���� � ��������� ����
��J

� 	�� ������� 
���J ! ��� � @ 	�� ���
��� 
����� ��� ��		�� ����� 
��������� 	� 	�� ������
� � ������������	

��������� ����	���� �� �����������
 ��������� ����
���

&��� "�������	 �	����' ��� ���� �
 ��� ��
�������� ������� b

+� �� ������� �� ����� �� ��� b �# �� ��#�������� ������ � +� ��  ��$ �� �� �� ��� ��� "��� +������� #��������
�# ������� ���#��� "���� ��� �  ����� �� �������� ��������� /� )��� ;0� +� �� ������ ��� �������� ����������
����  ��$� "��� �� ����� α, β, γ, δ, ε.

• �� ����������� �������� α �������� �# �"� ��������� ���� ����� � ��  �� ��� �# �� ������ �� �# �� ��������� ��
������ �� �� ����� ��� /"��� �� ���� �� λ = 00� �"� ���� �# ���������� ��� � #���� ���� �� ���� ��������
�� ������ �� �"� ���� �# �� ��  �������� ��� �"� ���� �# ������ /"��� �� ���� ��� λ = 0 ��� λ = b

2 0�

• �� ����������� �������� β �� � ���9���� ����� �# �"� ��������� α.

• �� ����������� �������� γ �� ������� �� ������ �"� ����� �# �� �������� α ����� �� #���� ����

• �� ����������� �������� δ �� ������� �� ������ �"� ����� �# �� �������� α, �� ���������� ����� �� ��� �# ��
� ���� ����� "��� �� ���� �� λ = b

2 , ��� �� #���� ����
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• �� ����������� �������� ε �������� �# �"� ����� �# �� �������� ���� ����� �� ��  �� ��� �# �� ����� ��� ��
�� �� �# �� #���� ���� F��� ���� �� ������ �� �� ��� �# �� ����� /"��� �� ���� �� λ = 00� �"� ���� �#
���������� ��� �� #���� ����

h

g
A B C
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���� � 	�� ����
�	��� ������� � 	�� ��������� 
���� $� ���� 
����� 	�� 
������� � 	��

������� ����� ��������� ����	��� � ��������� ����
�� 
�� �� �������� �� ��	������� ��������� ��� ���	����������

����� 
������� ��� ������ �� >���� ��		���� ��� 
������������ ��	������� ��������� ��� ������ �� 	�� ����

��		���� 3��	�
�� ����� 7� <� : ��
����� 	�� ������
	�
 ����	� ������ �� 	�� ���� ������� ��� ���� ����
�	���

������ �����	
����� � ��� �	�� ������	�� JA, JB, JC � +� �� ������ �� #��� ��������� JA, JB, JC ���������
 ������� �� �������� ���� �# .��$���$�M� ��� �� #���1�� ������� �� ������ ���� A, B, C.

• �� �� ������ ��# A ���������� �� � �������� ��� ������� �*�������� ������� �� ��� ��� α, β, γ, δ �# ��
��#�������� ������ � �� ������� ���� �# �� #��� �������� JA �� �� �������� α, ��� �� 2��� ���� �� �� ��������
δ. (� �� 2��� ���� 9� �� �� �������� α 9���� �� ��� ����� "���� �� ���� �� �� �������� �������� �� �� �@� �"�
9� ��� (� �� ��������� �� ������ ��$� ���� ����� �� #���� ���� ��� ��� ����� �� ��� �# �� � ���� �����
"��� �� ���� �� λ = b

2 �

• �� �� ������ ��# B ����� �*�������� ������� �� ��� ��� α, γ, δ �# �� ��#�������� ������ � �� �������
���� �# �� #��� �������� JA �� �� �������� α, �� ���� ���� ���� �� �� �������� γ, ��� �� 2��� ���� �� ��
�������� δ. 	���$ �� ������� #��� ��������� �� �� 2��� 9� �� ��� �� � �� �������� �������� �# � ���� �# ��
�������� α ��� �� ������ �# �"� ����� ����� �� #���� ����

• �� �� ������ ��# C ���������� �� � �������� ��� ������� �*�������� ������� �� ��� ��� α, ε, δ �# ��
��#�������� ������ � A��  ����� �� �� ��� �� α� �� �������� �# �� ��  ��  �� ������ �� ���� � "��
���� �� ���� �� λ� "���� �� ��������� *��� �� b

2 � ���� �� �� ���� b. �� �� �� ��� "�� ������� �� ��� ��
"��� �# �� ������ � �� �������� ���� �� �"� ����� �# �� ������ � ��� �# �� �������� α. (� ��  � �� �#
�� 9� �� ��� �"� ����� �� ���� ������ ����� �� #���� ���� (� ��  � �� �# �� �@� 9� �� �"� ��������
���� �� ����� ���� ����� �� ��� �# �� ����� "��� ���� �� b

2 , "���� �� ���� �� �� ������� ��������
���� ����� �� ��� �# �� ����� ������ !� �� ����@ ������ �� ������ �� �"� ����@ ��� ��� �� �������@
������� �� �� ���� ����� ���� 9� � ��� � �������� �� �� �@������� �# � #���� #�� �"� �" � ��� ���������
����� �� �������� /� �� #�� �# �� ��������� ε ��� δ �� )��� ;0� �� "���� �� �������� �� �� ���� � ��� ��������
�# �� 9� � � ���� �� � ������ �� �� �������� ��� ���� �� �� �� �# ��� ������ ��������

&��� "�������	 �	����' ��� ���� �
 ��� ��
�������� ������� c

+� �� ��" ������� ��� �( �# �� ��#�������� ������ �# �� .��$���$� ���� � 
������ �" ��� ��� θ, η� ���
ζ.
�� �� ��� �� θ� ��� ���������� � +������� #��������� "����� �� �� ����� �# �������� ����������� ���������� ���

�  ����� ���� �� ��������� �# �� #����"��� #�� � 
������ � ���������� �� ��� �� � ���� ������ �� �� �����
���� � ����@ ��������� ���� ��� � #���� ���� G�� �"� ����� �# ���� � �� ��� ����� �� ��� �# �� �������� ���
����� �� ��� �# �� #���� ���� �� �������� �������� � �� ��� �� �*���� #��������� �� ������ /�� �� )��� <0 �# �
�������� ����� �� ���� �# ������ ��� ��� ����� �� +������� #�������� /� %�3� �4&0� ( �� ���� #�������� �� �������
�� �������� �� ������� ����� ���� �# ��������� �� ������� ����� ���� �# ������ ��� ��� ����� ��� ���� �� ����
���������� ��������� �� ����� �# �������� ���$�� ��� �� ��������� ������ �� ���� �# ������� �� �� ���� #�������� ��������
�� �� ��� �� η� ��� ���������� �� +������� #�������� ����� �� ��  ����� A − A "��� ��  ��$ r = 1

2 .
���� #�������� ������ �� ��������� �� �"� ����� )����� ���� ������ #�� �� ��� �� "���� � ����������� �������� ��������
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����@ ������� ����� �� �� � ������ �� � ���$� ��� �������� ���� �� ������� ����� ��� ����� �� �� #���� ���� �� ��
�� ������� �� ������ ���� �������� ���� � #��� �������� ���������� � ��������  ������� �� #�������� �� �� ��� �� θ.
�� ����� �� ���� �� �������� �� �� ��� �� θ �������� � ������ ����� �� #���� ��� ����� "���� � ��� "��� ����
!�"��� �� �� �������� �2������ �# #��� ���������� ���� �������� "�� ���������� �� ���� ��� �# �������� �#
���� � #�������� ������ �� � ����������� �������� ������� �� ������ �"� �������� ���������� ���������� ���� �������� ������
���� � � ���� �# � #��� �������� ���������� � ��������  ������� �� #�������� �� �� ��� �� θ. ���#��� �� )��� <�
" ���������� ���� ��� �� �� � ���$� ������

�� �� ��� �� ζ ��� ���������� �� +������� #�������� ����� �� ��  ����� A−A "��� ��  ��$� r = ∞, ε =
1. ���� #�������� ������ �� �� ����� �# ����������� ��������� �� �������� ���$� ���� #�� � �������� �� �� ������� ������
�� �"� ��������� ������ ��� ��� ��� ����� �� ��������� ������ �� ���� �# ������ ��� ���������� �� )��� <� "
���������� ���� ��� �� �� � ���$� ������ ���� �� ������ ��������� �� ������ �� ���� �# ������ ��� ����������
��� ����� �# " "��� �� ������ �� �������� �� ������� �� #�������� �� �� ��� �� θ �� �� #��� �������� " ��
������������� ��� " �� �� ���� "����� ������ ��� ��������� �� �������� ���������� �# " "��� �� ������ ���� �
#��� �������� ���� �� ��������  ������� �� #�������� �� �� ��� �� ζ ��� �� ��������  ������� �� #�������� �� ��
��� �� θ, ��� " �� �� ���� �� ��" #�� ��������� ����� �� ������ �� ��������� ����� �� ���������� ������ ���
����������
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7� <� #� 1 ��
����� ������
	�
 ����	� � 	�� ���� ���� ��� ���� ����
�	���

������ �����	
����� � ��� �	�� ������	�� JD ��� J ′
D ��� ��� ������	�� J i

E , i ∈ {1..4}� +� �� ��" ������ �� #���
�������� JD ���������  ������� �� �� ������ ��� D �# .��$���$�M� ���� �� �� ������� �� ������ ��� �� ���
��� ��� α, γ� ��� θ. �� �������� ����� �� ������� ����� �� 2��� 9� � ������ �� �� ��  "�� �� �� �� ��������
JB : ��� �� � �� �������� �������� �# � ���� �# �� �������� α ��� ������ �"� ����� ����� �� #���� ���� �� ��
�@� 9� �� �� #����"��� ���� ������ )����� �� ��� �# � �������@ �������� ��� �� �� #���� ��� ��� �� ������ ��$�
���� ����� ���� ���� B����� � ����"�� ������ �# *������� ��������� ������ ����� �� ��� �# �� ����@ ���������
�� ����� �� �� �������� θ  ������� �� #�������� �� �� ��� �� �# �� ��  �� �

+� �� ������ �� #��� �������� J ′
D, "���� ���� ��������� �� ����� �� �� ������ ��� D �# .��$���$�M� ���

��  �� ������ ���#��� ���� �� �������� JD ���� �� ������ ���� ��������� "� 2���� ��������� �� �� �� �������� �#
��������� �� � 9� � /��� $���� �� ��������� ���� �� ���� � ��� ������ �# ���� �# ����� ����0� B�������
�� �� �� �� �� *������ �� ��� �� ����� ���� ���� ���� D�� @������ �� ��  � �� �# �� �# �� 9� ��� "
�� �� �� ����� �� �# �� �������� ������ ��� �������� ���� �# �� ��������� �� � #� ��� �# ���#���� ������ ���
���������� ���������� �� ����� �����#�� ����� *����,� �� ���� ��� a ��� b �# �� #� ���� "���� �� �� �����
�# �� � ��@� �# �� #� ��� �# ���#���� *�������� �� �������� ����� �� ���"� �� )��� =�

�� 2��� ��� ����� �# ���� �������� �� ������ �� ���� �# ��������� ������ ��� �� ��� �# �������� ���� �������
������� �� ��  �� ���� �# ��� �������

• �� ������� ���� �# �� �������� �� �"� ��������� ������ �� �"� ��������� ������ /�� "��� #����"�� " ���� 
���� �� ��  �� ���� �# ��� ������ �� �� ������0 ��� �"� ��������� ���� Ox ��� Oy, � )��� =� ���
��������� �� ���� ����� ��  �� ���� �# �������� ���� ���� �� �������� ���� ����� ��  ��$ r = ∞ �� ��
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������������ +������� #�������� ��"� �� ��� � A. ��� �� �� ���� ��� � �� �� �����  ������ ����
��� �� �� �������@ �������� ��� ���� ���� �� �� #��� ���� ��� ������ 2��� �� �� � ������ �� ����� �"�
�������� 2��� / ������ ����� �� ����� �����0 �� ������ ���������� ���� ���� �� �� #��� ���� ��  ��$ ε
��"� �� ��� � A ��� � �� 1�

• �� ����� �������� ���� �� ������� #�� �� ������� �� �� �������� ����� �� �� �� �# �� �������� ���
Ox, � )��� =� �� �������� ��� � �� � ������ �� �� ���$� ���� ���� �� �� #��� ���� �� ������������
+������� #�������� �� ������� �� ��  ����� AA "��� ��  ��$ r = 0.

• �� ����� ���� �� ������� #�� �� ����� �� �� �������� ����� �� �� �� �# �� �������� ��� Oy ��� ��
�������@ ������ ����� �� ��� �# � � ���� ������ � )��� =� �� ����� �# � �������@ ������ ���� �� ��
#�� ����� �# �� ��� B �� �� ������������ +������� #��������� ��  ��$� �� ��������� �� ������ �� �� ���
�# �� �������� ������ �� ���� �# ���#���� *�������� �� "��� #����"�� " ����  ����� "��  ����� ����� ��
�������� ��� D �� ���� ��� ��� �� ������ �# �� � ���� ����� �� ����� �� ,��� "��� � ������ ���,�� �����
�� ��� ���

• �� ���� �������� ���� �� ������� #�� �� ����� �� �� �� #����"��� �����#�� ������ �� ������ �# �� � ����
����� ��� � *��� �� ,��H �#�� ����� � ������ ����� �� ��������� ���� Ox ��� Oy ��$� ����� ��� ��� ��
� ��������� ����� �� �@�� Ox ������������ �� �� ����� �� �# �� �������� ����� �� �� ������ �� ��������
��� Ox ��� � �� #���� ���� � )��� =�

B� ������ �� �� ������������ ��������� �� ��� D� " ��������� � #��� �������� ���������  ������� �� �� ������
��# E. A �� ������� �� �� �������� �# �� +������� #��������� ���� ���������� �� �� �*��� �# ��� ���
ζ, α, η, θ. �� #��� "��� �� ���"� �� )��� �>� +� �� @����� ��� �# �� �

�� �� 2��� "�� �� �� ������� �� �� ��� ��� ζ, α, η. ���� �*��� �# #��������� ����� �� �� +������ ��� ���
"�� ���"� �� �� ���� %43&� �� ������� ���� �# �� �������� �� � ����������� �������� ������� �� ������ �"� �����
�# ?�� ��������1������ ������ �� ��������� ������� A��  ����� �� �� 2��� ��� ��� �� ������ �# �� � ����
����� �# �� �# �� �"� ?�� ��������� ������ ��� ��������� �� � ����� �� �� 2��� 9� �� A��  ����� �� ��
�@� ��� ��� �� � ������ �������� �# �� �������� ��������� �� � ������ (� � ������ �� �� ����� ��� ���
" ������ � ����������� �������� ���� #�� �"� ���$�� �� )��� �>� ��� �������� ����� �� ��� �������� ���"� ��
�� ���� �� � �"�1�� ������� ����� �� �������� #��� �������� �� ����� �� J1

E .

3� �� ����� "�� ��  ������� �� �� ��� ��� α, η, θ �� ���� � "�� ���� �� ������ �� ������ �� ������ ��
��  � �� �# �� ���� 9� �� !�"��� ���� ���� ��������� �� �������� ������ �� ��� ����� �� ������� ��������
���� �� �� �"� *������ �# �� ���$ /"���� �� ������ �� � �����0 ���� ����� �� ��������� ��� �� �� �# ��
�������� /"������ ���� �# ��������� ���� �� � �� �� �# �� Oy �@��0� (� �� 2��� 9� �� ��� �"� *������
�� ���� ����� ������ ��� �� �� �# �� ��������� ��� ��������� �� �� � ������ �� ���$�� ������� ��
�������@ �������� ��� �� ����� �������� �������� �� ������� ������ ���� ����� �� �� ���� ���� ���� +�������
#��������� �� ������� �� �� �������� )� �$�-.������� ����������� (� ��  � �� �# �� ����� 9� �� ���
�� � �����#�� ����� �# �� #� ��� �# ��������� ������ ��� ���� ������� �� ������ ���� � #� ��� �# ���#���� *��������
(� � ������ �� �������� ���� ������� ��� �� ����� #��������� �� �������� #��� �������� �� ����� �� J2

E .

4� �� ����� "�� ���� ����� �� �� ��������� �� ���� �� �� ������ ��# E �� ��� ��� α, η, θ, "������ �����
����� �� ���#���� #� ��� �# ������ ��� ���������� !�"��� �� ���� ���� �� �� ������� �� �� �� �������
�������� �# �� �������� ������ 
������ � ?�� �������� B0 ���9���� #�� �� #���� ��� ��� ������ �� �"� ���� �#
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������� ��  �� ����������� ���������� �����������	 ��������� JA, JB, JC , JD, �� ���� �� ��� ��������� J ′
D, J i

E ,
i ∈ {1 . . . 4} �������� /�� ��� ����� �
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