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Аннотация

Настоящая работа посвящена изучению однопараметрических деформаций метрик. Мы

предполагаем наличие непрерывности длин кривых при изменении параметра, и изучаем

дополнительные условия, которых будет достаточно для непрерывности расстояний. Мы

отталкиваемся от наличия непрерывности длин кривых, поскольку это удобно на практи-

ке – из непрерывной зависимости римановой или финслеровой метрики от параметра оче-

видно вытекает непрерывность длин кривых, и чтобы получить непрерывность функции

расстояния, достаточно проверить выполнение определенных условий. Мы предполага-

ем наличие функционалов длины, непрерывно зависящих от параметра, и рассматриваем

внутренние метрики, порожденными этими функционалами длины. В работе показывает-

ся, что компактности пространства и непрерывности длин кривых при изменении парамет-

ра не достаточно для непрерывности расстояний, и приводится соответствующий пример.

Помимо этого, мы приводим специальные условия, которых достаточно для непрерывно-

сти расстояний в совокупности с ограниченной компактностью пространства. В качестве

приложения, мы рассматриваем финслеровы многообразия, метрики которых непрерывно

зависят от параметра. Мы показываем, что на компактных финслеровых многообразиях

выполнены достаточные условия непрерывности расстояния, из чего следует, что функция

расстояния на таких многообразиях также непрерывно зависит от параметра. Последний

результат обобщается на полные финслеровы многообразия. Поскольку финслеровы мно-

гообразия являются обобщением римановых многообразий, в качестве следствия мы полу-

чаем, что на компактных римановых многообразиях, метрики которых непрерывно зависят

от параметра, выполнены достаточные условия непрерывности расстояния, а также полу-

чаем, что на полных римановых многообразиях, метрики которых непрерывно зависят от

параметра, расстояния между точками непрерывно зависят от этого параметра.
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Abstract

This work is devoted to the study of one-parameter deformations of metrics. We assume

that the lengths of curves are continuous when the parameter changes, and we study additional

conditions that will be sufficient for the continuity of the distances. We start from the presence

of the continuity of the lengths of curves, since it is convenient in practice — the continuous

dependence of the Riemannian or Finsler metric on the parameter obviously implies the

continuity of the lengths of curves, and to obtain the continuity of the distance, it is enough

to check the fulfillment of certain conditions. It is shown in the paper that the compactness of

space and the continuity of the lengths of curves when changing the parameter is not enough for

the continuity of the distances, and an example is given. In addition, we give special conditions,

which are sufficient for the continuity of the distances in combination with the boundedly

compactness of the space. As an application, we consider Finsler manifolds whose metrics

continuously depend on a parameter. We show that sufficient conditions for the continuity

of the distance are satisfied on compact Finsler manifolds, from which it follows that the

distance function on such manifolds also continuously depends on the parameter. The last

result is generalized to complete Finsler manifolds. Since Finsler manifolds are a generalization

of Riemannian manifolds, as a corollary we obtain similar results for Riemannian manifolds.
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1. Введение

Настоящая работа посвящена изучению связи непрерывности изменения длин кривых с
непрерывностью изменения расстояний между точками при однопараметрических деформа-
циях метрик. Мы изучаем дополнительные к непрерывности длин кривых условия, которых
будет достаточно для непрерывности расстояний. Мы отталкиваемся от наличия непрерывно-
сти длин кривых, поскольку это удобно на практике — из непрерывной зависимости римановой
или финслеровой метрики от параметра очевидно вытекает непрерывность длин кривых, и
чтобы получить непрерывность функции расстояния, достаточно проверить выполнение опре-
деленных условий. В свою очередь, из возникающей непрерывной зависимости расстояний от
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параметра вытекают полезные следствия, например, непрерывная зависимость от параметра
длин минимальных параметрических деревьев в полных метрических пространствах [1].

В настоящей работе рассматриваются топологические пространства, на которых задан
функционал длины. Как известно, функционал длины задается классом допустимых кривых,
длины которых можно измерять, и длиной — соответствием, которое приписывает неотрица-
тельное число каждой кривой из этого класса. Имея функционал длины, можно определить
внутреннюю метрику, индуцированную этой структурой. В этом случае расстояние между
любыми двумя точками будет равно точной нижней грани длин допустимых кривых, соеди-
няющих эти точки. Внутренние метрики подробно изучены, см. [2], [3], [4], [5], [6]. В работе [1]
приводится пример не ограниченно компактного пространства и однопараметрического се-
мейства функционалов длины на нем, такого, что все метрики соответствующего семейства
внутренних метрик задают одну и ту же топологию и длины допустимых кривых непрерывно
зависят от параметра, но при этом функция расстояния не является непрерывно зависящей от
параметра. Тем самым показывается, что непрерывности длин допустимых кривых не доста-
точно для непрерывности расстояний. В работе [1] приводится специальное условие глобаль-
ного характера, выполнения которого в совокупности с непрерывностью длин допустимых
кривых достаточно для непрерывности расстояний. Возникает вопрос — каких естественных
свойств метрических пространств достаточно для непрерывности расстояния? Достаточно ли
ограниченной компактности в совокупности с непрерывностью длин допустимых кривых?

В настоящей работе показывается, что в случае однопараметрического семейства функци-
оналов длины даже компактности в совокупности с непрерывностью длин допустимых кривых
не достаточно для непрерывности расстояний. Мы приводим пример компактного простран-
ства и однопараметрического семейства функционалов длины на нем, такого, что все метрики
соответствующего семейства внутренних метрик задают одну и ту же топологию, длины до-
пустимых кривых непрерывно зависят от параметра, но при этом функция расстояния не
является непрерывно зависящей от параметра. Мы формулируем специальные условия, на-
кладываемые на семейство функционалов длины, и показываем, что выполнения этих условий
в совокупности с ограниченной компактностью пространства достаточно для непрерывной за-
висимости расстояний от параметра.

В качестве приложения, мы рассматриваем финслеровы многообразия, метрики которых
непрерывно зависят от параметра. Первое обобщение римановой геометрии принадлежит
Финслеру [7], который заменил квадрат элемента длины дуги кривой произвольной однород-
ной функцией от дифференциалов локальных координат точки. Некоторые вопросы финсле-
ровой геометрии рассматривались и в работе Нётер [8]. Подробное изучение финслеровой гео-
метрии можно найти, например, в [9], [10], [11], [12], [13]. В данной работе мы показываем, что
в случае непрерывной зависимости финслеровой метрики от параметра на компактном мно-
гообразии выполнены достаточные условия непрерывности расстояния, из чего следует, что
функция расстояния на этом многообразии также непрерывно зависит от этого параметра.
Последний результат обобщается на полные финслеровы многообразия. Поскольку финсле-
ровы многообразия являются обобщением римановых многообразий, в качестве следствия мы
получаем аналогичные результаты для римановых многообразий. Автор выражает благодар-
ность своему научному руководителю профессору А.А. Тужилину, профессору А.О. Иванову
и профессору Е.О. Степанову за плодотворные обсуждения.

2. Определения и предварительные результаты

Определим необходимые объекты и перечислим их известные свойства, основываясь на
теории функционалов длины из [2]. Пусть 𝑋 — хаусдорфово топологическое пространство, а
𝑙𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], — семейство функционалов длины, заданное на нем. Наличие функционала длины
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подразумевает фиксацию в пространстве 𝑋 некоторого класса допустимых кривых, на кото-
рых определен функционал длины. Класс допустимых кривых содержится во множестве всех
непрерывных кривых в 𝑋 и должен быть замкнутым относительно сужений и склейки кри-
вых, а также относительно замен параметра специального типа. Для каждого естественного
класса допустимых кривых имеется свой собственный класс допустимых замен параметра. На-
пример, для класса всех непрерывных путей это гомеоморфизмы, для класса кусочно-гладких
путей — диффеоморфизмы. По определению требуется лишь, чтобы класс допустимых замен
параметра включал в себя все линейные функции. Различные примеры функционалов длины
и соответствующих классов допустимых кривых рассмотрены в [2].

Будем считать, что все функционалы семейства 𝑙𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], определены на одном и том
же классе допустимых кривых. Также будем считать, что для любой допустимой кривой 𝛾 ее
длина 𝑙𝑡(𝛾) конечна и непрерывно зависит от 𝑡. Для каждого значения 𝑡 ∈ [0, 1] определим
на 𝑋 внутреннюю метрику 𝜌𝑡, порожденную функционалом длины 𝑙𝑡. Напомним, что в этом
случае расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между любыми двумя точками 𝐴 и 𝐵 из пространства 𝑋 равно
точной нижней грани длин 𝑙𝑡(𝛾) всех допустимых кривых 𝛾, соединяющих точки 𝐴 и 𝐵.
Будем считать, что при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] для любых двух точек пространства 𝑋 существует
соединяющая их допустимая кривая конечной длины, что означает конечность всех метрик
семейства 𝜌𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1]. В свою очередь, каждая из метрик 𝜌𝑡 индуцирует функционал длины
�̂�𝑡, классом допустимых кривых которого являются все непрерывные кривые относительно
метрики 𝜌𝑡, а длина �̂�𝑡(𝛾) каждой кривой 𝛾 определяется как точная верхняя грань длин
ломаных, вписанных в эту кривую, см. [2]:

�̂�𝑡(𝛾) = sup
𝐴1𝐴2...𝐴𝑛⊂𝛾

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜌𝑡(𝐴𝑖, 𝐴𝑖+1).

Хорошо известно, что функционал длины �̂�𝑡 определен на любой допустимой кривой ко-
нечной длины и не превосходит на ней функционала длины 𝑙𝑡. Напомним, что функционал
длины 𝑙 называется полунепрерывным снизу на пространстве допустимых кривых, если пото-
чечная сходимость последовательности допустимых кривых 𝛾𝑖 к допустимой кривой 𝛾 влечет
неравенство lim inf𝑖→∞ 𝑙(𝛾𝑖) > 𝑙(𝛾). Хорошо известно, что функционал длины, индуцирован-
ный некоторой метрикой, является полунепрерывным снизу на пространстве непрерывных
относительно этой метрики кривых. Также хорошо известно, что если функционал длины 𝑙
является полунепрерывным снизу на пространстве своих допустимых кривых, то на всех до-
пустимых кривых он совпадает с функционалом длины �̂�, индуцированным внутренней мет-
рикой 𝜌, которая была порождена изначальным функционалом длины 𝑙. Доказательство этих
утверждений можно найти в [2]. Таким образом, если при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] функционал 𝑙𝑡 яв-
ляется полунепрерывным снизу на пространстве допустимых кривых, то при каждом 𝑡 ∈ [0, 1]
функционал 𝑙𝑡 совпадает с функционалом �̂�𝑡 на всех допустимых для функционала 𝑙𝑡 кривых.

В дальнейшем будем считать, что все метрики семейства 𝜌𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], эквивалентны, то
есть для любых 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 1] найдутся положительные числа 𝐶1 и 𝐶2 такие, что имеет место
неравенство 𝐶1𝜌𝑡1 6 𝜌𝑡2 6 𝐶2𝜌𝑡1 . Из этого следует, что все метрики семейства 𝜌𝑡 определя-
ют одну и ту же топологию на 𝑋. Это означает, что множество непрерывных относительно
метрики кривых не меняется при переходе от одной метрики семейства 𝜌𝑡 к другой. Хорошо
известно, что топология индуцированной внутренней метрики может быть разве лишь тоньше,
чем изначальная топология 𝑋, см. [2]. Другими словами, любое открытое множество в изна-
чальной топологии 𝑋 является открытым и в топологии построенных внутренних метрик.
Также хорошо известно, что все допустимые для функционалов длины 𝑙𝑡 кривые конечной
длины непрерывны относительно внутренних метрик семейства 𝜌𝑡, см. [2]. Таким образом,
имеет место следующее утверждение.
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Утверждение 1. Если последовательность кривых сходится поточечно в одной из мет-
рик семейства 𝜌𝑡, то она сходится поточечно в каждой из метрик семейства 𝜌𝑡, а также

относительно изначальной топологии пространства 𝑋.

Доказательство. Все метрики семейства 𝜌𝑡 определяют на 𝑋 одну и ту же топологию,
не менее тонкую, чем изначальная топология пространства 𝑋. Из этого следует, что если
последовательность точек сходится в одной из метрик семейства 𝜌𝑡, то она сходится в каж-
дой из метрик семейства 𝜌𝑡, и каждая окрестность предела последовательности в топологии
внутренних метрик содержит все точки последовательности, за исключением, быть может,
их конечного числа. Таким образом, из того, что любое открытое множество в изначальной
топологии 𝑋 является открытым и в топологии построенных внутренних метрик, следует, что
данная последовательность точек также сходится и в изначальной топологии пространства 𝑋,
что, в свою очередь, влечет требуемое утверждение. 2

Далее, под сходимостью последовательностей кривых будем иметь в виду поточечную схо-
димость относительно метрик семейства 𝜌𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1]. Отметим, что сходящаяся последова-
тельность допустимых кривых, вообще говоря, не обязана сходиться к допустимой кривой, и
даже к кривой, непрерывной относительно метрик семейства 𝜌𝑡. Сформулируем специальные
условия, которые могут быть наложены на семейство функционалов длины 𝑙𝑡.

Определение 1. Будем называть семейство функционалов длины 𝑙𝑡 семейством типа 1,
если при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] функционал 𝑙𝑡 является полунепрерывным снизу на пространстве

допустимых кривых.

Определение 2. Будем называть семейство функционалов длины 𝑙𝑡 семейством типа

2, если для любой последовательности допустимых кривых 𝛾𝑛, и любых чисел 𝑡𝑛 таких, что

𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞, из того, что последовательность чисел 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) ограничена, следует, что
последовательность чисел 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) тоже ограничена.

Из эквивалентности метрик семейства 𝜌𝑡 следует, что 𝑋 должно быть ограниченно ком-
пактно или же нет относительно всех метрик семейства 𝜌𝑡 одновременно. В работе [1] при-
водится пример однопараметрического семейства функционалов длины 𝑙𝑡 на топологическом
пространстве 𝑋, для которого выполнены перечисленные выше условия, любые две метрики
из соответствующего семейства внутренних метрик 𝜌𝑡 эквивалентны, семейство функциона-
лов длины 𝑙𝑡 является семейством типов 1 и 2, но расстояние между некоторыми точками
разрывно по 𝑡. В этом примере метрические пространства (𝑋, 𝜌𝑡) не являются ограниченно
компактными. Далее мы покажем, что в случае ограниченно компактных, и даже компакт-
ных метрических пространств перечисленных выше условий не достаточно для непрерывности
функции расстояния. Сформулируем еще два условия, которые могут быть наложены на се-
мейство функционалов длины 𝑙𝑡. В дальнейшем мы покажем, что в совокупности с некоторыми
из предыдущих условий эти условия являются достаточными для непрерывной зависимости
функции расстояния от параметра.

Определение 3. Будем называть семейство функционалов длины 𝑙𝑡 семейством типа 3,
если для любой сходящейся последовательности допустимых кривых 𝛾𝑛 такой, что 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) <
𝐶, и любых чисел 𝑡𝑛 таких, что 𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞, выполнено следующее соотношение:

𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) − 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) → 0 при 𝑛 → ∞.

Определение 4. Будем называть семейство функционалов длины 𝑙𝑡 семейством типа 4,
если для любой последовательности допустимых кривых 𝛾𝑛, сходящейся к некоторой кривой

𝛾0, непрерывной относительно метрик семейства 𝜌𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], и любых чисел 𝑡𝑛 таких, что

𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞, выполнено неравенство lim inf𝑛→∞ 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0).
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Утверждение 2. Из определения семейства функционалов длины типа 3 вытекает

условие непрерывности по 𝑡 длины каждой допустимой кривой.

Доказательство. Для фиксированной допустимой кривой 𝛾 рассмотрим последователь-
ность кривых 𝛾𝑛 = 𝛾, 𝑛 ∈ N. Данная последовательность сходится, и применение к ней условия
из определения семейства типа 3 дает непрерывность длины 𝑙𝑡(𝛾) кривой 𝛾 по 𝑡. 2

Напомним понятие Γ-сходимости функционалов. Понятие Γ-сходимости было введено Эн-
нио де Джорджи в серии работ [14], [15], [16]. Подробный обзор теории, связанной с Γ-
сходимостью, можно найти в [17] и [18]. Пусть 𝑆 — топологическое пространство. Напомним,
что функционал 𝑓0 : 𝑆 → [0,+∞) называется асимптотической нижней гранью последо-
вательности функционалов 𝑓𝑛 : 𝑆 → [0,+∞), если для любой последовательности 𝑠𝑛 ∈ 𝑆
такой, что 𝑠𝑛 → 𝑠0 ∈ 𝑆 при 𝑛 → ∞, выполнено lim inf𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑠𝑛) > 𝑓0(𝑠0). При этом, ес-
ли для любого 𝑠0 ∈ 𝑆 существует последовательность 𝑠𝑛 ∈ 𝑆, сходящаяся к 𝑠0, такая, что
lim sup𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑠𝑛) 6 𝑓0(𝑠0), то эта нижняя грань называется точной. Последовательность
функционалов 𝑓𝑛 называется Γ-сходящейся к функционалу 𝑓0, если 𝑓0 является асимптотиче-
ской нижней гранью последовательности 𝑓𝑛, и эта нижняя грань является точной. В случае
функционалов длины пространство 𝑆 является пространством кривых, на котором опреде-
лены функционалы. Выберем в качестве него пространство всех кривых, непрерывных от-
носительно метрик семейства 𝜌𝑡. Отметим, что определение семейств функционалов типа 4
напоминает понятие Γ-сходимости функционалов. Сформулируем еще два условия, которые
могут быть наложены на семейство функционалов длины 𝑙𝑡.

Определение 5. Будем называть семейство функционалов длины 𝑙𝑡 семейством ти-

па 5, если для любых чисел 𝑡𝑛 таких, что 𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞, функционал �̂�𝑡0 является

асимптотической нижней гранью последовательности функционалов �̂�𝑡𝑛.

Определение 6. Будем называть семейство функционалов длины 𝑙𝑡 семейством типа 6,
если при фиксированной сходящейся последовательности кривых 𝛾𝑛 и фиксированном числе

𝑡0 ∈ [0, 1] величины lim inf𝑛→∞ �̂�𝑡𝑛(𝛾𝑛) равны для различных последовательностей чисел 𝑡𝑛,
сходящихся к 𝑡0 при 𝑛 → ∞.

Утверждение 3. Семейство функционалов длины типов 1 и 5 является семейством

функционалов длины типа 4.

Доказательство. Рассмотрим последовательность чисел 𝑡𝑛 таких, что 𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞, и
последовательность допустимых кривых 𝛾𝑛, сходящуюся к некоторой кривой 𝛾0. По условию,
функционал �̂�𝑡0 является асимптотической нижней гранью последовательности функционалов
�̂�𝑡𝑛 , и, следовательно, выполнено неравенство lim inf𝑛→∞ �̂�𝑡𝑛(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0). Это неравенство
равносильно неравенству lim inf𝑛→∞ 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0), поскольку значения функционалов �̂�𝑡𝑛
и 𝑙𝑡𝑛 совпадают на допустимых кривых в силу того, что семейство функционалов длины 𝑙𝑡
является семейством типа 1. Это означает, что семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является
семейством типа 4. 2

Утверждение 4. Семейство функционалов длины типа 6 является семейством функ-

ционалов длины типа 5.

Доказательство. Рассмотрим последовательность чисел 𝑡𝑛 таких, что 𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞,
и последовательность кривых 𝛾𝑛, сходящуюся к некоторой кривой 𝛾0. Из условия следует,
что lim inf𝑛→∞ �̂�𝑡𝑛(𝛾𝑛) = lim inf𝑛→∞ �̂�𝑡0(𝛾𝑛). При этом, функционал �̂�𝑡0 является полунепре-
рывным снизу на пространстве кривых, непрерывных относительно внутренних метрик се-
мейства 𝜌𝑡, как функционал, индуцированный внутренней метрикой. Из этого следует, что
lim inf𝑛→∞ �̂�𝑡0(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0). В результате, мы получаем, что lim inf𝑛→∞ �̂�𝑡𝑛(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0), что
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означает, что функционал �̂�𝑡0 является асимптотической нижней гранью последовательности
функционалов �̂�𝑡𝑛 . 2

Таким образом, если от семейства функционалов длины 𝑙𝑡 типа 1 потребовать, чтобы для
любых чисел 𝑡𝑛, стремящихся к 𝑡0 при 𝑛 → ∞, функционал �̂�𝑡0 являлся Γ-пределом после-
довательности функционалов �̂�𝑡𝑛 , то это семейство будет являться семейством типа 4. При
этом, требование точности нижней грани в определении Γ-сходимости является избыточным.
Как мы покажем далее, из этого следует, что требования такой Γ-сходимости в совокупности с
некоторыми базовыми условиями было бы достаточно для непрерывной зависимости функции
расстояния от параметра.

3. Пример разрывного расстояния при наличии непрерывности

длин кривых в случае компактного пространства

Утверждение 5. Существуют хаусдорфово топологическое пространство 𝑋 и однопа-

раметрическое семейство функционалов длины 𝑙𝑡 на нем, 𝑡 ∈ [0, 1], такие, что

� все метрики соответствующего семейства внутренних метрик 𝜌𝑡 эквивалентны,

� для любого 𝑡 ∈ [0, 1] пространства (𝑋, 𝜌𝑡) компактны и линейно связны,

� длины всех допустимых кривых непрерывно зависят от параметра 𝑡,

� семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типов 1 и 2,

� семейство функционалов длины 𝑙𝑡 не является семейством типов 3 и 4,

� расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) разрывно по 𝑡 между некоторой парой точек 𝐴 и 𝐵.

Доказательство. Пусть 𝑋 — двумерная сфера, половина большой окружности которой
равна 3, 𝜌0 – стандартная внутренняя метрика на ней, 𝐴 и 𝐵 – диаметрально противоположные
точки, и 𝜌0(𝐴,𝐵) = 3. Рассмотрим последовательность различных кратчайших геодезических
𝛾𝑘, 𝑘 ∈ N, соединяющих 𝐴 и 𝐵, монотонно сходящуюся к некоторой кратчайшей геодезической
𝛾0, отличной от всех 𝛾𝑘. Обозначим через Ω множество сферических ломаных относительно
метрики 𝜌0, образованных конечными наборами сферических отрезков, не лежащих на 𝛾0.
Определим на 𝑋 семейство функционалов длины 𝑙𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], с классом допустимых кривых
Ω. Пусть длина 𝑙𝑡 сферического отрезка 𝛾 ∈ Ω, образ которого целиком лежит в образе Im 𝛾𝑘
некоторой кривой 𝛾𝑘, равна 𝑙𝑡(𝛾) = 1

3(2+cos(𝑘𝑡))𝑙0(𝛾), где 𝑙0(𝛾) — длина сферического отрезка
𝛾, посчитанная относительно метрики 𝜌0. Ясно, что 𝑙𝑡(𝛾𝑘) = (2 + cos(𝑘𝑡)). Для сферических
отрезков, не лежащих ни на каких 𝛾𝑘, определим длину 𝑙𝑡 независимой от 𝑡 и равной длине,
посчитанной относительно метрики 𝜌0. Далее, длину 𝑙𝑡 любой сферической ломаной из Ω
определим по аддитивности.

Для удобства, множество кривых, соединяющих 𝐴 и 𝐵, будем обозначать {𝛾 : 𝐴 ∼ 𝐵}.
Имея длины 𝑙𝑡 всех кривых 𝛾 ∈ Ω при каждом 𝑡 ∈ [0, 1], для каждой пары точек𝐴,𝐵 определим
𝜌𝑡(𝐴,𝐵) как точную нижнюю грань длин 𝑙𝑡 кривых 𝛾 ∈ Ω, соединяющих 𝐴 и 𝐵: 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) =
inf𝛾∈Ω,𝛾:𝐴∼𝐵 𝑙𝑡(𝛾). Заметим, что определенная таким образом функция 𝜌0 совпадает с метрикой
𝜌0, введенной ранее. Покажем, что при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] построенная функция 𝜌𝑡 — метрика
на 𝑋. Симметричность и положительно определенность очевидны. Для любых трех точек
𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑋 сумма 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) + 𝜌𝑡(𝐵,𝐶) равна сумме

inf
𝛾∈Ω,𝛾:𝐴∼𝐵

𝑙𝑡(𝛾) + inf
𝛾∈Ω,𝛾:𝐵∼𝐶

𝑙𝑡(𝛾),
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что равно inf 𝑙𝑡(𝛾), где точная нижняя грань берется по всем кривым 𝛾 ∈ Ω, 𝛾 : 𝐴 ∼ 𝐶, прохо-
дящим через 𝐵. Последняя величина, в свою очередь, больше либо равна inf𝛾∈Ω,𝛾:𝐴∼𝐶 𝑙𝑡(𝛾) =
𝜌𝑡(𝐴,𝐶), из чего следует неравенство треугольника для 𝜌𝑡.

Из определения семейства функционалов длины 𝑙𝑡 следует, что для любых 𝛾 ∈ Ω и 𝑡 ∈ [0, 1]

выполняется неравенство 𝑙0(𝛾)
3 6 𝑙𝑡(𝛾) 6 𝑙0(𝛾), откуда следует, что семейство функционалов

длины 𝑙𝑡 является семейством типа 2. Также это означает, что при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] выполнено
неравенство 𝜌0

3 6 𝜌𝑡 6 𝜌0, откуда следует эквивалентность любых двух метрик семейства 𝜌𝑡.
При этом, из того, что метрическое пространство (𝑋, 𝜌0) является компактным, следует, что
для любого 𝑡 ∈ [0, 1] метрические пространства (𝑋, 𝜌𝑡) компактны, поскольку они обладают
той же самой топологией. Линейная связность метрических пространств (𝑋, 𝜌𝑡) очевидна. Для
каждой кривой 𝛾 ∈ Ω функция 𝑙𝑡(𝛾) равна конечной сумме длин 𝑙𝑡 сферических отрезков. По
построению эти длины непрерывно зависят от 𝑡, в результате чего функция 𝑙𝑡(𝛾) непрерывно
зависит от 𝑡 для каждой допустимой кривой 𝛾.

Пусть 𝛾 ∈ Ω — сферический отрезок, который полностью лежит на геодезической 𝛾𝑚
из последовательности 𝛾𝑘, 𝑘 ∈ N, и не содержит точек 𝐴 и 𝐵, а 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛 — вписанная в
𝛾 ломаная. Через 𝑑 обозначим точную нижнюю грань расстояний 𝜌0 между точками образа
кривой 𝛾 и точками образов кривых из последовательности 𝛾𝑘, отличных от 𝛾𝑚. Как известно,
кривая 𝛾𝑚 не является предельной для множества остальных кривых из последовательности
𝛾𝑘, а потому из замкнутости образов кривых 𝛾𝑘 и кривой 𝛾 следует, что 𝑑 положительно.

Будем считать, что размер звеньев ломаной 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛 не превосходит 𝑑 в метрике 𝜌0. Обо-
значим подотрезок отрезка 𝛾 между 𝐴𝑖 и 𝐴𝑖+1 через 𝛾

′ и зафиксируем произвольное 𝑡 ∈ [0, 1].
Отметим, что 𝑙𝑡(𝛾

′) 6 𝑙0(𝛾
′) = 𝜌0(𝐴𝑖, 𝐴𝑖+1) 6 𝑑. Длина 𝑙𝑡 каждой допустимой кривой, которая

соединяет 𝐴𝑖 и 𝐴𝑖+1 и имеет общие точки с другими геодезическими из последовательности
𝛾𝑘, больше 𝑑. Из того, что 𝑙𝑡 6 𝑙0, а также из того, что для сферических отрезков, не лежащих
ни на каких 𝛾𝑘, длины 𝑙𝑡 и 𝑙0 равны, следует, что длина 𝑙𝑡 каждой допустимой кривой, которая
соединяет 𝐴𝑖 и 𝐴𝑖+1 и не имеет общих точек с другими геодезическими из последовательности
𝛾𝑘, не превосходит 𝑙𝑡(𝛾

′). Таким образом, длина каждого звена 𝜌𝑡(𝐴𝑖, 𝐴𝑖+1) будет равна длине
𝑙𝑡 подотрезка 𝛾 между 𝐴𝑖 и 𝐴𝑖+1 при каждом 𝑡 ∈ [0, 1]. Из аддитивности длины 𝑙𝑡 следует, что

�̂�𝑡(𝛾) = sup
𝐴1𝐴2...𝐴𝑛⊂𝛾

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜌𝑡(𝐴𝑖, 𝐴𝑖+1) = 𝑙𝑡(𝛾).

Случай, в котором сферический отрезок 𝛾 ∈ Ω полностью лежит на одной из геодезических
последовательности 𝛾𝑘, и может содержать точки 𝐴 и 𝐵, получается из предыдущего случая
предельным переходом.

Пусть 𝛾 ∈ Ω — сферический отрезок, не пересекающийся даже по своему концу ни с одной
кривой 𝛾𝑘, 𝑘 ∈ N, а также с кривой 𝛾0. Пусть также 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛 — вписанная в 𝛾 ломаная.
Аналогично, через 𝑑 обозначим точную нижнюю грань расстояний 𝜌0 между точками образа
кривой 𝛾 и точками образов кривых 𝛾𝑘, 𝑘 ∈ N, и кривой 𝛾0. Из замкнутости образов кривых
𝛾𝑘, 𝛾0 и 𝛾 следует, что 𝑑 положительно. При размере звеньев ломаной 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛 меньшем,
чем 𝑑, длина каждого звена 𝜌𝑡(𝐴𝑖, 𝐴𝑖+1) будет равна 𝜌0(𝐴𝑖, 𝐴𝑖+1), в связи с чем длина �̂�𝑡(𝛾)
будет равна 𝑙0(𝛾), которая, в свою очередь, на таком сферическом отрезке по построению
равна 𝑙𝑡(𝛾). Случай, когда сферический отрезок 𝛾 ∈ Ω пересекается с некоторой 𝛾𝑘, 𝑘 ∈ N,
или с 𝛾0 только по своему концу, получается из предыдущего случая предельным переходом.
Совпадение �̂�𝑡 и 𝑙𝑡 на остальных кривых из Ω следует из аддитивности функционала длины.

Таким образом, при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] значения функционалов 𝑙𝑡 и �̂�𝑡 совпадают на всех
кривых из класса Ω. При этом, при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] функционал �̂�𝑡 является полунепрерыв-
ным снизу на пространстве непрерывных относительно 𝜌0 кривых, как функционал длины,
порожденный внутренней метрикой 𝜌𝑡, эквивалентной 𝜌0. Это означает, что сходимость по-
следовательности кривых 𝛾𝑖 к кривой 𝛾 влечет неравенство lim inf𝑖→∞ �̂�(𝛾𝑖) > �̂�(𝛾). В част-
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ности, сходимость последовательности кривых 𝛾𝑖 из Ω к кривой 𝛾 из Ω влечет неравенство
lim inf𝑖→∞ 𝑙(𝛾𝑖) > 𝑙(𝛾), поскольку все кривые из Ω являются непрерывными относительно 𝜌0,
и на них значения функционалов 𝑙𝑡 и �̂�𝑡 совпадают при каждом 𝑡 ∈ [0, 1]. В результате, мы
показали, что семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типа 1.

По построению, последовательность геодезических 𝛾𝑘 является сходящейся к 𝛾0 последо-
вательностью допустимых кривых, где 𝛾0 — непрерывная относительно 𝜌0 кривая, не содер-
жащаяся в классе допустимых кривых. Рассмотрим последовательность чисел 𝑡𝑛 = 𝜋

𝑛 , 𝑛 ∈ N,
которая сходится к 𝑡0 = 0 при 𝑛 → ∞:

𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) − 𝑙0(𝛾𝑛) =

(︂
2 + cos

(︂
𝑛 · 𝜋

𝑛

)︂)︂
− 3 = 1 − 3 = −2 ̸→ 0 при 𝑛 → ∞,

следовательно, семейство функционалов длины 𝑙𝑡 не является семейством типа 3. Более того,
𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) = 1 для любого 𝑛 ∈ N, а потому величина lim inf𝑛→∞ 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) равна 1. Таким образом,
неравенство lim inf𝑛→∞ 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) > �̂�0(𝛾0) не выполнено, поскольку величина �̂�0(𝛾0) равна 3, сле-
довательно, семейство функционалов длины 𝑙𝑡 не является семейством типа 4. Заметим также,
что 𝜌𝑡𝑛(𝐴,𝐵) 6 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) = 1, но 𝜌0(𝐴,𝐵) = 3, из чего следует, что расстояние между точками
𝐴 и 𝐵 разрывно по 𝑡 при 𝑡 = 0. 2

Следствие 1. Требования непрерывной зависимости от 𝑡 длин всех допустимых кривых
и принадлежности семейства функционалов длины семействам типов 1 и 2 недостаточно

для непрерывной зависимости внутренней метрики 𝜌𝑡 от параметра 𝑡 в случае компактно-
сти (𝑋, 𝜌𝑡) при каждом 𝑡 ∈ [0, 1].

Следствие 2. Семейство функционалов длины типов 1 и 2 не обязательно является се-

мейством типа 3 или типа 4 в случае непрерывной зависимости от 𝑡 длин всех допустимых
кривых и компактности (𝑋, 𝜌𝑡) при каждом 𝑡 ∈ [0, 1].

4. Достаточные условия для непрерывности расстояний в случае

ограниченно компактных пространств с внутренней метрикой

Как и ранее, мы предполагаем, что все метрики семейства 𝜌𝑡 эквивалентны и конечны, а
длины всех допустимых кривых непрерывно зависят от 𝑡.

Теорема 1. Расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между любыми двумя точками 𝐴,𝐵 ∈ 𝑋 полунепре-

рывно сверху по 𝑡.

Доказательство. Рассматриваемые метрики 𝜌𝑡 внутренние, следовательно, имеет место
равенство 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) = inf𝛾 𝑙𝑡(𝛾), где точная нижняя грань берется по всем допустимым кри-
вым 𝛾, соединяющим 𝐴 и 𝐵. Докажем полунепрерывность 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) сверху в некоторой точке
𝑡0 ∈ [0, 1]. Для фиксированного 𝜀 > 0 найдется соединяющая точки 𝐴 и 𝐵 кривая 𝛾, удовле-
творяющая неравенству |𝑙𝑡0(𝛾)−𝜌𝑡0(𝐴,𝐵)| < 𝜀/2. В свою очередь, из того, что длина 𝑙𝑡(𝛾) этой
кривой непрерывно зависит от 𝑡, следует существование 𝛿 > 0 такого, что для всех 𝑡, удовле-
творяющих неравенству |𝑡− 𝑡0| < 𝛿, выполнено неравенство |𝑙𝑡(𝛾)− 𝑙𝑡0(𝛾)| < 𝜀/2. В результате,
для любого 𝜀 > 0 мы можем подобрать такое 𝛿 > 0, что при |𝑡− 𝑡0| < 𝛿 будет выполнено

𝜌𝑡(𝐴,𝐵) = inf
𝛾
𝑙𝑡(𝛾) 6 𝑙𝑡(𝛾) < 𝑙𝑡0(𝛾) + 𝜀/2 < 𝜌𝑡0(𝐴,𝐵) + 𝜀,

что и означает полунепрерывность сверху. 2

Теорема 2. Пусть метрические пространства (𝑋, 𝜌𝑡) ограниченно компактны для лю-

бого 𝑡 ∈ [0, 1], а семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типов 1, 2 и 3. Тогда
расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между любыми двумя точками 𝐴,𝐵 ∈ 𝑋 непрерывно зависит от 𝑡.
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Доказательство. Полунепрерывность расстояния по 𝑡 сверху вытекает из теоремы 1. Пусть
полунепрерывности расстояния по 𝑡 снизу нет, тогда существуют 𝜀 > 0, числа 𝑡𝑛 такие, что
𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞, и точки 𝐴,𝐵 ∈ 𝑋 такие, что 𝜌𝑡𝑛(𝐴,𝐵) < 𝜌𝑡0(𝐴,𝐵) − 𝜀 при каждом
𝑛 ∈ N. Рассмотрим последовательность допустимых кривых 𝛾𝑛, соединяющих 𝐴 и 𝐵, таких,
что 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) − 𝜌𝑡𝑛(𝐴,𝐵) < 𝜀/2, и, следовательно, 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) < 𝜌𝑡0(𝐴,𝐵) − 𝜀/2 = 𝐶1. Из того, что
семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типа 2, следует, что существует число
𝐶2 > 0, для которого 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) < 𝐶2 при любом 𝑛 ∈ N. В метрике 𝜌𝑡0 рассмотрим замкнутый шар
𝐾 с центром в точке 𝐴 и радиусом 𝐶2. Для любого 𝑛 ∈ N образ кривой 𝛾𝑛 полностью лежит
в шаре 𝐾, поскольку ее длина 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) меньше 𝐶2. В силу ограниченной компактности (𝑋, 𝜌𝑡0)
шар 𝐾 является компактом в метрике 𝜌𝑡0 , в связи с чем из теоремы Арцела-Асколи следует,
что из последовательности кривых 𝛾𝑛 в компакте 𝐾 можно извлечь подпоследовательность,
сходящуюся к некоторой кривой 𝛾0, соединяющей точки 𝐴 и 𝐵. Кривая 𝛾0 является непре-
рывной относительно метрик семейства 𝜌𝑡, но не обязательно является допустимой. Перейдем
к этой подпоследовательности – для каждой кривой из нее неравенство 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) < 𝐶1 останется
верным.

Из того, что семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типа 1, следует, что
при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] функционал 𝑙𝑡 является полунепрерывным снизу на пространстве допу-
стимых кривых, и, следовательно, при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] функционал 𝑙𝑡 совпадает с функциона-
лом �̂�𝑡 на всех допустимых для функционала 𝑙𝑡 кривых. В свою очередь, при каждом 𝑡 ∈ [0, 1]
функционал �̂�𝑡 является полунепрерывным снизу на пространстве кривых, непрерывных отно-
сительно метрики 𝜌𝑡, как функционал длины, порожденный внутренней метрикой 𝜌𝑡. Это озна-
чает, что найдется 𝑛1 ∈ N такое, что при 𝑛 > 𝑛1 выполнено неравенство �̂�𝑡0(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0)− 𝜀/8.
Учитывая, что для каждого 𝑡 ∈ [0, 1] функционалы 𝑙𝑡 и �̂�𝑡 совпадают на всех допустимых кри-
вых, мы получаем, что при 𝑛 > 𝑛1 выполнено неравенство 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0) − 𝜀/8. При этом,
из того, что семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типа 3, следует, что най-
дется 𝑛2 ∈ N такое, что при 𝑛 > 𝑛2 выполнено неравенство |𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) − 𝑙𝑡0(𝛾𝑛)| < 𝜀/8. Из этого
следует, что при 𝑛 > max(𝑛1, 𝑛2) выполнено неравенство 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0)−𝜀/4, но 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) < 𝐶1,
откуда �̂�𝑡0(𝛾0) < 𝐶1 + 𝜀/4 < 𝜌𝑡0(𝐴,𝐵) — противоречие. Полунепрерывность расстояния снизу
показана. 2

Теорема 3. Пусть метрические пространства (𝑋, 𝜌𝑡) ограниченно компактны для лю-

бого 𝑡 ∈ [0, 1], а семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типов 2 и 4. Тогда
расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между любыми двумя точками 𝐴,𝐵 ∈ 𝑋 непрерывно зависит от 𝑡.

Доказательство. Полунепрерывность расстояния по 𝑡 сверху вытекает из теоремы 1. Пусть
полунепрерывности расстояния по 𝑡 снизу нет, тогда существуют 𝜀 > 0, числа 𝑡𝑛 такие, что
𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞, и точки 𝐴,𝐵 ∈ 𝑋 такие, что 𝜌𝑡𝑛(𝐴,𝐵) < 𝜌𝑡0(𝐴,𝐵)−𝜀. Рассмотрим последо-
вательность допустимых кривых 𝛾𝑛, соединяющих 𝐴 и 𝐵, таких, что 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛)−𝜌𝑡𝑛(𝐴,𝐵) < 𝜀/2,
и, следовательно, таких, что 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) < 𝜌𝑡0(𝐴,𝐵) − 𝜀/2 = 𝐶1. Из того, что семейство функцио-
налов длины 𝑙𝑡 является семейством типа 2, следует, что существует число 𝐶2 > 0 такое, что
𝑙𝑡0(𝛾𝑛) < 𝐶2 для любого 𝑛 ∈ N.

Аналогично доказательству теоремы 2, рассмотрим в метрике 𝜌𝑡0 замкнутый шар с цен-
тром в точке 𝐴 и радиусом 𝐶2, который является компактом в силу ограниченной компакт-
ности (𝑋, 𝜌𝑡0) и содержит образы всех кривых из последовательности 𝛾𝑛. По теореме Арцела-
Асколи мы можем перейти от последовательности 𝛾𝑛 к ее подпоследовательности, сходящейся
к некоторой кривой 𝛾0. Кривая 𝛾0 является непрерывной относительно метрик семейства 𝜌𝑡, но
не обязательно является допустимой. Из того, что семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является
семейством типа 4, следует, что выполнено неравенство lim inf𝑛→∞ 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) > �̂�𝑡0(𝛾0). При этом,
𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) < 𝐶1 для любого 𝑛 ∈ N, следовательно, �̂�𝑡0(𝛾0) 6 𝐶1 = 𝜌𝑡0(𝐴,𝐵) − 𝜀/2 — противоречие.
Полунепрерывность расстояния снизу показана. 2
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Теорема 4. Пусть метрические пространства (𝑋, 𝜌𝑡) ограниченно компактны для лю-

бого 𝑡 ∈ [0, 1], а семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типов 1, 2 и 5. Тогда
расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между любыми двумя точками 𝐴,𝐵 ∈ 𝑋 непрерывно зависит от 𝑡.

Доказательство. Утверждение теоремы вытекает из утверждения 3 и теоремы 3. 2

Теорема 5. Пусть метрические пространства (𝑋, 𝜌𝑡) ограниченно компактны для лю-

бого 𝑡 ∈ [0, 1], а семейство функционалов длины 𝑙𝑡 является семейством типов 1, 2 и 6. Тогда
расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между любыми двумя точками 𝐴,𝐵 ∈ 𝑋 непрерывно зависит от 𝑡.

Доказательство. Утверждение теоремы вытекает из утверждения 4 и теоремы 4. 2

5. Непрерывность расстояний в случае полных финслеровых и

римановых многообразий

Рассмотрим 𝑘-мерное компактное связное гладкое многообразие 𝑀 с заданой на его каса-
тельном расслоении 𝑇𝑀 функцией 𝐹𝑡(𝑥, 𝜉), 𝑥 ∈ 𝑀, 𝜉 ∈ 𝑇𝑥𝑀 , которая является финслеровой
метрикой на 𝑀 при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] и непрерывно зависит от параметра 𝑡. Как извест-
но, при каждом фиксированном 𝑡 ∈ [0, 1] функция 𝐹𝑡(𝑥, 𝜉) является гладкой функцией на
𝑇𝑀 ∖ {0} и положительно однородной функцией по 𝜉: 𝐹𝑡(𝑥, 𝜆𝜉) = 𝜆𝐹𝑡(𝑥, 𝜉) для любых 𝜆 > 0
и 𝜉 ̸= 0. Мы будем рассматривать финслеровы метрики, которые являются нормами на ка-
сательных пространствах 𝑇𝑥𝑀 для всех 𝑥 ∈ 𝑀 . Для каждого 𝑡 ∈ [0, 1] финслерова метрика
𝐹𝑡(𝑥, 𝜉) определяет функционал длины, классом допустимых кривых которого является класс
кусочно-гладких кривых. Для удобства мы будем рассматривать кривые, параметризованные
отрезком [0, 1]. Длина кусочно-гладкой кривой 𝛾 : [0, 1] → 𝑀 в финслеровой метрике 𝐹𝑡(𝑥, 𝜉)
равна

𝑙𝑡(𝛾) =

∫︁ 1

0
𝐹𝑡(𝛾(𝑠), �̇�(𝑠))𝑑𝑠.

Легко показать, что длина каждой кусочно-гладкой кривой в финслеровой метрике 𝐹𝑡

непрерывно зависит от 𝑡. Действительно, достаточно рассмотреть разбиение кривой на по-
следовательные кривые, образы которых лежат в некоторых картах. Длина каждого участка
кривой непрерывно зависит от 𝑡, поскольку в соответствующей карте она представляется в
виде определенного интеграла от функции, непрерывно зависящей от параметра 𝑡.

В силу связности многообразия при каждом фиксированном 𝑡 ∈ [0, 1] для любых двух
точек из 𝑀 найдется кусочно-гладкая кривая конечной длины, соединяющая их. Обозначим
через 𝜌𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], соответствующее семейство внутренних метрик на 𝑀 . Хорошо известно,
что внутренняя метрика, индуцированная финслеровым функционалом длины, определяет
на гладком многообразии топологию, которая совпадает с изначальной топологией этого мно-
гообразия, см. [2]. Таким образом, все метрики 𝜌𝑡 определяют одну и ту же топологию на
𝑀 , причем эта топология совпадает с изначальной топологией пространства 𝑀 . При этом,
метрики семейства 𝜌𝑡 не обязаны быть эквивалентными на всем многообразии. В дальнейшем
нам будет необходимо лишь то, чтобы многообразие 𝑀 было ограниченно компактным при
каждом 𝑡 ∈ [0, 1], и позже мы потребуем это непосредственно. Как известно, из того, что при
любых фиксированных 𝑡 ∈ [0, 1] и 𝑥 ∈ 𝑀 функция 𝐹𝑡(𝑥, ·) является нормой на касательном
пространстве 𝑇𝑥𝑀 , следует, что соответствующий функционал финслеровой длины 𝑙𝑡 явля-
ется полунепрерывным снизу на пространстве кусочно-гладких кривых в 𝑀 , см. [2]. Таким
образом, имеет место следующее утверждение.

Утверждение 6. Непрерывно зависящее от 𝑡 семейство финслеровых метрик 𝐹𝑡 на

гладком многообразии 𝑀 задает семейство функционалов длины типа 1.
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Утверждение 7. Если гладкое многообразие 𝑀 — компактно, то для любых 𝑡0 ∈ [0, 1] и
𝜀 > 0 найдется 𝛿 > 0 такое, что при |𝑡− 𝑡0| < 𝛿 для любой пары (𝑥, 𝜉), 𝜉 ̸= 0, принадлежащей

касательному расслоению 𝑇𝑀, будет выполнено неравенство⃒⃒⃒⃒
𝐹𝑡(𝑥, 𝜉)

𝐹𝑡0(𝑥, 𝜉)
− 1

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Доказательство. Зафиксируем 𝑡0 и рассмотрим функцию, определенную на (𝑇𝑀 ∖ 𝑇0) ×
[0, 1], где 𝑇0 — нулевое сечение 𝑇𝑀 :

𝑓(𝑥, 𝜉, 𝑡) =
𝐹𝑡(𝑥, 𝜉)

𝐹𝑡0(𝑥, 𝜉)
.

Она непрерывна, а значит, равномерно непрерывна на компакте 𝑆𝑀 × [0, 1], где 𝑆𝑀 — сфе-
ризация касательного расслоения в метрике 𝐹𝑡0 . Таким образом, для 𝜀 > 0 найдется 𝛿 > 0
такое, что для всех 𝑡, удовлетворяющих неравенству |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿, выполнено неравенство
|𝑓(𝑥, 𝜉, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝜉, 𝑡0)| < 𝜀 при любых (𝑥, 𝜉) ∈ 𝑆𝑀 . Учитывая, что 𝑓(𝑥, 𝜉, 𝑡0) = 1, мы полу-
чаем соотношение |𝑓(𝑥, 𝜉, 𝑡) − 1| < 𝜀. Таким образом, из того, что 𝑓(𝑥, 𝜆𝜉, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝜉, 𝑡) при
𝜆 > 0, следует требуемое утверждение. 2

Утверждение 8. Непрерывно зависящее от 𝑡 семейство финслеровых метрик 𝐹𝑡 на

гладком компактном многообразии 𝑀 задает семейство функционалов длины типа 2.

Доказательство. Пусть 𝛾𝑛 : [0, 1] → 𝑀,𝑛 ∈ N, — последовательность кусочно-гладких
кривых, а числа 𝑡0, 𝑡𝑛, 𝑛 ∈ N, таковы, что 𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞ и 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) < 𝐶1 для некоторой
константы 𝐶1 > 0. Зафиксируем произвольное 𝜀, удовлетворяющее неравенству 0 < 𝜀 < 1.
Из утверждения 7 следует, что для 𝜀 найдется 𝛿 > 0 такое, что при |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿 неравенство

1 − 𝜀 < 𝐹𝑡(𝜉)
𝐹𝑡0 (𝜉)

будет выполнено для любой пары (𝑥, 𝜉) ∈ 𝑇𝑀, 𝜉 ̸= 0. В силу того, что 𝑡𝑛 → 𝑡0

при 𝑛 → ∞, существует 𝑁 ∈ N, что при 𝑛 > 𝑁 выполнено неравенство |𝑡𝑛 − 𝑡0| < 𝛿. Таким
образом, для любых 𝑛 > 𝑁 и 𝑠 ∈ [0, 1] выполнено неравенство

𝐹𝑡0(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠)) <
𝐹𝑡𝑛(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠))

1 − 𝜀
.

Проинтегрируем это неравенство по 𝑠 на отрезке [0, 1]:

𝑙𝑡0(𝛾𝑛) =

∫︁ 1

0
𝐹𝑡0(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠))𝑑𝑠 <

∫︁ 1

0

𝐹𝑡𝑛(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠))

1 − 𝜀
𝑑𝑠 =

𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛)

1 − 𝜀
<

𝐶1

1 − 𝜀
,

то есть последовательность чисел 𝑙𝑡0(𝛾𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁, ограничена. 2

Утверждение 9. Непрерывно зависящее от 𝑡 семейство финслеровых метрик 𝐹𝑡 на

гладком компактном многообразии 𝑀 задает семейство функционалов длины типа 3.

Доказательство. Пусть 𝛾𝑛 : [0, 1] → 𝑀,𝑛 ∈ N, — сходящаяся последовательность кусочно-
гладких кривых, их длины в метрике 𝐹𝑡0 ограничены единой константой 𝐶 > 0, а числа
𝑡0, 𝑡𝑛, 𝑛 ∈ N, таковы, что 𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞. Зафиксируем произвольное 𝜀 > 0. Поскольку
𝐹𝑡0(𝑥, 𝜉) > 0 для любой пары (𝑥, 𝜉) ∈ 𝑇𝑀, 𝜉 ̸= 0, из утверждения 7 следует, что найдется
𝛿 > 0 такое, что при |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿 для любой пары (𝑥, 𝜉) ∈ 𝑇𝑀, 𝜉 ̸= 0, будет выполнено нера-
венство |𝐹𝑡(𝑥, 𝜉) − 𝐹𝑡0(𝑥, 𝜉)| < 𝜀𝐹𝑡0(𝑥, 𝜉). Рассмотрим такое 𝑁 ∈ N, что при 𝑛 > 𝑁 выполнено
неравенство |𝑡𝑛 − 𝑡0| < 𝛿. В результате, для любых 𝑛 > 𝑁 и 𝑠 ∈ [0, 1] имеет место неравенство

|𝐹𝑡𝑛(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠)) − 𝐹𝑡0(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠))| < 𝜀𝐹𝑡0(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠)).
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Рассмотрим модуль разности длин кривой 𝛾𝑛 относительно метрик 𝐹𝑡𝑛 и 𝐹𝑡0 при 𝑛 > 𝑁 :

|𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) − 𝑙𝑡0(𝛾𝑛)| =

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝐹𝑡𝑛(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠)) − 𝐹𝑡0(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠))𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
<

<

∫︁ 1

0
|𝐹𝑡𝑛(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠)) − 𝐹𝑡0(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠))|𝑑𝑠 < 𝜀

∫︁ 1

0
𝐹𝑡0(𝛾𝑛(𝑠), �̇�𝑛(𝑠))𝑑𝑠 = 𝜀𝑙𝑡0(𝛾𝑛) < 𝜀𝐶.

Это означает, что |𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) − 𝑙𝑡0(𝛾𝑛)| → 0 при 𝑛 → ∞. 2

Теорема 6. Пусть гладкое финслерово многообразие 𝑀 компактно, а его метрика 𝐹𝑡

непрерывно зависит от параметра 𝑡 ∈ [0, 1]. Тогда расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между любыми двумя

точками 𝐴,𝐵 ∈ 𝑀 непрерывно зависит от 𝑡.

Доказательство. Утверждение теоремы вытекает из утверждений 6, 8, 9 и теоремы 2. 2

Для того, чтобы воспользоваться свойствами непрерывных на компакте функций, мы от-
толкнулись от компактных финслеровых многообразий. Теорема 6 может быть распростране-
на на ограниченно компактные финслеровы многообразия. Отметим, что ограниченная ком-
пактность конечномерного финслерова многообразия равносильна условию его полноты. Идея
доказательства непрерывности расстояния в этом случае проста: мы рассмотрим достаточно
большой компактный шар, содержащий точки 𝐴 и 𝐵, и сведем задачу к случаю компактного
многообразия.

Теорема 7. Пусть𝑀 — гладкое связное многообразие, а функция 𝐹𝑡 непрерывно зависит

от параметра 𝑡 ∈ [0, 1] и является финслеровой метрикой на 𝑀 при каждом 𝑡 ∈ [0, 1]. Если
финслерово многообразие (𝑀,𝐹𝑡) является полным метрическим пространством при каж-

дом 𝑡 ∈ [0, 1], то расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между любыми двумя точками 𝐴,𝐵 ∈ 𝑀 непрерывно

зависит от 𝑡.

Доказательство. Докажем непрерывность 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) в некоторой точке 𝑡0 ∈ [0, 1]. В силу
связности многообразия существует кусочно-гладкая кривая 𝛾1 : [0, 1] → 𝑀 такая, что 𝛾1(0) =
𝐴, 𝛾1(1) = 𝐵. Функция 𝑙𝑡(𝛾1) =

∫︀ 1
0 𝐹𝑡(𝛾1(𝑠), �̇�1(𝑠))𝑑𝑠 непрерывна по переменной 𝑡 на отрезке

[0, 1], в следствие чего величина 𝑚 = max𝑡∈[0,1] 𝑙𝑡(𝛾1) конечна. Рассмотрим замкнутый шар
𝐾 = {𝑥 ∈ 𝑀 |𝜌𝑡0(𝐴, 𝑥) 6 𝑚 + 1}, который является компактом, так как 𝑀 полное. Если 𝐾
совпал с 𝑀 , то утверждение сводится к случаю компактного многообразия и вытекает из
теоремы 6. Иначе, рассмотрим множество кривых 𝐿, образы которых лежат в 𝐾, один конец
которых совпадает с 𝐴, а другой лежит на границе 𝜕𝐾. Если 𝛾 ∈ 𝐿 — кривая и 𝑃 — ее конец,
лежащий на 𝜕𝐾, то 𝑙𝑡0(𝛾) > 𝜌𝑡0(𝐴,𝑃 ) = 𝑚 + 1. Покажем, что существует 𝛿 > 0 такое, что при
|𝑡− 𝑡0| < 𝛿 выполнено 𝑙𝑡(𝛾) > 𝑚 для любой кривой 𝛾 ∈ 𝐿.

Предположим, что это не так, и существуют числа 𝑡𝑛 такие, что 𝑡𝑛 → 𝑡0 при 𝑛 → ∞
для некоторого 𝑡0, и для каждого 𝑛 ∈ N существует кривая 𝛾𝑛 такая, что 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) 6 𝑚. За-
метим, что 𝐾 является компактным финслеровым многообразием, финслерова метрика 𝐹𝑡

на котором непрерывно зависит от 𝑡, и образы кривых 𝛾𝑛 полностью лежат в 𝐾. Рассмотрим
ограничение семейства функционалов длины 𝑙𝑡 на𝐾. Классом допустимых кривых этого огра-
ничения является множество кусочно-гладких кривых, образы которых полностью лежат в𝐾.
Из утверждения 8 следует, что семейство функционалов длины 𝑙𝑡, ограниченное на компакт𝐾,
является семейством типа 2, а, значит, существует константа 𝐶 > 0 такая, что 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) < 𝐶 для
любого 𝑛 ∈ N. В силу того, что 𝐾 — компакт, из теоремы Арцела-Асколи следует, что в метри-
ке 𝐹𝑡0 из последовательности кривых 𝛾𝑛 можно извлечь сходящуюся подпоследовательность
кривых. Перейдем к этой подпоследовательности – для каждой кривой из нее неравенство
𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) 6 𝑚 останется верным. Таким образом, 𝛾𝑛 — сходящаяся последовательность кривых
в компакте 𝐾, длины которых в метрике 𝐹𝑡0 ограничены общей константой. Из утверждения 9
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следует, что семейство функционалов длины 𝑙𝑡, ограниченное на 𝐾, является семейством типа
3, и, значит, 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) − 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) → 0 при 𝑛 → ∞, что противоречит неравенствам 𝑙𝑡0(𝛾𝑛) > 𝑚 + 1
и 𝑙𝑡𝑛(𝛾𝑛) 6 𝑚, которые должны были быть верны для любого 𝑛 ∈ N.

Рассмотрим кривую 𝛾 : [0, 1] → 𝑀,𝛾(0) = 𝐴, 𝛾(1) = 𝐵, образ которой не лежит в 𝐾.
Пусть 𝑠0 = inf{𝑠|𝑠 ∈ [0, 1], 𝛾(𝑠) ̸∈ 𝐾}. Ограничение кривой 𝛾 на отрезок [0, 𝑠0] — это кривая
из 𝐿, а значит, 𝑙𝑡(𝛾|[0,𝑠0]) > 𝑚 при |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿. Из этого следует, что 𝑙𝑡(𝛾) > 𝑙𝑡(𝛾|[0,𝑠0]) > 𝑚
при |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿. При этом, точная нижняя грань длин всех кривых, соединяющих 𝐴 и 𝐵, не
превосходит 𝑚 в каждой метрике 𝐹𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], а значит при |𝑡− 𝑡0| < 𝛿 она совпадает с точной
нижней гранью длин кривых, соединяющих 𝐴 и 𝐵, образы которых лежат в 𝐾. Определим
𝜌𝐾𝑡 (𝐴,𝐵) = inf 𝑙𝑡(𝛾), где точная нижняя грань берется по всем кусочно-гладким соединяющим
𝐴 и 𝐵 кривым 𝛾, образы которых лежат в 𝐾. Из теоремы 6 следует, что 𝜌𝐾𝑡 (𝐴,𝐵) непрерывно
по 𝑡, так как 𝐾 — компакт. При этом, мы показали, что 𝜌𝐾𝑡 (𝐴,𝐵) = 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) при |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿,
а значит, 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) непрерывно в точке 𝑡0. 2

Как известно, финслерова метрика является обобщением римановой метрики, где общее
определение длины касательного к многообразию вектора не обязательно задается в виде
квадратичного корня из симметричной билинейной формы, как это делается в римановом
случае. Таким образом, результаты, полученные для финслеровых многообразий, имеют место
и в случае римановых многообразий. Действительно, пусть дано 𝑘-мерное гладкое связное
риманово многообразие 𝑀 с метрикой 𝑑𝑠2𝑡 , непрерывно зависящей от параметра 𝑡 ∈ [0, 1].
Подразумевается, что 𝑑𝑠2𝑡 — риманова метрика при каждом 𝑡 ∈ [0, 1] и в каждой точке 𝑥 ∈
𝑀 компоненты метрического тензора 𝑔𝑡𝑖𝑗(𝑥) в каждых локальных координатах непрерывно
зависят от 𝑡. Аналогично, для любой пары точек 𝐴,𝐵 ∈ 𝑀𝑛 расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между ними
в метрике 𝑑𝑠2𝑡 определяется как точная нижняя грань длин 𝑙𝑡(𝛾) посчитанных относительно
метрики 𝑑𝑠2𝑡 кусочно-гладких кривых 𝛾, соединяющих 𝐴 и 𝐵.

Через ||𝜉||𝑡 обозначим норму вектора 𝜉, принадлежащего касательному расслоению 𝑇𝑀 к
многообразию 𝑀 , относительно метрики 𝑑𝑠2𝑡 . В локальных координатах (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), опреде-
ленных в некоторой карте, эта норма записывается следующим образом:

||𝜉||𝑡 =

⎯⎸⎸⎷ 𝑘∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑔𝑡𝑖𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)𝜉𝑖𝜉𝑗 ,

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) — точка приложения вектора 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑘), а значит, она непрерывно
зависит от 𝑡, поскольку 𝑔𝑡𝑖𝑗 непрерывно зависят от 𝑡. Рассмотрим на многообразии𝑀 семейство
финслеровых метрик, заданных следующим равенством:

𝐹𝑡(𝑥, 𝜉) = ||𝜉||𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1].

По построению, финслерова метрика 𝐹𝑡 непрерывно зависит от параметра 𝑡 ∈ [0, 1]. При
этом, финслерова метрика 𝐹𝑡 и риманова метрика 𝑑𝑠2𝑡 определяют одну и ту же функцию
расстояния 𝜌𝑡 и один и тот же функционал длины на многообразии 𝑀 . Таким образом, из
утверждений 6, 8, 9 и теоремы 7 вытекают аналогичные результаты для римановой метрики:

Утверждение 10. Непрерывно зависящее от 𝑡 семейство римановых метрик 𝑑𝑠2𝑡 на

гладком компактном многообразии 𝑀 задает семейство функционалов длины типа 1.

Утверждение 11. Непрерывно зависящее от 𝑡 семейство римановых метрик 𝑑𝑠2𝑡 на

гладком компактном многообразии 𝑀 задает семейство функционалов длины типа 2.

Утверждение 12. Непрерывно зависящее от 𝑡 семейство римановых метрик 𝑑𝑠2𝑡 на

гладком компактном многообразии 𝑀 задает семейство функционалов длины типа 3.
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Теорема 8. Пусть 𝑀 — гладкое связное риманово многообразие, и его метрика 𝑑𝑠2𝑡
непрерывно зависит от параметра 𝑡 ∈ [0, 1]. Если риманово многообразие (𝑀,𝑑𝑠2𝑡 ) является
полным метрическим пространством при каждом 𝑡 ∈ [0, 1], то расстояние 𝜌𝑡(𝐴,𝐵) между

любыми двумя точками 𝐴,𝐵 ∈ 𝑀 непрерывно зависит от 𝑡.

6. Заключение

Связь непрерывности длин кривых и непрерывности расстояний между точками при де-
формациях метрики оказалась нетривиальным вопросом. Как показано в настоящей работе, а
также в работе [1], существуют примеры пространств и заданных на них функционалов дли-
ны, в которых при деформации этих функционалов длины из непрерывности изменения длин
допустимых кривых не следует непрерывность изменения расстояний между точками, причем
эти пространства могут быть как компактны, так и не компактны относительно соответству-
ющих внутренних метрик. При этом, в настоящей работе мы приводим условия, которых
в совокупности с непрерывностью изменения длин кривых достаточно для непрерывности
изменения расстояний между точками при деформации функционала длины в случае огра-
ниченно компактных метрических пространств. Мы показываем, что эти условия выполнены
на компактных финслеровых и римановых многообразиях в случае непрерывной зависимости
соответствующей метрики от параметра. В качестве следствия мы получаем, что на полных
финслеровых и римановых многообразиях в случае непрерывной зависимости соответствую-
щей метрики от параметра расстояния между любыми точками непрерывно зависят от этого
параметра.
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