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. Äàííàÿ çàäà÷à îêàçàëàñü èíòåãðèðóåìîé â ñèëó

èçâåñòíîé òåîðåìû ßêîáè � Øàëÿ. Íà ìíîæåñòâå áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ
áûëî ââåäåíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè è äîêàçàíà òåîðåìà îá èõ êëàñ-
ñèôèêàöèè. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ
áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ â R3 ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, ãåîäåçè÷åñêèé áèëëèàðä,
ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü, èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà.

� 1. Ââåäåíèå

Òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî áèëëèàðäà, ò. å. çàäà÷å î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè â ïëîñêîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ñ àáñîëþòíî

óïðóãèì îòðàæåíèåì íà ãðàíèöå, ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Â êíèãå Â.Â. Êîçëî-

âà è Ä.Â. Òðåù¼âà [1], à òàêæå â êíèãå Ñ.Ë. Òàáà÷íèêîâà [2] äàí îáçîð ñîâðå-

ìåííûõ è êëàññè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà â îáëàñòè,

îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì, çàìå÷åíà â ðàáîòå Äæ.Ä. Áèðêãîôà [3].

Áèëëèàðäû â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, ÿâëÿþò-

ñÿ èíòåãðèðóåìûìè ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè. Òàêèå ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ

äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà÷àëè èçó÷àòücÿ â ðàáîòàõ Â. Äðàãîâè÷à,

M. Ðàäíîâè÷ [4], [5], à òàêæå Â. Â. Âåäþøêèíîé (Ôîêè÷åâîé) [6], [7], â ÷àñò-

íîñòè Â.Â. Âåäþøêèíà êëàññèôèöèðîâàëà âñå ëîêàëüíî-ïëîñêèå áèëëèàðäû,

îãðàíè÷åííûå äóãàìè ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë à òàêæå îáëàñòè, ïîëó-

÷åííûå ñêëåéêàìè ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé âäîëü âûïóêëûõ ñåãìåíòîâ ãðàíèö.

Óêàçàííûå îáëàñòè íå îáÿçàòåëüíî èçîìåòðè÷íî âëîæèìû â ïëîñêîñòü. Äàëåå,

Â. Â. Ôîêè÷åâà êëàññèôèöèðîâàëà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòÿõ òàêèõ áèëëèàðäîâ ([8]), âû÷èñëèâ ìå÷åíûå ìîëåêóëû Ôîìåíêî -

Öèøàíãà � èíâàðèàíòû ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ðàáîòàõ [9], [10], [11],

[12], [13], [14] çàëîæåíû îñíîâû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ áèëëè-

àðäîâ.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èíòåãðèðóåìûì ãåîäåçè÷åñêèì áèëëèàðäàì íà ïî-

âåðõíîñòÿõ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, a èìåííî íà
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íåâûðîæäåííûõ êâàäðèêàõ E, ò.å. íà ýëëèïñîèäå, îäíîïîëîñòíîì è äâóïî-

ëîñòíîì ãèïåðáîëîèäàõ. Áèëëèàðäíûì ñòîëîì íà òàêîé êâàäðèêå E íàçîâåì

çàìêíóòóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíå÷íûì ÷èñëîì êâàäðèê, ñîôîêóñíûõ ñ

äàííîé, è èìåþùóþ óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå ðàâíûå
π

2
. Âîçíèêàåò äèíàìè-

÷åñêàÿ ñèñòåìà: ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (øàð) äâèæåòñÿ ïî áèëëèàðäíîìó ñòîëó

âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ, îòðàæàÿñü îò ãðàíè-

öû àáñîëþòíî óïðóãî. Íà ìíîæåñòâå áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ (íà ôèêñèðîâàííîé

êâàäðèêå) ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Íàçîâåì äâå îáëàñòè ýêâèâà-

ëåíòíûìè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ñìîòðè îïðåäåëåíèå 2.13 Àâòîðîì ïîëó-

÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà êâàäðèêàõ. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî íà ýëëèïñîèäå åñòü ðîâíî 21 òèï íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ, íà

îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå � 21, à íà äâóïîëîñòíîì � 13. Ñîîòâåòñòâóþùèå

òàáëèöû ïðåäñòàâëåíû â 3.4, 4.4, 5.4.

Èíòåãðèðóåìîñòü ýòèõ áèëëèàðäîâ ñëåäóåò èç òåîðåìû ßêîáè � Øàëÿ (ñì.

òåîðåìó 2.4). Äàëåå àâòîð ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàë âñå òàêèå ãåîäåçè÷åñêèå

áèëëèàðäû ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàê îêàçàëîñü, íà

ýëëèïñîèäå èõ ðîâíî 7, íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå òîæå 7, à íà äâóïîëîñò-

íîì � 6. Ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññèôèöèðóþùèå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà

ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ ïóíêòîâ 3.4, 4.4, 5.4. Äàëåå îêàçàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå

ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ ðàçíîãî òèïà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíò-

íû. Â èòîãå, íà êâàäðèêàõ â R3 åñòü ðîâíî 10 ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíûõ

áèëëèàðäîâ. Ñìîòðè òàáëèöó â ïóíêòå 2.5.

Äëÿ àíàëèçà ýòîé çàäà÷è ïîëåçíû ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Îíè ïðåä-

ñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1c .

Êàê îêàçàëîñü, ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè

áèëëèàðäàìè íà ýëëèïñîèäå è ïëîñêèìè áèëëèàðäàìè âíóòðè ýëëèïñà. Ïðè

ýòîì îìáèëè÷åñêèå òî÷êè çàìåíÿþòñÿ ôîêóñàìè, à ñåòêà ýëëèïòè÷åñêèõ êî-

îðäèíàò íà ýëëèïñîèäå � íà ñåòêó íà ïëîñêîñòè. Äëÿ áèëëèàðäîâ íà äâó-

ïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå àâòîðîì äîêàçàíû ñëåäóþùèå 2 òåîðåìû. Ïåðâàÿ

óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó áèëëè-

àðäíûìè ñòîëàìè íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå è áèëëèàðäíûìè ñòîëàìè íà

ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûìè ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ýê-

âèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ ñîõðàíÿåòñÿ. Âòîðàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò

ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïëîñêèìè áèëëèàðä-

íûìè ñèñòåìàìè (îãðàíè÷åííûìè ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè) è ãåîäåçè÷åñêèìè

áèëëèàðäíûìè ñèñòåìàìè íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå. Ýòî ñîîòâåòñòâèå

ñîõðàíÿåò ëèóâèëëåâó ýêâèâàëåíòíîñòü. Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà äàæå ÷àñòè÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ íåò.

Òàêæå îêàçàëîñü, ÷òî âñå íàéäåííûå ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ

ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû íåêîòîðûì èçâåñòíûì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì èç

ôèçèêè, ìåõàíèêè è ãåîìåòðèè. Òàáëèöà ýêâèâàëåíòíîñòåé ïðåäñòàâëåíà â 2.5.

Àâòîð áëàãîäàðèò àêàäåìèêà ÐÀÍ Ôîìåíêî À.Ò. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è

ê.ô.ì.ì. Âåäþøêèíó Â. Â. çà ïîìîùü â èññëåäîâàíèè.
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� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

2.1. Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê è åãî ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3 íàçîâåì ïîâåðõ-

íîñòè, çàäàííûå óðàâíåíèåì:

x2(b− λ)(c− λ) + y2(a− λ)(c− λ) + z2(a− λ)(b− λ) = (a− λ)(b− λ)(c− λ)

ãäå a > b > c > 0 è λ ∈ R � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Åñëè êâàäðèêà E òàêîâà,

÷òî ïàðàìåòð λE ðàâåí a, b èëè c, òî îíà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé. Èíà÷å

E íåâûðîæäåííàÿ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåâûðîæäåííûå êâàäðèêè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü îáëàñòü D ⊆ E îãðàíè÷åíà êîíå÷íûì ÷èñëîì

ñîôîêóñíûõ ñ E êâàäðèê è èìååò óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå ðàâíûå
π

2
. Òîãäà, åñëè

îáëàñòü D êîìïàêòíà, íàçîâåì åå áèëëèàðäíûì ñòîëîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

A(E) ìíîæåñòâî âñåõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà êâàäðèêå E.

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

Óòâåðæäåíèå 2.1. Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñî-

ôîêóñíûõ êâàäðèê îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

Ñëåäóþùèé ôàêò õîðîøî èçâåñòåí:

Óòâåðæäåíèå 2.2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè P = (x, y, z) ∈ R3, òàêîé ÷òî x 6=
0, y 6= 0, z 6= 0, ñóùåñòâóþò â òî÷íîñòè òðè ñîôîêóñíûå êâàäðèêè Eλ1

, Eλ2
, Eλ3

òàêèå, ÷òî P ∈ Eλi
, ãäå i = 1, 2, 3. Ïðè ýòîì îäíà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì,

âòîðàÿ îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì, à òðåòüÿ äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîè-

äîì.

Òåïåðü ïåðåéäåì îò êîîðäèíàò (x, y, z) ê êîîðäèíàòàì (λ1, λ2, λ3), ãäå λi - ïà-

ðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, íà êîòîðûõ ëåæèò òî÷êà P = (x, y, z).Îòîáðàæåíèå

êîððåêòíî îïðåäåëåíî â îáëàñòè {x 6= 0} ∩ {y 6= 0} ∩ {z 6= 0}, ïðè ýòîì ÿâëÿåò-

ñÿ áèåêòèâíûì â êàæäîì êîîðäèíàòíîì îêòàíòå. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òðîéêà

(λ1, λ2, λ3) � ðåãóëÿðíàÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Îíà íàçûâàåòñÿ ýëëèï-

òè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

2.2. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïàðà (M2n, ω), ãäå M2n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ω �

çàìêíóòàÿ íåâûðîæäåííàÿ 2 � ôîðìà íà íåì, íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü H ∈ C∞(M2n). Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå sgrad(H)i =

ωij
∂H

∂xj
íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîëåì (ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé), à ôóíê-

öèÿ H íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì . Ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèé f, g çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé {f, g} = ωij
∂f

∂xi
∂g

∂xj
. Ãëàäêèå ôóíêöèè f, g íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè

(êîììóòèðóþò), åñëè {f, g} = 0.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgrad(H) íàçûâàåòñÿ âïîëíå

èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, . . . , fn
òàêèõ, ÷òî:

1. f1, . . . , fn � ïåðâûå èíòåãðàëû v,

2. îíè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M , òî åñòü ïî÷òè âñþäó íà M èõ

ãðàäèåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

3. {fi, fj} = 0 ïðè ëþáûõ i è j,

4. âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad fj ïîëíû, ò.å. åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð íà èõ

èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåëåí íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 2.1. (Ëèóâèëëü) Ïóñòü íà M2n çàäàíà âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ

ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgradH è Tξ � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn. Òîãäà

1. Tξ � ãëàäêîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî

ïîòîêîâ v = sgradH è sgradf1, . . . , sgradfn.

2. Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèå Tξ ñâÿçíî è êîìïàêòíî, òî Tξ äèôôåîìîðôíî n -

ìåðíîìó òîðó Tn. Ýòîò òîð íàçûâàåòñÿ òîðîì Ëèóâèëëÿ.

3. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà Ëèóâèëëÿ Tξ òðè-

âèàëüíî, ò.å. äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà Tn íà äèñê

Dn.

4. Â îêðåñòíîñòè U = Tn×Dn ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò s1, . . . , sn,

ϕ1, . . . , ϕn, íàçûâàåìûõ ïåðåìåííûìè äåéñòâèå-óãîë, ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

• s1, . . . , sn � êîîðäèíàòû íà äèñêå Dn , ϕ1, . . . , ϕn � ñòàíäàðòíûå óã-

ëîâûå êîîðäèíàòû íà òîðå Tn, ϕ ∈ R/2πZ
• ω =

∑
dϕi ∧ dsi.

• Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ si ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn.

• Â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë ãàìèëüòîíîâ ïîòîê v âûïðÿìëÿåòñÿ

íà êàæäîì òîðå Ëèóâèëëÿ èç îêðåñòíîñòè U , ò.å. ãàìèëüòîíîâû

óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä ṡi = 0, ϕ̇i = qi(s1, . . . , sn), i = 1, 2, . . . , n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì òîðå ïîòîê v çàäàåò óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêîå

äâèæåíèå , à òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè îáìîòêàìè

òîðà (ðàöèîíàëüíûìè èëè èððàöèîíàëüíûìè).

Íàïîìíèì äâà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ñèñòåì([17] ñòð. 65 � 66):

Îïðåäåëåíèå 2.6. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû v1 è v2 íà-

çûâàþòñÿ ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

ìåæäó áàçàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, êîòîðûé ëîêàëüíî (ò.

å. â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè áàçû) ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîð-

ôèçìà ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü (M4
1 , ω1, f1, g1) è (M4

1 , ω2, f2, g2) - äâå èíòåãðè-

ðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåìû íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ M4
1 è M4

2 ,

îáëàäàþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëàìè f1, g1 è f2, g2. Ðàññìîòðèì èçî-

ýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Q3
1 = {x ∈ M4

1 : f1(x) = c1} è Q3
2 = {x ∈ M4

2 :

f2(x) = c2}. Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëå-

âî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì Q3
1 → Q3

2,
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êîòîðûé, êðîìå òîãî, ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ 3-ìíîãîîáðàçèé Q3
1 è Q3

2 è îðè-

åíòàöèþ âñåõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.

Ðàññìîòðèì èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó íà ìíîãîîáðàçèè M4 c

ãëàäêèì ãàìèëüòîíèàíîì H. Ïóñòü f � äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ñèñòåìû.

Ïóñòü Q3 = {x ∈ M4|H(x) = const} � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ãàìèëü-

òîíèàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Q3 êîìïàêòíî. Â ðàáîòå ìû áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà íåâûðîæäåíà, ò.å. îãðàíè÷åíèå fíà Q3 ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé Áîòòà. Òîãäà Q3 ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêëåéêó ðåãóëÿðíûõ

îêðåñòíîñòåé îñîáûõ ñëîåâ äðóã ñ äðóãîì ïî ãðàíè÷íûì òîðàì. Ðàññìîòðèì

áàçó âîçíèêàþùåãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà Q3 . Ýòà áàçà ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì

ãðàôîìW , íàçûâàåìûì ãðàôîì Êðîíðîäà-Ðèáà ôóíêöèè f |Q3 .Cîãëàñíî òåîðå-

ìå À.Ò. Ôîìåíêî ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ îñîáîãî ñëîÿ, îòâå÷àþùåãî âåðøèíå ãðàôà

W , îïèñûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûì îáúåêòîì, íàçûâàåìûì "àòîìîì". Ãðàô, äëÿ

êàæäîé âåðøèíû êîòîðîãî óêàçàí ñîîòâåòñòâóþùèé àòîì, íàçûâàåòñÿ èíâàðè-

àíòîì (ãðóáîé ìîëåêóëîé) Ôîìåíêî. Íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà W ìîæíî çàäàòü

îðèåíòàöèþ, óêàçàâ íàïðàâëåíèÿ ðîñòà äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà F [17].

Òåîðåìà 2.2. (À. Ò. Ôîìåíêî [16]) Ïóñòü (v,Q) è (v′, Q′) � äâå èíòåãðè-

ðóåìûå ñèñòåìû è W,W ′ � îòâå÷àþùèå èì ãðóáûå ìîëåêóëû. Òîãäà ñèñòåìû

v è v′ ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû (ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìîëåêóëû W è W ′ ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ei � ðåáðî ãðàôà W . Ðàçðåæåì åãî, ò.å. ðàçðåæåì Q3 ïî íåêîòîðîìó

òîðó Ëèóâèëëÿ. Âûáåðåì íà êàæäîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ ãðàíè÷íûõ òîðîâ äîïó-

ñòèìûå áàçèñû â ãðóïïå îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé. Ïîäðîáíî ñìîòðè â [17],[18].

Ïóñòü Ci =

(
αi βi
γi δi

)
� ìàòðèöà ñêëåéêè ýòèõ áàçèñîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.8. ×èñëîâîé ðàöèîíàëüíîé ìåòêîé ri íà ðåáðå ei ìîëåêóëû

W íàçûâàåòñÿ ÷èñëî:

ri =


αi
βi

(mod1) ∈ Q/Z, åñëè βi 6= 0

ñèìâîë ∞, åñëè βi = 0

Îïðåäåëåíèå 2.9. ×èñëîâîé öåëî÷èñëåííîé ìåòêîé εi íà ðåáðå ei ìîëåêó-

ëû W íàçûâàåòñÿ ÷èñëî :

εi =

{
sign(βi), åñëè βi 6= 0

sign(αi), åñëè βi = 0

Ðåáðî ìîëåêóëû íàçîâåì áåñêîíå÷íûì, åñëè ìåòêa ri = inf. Îñòàëüíûå ðåáðà

áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íûìè. Ðàçðåæåì ìîëåêóëó ïî âñåì êîíå÷íûì ðåáðàì. Â

ðåçóëüòàòå ìîëåêóëà ðàñïàäåòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî ñâÿçíûõ êóñêîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ñåìüåé íàçûâàåòñÿ êóñîê ìîëåêóëû, êîòîðûé íå ñî-

äåðæèò àòîìîâ A ïîñëå ðàçðåçà ìîëåêóëû ïî âñåì êîíå÷íûì ðåáðàì.

Â êàæäîé ñåìüå âñå ðåáðà ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà: âõîäÿùèå, âûõî-

äÿùèå è âíóòðåííèå.
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Îïðåäåëåíèå 2.11. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç ýòèõ ðåáåð ei öåëîå ÷èñëî Θi

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Θi =



[αi
βi

]
, åñëè ei � âûõîäÿùåå ðåáðî,[

− δi
βi

]
, åñëè ei � âõîäÿùåå ðåáðî,[

− γi
αi

]
, åñëè ei � âíóòðåííåå ðåáðî,

Òîãäà äëÿ êàæäîé ñåìüè îïðåäåëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìåòêà n ïî ñëåäóþùå-

ìó ïðàâèëó:

n =
∑

Θi

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì äàííîé ñåìüè.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ãðóáàÿ ìîëåêóëà, îñíàùåííàÿ ìåòêàìè r, ε, n, íàçû-

âàåòñÿ ìå÷åíîé ìîëåêóëîé èëè èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî-Öèøàíãà.

Òåîðåìà 2.3. (À. Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã [19]) Äâå èíòåãðèðóåìûå ãà-

ìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ Q3
1 = {x ∈M4

1 |f1(x) =

c1} è Q3
2 = {x ∈M4

2 |f2(x) = c2} ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

2.3. Ãåîäåçè÷åñêèé áèëëèàðä. Ãàìèëüòîíîâî ñãëàæèâàíèå. Ïóñòü

E � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ, à D ∈ A(E) � áèë-

ëèàðäíûé ñòîë. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ìàòåðèàëü-

íàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ â D âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêî-

ðîñòüþ, îòðàæàÿñü îò ãðàíèöû îáëàñòè àáñîëþòíî óïðóãî. Â ñèëó òîãî, ÷òî

óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå ñòîëà D (åñëè òàêèå åñòü) ðàâíû
π

2
, ìîæíî äîîïðå-

äåëèòü ïî íåïðåðûâíîñòè îòðàæåíèå â óãëîâûõ òî÷êàõ. À èìåííî, ïðè ïî-

ïàäàíèè â òàêîé óãîë ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà îòðàçèòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íà-

ïðàâëåíèè, íå òåðÿÿ ñêîðîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì îïðå-

äåëåí ãåîäåçè÷åñêèé áèëëèàðä � ýòî ñëåäóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

M4 = {(x, v)|x ∈ D, v ∈ TxE}/ ∼, ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ãðàíèöå

çàäàåòñÿ òàê. Åñëè x1, x2 ∈ ∂D è v1 ∈ Tx1E, v2 ∈ Tx2E, òî (x1, v1) ∼ (x2, v2)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 è v1 − v2 ⊥ Tx1
∂D.

Ñèñòåìà áèëëèàðäà â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òàê êàê ñêëåéêà â

òî÷êàõ ãðàíèöû, êàê ïðàâèëî, íå ïîçâîëÿåò ââåñòè ãëàäêóþ ñòðóêòóðó. Îïè-

ñûâàåìûé íèæå ïîäõîä ïðåäëîæåí À. Ò. Ôîìåíêî.

Ìíîãîîáðàçèå M4 ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì. Îíî ðàñïàäàåòñÿ íà ãëàäêèå

êóñêè, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ îáîçíà÷èì M̃4. Íà íåì ìîæíî ââåñòè ñèìïëåêòè-

÷åñêóþ ñòðóêòóðó . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãëàäêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóê-

òóðû â ñîñåäíèõ ãëàäêèõ îáëàñòÿõ íåïðåðûâíî ñîãëàñîâàíû íà ãðàíèöå ðàç-

äåëà, òî åñòü èõ ïðåäåëû "ñïðàâà"è "ñëåâà"ñîâïàäàþò. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ñèñòåìà íàM4 èíòåãðèðóåìà (â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå, íî â

äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü, äëÿ êðàòêîñòè, ïðîñòî îá èíòåãðèðóåìîñòè), åñëè

ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå íàM4 è ãëàäêèå íà M̃4 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå

ôóíêöèè f è H, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè íà M̃4. Âîïðîñû "ñãëàæèâà-

íèÿ"ìíîãîîáðàçèÿ M4 ðàññìàòðèâàëèñü Å.A. Êóäðÿâöåâîé, Â.Ô.Ëàçóòêèíûì

([15]).
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Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ãëàäêîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3 è ñâÿçíóþ

êîìïîíåíòó ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ ôóíêöèé f èH. Ïóñòü ïîòîêè sgradf è sgradH

ïîëíû. Åñëè óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïîíåíòà ñîâìåñò-

íîãî óðîâíÿ ôóíêöèé f è H ãîìåîìîðôíà ëèáî êóñî÷íî-ãëàäêîìó òîðó, ëèáî

îñîáîìó ñëîþ êóñî÷íî-ãëàäêîãî òðåõìåðíîãî àòîìà (äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷å-

íèé f), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíà êóñî÷íî-ãëàäêàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ãðóáóþ ìîëåêóëó W è îïðåäåëèòü ìåòêè.

Â ñëó÷àå áèëëèàðäà â êîìïàêòíîé îáëàñòè ïîëíîòà ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ

î÷åâèäíà. Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ñãëàæèâàíèåì. Áîëåå ïî-

äðîáíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî íàéòè â [15]

Ãàìèëüòîíèàí áèëëèàðäà � ýòî ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè, ò.å. H = |v|. Äî-
ïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû, ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûé ñ ãà-

ìèëüòîíèàíîì, ñóùåñòâóåò â ñèëó ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2.4. (ßêîáè-Øàëü) Êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê ãåîäåçè÷åñêîé ëè-

íèè íà êâàäðèêå â n−ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîâåäåííûå âî âñåõ

òî÷êàõ ãåîäåçè÷åñêîé, êàñàþòñÿ êðîìå ýòîé êâàäðèêè åùå n−2 êîíôîêàëüíûõ

ñ íåé êâàäðèê, îäíèõ è òåõ æå äëÿ âñåõ òî÷åê äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð λ ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê � ïåðâûé èí-

òåãðàë ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì åãî Λ = Λ(x, v). Èíòåãðàëû H,Λ êîììóòèðóþò

îòíoñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáîêè Ïóàññîíà íà E.

2.4. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ. Ïóñòü E �

íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå

A(E) îòíîøåíèå ýêâèâàëåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ω ∼ Ω′, ãäå Ω, Ω′ ∈ A(E), åñëè

è òîëüêî åñëè Ω′ ïîëó÷àåòñÿ èç Ω ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

• ïîñëåäîâàòåëüíûì èçìåíåíèåì ñåãìåíòîâ ãðàíèöû ïóòåì íåïðåðûâíîé

äåôîðìàöèè â êëàññå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà λ èçìåíÿåìîãî ñåãìåíòà ãðàíèöû íå ïðèíèìàëî çíà÷åíèÿ b , åñ-

ëè E � ýëëèïñîèä, çíà÷åíèÿ c , åñëè E � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, è

çíà÷åíèé b, c, åñëè E � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä;

• ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.

2.5. Òåîðåìû êëàññèôèêàöèè.. Íàøà çàäà÷à � êëàññèôèöèðîâàòü äëÿ

ïðîèçâîëüíîé íåâûðîæäåííîé êâàäðèêè E èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ âñå áèë-

ëèàðäíûå ñòîëû D ∈ A(E) ñ òî÷íîñòüþ äî ââåäåííîé âûøå ýêâèâàëåíòíîñòè

. Ñîîòâåòñòâóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ìû íàçûâàåì ãåîäåçè÷åñêèì áèë-

ëèàðäîì. Åå òðàåêòîðèè � ãåîäåçè÷åñêèå. Òàêèå áèëëèàðäû áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ òðè-ïîâåðõíîñòÿõ, çàäàâàåìûõ óñëîâèåì H = 1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ôîìåíêî-Öèøàíãà èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà Q3 êëàññèôè-

öèðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè.

Â íàøåì ñëó÷àå èìååòñÿ ââèäó êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû íà Q3 ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû, åñ-

ëè è òîëüêî åñëè èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ñîñòîèò èç òðåõ òèïîâ ïîâåðõíî-

ñòåé (îòëè÷íûõ îò ïëîñêîñòè), íàì íåîáõîäèìî êëàññèôèöèðîâàòü áèëëèàðäíûå
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ñòîëû è áèëëèàðäíûå ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî òèïà. Àâòîðîì äîêàçàíû ñëåäóþ-

ùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.5. (Êëàñcèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ îáëàñòåé íà êâàäðè-

êàõ) Ïóñòü E � êâàäðèêà èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ, òîãäà (ñ òî÷íîñòüþ äî

ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ):

1. Åñëè E � ýëëèïñîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóåò ðîâíî 21 òèï íåýêâèâà-

ëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ(ñì. òàáëèöó ïóíêòà 3.4);

2. Åñëè E � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóåò ðîâíî 21

òèï íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ(ñì. òàáëèöó ïóíêòà 4.4);

3. Åñëè E � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóåò ðîâíî

13 òèïîâ íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ(ñì. òàáëèöó ïóíêòà

5.4).

Òåîðåìà 2.6. (Êëàññèôèêàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ) Ïóñòü E

� êâàäðèêà èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ, òîãäà (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé

ýêâèâàëåíòíîñòè):

1. Åñëè E � ýëëèïñîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóþò ðîâíî 7 íåýêâèâàëåíòíûõ

áèëëèàðäîâ(ñì. òàáëèöó ïóíêòà 3.4);

2. Åñëè E � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóþò ðîâíî 7

íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäîâ (ñì. òàáëèöó ïóíêòà 4.4);

3. Åñëè E � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóþò ðîâíî 6

íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäîâ (ñì. òàáëèöó ïóíêòà 5.4).

4. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû, æèâóùèå íà

ðàçíûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèêàõ, ÿâëÿþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè.

Â èòîãå, íà âñåõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèêàõ èìååòñÿ ðîâíî 10 ëèóâèëëåâî

íå ýêâèâàëåíòíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ (ñì. òåîðåìó 2.7).

Äàëåå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàéäåííûå íàìè èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå áèë-

ëèàðäû íà êâàäðèêàõ, ëèóâèëëåâî ýêâèâèâàëåíòíû íåêîòîðûì äðóãèì èçâåñò-

íûì ñèñòåìàì èç ôèçèêè, ìåõàíèêè è ãåîìåòðèè.

Òåîðåìà 2.7. Ñëåäóþùèå ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ ýêâèâà-

ëåíòíû èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì èç ôèçèêè, ìåõàíèêè è ãåîìåòðèè:

Íîìåð Îáëàñòü Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà

Ëèóâèëëåâî

ýêâèâà-

ëåíòíàÿ

ñèñòåìà

1

Ëàãðàíæ,

Ýéëåð

2

Æóêîâñêèé,

Êîâàëåâñêàÿ

- ßõüÿ
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3

Êëåáø,

Ñîêîëîâ,

Êîâàëåâñêàÿ

- ßõüÿ

4

Ãîðÿ÷åâ -

×àïëûãèí -

Ñðåòåíñêèé

5

Ýéëåð,

Êëåáø

6

Ýéëåð,

Êëåáø,

Ñîêîëîâ

7

Ïëîñêèé

áèëëè-

àðä âèäà:

8

áèëëèàðä íà

ýëëèïñîèäå

â ïðî-

ñòðàíñòâå

Ìèíêîâñêî-

ãî

9

Ñêëåéêà

ïëîñêèõ

áèëëèàðä-

íûõ ñòîëîâ,

èìåþùèõ

íà ãðàíèöå

óãëû ðàâíûå
3π

2
1

1Äàííûå ñêëåéêè ïîÿâëÿþòñÿ â ðàáîòå [20]
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10

Ñêëåéêà

ïëîñêèõ

áèëëèàðä-

íûõ ñòîëîâ,

èìåþùèõ

íà ãðàíèöå

óãëû ðàâíûå
3π

2

� 3. Êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ è

ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ íà ýëëèïñîèäå

3.1. Êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ. Ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä E,

çàäàííûé óðàâíåíèåì
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1, ãäå a > b > c > 0.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü L � ãëàäêàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, âëîæåííàÿ

â R3. Òî÷êà x ∈ L íàçûâàåòñÿ îìáèëè÷åñêîé, åñëè ãëàâíûå êðèâèçíû â íåé

ñîâïàäàþò.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Íà ýëëèïñîèäå E ñóùåñòâóåò ðîâíî 4 òî÷êè, ÷åðåç êî-

òîðûå ïðîõîäèò (ïîìèìî E) òîëüêî îäíà êâàäðèêà èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ

ñ E, è îíà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ {y = 0}. Ïðè ýòîì äàííûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ

îìáèëè÷åñêèìè è òîëüêî îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

Íà ðèñóíêå 1a ïîêàçàíû ñåòêà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà ýëëèïñîèäå è

îìáèëè÷åñêå òî÷êè.

Ðèñ. 1. a) Ñåòêà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà ýëëèïñîèäå; b) Íóìåðà-
öèÿ îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê; c)Òðè ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3

Óòâåðæäåíèå 3.2. Íà ýëëèïñîèäå E ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 21 òèï íåýê-

âèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íà E ýëëèïòè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Çà-

íóìåðóåì îìáèëè÷åñêèå òî÷êè êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1b. Ðàçðåæåì E ïî

ïëîñêîñòè y = 0. Ïîëó÷èì äâå ïîëîâèíêè ýëëèïñîèäà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò â äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì âåðøèíàì ýòèõ

êâàäðàòîâ ñîîòâåòñòâóþò îìáèëè÷åñêèå òî÷êè, ãðàíèöå � ýëëèïñ {y = 0} ∩ E,
à êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì ñåòêè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò � ëèíèè ýëëèïòè÷åñêèõ

íà ýëëèïñîèäå. Îáîçíà÷èì ýòè êâàäðàòû K1,K2.

Çàìîñòèì äåêàðòîâó ïëîñêîñòü åäèíè÷íûìè êâàäðàòàìè. Çàôèêñèðóåì íåêî-

òîðûé êâàäðàò K èç çàìîùåíèÿ è ïîëîæèì K = K1. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû

K êàê íà K1. Âñå êâàäðàòû, èìåþùèå ñ K îáùóþ ñòîðîíó, îáúÿâèì çà K2 è

ïðîíóìåðóåì îñòàâøèåñÿ âåðøèíû êàê íà K2. Äàëåå ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì. Ïîëó÷àåì ïëîñêîñòü Π1, çàìîùåííóþ êâàäðàòàìè K1,K2 â øàõìàò-

íîì ïîðÿäêå (ñì. ðèñ 2a).

Ðèñ. 2. a) Ïëîñêîñòü çàìîùåííàÿ êâàäðàòàìè K1è K2; b) Ïðîîáðàç
áèëëèàðäíîãî ñòîëà íà ðèñóíêå 1b ïðè îòîáðàæåíèè f

Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå f : Π1 → E. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

ïðîîáðàç áèëëèàðäíîãî ñòîëà � ýòî ëèáî âñÿ ïëîñêîñòü, ëèáî ñ÷åòíûé íàáîð

ïîëîñ, ëèáî ñ÷åòíûé íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïåðåíåñåì îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà èõ ïðîîáðàçû îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f .

Ïóñòü D1, D2 ∈ A(E), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f−1(D1) ∼ f−1(D2)⇔ D1 ∼ D2, ò.å.

f−1(D1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç f−1(D2) ïóòåì ñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé:

• Ðàñòÿæåíèåì ââåðõ-âíèç, âëåâî-âïðàâî ó÷àñòêîâ ãðàíèöû ñòîëà îäíîâðå-

ìåííî íà âñåõ êâàäðàòàõ K1 è K2. Ïðè ýòîì, ó÷àñòêè ãðàíèöû ïðè ðàñ-

òÿæåíèè íå äîëæíû ñîïðèêàñàòüñÿ ñ ãðàíèöàìè êâàäðàòîâ K1 è K2 è

äðóãèìè ó÷àñòêàìè ãðàíèöû ñòîëà;

• Îäíîâðåìåííûì ñäâèãîì âñåõ êâàäðàòîâ íà 1 âïðàâî;

• Îäíîâðåìåííîé ñèììåòðèåé âñåõ êâàäðàòîâ K1 è K2 îòíîñèòåëüíî îñè

ïàðàëëåëüíîé Ox è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ öåíòð;

• Îäíîâðåìåííîé ñèììåòðèåé âñåõ êâàäðàòîâ K1 è K2 îòíîñèòåëüíî îñè

ïàðàëëåëüíîé Oy è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ öåíòð.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì, à ïî-

ýòîìó ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîëó÷èì 21 òèï íåýêâèâàëåíòíûõ

ñòîëîâ. Âñå îíè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå ïóíêòà3.4. �
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3.2. Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ìîëåêóë.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Áèëëèàðäó âíóòðè ñòîëà 8-îãî òèïà (ñì.òàáë.3.4) ñî-

îòâåòñòâóåò ãðóáàÿ ìîëåêóëà
A�
A�C

�A
2�A

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ, îãðàíè-

÷åííûõ â òî÷íîñòè îäíèì äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Λ = c. Ðàññìîòðèì âåêòîðà ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó óðîâíþ

èíòåãðàëà. Ïîëó÷àåì äâå îêðóæíîñòè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ øàðà

ïî äâóì ó÷àñòêàì ýëëèïñà {z = 0} ∩ E.
Ïóñòü Λ = c + δ, ãäå 0 < δ < b − c. Ñíàáäèì òî÷êè ñòîëà âåêòîðàìè ñêî-

ðîñòè äàííîãî óðîâíÿ èíòåãðàëà. Ïîëó÷àåì äâå çàìêíóòûå îáëàñòè D1 è D2,

âíóòðè êîòîðûõ ïî ÷åòûðå âåêòîðà, à íà ãðàíèöå ïî äâà. Ñ÷èòàåì, ÷òî D1

� îáëàñòü, ãäå y > 0. Ðàññìîòðèì òî÷êó P = (0,
√
b, 0). Ðàññìîòðèì ÷åòûðå

âåêòîðà íàïðàâëåíèé â ýòîé òî÷êå. Ñïðîåöèðóåì èõ íà ïëîñêîñòü y = 0 è ïî-

ëîæèì: v1 � âåêòîð ñïðîåöèðîâàâøèéñÿ â ïåðâûé êâàäðàíò ïëîñêîñòè Oxz, v2

� âî âòîðîé è ò.ä. Îáîçíà÷åíèÿ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îáëàñòè D1 ïðîäîëæèì ïî

íåïðåðûâíîñòè èç îáîçíà÷åíèé â òî÷êå P . Ïîëó÷àåì, ÷òî íà âåðõíåì è íèæíåì

ó÷àñòêå ãðàíèöû ñêëååëèñü âåêòîðà v1 è v4, v2 è v3, à íà ïðàâîì è ëåâîì v1 è

v2, v3 è v4. Ðàññëîèì D1 íà êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîð-

äèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó. Ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ,

ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó P ñ ïðèïèñàííûìè ê íåìó âåêòîðàìè v1 è v4 î÷åâèä-

íî ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè. Ïîñëå ïîëíîãî îáõîäà òî÷êè P ïî äóãå ýëëèïñà

{y = 0} ∩E âìåñòå ñ âåêòîðàìè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ñëîå ðàññëîåíèÿ ïîëó÷èì

òîð. Àíàëîãè÷íî â îáëàñòè D2 ïîëó÷àåì òîð. Çàìåòèì, ÷òî ïðè Λ → c+ ýòè

òîðû ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè íà óðîâíå Λ = c. Òàêèì îáðàçîì, óðîâíþ Λ = c

ñîîòâåòñòâóþò äâà àòîìà A, à ïðè Λ ∈ (c, b) áèôóðêàöèè íå ïðîèñõîäèò. Àíà-

ëîãè÷íî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íà óðîâíå Λ = a ðàñïîëîæåíî äâà àòîìà A, à íà

óðîâíÿõ Λ ∈ (b, a) ðàñïîëîæåíî äâà òîðà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè Λ = b ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà äâóõ òîðîâ â äâà. Ïîêà-

æåì, ÷òî ýòî ïåðåñòðîéêà ñîîòâåòñòâóåò àòîìó C2. Ñíàáäèì êàæäóþ òî÷êó ñòî-

ëà êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ýòîãî óðîâíÿ èíòåãðàëà. Â òî÷êàõ, ãäå {y = 0}∩E
ïîëó÷àåì 2 âåêòîðà, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïî 4. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ â òî÷êå P

êàê ðàíüøå, à â òî÷êå P ′ = (0,−
√
b, 0) ïîëîæèì v1 � âåêòîð ðàâíûé âåêòîðó v1

â òî÷êå P è ò.ä. Ïåðåíåñåì îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ â òî÷êàõ ñòîëà ãäå y > 0 ïî

íåïðåðûâíîñòè èç îáîçíà÷åíèé â òî÷êå P , à ãäå y 6 0 � èç òî÷êè P ′. Ïîëó÷àåì,

÷òî â òî÷êàõ , ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà y = 0, âåêòîðà v1 è v4, v2 è v3 ñêëåèâà-

þòñÿ. Ðàññëîèì E íà êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò,

ñîîòâåòñòâóþùèå äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì. Ðàññìîòðèì òî÷êó P âìåñòå ñ

åå ñëîåì ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Ïðèïèøåì êî âñåì òî÷êàì ýòîãî ñëîÿ âåêòîðà v1 è

v4. Ïîëó÷àåì êîìïëåêñ K1. Îí ÿâëÿåòñÿ òðàíâåðñàëüíûì ñå÷åíèåì àòîìà C2.

Ïîñëå ïîëíîãî îáõîäà òî÷êè P ïî äóãå ýëëèïñà {y = 0} ∩E ïîëó÷àåì K1 × S1.

À ýòî � êðèòè÷åñêèé ñëîé àòîìà C2. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè Λ → b ± 0 ,

ëèóâèëëåâû òîðû ñòðåìÿòñÿ ê ñòåíêàì K1 × S1. Òàêèì îáðàçîì, óðîâíþ Λ = b

ñîîòâåòñòâóåò àòîì C2. �
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Ðèñ. 3. Cêëåéêà âåêòîðîâ íà êîìïëåêñå K2

Óòâåðæäåíèå 3.4. Áèëëèàðäó íà ñòîëå 1-îãî òèïà (ñì.òàáë. 3.4) ñîîò-

âåòñòâóåò ãðóáàÿ ìîëåêóëà:
A �
A � C � A

2 � A

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íà

óðîâíÿõ Λ = c, a ðàñïîëîæåíî äâå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè, à ïðè Λ ∈ (c, b) ∪
(b, a) ïîëó÷àåì äâà òîðà, êîòðûå ïðè Λ → c+, a− ñòðåìÿòñÿ ê êðèòè÷åñêèì

îêðóæíîñòÿì. Çíà÷èò íà óðîâíÿõ Λ = c, a ïîëó÷àåì ïî äâà àòîìà A.

Ïîêàæåì, ÷òî íà óðîâíå Λ = b ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

àòîìó C2. Ðàññìîòðèì âåêòîðà ñêîðîñòè íà E, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó çíà÷å-

íèþ èíòåãðàëà. Â îìáèëè÷åñêèõ òî÷êàõ ïîëó÷àåì âñå åäèíè÷íûå âåêòîðà. Â

òî÷êàõ, íå ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè y = 0 èìååì 4 âåêòîðà ñêîðîñòè,à â îñòàâøèõñÿ

òî÷êàõ ïî 2 âåêòîðà. Îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ñêîðîñòè äëÿ òî÷åê âíå ïëîñêîñòè

{y = 0} âîçüìåì èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïîëó÷àåì, ÷òî â âåðõíåé è

íèæíåé ÷àñòÿõ ýëëèïñà {y = 0}∩E ñêëååíû âåêòîðà v1 è v4, v2 è v3, à ïî áîêàì

� v1 è v2, v3 è v4. Ðàññëîèì E ïî êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ

êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòñâóþùèì äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì. Êàê è â ïðåäû-

äóùåì óòâåðæäåíèè ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé ñëîé ðàññëîåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé

îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê, ñ ïðèïèñàííûìè ê íåìó âåêòîðàìè v1 è v4 èëè v2 è v3

ãîìåîìîðôåí êîìïëåêñó K1 èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ. Îñòàëîñü ðàññìîò-

ðåòü êàê ñêëåèâàþòñÿ ýòè êîìëåêñû â ñëîÿõ, ñîäåðæàùèõ îìáèëè÷åñêèå òî÷êè.

Ðàññìîòðèì òàêîé ñëîé, ðàñïîëîæåííûé â ïîëóïðîñòðàíñòâå x > 0. Ïîëó÷àåì

êîìëåêñ K2, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3a. Âåðõíÿÿ îêðóæíîñòü ñîîòâåòñòâóåò

âåêòîðàì èç âåðõíåé îìáèëè÷åñêîé òî÷êè. Ó òî÷åê, ëåæàùèõ â ïîëóïðîñòðàí-

ñòâå y > 0, ïðèïèøåì âåêòîðàì vi çíàê +, à ó òî÷åê, ðàñïîëæåííûõ â ïîëóïðî-

ñòðàíñòâå y < 0 çíàê −. Íàéäåì, êàê ñêëåèâàþòñÿ âåêòîðà íà êîìïëåêñå K2.

Ñêëåéêà ïîêàçàíà íà ðèñóíêaõ 3a,b. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò ïåðåêðóòêà

îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ. À ïîñêîëüêó åñòü òîëüêî 2 ñëîÿ ðàññëîåíèÿ,

ñîäåðæàùèõ îìáèëè÷åñêèå òî÷êè, òî ïåðåêðóòêà ïðîèñõîäèò äâàæäû, à çíà÷èò

èñêîìûé àòîì � C2.
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�

Óòâåðæäåíèå 3.5. Áèëëèàðäó âíóòðè ñòîëà 2−îãî ñîîòâåòñòâóåò ãðó-

áàÿ ìîëåêóëà A � A

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèÿõ ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

íà óðîâíÿõ Λ = a, c ðàñïîëîæåíà â òî÷íîñòè îäíà êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü, à

ïðè Λ ∈ (c, b) ∪ (b, a) ïîëó÷àåì ïî îäíîìó ëèóâèëëåâó òîðó. Ïðè Λ → c+, a−
òîðû ïåðåõîäÿò â êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî íà óðîâíå Λ = b

áèôóðêàöèè íå ïðîèñõîäèò. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íà ýòîì óðîâíå ðàñïîëîæåí

òîð. Ðàññìîòðèì âåêòîðà ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó óðîâíþ èíòåãðàëà

è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ êàê â óòâåðæäåíèè 3.2. Ðàññëîèì ñòîë íà

êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíî-

ïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîé ðàññëîåíèÿ ñ ïðèïèñàííûìè

ê íåìó âåêòîðàìè v1 è v2 , ñîäåðæàùèé òî÷êó P , ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè.

Äâèãàÿ òî÷êó P ïî äóãå E∩{x = 0} âìåñòå ñî ñëîåì ðàññëîåíèÿ âïëîòü äî ñëîÿ

ñîäåðæàùåãî îìáèëè÷åñêèå òî÷êè, áóäåì ïîëó÷àòü îêðóæíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî

ñëîé ñîäåðæàùèé îìáèëè÷åñêóþ òî÷êó ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè. Îòòîëêíóâ-

øèñü îò ãðàíèöû è ñîâåðøèâ ïîëíûé îáõîä, ìû ïîëó÷èì òîð. Ïðè Λ → b ± 0

ëèóâèëëåâû òîðû ñòðåìÿòñÿ ê òîðó íà óðîâíå Λ = b, à ýòî çíà÷èò, ÷òî íà äàííîì

óðîâíå áèôóðêàöèè íå ïðîèñõîäèò. �

Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ìîëåêóë äëÿ áèëëèàðäîâ îñòàëüíûõ òèïîâ ïðîâîäèòñÿ

àíàëîãè÷íî.

3.3. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî - Öèøàíãà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ãðóáûìè ìîëåêóëàìè, ïî-

ñòðîåííûìè â ïðåäûäóùåé ÷àñòè. Çàìåòèì, ÷òî àòîìû áèôóðêàöèè (åñëè îíà

ïðîèñõîäèò) ñîîòâåòñòâóþò óðîâíþ Λ = b. Ïîýòîìó, åñëè íà óðîâíå Λ = b ïðî-

èñõîäèò áèôóðêàöèÿ, òî ðåáðà ìå÷åíîé ìîëåêóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå Λ ∈ (c, b),

áóäåì íàçûâàòü ðåáðàìè ïåðâîãî òèïà, à ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå Λ ∈ (b, a),

ðåáðàìè âòîðîãî òèïà.

Óòâåðæäåíèå 3.6. Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà íà ñòîëå òèïà 1 (âåñü

ýëëèïñîèä) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 3.4. Ñíà÷àëà íàéäåì ìåòêè

r è ε äëÿ ðåáåð ïåðâîãî òèïà. Çàôèêñèðóåì Λ = d ∈ (c, b). Ïîëó÷èëè êîëüöî

K. Öèêëû λ− è µ−, ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìó A, âûáèðàþòñÿ î÷åâèäíûì îáðà-

çîì(ñì. ðèñ. 4a ). Îðèåíòèðóåì λ− ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Â

êà÷åñòâå λ+ âûáåðåì öèêë, êîòîðûé êàñàåòñÿ âåðõíåé ãðàíè÷íîé êðèâîé ñçàäè

è íèæíåé êðèâîé ñïåðåäè (ñì. ðèñ. 4b ),à â êà÷åñòâå µ+ âûáåðåì λ−. Îðèåí-

òèðóåì λ+ ïî íðàïðàâëåííèþ äâèæåíèÿ âäîëü âåêòîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî λ+ è
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µ+ âûáðàíû êîððåêòíî, òàê êàê ïðè Λ → b − 0, λ+ ïåðåõîäèò â êðèòè÷åñêóþ

îêðóæíîñòü, à öèêëû µ+ â êîìëåêñ K1 èç óòâåðæäåíèÿ 3.3. Çíà÷èò, ìàòðè-

öà ñêëåéêè èìååò âèä

(
1 1

1 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ðåáðàõ ïåðâîãî òèïà èìååì

ìåòêè r = 0 è ε = 1.

Ðèñ. 4. Íà ðèñóíêàõ ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû λ - öèêëû,à ñïëîøíîé
ëèíèåé µ - öèêëû

Äëÿ ðåáåð âòîðîãî òèïà ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî. Íà ðèñóíêàõ 4c,d ïîêàçàí

âûáîð öèêëîâ. Èìååì ìàòðèöó ñêëåéêè

(
1 1

0 −1

)
. Òàêèì îáðàçîì, r = 0 è

ε = 1. (Çàìåòèì, ÷òî âñå öèêëû µ+ èλ+ âûáðàíû êîððåêòíî, ò.å. çàäàþò

ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ íà ãðàíèöå àòîìà C2.)

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê âñå ðåáðà êîíå÷íû, òî åñòü ðîâíî îäíà ñåìüÿ, ñîñòîÿùàÿ

èç àòîìà C2. Ñ÷èòàåì âñå ðåáðà âõîäÿùèìè. Âû÷èñëèì ìåòêó n: n = 0 + 0 +

1 + 1 = 2. �

Óòâåðæäåíèå 3.7. Áèëëèàðäíîìó ñòîëó 2-îãî òèïà (ïîëîâèíà ýëëèïñîè-

äà) ñîîòâåòñòâóåò ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà:

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì öèêëû íà óðîâíå Λ = b êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå

5a,b. Îðèåíòèðóåì µ−, λ−, µ+ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Î÷åâèäíî,

÷òî ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
0 1

1 0

)
. Òàêèì îáðàçîì, ìåòêà r = 0, à ε = 1.

�

Óòâåðæäåíèå 3.8. Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà íà ñòîëå 7-îãî òèïà (âåðõ-

íåå êîëüöî) èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. ðèñ. 6)
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Ðèñ. 5. Íà ðèñóíêàõ ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû λ - öèêëû,à ñïëîøíîé
ëèíèåé µ - öèêëû

Ðèñ. 6. Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà íà ñòîëå ñåäüìîãî òèïà

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì ñíà÷àëà ìåòêè äëÿ ðåáåð ïåðâîãî òèïà. Çàôèê-

ñèðóåì Λ = d1 ∈ (c, b). Âûáîð öèêëîâ λ− è µ−, ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìó A

î÷åâèäåí (ñì. ðèñ.7a ). Îðèåíòèðóåì µ− è λ− ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ. Âû-

áåðåì öèêëû λ+ è µ+, ñîîòâåñòâóþùèå àòîìó C2 êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 7b .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä:

(
0 1

1 0

)
. Çíà÷èò, r = 0, ε = 1.

Ðèñ. 7. Íà ðèñóíêàõ ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû λ - öèêëû,à ñïëîøíîé
ëèíèåé µ - öèêëû
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Òåïåðü âû÷èñëèì ìåòêè íà ðåáðàõ âòîðîãî òèïà. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå

èíòåãðàëà Λ = d2 ∈ (b, a) Î÷åâèäíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ öèêëû λ+ è µ+,

ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìó C2 è öèêëû λ− è µ− àòîìà A (ñì. ðèñ.7 c,d ). Îðè-

åíòèðóåì λ+ è µ− ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Ïîñêîëüêó îðèåíòàöèÿ

íà µ+ ïðîòèâîïîëîæíà îðèåíòàöèè íà µ+ íà ðåáðàõ âòîðîãî òèïà òî, ìàòðèöà

ñêëåéêè èìååò âèä

(
1 0

0 −1

)
. Çíà÷èò r = 0, ε =∞.

Ðàçðåçàâ ìîëåêóëó ïî âñåì êîíå÷íûì ìåòêàì r, ïîëó÷èì, ÷òî â êàæäîé êîì-

ïîíåíòå ñâÿçíîñòè åñòü àòîì A. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåé ó ìîëåêóëû íåò. �

Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ áèëëèàðäîâ îñòàëüíûõ òè-

ïîâ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

3.4. Êëàññèôèêàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ íà ýëëèïñîèäå.

Íîìåð Îáëàñòü Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà òèï Q3

1 RP 3

2 S3

3 S3

4 S3

5 S3

6 S3
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7 S2 × S1

8 S2 × S1

9 S3

10 S3

11 S3

12 S3

13 S3

14 S3
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15 S3

16 S3

17 S3

18 S3

19 S3

20 S3

21 S3

� 4. Êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ è ãåîäåçè÷åñêèõ

áèëëèàðäîâ íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå

4.1. Êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ. Çàôèêñèðóåì ñåìåéñòâî

ñîôîêóñíûõ êâàäðèê
x2

a− λ
+

y2

b− λ
+

z2

c− λ
= 1, ãäå a > b > c. Ïóñòü λ ∈ (c, b).

Ïîëó÷åííàÿ êâàäðèêà G � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.
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Óòâåðæäåíèå 4.1. Â êàæäîé òî÷êå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà G åãî

ïåðåñåêàåò (ïîìèìî G) â òî÷íîñòè äâå êâàäðèêè ñîôîêóñíûå ñ íèì.

Óòâåðæäåíèå 4.2. Íà G íåò îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê.

Íà ðèñóíêå 8a ïîêàçàíà ñåòêà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà îäíîïîëîñòíîì

ãèïåðáîëîèäå.

Ðèñ. 8. a)Ñåòêà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáî-
ëîèäå; b)Íóìåðàöèÿ òî÷åê

Óòâåðæäåíèå 4.3. Íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå G ñóùåñòâóåò â òî÷-

íîñòè 21 òèï íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A(G) ñîäåðæèò òîëüêî êîìïàêòíûå áèëëèàðä-

íûå ñòîëû, òî ëþáîé ñòîë ëåæèò â íåêîòîðîì ýëëèïñîèäå, ñîôîêóñíûì ñ G. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå áèëëèàðäíûå ñòîëû îãðàíè÷åíû

ýëëèïñîèäîì E, ñîôîêóñíûì ñ G. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî âîñïîëü-

çóåìñÿ ïåðâûì ýëåìåòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è ñäâèíåì îáëàñòü âíóòü E. Îáî-

çíà÷èìK = {x ∈ G|x ëåæèò â îãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòå R3/E èëè íà ãðàíèöå E1}.
Ïðîíóìåðóåì òî÷êè x ∈ E ∩ G ∩ {y = 0} êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 8b. Ðàç-

ðåæåì K ïî ïëîñêîñòè {y = 0}. Ïîëó÷èì äâå êîìïîíåíòíû ñâÿçíîñòè K1 (ñî-

îòâåòñòâóåò y > 0), K2 (y 6 0). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò

îðòîãîíàëüíàÿ, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷-

íûé êâàäðàò â äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè, ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû êîòîðîãî ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé ãðàíèöó E, à âåðòèêàëüíûå � ãðàíèöó ðàçðåçà ñ ïëîñêîñòüþ

{y = 0}. Ïðè ýòîì âåðøèíû êâàäðàòîâ ñîîòâåòñòâóþò ïðîíóìåðîâàííûì òî÷-

êàì, à ñåòêà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè � ñåòêå ýëëèïòè÷åñêèõ íà

îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ðåøåòêó, ïîñòðîåííóþ ïî åäèíè÷íûì êîîðäèíàò-

íûì âåêòîðàì. Çàôèêñèðóåì îäèí èç ïîëó÷èâøèõñÿ åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ K

è ïîëîæèì K = K1, ïðè ýòîì ïåðåíåñåì íóìåðàöèþ âåðøèí íà K ñ K1. Ðàñ-

ñìîòðèì ñîñåäíèå ñ K ïðàâûé è ëåâûé êâàäðàò è îáúÿâèì èõ êàê K2, ïðè

ýòîì ïåðåíåñåì íóìåðàöèþ âåðøèí è ñîãëàñóåì ñ óæå èìåþùåéñÿ. Ïðîäîëæà-

åì ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè âëåâî è âïðàâî. Ïîëó÷èì ïîëîñó êâàäðàòîâ, ñ

÷åðåäîâàíèåì K1 è K2 (ñì. ðèñ. 9a). Îáîçíà÷èì ýòó ïîëîñó Π1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : Π1 → K1. Ïóñòü D ∈ A(G), òîãäà î÷åâèäíî,

÷òî â ïîëó÷åííîé ïîëîñå îí áóäåò ëèáî áåñêîíå÷íîé ïîëîñîé, ëèáî ñ÷åòíûì
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Ðèñ. 9. a)Ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ ôèãóðû K íà ïîëîñó Π1; b)Ïðîîáðàç
áèëëèàðäíîãî ñòîëà íà ðèñóíêå 8 ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè

íàáîðîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ.9b). Ïåðåíåñåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

íà A(G) â Π1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F−1(D1) ∼ F−1(D2), ãäå D1, D2 ∈ A(G)⇔
F−1(D1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç F−1(D2) ïóòåì ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

• Ðàñòÿæåíèåì ââåðõ-âíèç, âëåâî-âïðàâî ó÷àñòêîâ ãðàíèöû ñòîëà îäíîâðå-

ìåííî íà âñåõ êâàäðàòàõ K1 è K2. Ïðè ýòîì, ó÷àñòêè ãðàíèöû ïðè ðàñ-

òÿæåíèè íå äîëæíû ñîïðèêàñàòüñÿ ñ ãðàíèöàìè êâàäðàòîâ K1 è K2 è

äðóãèìè ó÷àñòêàìè ãðàíèöû ñòîëà;

• Îäíîâðåìåííûì ñäâèãîì âñåõ êâàäðàòîâ íà 1 âïðàâî;

• Îäíîâðåìåííîé ñèììåòðèåé âñåõ êâàäðàòîâ K1 è K2 îòíîñèòåëüíî îñè

ïàðàëëåëüíîé Ox è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ öåíòð;

• Îäíîâðåìåííîé ñèììåòðèåé âñåõ êâàäðàòîâ K1 è K2 îòíîñèòåëüíî îñè

ïàðàëëåëüíîé Oy è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ öåíòð.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì, à ïî-

ýòîìó ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîëó÷èì 21 òèï íåýêâèâàëåíòíûõ

îáëàñòåé. Âñå îíè ïðåäñòàâëåíû â ïåðâîé òàáëèöå ïàðàãðàôà 4.4 �

4.2. Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ìîëåêóë. Â îòëè÷èå îò ýëëèïñîèäà áèëëèàðä

íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå ìîæåò èìåòü äâå áèôóðêàöèè: íà óðîâíÿõ Λ =

b, Λ = c. Îäíàêî íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå íåò îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê, à

çíà÷èò ãðóáûå ìîëåêóëû íå ñîäåðæàò àòîìû ñî çâåçäî÷êàìè. Â äàííîì ðàçäåëå

áóäóò ïîñòðîåíû ãðóáûå èíâàðèàíòû äëÿ äâóõ òèïîâ áèëëèàðäîâ. Ïîñòðîåíèå

ãðóáûõ ìîëåêóë äëÿ îñòàâøèõñÿ òèïîâ ñòîëîâ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü D � áèëëàðäíûé ñòîë , òîãäà ïàðàìåòð Λ èçìåíÿåòñÿ íå îòðåçêå

[c − δ, a], ãäå 0 < δ < +∞, ïðè ýòîì Λ = c − δ ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåìó

ýëëèïñîèäó, îãðàíè÷èâàþùåìó D.

Óòâåðæäåíèå 4.4. Áèëëèàðäó íà ñòîëå 1 - îãî òèïà ñîîòâåòñòâóåò ãðó-

áàÿ ìîëåêóëà:
A�
A�
A�
A�

B�
B�C2

�A
�A

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàíèöà ñòîëà D ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ñîôîêóñ-

íîì ýëëèïñîèäå ñ ïàðàìåòðîì λ = c−δ, ãäå 0 < δ < +∞. Äëÿ îñòàëüíûõ ñòîëîâ

ýòîé ñåðèè ðàññóæäåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íûå. Ïóñòü Λ = c−δ. Ñíàá-
äèì òî÷êè D êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè, ñîîòâåòñòñâóþùèìè ýòîìó ïàðàìåòðó.

Ïîëó÷èì â òî÷íîñòè 4 îêðóæíîñòè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâèæåíèå ïî ãðà-

íè÷íûì çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì.
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Ïóñòü Λ ∈ (c− δ, c). Â êàæäîé òî÷êå ðàññìîòðèì âåêòîðà ñêîðîñòè, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ýòîìó óðîâíþ èíòåãðàëà. Ïîëó÷àåì äâà êîëüöà, îñíàùåííûõ âíóòðè

÷åòûðüìÿ, à íà ãðàíèöå äâóìÿ âåêòîðàìè. Ðàññìîòðèì òî÷êó P ∈ ∂D ∩ {y =

0} ∩ {z > 0} ∩ {x > 0}, ëåæàùóþ âíóòðè îäíîãî èç êîëåö, è êàê â óòâåðæäåíèè

3.2 ââåäåì îáîçíà÷åíèå âåêòîðîâ â ýòîé òî÷êå. Äàëåå ïî íåïðåðûâíîñòè ââîäèì

îáîçíà÷åíèÿ â îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ. Ñîôîêóñíûé c G ýëëèïñîèä ñ ïàðàìåòðîì Λ

îáîçíà÷èì EΛ. Ïîëîæèì γ = D∩EΛ. Ðàññëîèì D íà êîîðäèíàòíûå òðàåêòîðèè

ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîè-

äàì c ïðèïèñàííûìè ê íèì âåêòîðàìè v1, v4. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó

íà γ ñ ñîîòâåñòâóþùèì ñëîåì ðàññëîåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ñëîé ãîìåîìîð-

ôåí îêðóæíîñòè. Ïåðåäâèãàÿ òî÷êó P âäîëü γ, áóäåì ïîëó÷àòü îêðóæíîñòè.

Ñîâåðøèâ ïîëíûé îáîðîò, ïîëó÷èì òîð. Àíàëîãè÷íî äëÿ íèæíåãî êîëüöà è

äëÿ âåêòîðîâ v2, v3. Òàêèì îáðàçîì, íà ýòîì óðîâíå ïîëó÷àåì 4 òîðà, êîòîðûå

ïðè Λ → c + 0 ïåðåõîäÿò â êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè, à çíà÷èò ïðè Λ = c − δ
ïîëó÷àåì 4 àòîìà A.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíþ Λ = a ñîîòâåòñòâóþò äâà

àòîìà A, à ïðè Λ ∈ (b, a) áèôóðêàöèè íå ïðîèñõîäèò.

Ïóñòü òåïåðü Λ ∈ (c, b). Ñíàáäèì âñå òî÷êè D êàñàòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè

ê êâàäðèêå EΛ. Ïîëó÷àåì ÷åòûðå íàïðàâëåíèÿ âíóòðè D è ïî äâà íà ãðàíè-

öå ñòîëà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ êàê â ïåðâîì àáçàöå è ðàññìîò-

ðèì òàêîå æå ðàññëîåíèå ñ ïðèïèñàííûìè ê ñëîÿì âåêòîðàìè v1, v4. Ðàññìîò-

ðèì P = (0,
√
b− λ, 0) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëîåì ðàññëîåíèÿ, îí ãîìåîðìîðôåí

îêðóæíîñòè. È, ñäåëàâ ïîëíûé îáîðîò âîêðóã ýëëèïñà G ∩ {z = 0}, ïîëó÷èì
òîð. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ âåêòîðàìè v2, v3. Òàêèì îáðàçîì, íà ýòîì óðîâíå

ïîëó÷èì äâà òîðà. Çíà÷èò, íà óðîâíå Λ = c ïîëó÷àåì ïåðåñòðîéêó ÷åòûðåõ

òîðîâ â äâà, à íà óðîâíå Λ = b � äâóõ òîðîâ â äâà.

Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêîé ñëîé Λ = c. Ñíàáäèì âñå òî÷êè îáëàñòè êàñàòåëü-

íûìè íàïðàâëåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äàííîìó ïàðàìåòðó. Âîçüìåì ðàñ-

ñëîåíèå ñòîëà è òî÷êó P èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Ñíàáäèì âñå äóãè ðàññëîåíèÿ

íàïðàâëåíèÿìè v1, v4. Ïîëó÷èì âîñüìåðêó. Ïðè ýòîì, ñîâåðøèâ ïîëíûé îáõîä

ïî ýëëèïñó G ∩ {z = 0}, ïîëó÷èì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âîñüìåðêè íà îêðóæ-

íîñòü. Òîðû, ñîîòâåòñâóþùèå âåêòîðàì v1, v4 íà óðîâíÿõ èíòåãðàëà Λ ∈ (c−δ),
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè δ → 0, îãèáàÿ åå èçíóòðè. À

òîðû, ñîîòâåñòâóþùèå óðîâíþ Λ ∈ (c, b) ñ âåêòîðàìè v1, v4, òîæå ñòðåìÿòñÿ ê

ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðè Λ→ c ñíàðóæè. Çíà÷èò, ïîëó÷èëè àòîì B. Äëÿ âåêòîðîâ

v2, v3 òîæå ïîëó÷èì àòîì B. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíþ Λ = b ñîîòâåòñòâóåò

àòîì C2. �

Óòâåðæäåíèå 4.5. Áèëëèàðäó íà ñòîëå 2-îãî òèïà ñîîòâåòñòâóåò ãðóáàÿ

ìîëåêóëà:
A�
A� B�D3

�A
�A
�A

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòîëD ýòîé ñåðèè. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíþ

Λ = c − δ ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè äâà àòîìà A, à óðîâíþ Λ = a ðîâíî òðè

àòîìà A. Òàêæå àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ , ÷òî ïðè Λ ∈ (c − δ, c) ∪ (c, b) ∪ (b, a)

áèôóðêàöèè íå ïðîèñõîäèò è íà óðîâíå Λ ∈ (c, b) ëåæèò â òî÷íîñòè îäèí òîð.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè Λ = c äâà òîðà ïåðåñòðàèâàþòñÿ â îäèí, à ïðè Λ = b îäèí

òîð ïåðåñòðàèâàåòñÿ â òðè.
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Ïóñòü Λ = c. Ðàññëîèì D íà êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ êî-

îðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó, è ïðèïèøåì ê êàæäîé

òî÷êå âåêòîðû v1, v4. Ðàññìîòðèì òî÷êó P ∈ Int(D)∪{z = 0} ñ åå ñëîåì ðàññëî-

åíèÿ. Ïîëó÷àåì îêðóæíîñòü. Äâèãàÿ òî÷êó P ïî ∈ D∪{z = 0} è îòòàëêèâàÿñü
äâà ðàçà, ïîëó÷èì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âîñüìåðêè íà îêðóæíîñòü. Òàêèì îá-

ðàçîì, óðîâíþ Λ = c ñîîòâåòñòâóåò àòîì B. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà

óðîâíå Λ = b ðàñïîëîæåí îäèí àòîì D3. �

4.3. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî - Öèøàíãà.. Â ýòîé ÷àñòè

ìû ïîñòðîèì èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàãíà äëÿ áèëëèàðäîâ íà ñòîëàõ òèïîâ

1, 2, 3. Ìå÷åíûå ìîëåêóëû îñòàëüíûõ áèëëèàðäîâ ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïî-

ñòðîåíûå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ðàñïîëîæåíû â ðàçäåëå 4.4 â ïåðâîé

òàáëèöå. Ïóñòü W � ãðóáàÿ ìîëåêóëà íåêîòîðîãî áèëëèàðäà. Åñëè ðåáðî ýòîé

ìîëåêóëû ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó Λ ∈ [c− δ, c], òî íàçîâåì åãî ðåáðîì ïåðâîãî

òèïà; åñëè Λ ∈ [c, b], òî ðåáðîì âòîðîãî òèïà; åñëè Λ ∈ [b, a], òî ðåáðîì òðåòüåãî

òèïà.

Óòâåðæäåíèå 4.6. Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà íà ñòîëå ïåðâîãî òèïà

èìååò âèä:

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì èç êàæîãî òèïà ðåáåð ïî îäíîìó è äëÿ íåãî âû÷èñ-

ëèì èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Äëÿ ðåáåð îäíîãî òèïà ìåòêè r, ε áóäóò

ñîâïàäàòü, è â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ. Âû÷èñëèì ìåòêè äëÿ ðåáðà ïåðâîãî

òèïà. Âûáåðåì öèêëû λ−, µ− , îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó A, è öèêëû λ+, µ+, îòíîñÿ-

ùèåñÿ ê àòîìó B, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 10a,b. Îðèåíòàöèþ λ+, µ−, µ+ âûáå-

ðåì ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîíîãî ïîëÿ. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà ñêëåéêè

èìååò âèä

(
0 1

1 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ε = 1, r = 0.

Ïîñòðîèì ìåòêè äëÿ ðåáðà âòîðîãî òèïà. Âûáåðåì öèêëû λ+, µ+, îòíîñÿ-

ùèåñÿ ê àòîìó C2, è öèêëû λ−, µ−, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó B, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 10c,d. Îðèåíòèðóåì λ+ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ, à íà µ−

âûáåðåì îðèåíòàöèþ ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òàê

êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñêëåéêè ðàâåí -1, òî µ+ îðèåíòèðóåì ïðîòèâ íà-

ïðàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Çíà÷èò ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
0 −1

−1 0

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ε = −1, r = 0.

Ñòðîèì ìåòêè äëÿ ðåáðà òðåòüåãî òèïà. Ðàññìîòðèì îäíî èç ðåáåð. Âûáå-

ðåì öèêëû µ+, λ+, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó C2, è µ
−, λ−, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó A,
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Ðèñ. 10. Íà ðèñóíêàõ ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû λ - öèêëû,à ñïëîøíîé
ëèíèåé µ - öèêëû

êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 10e,f. Îðèåíòèðóåì µ+, λ+, µ− ïî íàïðàâëåíèþ âåêòî-

ðîãî ïîëÿ. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñêëåéêè ðàâåí -1, òî îíà èìååò âèä(
0 1

1 0

)
, à çíà÷èò ε = 1, r = 0.

Ñ÷èòàåì ìåòêó n äëÿ àòîìîâ B. Òàê êàê äâà ðåáðà âõîäÿùèõ è äâà èñõîäÿ-

ùèõ, òî n = 0 + 0 + 0 = 0. Äëÿ àòîìà C2 ìåòêà n = 0. �

Óòâåðæäåíèå 4.7. Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà íà ñòîëå âòîðîãî òèïà

èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. ðèñ.??)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì ìåòêè äëÿ ðåáðà ïåðâîãî òèïà. Âûáåðåì öèêëû

λ−, µ−, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó A, è öèêëû λ+, µ+ äëÿ àòîìà B êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 11a,b. Îðèåíòèðóåì λ−, µ−, λ+ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òî-

ãäà µ+ íàïðàâëåí âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ è ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
0 1

1 0

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ε = 1, r = 0.

Äëÿ ðåáðà âòîðîãî òèïà âûáåðåì öèêëû λ−, µ− äëÿ àòîìà B è öèêëû λ+, µ+

äëÿ àòîìà D3 êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 11c,d. Îðèåíòèðóåì λ+, λ− ïî íàïðàâ-

ëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ, à öèêë µ− íàïðàâèì ïðîòèâ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Çíà÷èò

µ+ íàïðàâëåí ïðîòèâ âåêòîðíîãî ïîëÿ è ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò ñëåäóþùèé

âèä

(
0 −1

−1 0

)
. Òàêèì îáðàçîì, ε = −1, r = 0.

Â ñëó÷àå ðåáðà òðåòüåãî òèïà âûáèðàåì öèêëû λ−, µ− äëÿ àòîìà A è öèêëû

λ+, µ+ äëÿ àòîìà D3 êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 11e,f. Îðèåíòèðóåì λ
+, µ+, µ− ïî
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íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Çíà÷èò λ+ íàïðàâëåí âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ è

ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
0 1

1 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ε = 1, r = 0.

Ðèñ. 11. Íà ðèñóíêàõ ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû λ - öèêëû,à ñïëîøíîé
ëèíèåé µ - öèêëû

Òàê êàê ó âñåõ ìàòðèö ñêëåéêè íóëè ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî n = 0 äëÿ

àòîìîâ B,D3. �

Óòâåðæäåíèå 4.8. Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà íà ñòîëå òðåòüåãî òèïà

èìååò ñëåäóþùèé âèä :

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì ìåòêè íà ðåáðàõ ïåðâîãî òèïà. Âûáåðåì öèêëû

λ−, µ−, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó A, è öèêëû λ+, µ+ äëÿ àòîìà B êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 12a,b. Îðèåíòèðóåì λ−, µ−, λ+ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òî-

ãäà µ+ íàïðàâëåí âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ è ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
0 1

1 0

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ε = 1, r = 0.

Â ñëó÷àå ðåáðà âòîðîãî òèïà âûáåðåì öèêëû λ−, µ− äëÿ àòîìà B, ñîåäèíÿ-

þùåãî ðåáðà 1 è 2 òèïîâ, è öèêëû λ+, µ+ ñîåäèíÿþùåãî ðåáðà 2 è 3 òèïîâ,

êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 12c,d. Íàïðàâèì λ+, λ− ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî

ïîëÿ, à µ− ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òîãäà öèêë µ+ íàïðàâëåí

ïðîòèâ âåêòîðíîãî ïîëÿ è ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
0 −1

−1 0

)
. Çíà÷èò

ε = −1, r = 0.

Êàê è â ïåðâîì àáçàöå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåáåð òðåòüåãî òèïà ε = 1, r =

0. Òàê êàê ó âñåõ ìàòðèö ñêëåéêè íóëè ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî n = 0 äëÿ

àòîìîâ B.

�
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Ðèñ. 12. Íà ðèñóíêàõ ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû λ - öèêëû,à ñïëîøíîé
ëèíèåé µ - öèêëû

4.4. Êëàññèôèêàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ íà îäíîïîëîñòíîì

ãèïåðáîëîèäå.

Íîìåð Îáëàñòü Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà òèï Q3

1 S1 × S2

2 S3

3 S3

4 S3
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5 S3

6 S3

7 S3

8 S1 × S2

9 S3

10 S3

11 S3
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12 S3

13 S3

14 S3

15 S1 × S2

16 S3

17 S3
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18 S3

19 S3

20 S3

21 S3

� 5. Êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ è ãåîäåçè÷åñêèõ

áèëëèàðäîâ íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå

5.1. Êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñî-

ôîêóñíûõ êâàäðèê
x2

a− λ
+

y2

b− λ
+

z2

c− λ
= 1, ãäå a > b > c. Çàôèêñèðóåì

λ ∈ (b, a). Ïîëó÷åííàÿ êâàäðèêà � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä S. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå S ñóùåñòâóåò â òî÷-

íîñòè ÷åòûðå òî÷êè, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò (ïîìèìî S) â òî÷íîñòè îäíà

ñîôîêóñíàÿ ñ S êâàäðèêà, è îíà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ {z = 0}. Ïðè ýòîì

äàííûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ îìáèëè÷åñêèìè è òîëüêî îíè.

Ïîñêîëüêó âñå áèëëèàðäíûå ñòîëû � ëèíåéíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà, òî áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû íà ïðàâîé ïîëîñòè ãèïåðáîëîèäà S.

Íà ðèñóíêå 13 ïðåäñòàâëåíà ñåòêà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà ïîëîñòè äâóïî-

ëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.
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Ðèñ. 13. Ñåòêà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå

Óòâåðæäåíèå 5.2. Íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå ñóùåñòâóåò â òî÷íî-

ñòè 13 òèïîâ íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ïîëîñòü ãèïåðáîëîèäà S. Îáîçíà÷èì

åe K. Ïóñòü O1, O2 � îìáèëè÷åñêèå òî÷êè íà K, ïðè ýòîì êîîðäèíàòà y òî÷êè

O1 áîëüøå íóëÿ. Ðàçðåæåì K ïî äâóì ëó÷àì â ïëîñêîñòè {z = 0}: (−∞, Oy2]

è [Oy1,+∞). Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîîðäèíàò ìû ïîëy÷èëè

ïîëîñó Π = [−1, 1]× R â äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè, ãäå âåðòèêàëüíûå ëèííè ñåòêè

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì ñåòêè ýëëèïòè÷å-

ñêèõ êîîðäèíàò íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå, âûñåêàåìûìè îäíîïîëîñòíûìè

ãèïåðáîëîèäàìè, à ãîðèçîíòàëüíûå � ëèíèÿì, âûñåêàåìûìè ýëëèïñîèäàìè.

Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå F : Π1 → K. Ëåãêî, çàìåòèòü, ÷òî åñëè D ∈ A(S),

òî F−1(D) � îáúåäèíåíèå íå áîëåå òðåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïåðåíåñåì îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà Π1 ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ F .

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè {x = 0} ïåðåíîñèò îá-
ëàñòü íà äðóãóþ ïîëîñòü ãèïåðáîëîèäà. Òàêèì îáðàçîì, F−1(D1) ∼ F−1(D2),

ãäå D1, D2 ∈ A(G) ⇔ F−1(D1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç F−1(D2) ïóòåì ñëåäóþùèõ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

• Ðàñòÿæåíèåì ââåðõ-âíèç, âëåâî-âïðàâî ó÷àñòêîâ ãðàíèöû ñòîëà. Ïðè

ýòîì, ó÷àñòêè ãðàíèöû ïðè ðàñòÿæåíèè íå äîëæíû ñîïðèêàñàòüñÿ ñ ãðà-

íèöåé ïîëîñû Π1, à òàê æå ó÷àñòêè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå ïîëîñû Π1

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîëîæíî îòíîñèòåëüíî îñè Ox, äîëæíû ñîõðàíÿòü

ýòî ñâîéñòâî ïðè äåôîðìàöèè ãðàíèö;

• Ñèììåòðèåé ïîëîñû îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

• Ñèììåòðèåé ïîëîñû îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì. Ïåðåáîðîì âñåõ âîç-

ìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîëó÷àåì, ÷òî íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå ðîâíî 13 òè-

ïîâ íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëàðäíûõ ñòîëîâ. �

5.2. Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ìîëåêóë. Ïîñêîëüêó âñå ñòîëû èç A(E) ÿâëÿ-

þòñÿ êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî âñå îíè ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî ýëëïèñîäà E , ñîôîêóñíîãî ñ S, ñ ïàðà-

ìåòðîì c− δ. Îáîçíà÷èì K ′ = K/Out(E). Ðàññìîòðèì àôèííûå îòîáðàæåíèÿ

L1 : [c−δ, c]→ [c, b] è L2 : [c, b]→ [b, a] òàêèå, ÷òî L1(c−δ) = c, L1(c) = b, L2(c) =

b, L2(b) = a. Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå P íà K ′ òî÷êó F(P ) íà ýëëèïñîäå E1

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè òî÷êà P ∈ K ′ èìååò ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû
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λ, µ, ïðè ýòîì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè P òàêîâû, ÷òî yP > 0, zP > 0,

òî F(P ) � òî÷êà íà âåðõíåì ïîëóýëëèïñîèäå ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè

L1(λ), L2(µ) è äåêàðòîâûìè x > 0, y > 0. Íà îñòàëüíûå òî÷êè K ′ ðàñïðîñòðà-

íèì îïðåäåëåíèå ñ ñîõðàíåíèåì çíàêîâ â êâàäðàíòàõ. Ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè

îìáèëè÷åñêèå òî÷êè ïåðåéäóò â îìáèëè÷åêñèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì K ′ è âåðõíåé ïîëîâèíû ýëëèïñîèäà.

Ðèñ. 14. Èëëþñòðàöèÿ äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèÿ F

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî áèëëèàðäíûå ñòîëû íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå ïå-

ðåéäóò â áèëèàðäíûå ñòîëû íà ýëëèïñîèäå. Íà ðèñóíêå 14 ïîêàçàíî äåéñòâèå

îòîáðàæåíèÿ F . Ïðè ïîñòðîåíèè ãðóáûõ ìîëåêóë ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ãðóáûå
ìîëåêóëû áèëëèàðäîâ âíóòðè F(D) è D ñîâïàäàþò. Ýòîò ôàêò ïðîâåðÿåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííûì ïîñòðîåíèåì. Ðàññóæäåíèÿ â ïîñòðîåíèè ãðóáûõ èíâàðèàí-

òîâ ñîâïàäàþò ñ ðàññóæäåíèÿìè â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé èç ïóíêòà 3.2.

Òàáëèöà, â êîòîðîé ïîñ÷èòàíû ãðóáûå èíâàðèàíòû äëÿ êàæäîãî òèïà îáëàñòåé,

íàõîäèòñÿ â ïóíêòå 5.4.

5.3. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî - Öèøàíãà.. Êàê è â ïðåäû-

äóùåì ïóíêòå, äëÿ ëþáîãî áèëëèàðäíîãî ñòîëà D ∈ A(E) F(D) è D èìåþò

ðàâíûå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðîèç-

âîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Òàáëèöà, â êîòîðîé âû÷èñëåíû âñå

ìå÷åíûå ìîëåêóëû, ðàñïîëîæåíà â ïóíêòå 5.4.

Îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì G : K → R2, êîòîðûé áóäåò ïåðåâî-

äèòü áèëëèàðäíûå ñòîëû íà ïîëîñòè K äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà E â ïëîñ-

êèå áèëëèàðäíûå ñòîëû, îãðàíè÷åííûå êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê

è èìåþùèå óãëû íà ãðàíèöå èçëîìà ðàâíûå
π

2
, è ïðè ýòîì áèëëàðäû íà ýòèõ

ñòîëàõ áóäóò ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû. Ðàññìîòðèì â R2 ñåìåéñòâî ñîôîêóñ-

íûõ êâàäðèê âèäà:

x2

a′ − λ
+

y2

b′ − λ
= 1

Ðàññìîòðèì àôèííûå îòîáðàæåíèÿ L1 : (−∞, c]→ (−∞, b′] è L2 : [c, b]→ [b′, a′]
òàêèå, ÷òî L1(c) = b′, L2(c) = b′, L2(b) = a′. Ïóñòü P ∈ K è P è xP , yP , zP
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� åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3. Ïóñòü P èìååò ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíà-

òû λ, µ, òîãäà ïîëîæèì G(P ) ∈ R2 � òî÷êà òàêàÿ, ÷òî L1(µ), L2(λ) � åå ýë-

ëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ñåìåéñòâà è

sign(xG(P )) = sign(yP ), sign(yG(P )) = sign(zP ). Çàìåòèì, ÷òî îìáèëè÷åñêèå

òî÷êè ïî íåïðåðûâíîñòè ïåðåéäóò â ôîêóñû. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðè òà-

êîì îòîáðàæåíèè áèëëèàðäíûå ñòîëû ïåðåõîäÿò â áèëëèàðäíûå ñòîëû. Òîò

ôàêò, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëàðäíûõ ñòîëîâ è ëèóâèëëåâà ýê-

âèâàëåíòíîñòü ñàìèõ áèëëèàðäîâ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ, ñëåäóåò

èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ G è íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé èíâàðèàíòîâ

Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíî ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïîëîñòè äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà è ýòîé

ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì áèëëèàðäíûå ñòîëû ïåðåõîäÿò â áèëëèàðäíûå ñòîëû

è ñîõðàíÿåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíî ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïîëîñòè äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà è ýòîé

ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì áèëëèàðä âíóòðè ëþáîãî ñòîëà íà äâóïîëîñòíîì ãè-

ïåðáîëîèäå ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòåí áèëëèàðäó âíóòðè îáðàçà ýòîãî ñòîëà.

5.4. Êëàññèôèêàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ íà äâóïîëîñòíîì

ãèïåðáîëîèäå.

Íîìåð Îáëàñòü Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà òèï Q3

1 S3

2 S3

3 S2 × S1
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4 S3

5 S3

6 S3

7 S3

8 S3

9 S3

10 S3
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11 S3

12 S3

13 S3
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