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� 1. Ââåäåíèå

Â êîíöå 80-õ � 90-õ ãîäàõ XX âåêà À. Ò. Ôîìåíêî è åãî øêîëîé áûëà ñî-

çäàíà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì, ïîçâîëÿþùàÿ ýôôåêòèâíî êëàññèôèöèðîâàòü âïîëíå èíòåãðèðóåìûå

ïî Ëèóâèëëþ íåâûðîæäåííûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî-

áîäû ñ òî÷íîñòüþ äî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýêâèâàëåíòíîñòè [1, 2, 3, 4, 5]. Ïðåæäå

âñåãî èìåþòñÿ â âèäó ëèóâèëëåâà (òåîðèÿ Ôîìåíêî�Öèøàíãà [5]) è òðàåêòîð-

íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (òåîðèÿ Ôîìåíêî�Áîëñèíîâà [6, 7, 8]). Íàèáîëåå ïîëíûé

îáçîð îñíîâ ýòîé òåîðèè ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â [9].

Ïîä ãëàäêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîíèìàåòñÿ

òðîéêà (M2n, ω,H), ãäå M2n � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω, H ∈ C∞(M2n) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàí),

îïðåäåëÿþùàÿ íà ìíîãîîáðàçèè M2n ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå sgradH =
ω−1dH. Íàïîìíèì, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (M2n, ω,H) íàçûâàåòñÿ âïîëíå

èíòåãðèðóåìîé (ïî Ëèóâèëëþ), åñëè îíà îáëàäàåò n ãëàäêèìè ôóíêöèîíàëü-

íî íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè â èíâîëþöèè. Èíîãäà â ëèòåðàòóðå

â îïðåäåëåíèè èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ òðåáóåòñÿ óñëîâèå ïîëíîòû ãà-

ìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàåìûõ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè (ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð íà èõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåë¼í

íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé). Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå ýòî óñëîâèå íå ïîíàäîáèòñÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò �17-11-01303).

c⃝ Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî, 2019
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Êàæäîé âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå îòâå÷àåò ñëîåíèå Ëè-

óâèëëÿ, ò. å. ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâ-

ìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (ëèóâèëëåâû ñëîè). Ñîãëàñ-

íî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, ïî÷òè âñå ëèóâèëëåâû ñëîè äèôôåîìîðô-

íû ôàêòîðïðîñòðàíñòâó ãðóïïû Rn ïî äèñêðåòíîé ïîäãðóïïå Zk. Â ÷àñòíî-

ñòè, ïî÷òè âñå êîìïàêòíûå ñëîè äèôôåîìîðôíû n-ìåðíîìó òîðó Tn. Ñëîåíèå

Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì èíòåãðèðóåìîé ñè-

ñòåìû, ïîçâîëÿþùèì ïîíÿòü ìíîãèå å¼ êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè (òàêèå

êàê óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òðàåêòîðèé, ñìåíà ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ è

äð.). Ïîä çàäà÷åé ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïîíè-

ìàåòñÿ çàäà÷à èõ êëàññèôèêàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìîâ (äèôôåî-

ìîðôèçìîâ) ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñîõðàíÿþùèõ ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ. Áîëåå

òîíêîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à òðàåêòîðíîé êëàññèôèêàöèè, ò. å. êëàññèôèêàöèè ñ

òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìîâ (äèôôåîìîðôèçìîâ), ïåðåâîäÿùèõ èíòåãðàëü-

íûå òðàåêòîðèè â èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè.

Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ À. Ò. Ôîìåíêî, ñóùåñòâåííî èñ-

ïîëüçóåò êîìïàêòíîñòü ñëî¼â ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Â òî æå âðåìÿ â ôèçèêå è

ìåõàíèêå èçâåñòíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñèñòåì, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ñëîåíèÿ

ñ íåêîìïàêòíûìè ñëîÿìè, â ÷àñòíîñòè, èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû â îáëàñòÿõ,

îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè [10, 11], íàòóðàëüíûå ñèñòåìû íà ìíî-

ãîîáðàçèÿõ Áåðòðàíà [12, 13], íåêîòîðûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè â äèíàìèêå

òâ¼ðäîãî òåëà [14, 15] è äð. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à îáîáùåíèÿ òåîðèè Ôî-

ìåíêî íà íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé, ñì. [16]. Èññëåäîâàíèþ íåêîìïàêòíûõ ñëîåíèé

Ëèóâèëëÿ ïîñâÿùåíî äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò. Â ÷àñòíîñòè, â [17] ïðèâî-

äèòñÿ àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ íåêîìïàêòíûõ ñëîåíèé â ñëó÷àå ïîëíîòû

ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ. Èññëåäîâàíèþ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ íåïîëíûìè

ïîòîêàìè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [18, 19]. Àíàëîãè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ ñèñòåì

ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè ñîäåðæàòñÿ â [19, 20, 21, 22].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò íàìå÷åííîå â [16] íàïðàâëåíèå èññëåäîâà-

íèé è ïîëíîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó ëèóâèëëåâîé è òðàåêòîðíîé êëàññèôèêàöèè

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ñëîåíèÿìè â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå:

äëÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû êîíå÷íîãî òèïà (îïðåäåëåíèå 14), ïðè÷åì

ìû íå ïðåäïîëàãàåì íè íåâûðîæäåííîñòü ñèñòåìû, íè ïîëíîòó ãàìèëüòîíîâà

ïîòîêà. Ñíà÷àëà ìû ñòðîèì ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ñëîåíèé êîíå÷-

íîãî òèïà (îïðåäåëåíèå 13), çàäàâàåìûõ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè íà íåêîìïàêò-

íûõ îðèåíòèðóåìûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (òåîðåìà 3.1). Çàòåì ìû ïðèâî-

äèì ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ áèôóðêàöèé (àòîìîâ) òàêèõ ñëî-

åíèé (òåîðåìû 4.1, 4.2, 4.3), óñòàíàâëèâàåì åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ òàêèõ áèôóðêàöèé è ìíîæåñòâîì îðè-

åíòèðîâàííûõ öâåòíûõ ãðàôîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà (òåîðåìû 5.1, 5.2), à òàêæå

ïåðå÷èñëÿåì âñå áèôóðêàöèè ìàëîé ñëîæíîñòè (òåîðåìà 5.3). Êàê ñëåäñòâèå

ïîëó÷àåòñÿ ëèóâèëëåâà è òðàåêòîðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

êîíå÷íîãî òèïà íà íåêîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (òåîðåìû 3.2, 3.3).
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� 2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä íåêîìïàêòíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòå-

ïåíüþ ñâîáîäû áóäåì ïîíèìàòü òðîéêó (M2, ω,H), ãäåM2 � íåêîìïàêòíîå äâó-

ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω, H �

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà M2 (ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà, èëè ãàìèëüòîíèàí). Ãàìèëü-

òîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà M2 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé v = sgradH = ω−1dH.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ëþáàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ: å¼ åäèíñòâåííûì íåîáõîäèìûì

äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïåðâûì èíòåãðàëîì ÿâëÿåòñÿ ñàì ãàìèëüòîíèàí H.

Çàìå÷àíèå 2.2. Èç ñèìïëåêòè÷íîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóåò åãî îðèåíòèðî-

âàííîñòü: îðèåíòàöèÿ íà í¼ì çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìû îáú¼ìà, îïðåäåëÿå-

ìîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω. Íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè òàêàÿ ôîðìà

îáú¼ìà ñîâïàäàåò ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì áóäåò óäîáíî óòî÷íèòü ïîíÿòèå ëèóâèëëåâîé è òðàåê-

òîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Îïðåäåëåíèå 2. Äâå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M2
1 , ω1, H1) è (M2

2 , ω2, H2) áó-

äåì íàçûâàòü íåïðåðûâíî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðà-

íÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì ξ : M2
1 → M2

2 , ïåðåâîäÿùèé ëèóâèëëåâû

ñëîè ïåðâîé ñèñòåìû â ëèóâèëëåâû ñëîè âòîðîé ñèñòåìû, à êðèòè÷åñêèå òî÷êè

ôóíêöèè H1 � â êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè H2.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M2
1 , ω1, H1) è (M2

2 , ω2, H2) áó-

äåì íàçûâàòü íåïðåðûâíî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðà-

íÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì ξ : M2
1 → M2

2 , ïåðåâîäÿùèé èíòåãðàëüíûå

òðàåêòîðèè ïåðâîé ñèñòåìû â èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âòîðîé ñèñòåìû ñ ñî-

õðàíåíèåì åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèè òðàåêòîðèé.

Â ñëó÷àå ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïî÷òè âñå ëèóâèëëåâû ñëîè îä-

íîìåðíû è ÿâëÿþòñÿ ïîïðîñòó ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè H, ïðè÷¼ì êàæäûé

ñëîé ñîñòîèò èç îäíîé èëè íåñêîëüêèõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Â

ñâÿçè ñ ýòèì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàäà÷è ëèóâèëëåâîé è òðàåêòîðíîé

êëàññèôèêàöèè ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþòñÿ: åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â

íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü îðèåíòàöèþ òðàåêòîðèé ïðè òðàåêòîðíîé êëàññèôè-

êàöèè. Áîëåå òîãî, ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M2 êàê íà ëèóâèëëåâû ñëîè, òàê è

íà èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè íèêàê íå çàâèñèò îò ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ω è

îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé H. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îòâëå÷üñÿ îò íàëè÷èÿ

ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ðåøèòü ñíà÷àëà áîëåå îáùóþ çàäà÷ó òîïîëî-

ãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñëîåíèÿ, çàäàâàåìîãî ãëàäêîé ôóíêöèåé íà ïðîèçâîëüíîì

äâóìåðíîì íåêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè (ñì. òàêæå [23]). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,

êîãäà ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî, ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññèôèêà-

öèîííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Ñôîðìóëèðóåì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó áîëåå ïîäðîáíî.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ãëàäêèå ôóíêöèè f1 è f2, çàäàííûå ñîîòâåòñòâåííî íà

íåêîìïàêòíûõ ãëàäêèõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõM2
1 èM

2
2 , íàçîâ¼ìòîïîëîãè-

÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ξ : M2
1 → M2

2 , îòîáðà-

æàþùèé ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f1 íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f2 è êðèòè÷åñêèå
òî÷êè ôóíêöèè f1 � â êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f2.

Ãîâîðÿ î ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f íà ìíîãîîáðàçèè M2, ìû èìååì â âèäó

ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà {x ∈ M2 : f(x) = c}. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè

óðîâíÿ âñþäó ïðåäïîëàãàþòñÿ ñâÿçíûìè.

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîëíîãî èíâàðèàíòà òîïîëîãè÷åñêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè, îòâå÷àþùåãî ïàðå (M2, f), ãäå M2 � íåêîìïàêòíîå ìíîãîîáðà-

çèå, f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà í¼ì. Íàïîìíèì, êàê ñòðîèòñÿ ýòîò èíâàðèàíò

äëÿ ôóíêöèè Ìîðñà íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè â ðàìêàõ òåîðèè Ôîìåíêî

(ñì. [9]). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè f . Îíî èìååò
ñòðóêòóðó ãðàôà, ð¼áðà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåé-

ñòâàì ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â (ãîìåîìîðôíûõ îêðóæíîñòè), à âåðøèíû � îñîáûì

ñëîÿì (ñîäåðæàùèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f), îòâå÷àþùèì ïåðåñòðîéêå

ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â. Â êàæäóþ âåðøèíó ïîìåùàåòñÿ áóêâà (�àòîì�), êîäèðóþùàÿ

ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòðîéêó. Ïîä àòîìîì ïîíèìàåòñÿ ìàëàÿ èíâàðèàíòíàÿ

îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî ãîìåî-

ìîðôèçìà. Èíûìè ñëîâàìè, àòîì - ýòî ðîñòîê ñëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîãî

ñëîÿ. Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ãðàô ñ âåðøèíàìè�àòîìàìè íàçûâàåòñÿ ìî-

ëåêóëîé, îòâå÷àþùåé ïàðå (M2, f). Â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî êîìïàêòíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ M2 ìîëåêóëà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè.

Â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2 ìû èìååì äåëî ñ íåêîòîðûìè

íîâûìè ýôôåêòàìè. Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê ñ

âûêîëîòîé òî÷êîé â R2(x, y), çàäàâàåìûé íåðàâåíñòâàìè 0 < x2 + y2 < 1, è
ðàññìîòðèì íà í¼ì ôóíêöèþ f = x2 − y2. Ýòà ôóíêöèÿ âîîáùå íå èìååò êðè-

òè÷åñêèõ òî÷åê, õîòÿ çàäàâàåìîå åþ ñëîåíèå íåòðèâèàëüíî (ðèñ. 1, ñëåâà). Â

êîìïàêòíîì ñëó÷àå òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà, òàê êàê ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíê-

öèÿ íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè èìååò êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Äàëåå, ðàññìîò-

ðèì ïðîñòðàíñòâî ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè f . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî íå òîëüêî
íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì, íî äàæå íå õàóñäîðôîâî. Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèþ f = 0
îòâå÷àþò 4 ëèíèè óðîâíÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò 4 íåîòäåëèìûå òî÷êè â ïðî-

ñòðàíñòâå ëèíèé óðîâíÿ (ðèñ. 1, ñïðàâà).

Â ñâÿçè ñ ýôôåêòîì íåõàóñäîðôîâîñòè ïðîñòðàíñòâà ëèíèé óðîâíÿ â îáùåì

ñëó÷àå, ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè óòî÷íèòü ïîíÿòèå ñëîÿ ñëîåíèÿ, çàäà-

âàåìîãî ôóíêöèåé f íà íåêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M2. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì íà

ïðîñòðàíñòâå ëèíèé óðîâíÿ ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5. Äâå ëèíèè óðîâíÿ L è L′ íàçîâ¼ì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíèé óðîâíÿ L1 = L,L2, . . . , Lk = L′,

÷òî ëþáûå äâå ñîñåäíèè ëèíèè óðîâíÿ Li è Li+1 íåîòäåëèìû â ïðîñòðàíñòâå

ëèíèé óðîâíÿ (èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáûå èíâàðèàíòíûå îêðåñòíîñòè ëèíèé óðîâíÿ

Li è Li+1 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå).
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî ñëîåíèÿ (ñëåâà) íà íåêîìïàêòíîì ìíî-
ãîîáðàçèè ñ íåõàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì ëèíèé óðîâíÿ (ñïðàâà), çà-
äàâàåìîãî ôóíêöèåé áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

Îïðåäåëåíèå 6. Ñëîåì ñëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M2, çàäàâàåìîãî ôóíêöè-

åé f , áóäåì íàçûâàòü îáúåäèíåíèå âñåõ ëèíèé óðîâíÿ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó

êëàññó îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè èç îïðåäåëåíèÿ 5.

Òàêèì îáðàçîì, ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ñëîé ìîæåò áûòü íåñâÿçíûì. Îä-

íàêî ÿñíî, ÷òî íà êàæäîé åãî ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò îäíî

è òî æå çíà÷åíèå.

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïðîñòðàíñòâî ñëî¼â C è ïðîñòðàíñòâî ëèíèé óðîâíÿ L, ïî
îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâàìè ìíîãîîáðàçèÿ M2 ïî ñëåäóþ-

ùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: äâå òî÷êè x, y ∈ M2 ýêâèâàëåíòíû, åñëè

îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñëîþ (ñîîòâåòñòâåííî îäíîé ëèíèè óðîâíÿ). Â òî

æå âðåìÿ ïðîñòðàíñòâî C ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà L ïî

îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè èç îïðåäåëåíèÿ 5.

Çàìå÷àíèå 2.4. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè 4 óñëîâèå òîãî, ÷òî

ãîìåîìîðôèçì ξ : M2
1 → M2

2 ïåðåâîäèò ëèíèè óðîâíÿ â ëèíèè óðîâíÿ, ðàâíî-

ñèëüíî òîìó, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûì, ò. å. ïåðåâîäèò ñëîè â ñëîè.

Äàëåå òðåáóåòñÿ îñìûñëèòü, êàêèå ñëîè ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðåãóëÿðíûìè, à êà-

êèå îñîáûìè. Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò çàäà÷à îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ðàññìàòðè-

âàåìîãî ñëîåíèÿ, òî åñòåñòâåííî îñîáûìè ñëîÿìè ñ÷èòàòü òå, â îêðåñòíîñòè

êîòîðûõ òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ íåòðèâèàëüíà. Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç ïðèâåä¼í-

íîãî âûøå ïðèìåðà, ôóíêöèÿ f âîâñå íå îáÿçàíà èìåòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà

îñîáîì ñëîå. Ýòî åù¼ îäíî îòëè÷èå îò êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ (íà êîìïàêòíîì

ìíîãîîáðàçèè ñëîåíèå âñåãäà òðèâèàëüíî â îêðåñòíîñòè ñëîÿ, íå ñîäåðæàùåãî

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü R = R∪{−∞,+∞} � ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ
ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé. Òî÷êó c ∈ R íàçîâ¼ì ðåãóëÿðíûì (èëè íåîñîáûì)

çíà÷åíèåì ôóíêöèè f , åñëè ïðîîáðàç f−1(c) íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ôóíêöèè f è åñëè íàéäóòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uε(c) ⊂ R, ε > 0, òî÷êè c è òàêîé
äèôôåîìîðôèçì α : f−1(Uε(c)) → f−1(c) × Uε(c), ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà
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êîììóòàòèâíà:

f−1(Uε(c))
α //

f %%

f−1(c)× Uε(c)

p2xx
Uε(c)

Çäåñü Uε(c) = (c − ε, c + ε), åñëè c ∈ R, Uε(+∞) =

(
1

ε
,+∞

)
, Uε(−∞) =(

−∞,−1

ε

)
. ×åðåç p2 çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåì ïðîåêöèþ íà âòîðîé ñîìíî-

æèòåëü.

Òî÷êó c ∈ R íàçîâ¼ì áèôóðêàöèîííûì (èëè îñîáûì) çíà÷åíèåì ôóíêöèè f ,
åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì.

Çàìå÷àíèå 2.5. Åñëè ïðîîáðàç f−1(c) òî÷êè c ïóñò, òî îíà, ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì äëÿ ôóíêöèè f â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà ïðîîáðàç f−1(Uε(c)) íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè Uε(c) òàêæå ïóñò. Â ÷àñò-

íîñòè, òî÷êà +∞ (èëè −∞) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì äëÿ ôóíêöèè f â

òî÷íîñòè â òîì ñëó÷àå, êîãäà f îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó).

Îïðåäåëåíèå 8. Ñëîé C ⊂ f−1(c) íàçîâ¼ì ðåãóëÿðíûì (èëè íåîñîáûì),

åñëè îí íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f è åñëè íàéäóòñÿ òàêàÿ

ñâÿçíàÿ èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü U(C) ⊂ f−1(Uε(c)) è òàêîé äèôôåîìîðôèçì
α : U(C) → C × Uε(c), ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

U(C)
α //

f ##

C × Uε(c)

p2yy
Uε(c)

Ñëîé C íàçîâ¼ì áèôóðêàöèîííûì (èëè îñîáûì), åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ðåãó-

ëÿðíûì.

Â ñèëó íàøåãî îïðåäåëåíèÿ, ëþáîé êðèòè÷åñêèé ñëîé (òî åñòü ñîäåðæàùèé

êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f) ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííûì, íî íå íàîáîðîò

(ïðèìåð áûë ïðèâåä¼í âûøå). ßñíî òàêæå, ÷òî âñå ñëîè â ïðîîáðàçå ðåãóëÿð-

íîãî çíà÷åíèÿ ðåãóëÿðíû, â òî âðåìÿ êàê â ïðîîáðàçå îñîáîãî çíà÷åíèÿ ìîãóò

ñîäåðæàòüñÿ êàê îñîáûå, òàê è ðåãóëÿðíûå ñëîè.

Îòìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíûé ñëîé âñåãäà ñâÿçåí (ýòî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç åãî

îïðåäåëåíèÿ) è, ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåîìîðôåí ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü c � áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f , è ïóñòü

íåêîòîðàÿ åãî çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü Uε(c) íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äðóãèõ áèôóð-
êàöèîííûõ çíà÷åíèé, êðîìå c. Àòîìîì íàçîâ¼ì ïàðó (V, f), ãäå V ⊂ f−1(Uε(c))
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� ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïðîîáðàçà f−1(Uε(c)), äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ïîñëîé-
íîãî äèôôåîìîðôèçìà α : V → (V ∩ f−1(c)) × Uε(c), òî åñòü òàêîãî äèôôåî-

ìîðôèçìà, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

V
α //

f   

(V ∩ f−1(c))× Uε(c)

p2

ww
Uε(c)

Ñëîé V ∩ f−1(c) ïðè ýòîì áóäåì íàçûâàòü áèôóðêàöèîííûì (îñîáûì) ñëîåì

àòîìà, à òî÷êó c ∈ R � åãî áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèåì.

Äâà àòîìà (V1, f1) è (V2, f2) áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïî-

ñëîéíûé ãîìåîìîðôèçì α : V1 → V2, ïåðåâîäÿùèé êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè
f1 â êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f2.

Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîæåñòâî V â îïðåäåëåíèè àòîìà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà

êîòîðîãî äèôôåîìîðôíà îêðóæíîñòè S1 èëè ïðÿìîé R. Â ñëó÷àå, êîãäà îñîáûé

ñëîé àòîìà íåïóñò, ïîâåðõíîñòü V ìîæíî ïîíèìàòü êàê ìàëóþ èíâàðèàíòíóþ

îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ.

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá àòîìå (V, f), ìû áóäåì èìåòü â âèäó ïîâåðõíîñòü

V ñ çàäàííûì íà íåé ôóíêöèåé f ñëîåíèåì. Åñëè ïîíÿòíî, î êàêîé ôóíêöèè f
èä¼ò ðå÷ü, áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî �àòîì V �.

Åñëè èç àòîìà óäàëèòü åãî îñîáûé ñëîé, òî àòîì ðàñïàä¼òñÿ íà íåêîòîðîå

÷èñëî ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé Wi, çàäàâàåìûõ íåðàâåíñòâàìè c < f 6 c + ε èëè
c− ε 6 f < c.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Wi ïîñëîéíî äèôôåîìîðôíà ïðÿ-

ìîìó ïðîèçâåäåíèþ R× (0, ε] èëè S1 × (0, ε].

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c = 0.

Ïóñòü ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü Wi = W̃ çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 < f 6 ε. Ìû

çíàåì, ÷òî îíà ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, êàæäûé èç êîòîðûõ äèôôåîìîð-

ôåí îêðóæíîñòè S1 èëè ïðÿìîé R, ïðè÷¼ì ëîêàëüíî, â îêðåñòíîñòè êàæäîãî

ñëîÿ, ñëîåíèå òðèâèàëüíî. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè òðèâèàëüíûå ñëîåíèÿ

�ñøèâàþòñÿ� â åäèíîå ãëîáàëüíî òðèâèàëüíîå ñëîåíèå.

ßñíî, ÷òî âñå ñëîè äèôôåîìîðôíû îäíîâðåìåííî ëèáî ïðÿìîé, ëèáî îêðóæ-

íîñòè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå ñëîè äèôôåîìîðôíû ïðÿìîé. Ïîëîæèì

Ca = {x ∈ W̃ : f(x) = a}, WS = {x ∈ W̃ : f(x) ∈ S}. Ïîêàæåì, ÷òî äâà ïîñëîé-
íûõ äèôôåîìîðôèçìà ψ1 : W(α,γ) → R × (α, γ) è ψ2 : W(β,δ) → R × (β, δ), ãäå
α < β < γ < δ, ìîæíî �ñøèòü� â ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì ψ12 : W(α,δ) →
R× (α, δ). ßñíî, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû ψ1, ψ2 èìåþò âèä ψ1(x) = (f(x), t1(x)),
ψ2(x) = (f(x), t2(x)), ãäå t1, t2 � ãëàäêèå ôóíêöèè, îñóùåñòâëÿþùèå äèôôåî-

ìîðôèçìû ñëî¼â Ca íà ïðÿìóþ R. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè a ∈ (β, γ) îãðàíè-
÷åíèÿ t1|Ca

, t2|Ca
çàäàþò íà ïðÿìîé R îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ. Ðàññìîòðèì

ãëàäêóþ íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ η : (β, γ) → [0, 1], òàêóþ, ÷òî η|(β,β+ε1) ≡ 0,



8 Ñ.Ñ. ÍÈÊÎËÀÅÍÊÎ

η|(γ,γ−ε2) ≡ 1 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε1, ε2 > 0. Òîãäà ïîñëîéíûé äèôôåîìîð-

ôèçì ψ12 : Wα,δ → R× (α, δ) ìîæíî çàäàòü ïî ôîðìóëå:

ψ12(x) =


ψ1(x), åñëè α < f(x) 6 β,

(1− η(f(x)))ψ1(x) + η(f(x))ψ2(x), åñëè β < f(x) < γ,

ψ2(x), åñëè γ 6 f(x) < δ.

(2.1)

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî a ∈ (0, ε] ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü Uδ(a)(a) ⊂ W̃ è ïî-

ñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì ϕ̃a : WUδ(a)(a) → R × Uδ(a)(a). Îêðåñòíîñòè âèäà

Uδ(a)(a) îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå ïîëóèíòåðâàëà (0, ε] è, â ÷àñòíîñòè, êàæ-

äîãî èç îòðåçêîâ In =
[ ε
2n
,

ε

2n−1

]
, n ∈ N. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéä¼ò-

ñÿ ìèíèìàëüíûé êîíå÷íûé íàáîð {Un,i}ini=1 òàêèõ îêðåñòíîñòåé, ïîêðûâàþùèé

îòðåçîê In. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îêðåñòíîñòÿì äèôôåîìîð-

ôèçìû ìîæíî �ñøèòü� â ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì ϕ̃n : WUn
→ R × Un, ãäå

Un =
⋃in

i=1 Un,i ⊃ In. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêðûëè ïîëóèíòåðâàë (0, ε] ñ÷¼òíûì
íàáîðîì îòêðûòûõ â W̃ ìíîæåñòâ Un, â ïðîîáðàçå êàæäîãî èç êîòîðûõ çàäàí

ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì. Âñå ìíîæåñòâà Un (çà èñêëþ÷åíèåì ïîëóèíòåðâà-

ëà U1) ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëàìè. Ñóæàÿ èõ ïðè íåîáõîäèìîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå èìåþò òîëüêî ìíîæåñòâà Un ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè.

Íî òîãäà äèôôåîìîðôèçìû ϕ̃n ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè ëåãêî

�ñøèâàþòñÿ� â åäèíûé äèôôåîìîðôèçì ϕ̃ : W̃ → (0, ε].

Ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü W̃ ñîñòîèò èç ñëî¼â, äèôôåîìîðôíûõ îêðóæ-

íîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ïîÿñíåíèè íóæäàåòñÿ òîëüêî ôîðìó-

ëà 2.1. Ôóíêöèè t1, t2 îïðåäåëåíû â ýòîì ñëó÷àå ïî ìîäóëþ 2π, ïîýòîìó èõ

ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè â R. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ

òî÷êó x0 ∈ W(β,γ) è âû÷èñëèì â íåé çíà÷åíèå ψ12(x0) ïî ôîðìóëå 2.1, âû-

áèðàÿ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ t1(x0), t2(x0) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Òåì ñàìûì

ìû âûáèðàåì ëèñò ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ x 7→ (f(x), (1− η(f(x))) t1(x) +

η(f(x)) t2(x)). Ïî íåïðåðûâíîñòè òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ψ12 êàê îäíîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå âäîëü ëþáîãî ïóòè, íà÷èíàþùåãîñÿ â òî÷êå x0. Îñòàëîñü

ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ. Íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáõîä ïî-

âåðõíîñòè W(α,δ) âäîëü ëþáîãî çàìêíóòîãî ïóòè óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå âûðà-

æåíèÿ (1 − η(f(x))) t1(x) + η(f(x)) t2(x) íà âåëè÷èíó, êðàòíóþ 2π. Òåì ñàìûì

êîððåêòíîñòü ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ ψ12 ïðîâåðåíà.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 10. ÏîâåðõíîñòüWi èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 áóäåì íàçûâàòü êîëü-

öîì (ëåíòîé), åñëè îíà äèôôåîìîðôíà S1 × (0, ε] (R × (0, ε]). Êîëüöî (ëåíòó)

áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíûì), åñëè îíî

çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè c < f 6 c+ ε (ñîîòâåòñòâåííî, c− ε 6 f < c).

Ñëåäñòâèå 2.1. Îïðåäåëåíèå àòîìà êîððåêòíî, òî åñòü íå çàâèñèò îò

âûáîðà îêðåñòíîñòè Uε(c). Èíûìè ñëîâàìè, ëþáûå äâå òàêèå îêðåñòíîñòè

ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíû è äàæå äèôôåîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àòîì V ′ ÿâëÿåòñÿ �ñóæåíèåì� àòîìà V , òî åñòü

çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè c− ε′ 6 f 6 c+ ε′, ãäå ε′ < ε. ßñíî, ÷òî àòîìû V è V ′
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èìåþò îäèí è òîò æå îñîáûé ñëîé C. Ïóñòü Wi � íåêîòîðîå êîëüöî àòîìà V ,
è W ′

i � ñîîòâåòñòâóþùåå åìó êîëüöî àòîìà V ′. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñóùå-

ñòâóþò ïîñëîéíûå äèôôåîìîðôèçìû ϕi : Wi → S1× (0, ε], ϕ′
i : W

′
i → S1× (0, ε′],

ïðè÷¼ì â êà÷åñòâå ϕ′
i ìîæíî âçÿòü îãðàíè÷åíèå ϕi íà W ′

i . Ïóñòü îòîáðà-

æåíèå ς : S1 × (0, ε] → S1 × (0, ε′] çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (x, y) 7→ (x, ς̃(y)), ãäå
ς̃ : (0, ε] → (0, ε′] � äèôôåîìîðôèçì ïîëóèíòåðâàëîâ, òîæäåñòâåííûé âáëèçè

íóëÿ. Òîãäà τi = ϕ−1
i ◦ ς ◦ ϕi � ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì êîëåö Wi è W ′

i ,

òîæäåñòâåííûé âáëèçè îñîáîãî ñëîÿ C. Åñëè Wi � ëåíòà, äèôôåîìîðôèçì τi
ñòðîèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Îáúåäèíÿÿ òåïåðü äèôôåîìîðôèçìû τi â
îäíî îòîáðàæåíèå è ïðîäîëæàÿ åãî íà îñîáûé ñëîé C òîæäåñòâåííûì îáðàçîì,

ïîëó÷èì ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì àòîìîâ V è V ′. Ñëåäñòâèå 2.1 äîêàçàíî.

� 3. Èíâàðèàíòû òîïîëîãè÷åñêîé, ëèóâèëëåâîé è

òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïèøåì ñòðóêòóðó ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ñëîåíèÿ, çàäàâàå-

ìîãî ãëàäêîé ôóíêöèåé f íà íåêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M2. Åãî ïîñòðîåíèå

ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî êîìïàêòíîìó ñëó÷àþ ([9]). Îäíàêî ñåé÷àñ íàì ïîíàäî-

áèòñÿ âàæíîå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé

ôóíêöèè f êîíå÷íî.

Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàæäîìó áèôóðêàöèîííîìó çíà÷åíèþ îòâå÷àåò

îäèí èëè íåñêîëüêî àòîìîâ. Îòìåòèì, ÷òî íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà ìîðñîâñêîé.

Ðàçðåæåì ìíîãîîáðàçèå M2 âäîëü ãðàíèö âñåõ àòîìîâ. Îíà ðàñïàä¼òñÿ íà

ñâÿçíûå �êóñêè�, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòîìîì, ëèáî îäíîïàðà-

ìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â (ïðÿìûõ èëè îêðóæíîñòåé). Ðàñ-

ñìîòðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî îòâå÷àþò àòîìàì, à ð¼áðà � ñåìåéñòâàì ðå-

ãóëÿðíûõ ñëî¼â. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû óêàæåì òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî àòîìà. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû-àòîìà

óêàçàíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíöèäåíòíûìè åé ð¼áðàìè

è ãðàíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè è ïðÿìûìè àòîìà. Ïðè ýòîì êîíöàì êàæäîãî

ðåáðà äîëæíû îòâå÷àòü ãîìåîìîðôíûå êîìïîíåíòû ãðàíèö ñîîòâåòñòâóþùèõ

àòîìîâ (îáå äîëæíû áûòü îêðóæíîñòÿìè èëè îáå ïðÿìûìè).

Îïðåäåëåíèå 11. Ïîñòðîåííûé èíâàðèàíò íàçîâ¼ì ìîëåêóëîé, îòâå÷àþ-

ùåé ïàðå (M2, f). Äâå ìîëåêóëû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, åñëè ñóùåñòâó-

åò ãîìåîìîðôèçì îäíîãî ãðàôà íà äðóãîé, êîòîðûé ïåðåâîäèò ð¼áðà â ð¼áðà,

àòîìû â àòîìû, ïðè÷¼ì ãîìåîìîðôèçìó ð¼áåð îòâå÷àåò ãîìåîìîðôèçì ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò ãðàíèö àòîìîâ, ïðîäîëæàþùèéñÿ ñ ãðàíèö àòîìîâ íà

ñàìè àòîìû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìîëåêóëû âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ìîëåêóëà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè ïàðû (M2, f). Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ôóíêöèè f1 è f2 íà ìíîãî-

îáðàçèÿõ M2
1 è M2

2 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî ìîëåêóëû, îòâå÷àþùèå

ïàðàì (M2
1 , f1) è (M2

2 , f2), îäèíàêîâû.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M2 îðèåíòèðóåìî è íà í¼ì ôèêñè-

ðîâàíà íåêîòîðàÿ îðèåíòàöèÿ. Òîãäà íà êàæäîì àòîìå, âõîäÿùåì âM2, âîçíè-

êàåò èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ. Óòî÷íèì îïðåäåëåíèå ìîëåêóëû, ïîëàãàÿ,

÷òî â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2 êàæäûé àòîì ÿâëÿåòñÿ îðè-

åíòèðîâàííûì (ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ

ïîñëîéíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ). Êðîìå òîãî, â îïðåäåëåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé íà îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîòðåáóåì, ÷òîáû

ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñëîéíûé ãîìåîìîðôèçì áûë ñîãëàñîâàí ñ èõ îðèåíòàöèÿ-

ìè.

Òåîðåìà 3.1. Ìîëåêóëà ñ îðèåíòèðîâàííûìè àòîìàìè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

èíâàðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû (M2, f), ãäå M2 � îðè-

åíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèè f1 è f2 íà îðèåíòèðî-
âàííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M2

1 è M2
2 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ìîëåêóëû ñ îðèåíòèðîâàííûìè àòîìàìè, îòâå÷àþùèå ïàðàì

(M2
1 , f1) è (M2

2 , f2), îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèè f1 è f2 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìîëåêóëû îäèíàêîâû. Îáðàòíî, åñëè ìîëåêóëû

ñîâïàäàþò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ M2
1 è M2

2 ñîñòîÿò èç îäèíàêî-

âûõ �êóñêîâ�, ò.å. îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ è îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ

ðåãóëÿðíûõ îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïî ìîëåêóëå ìíî-

ãîîáðàçèå M2 âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ýòèõ �êóñêîâ� îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà. Äëÿ ýòîãî íóæíî óêàçàòü ïðàâèëà �ñêëåéêè� àòî-

ìîâ è ñåìåéñòâ ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â âäîëü èõ ãðàíèö. Íà êàæäîì àòîìå óæå

èìååòñÿ îðèåíòàöèÿ, èíäóöèðóþùàÿ îðèåíòàöèþ íà ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòÿõ

è ïðÿìûõ àòîìà. Ôèêñèðóåì òåïåðü îðèåíòàöèþ íà ñåìåéñòâàõ ðåãóëÿðíûõ

ñëî¼â (öèëèíäðàõ âèäà S1 × [a, b] è ïîëîñêàõ âèäà R× [a, b]) ïðîèçâîëüíûì îá-

ðàçîì. Òîãäà è íà êîìïîíåíòàõ ãðàíèöû âñåõ öèëèíäðîâ è ïîëîñîê ïîÿâèòñÿ

èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ. Ìîëåêóëà äà¼ò èíôîðìàöèþ î òîì, êàêèå ïà-

ðû ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé èëè ïðÿìûõ àòîìîâ è ñåìåéñòâ ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â

íóæíî �ñêëåèòü� äðóã ñ äðóãîì. Îòîæäåñòâèì ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû

ãðàíèö ñ èçìåíåíèåì èõ îðèåíòàöèè. Òîãäà îðèåíòàöèè âñåõ àòîìîâ, öèëèí-

äðîâ è ïîëîñîê áóäóò ñîãëàñîâàíû è áóäóò çàäàâàòü åäèíóþ îðèåíòàöèþ íà

ìíîãîîáðàçèè M2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî

ðàññëîåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2 çàâåðø¼í. Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã òåîðåìû 3.1 è â ñëó÷àå

íåîðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé. Äëÿ ýòîãî íà êàæäîì àòîìå ñëåäóåò ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì ôèêñèðîâàòü îðèåíòàöèè êîìïîíåíò ãðàíèöû (êîòîðûå ìîãóò

áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîãëàñîâàíû).

Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 3.1 ê çàäà÷àì ëèóâèëëåâîé è òðàåêòîðíîé êëàñ-

ñèôèêàöèè ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ðàññìîòðèì äâå íåêîìïàêòíûå

ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M2
1 , ω1, H1) è (M2

2 , ω2, H2). Èõ ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíò-
íîñòü ðàâíîñèëüíà òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé H1 è H2. Ïî-

ýòîìó íà ÿçûêå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì òåîðåìó 3.1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 3.2. Äâå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M2
1 , ω1, H1) è (M2

2 , ω2, H2) ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîëåêóëû ñ îðèåíòèðî-

âàííûìè àòîìàìè, îòâå÷àþùèå ïàðàì (M2
1 , H1) è (M2

2 , H2), îäèíàêîâû.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å íåïðåðûâíîé òðàåêòîðíîé êëàññèôèêàöèè. ×òî-

áû èçãîòîâèòü èç ìîëåêóëû ïîëíûé èíâàðèàíò òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè,

íóæíî ñíàáäèòü å¼ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé, ïîçâîëÿþùåé ó÷èòûâàòü

åñòåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïî

àíàëîãèè ñ êîìïàêòíûì ñëó÷àåì, îðèåíòèðîâàâ êàæäîå ðåáðî ìîëåêóëû â ñî-

îòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì ðîñòà ôóíêöèè f . Òàêàÿ ìîëåêóëà íàçûâàåòñÿ íà-

ïðàâëåííîé. Äâå íàïðàâëåííûå ìîëåêóëû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, åñëè

îíè ñîâïàäàþò êàê ìîëåêóëû è ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìåîìîðôèçì ñî-

õðàíÿåò îðèåíòàöèè âñåõ ð¼áåð. Òàê êàê îðèåíòàöèÿ òðàåêòîðèé îäíîçíà÷íî

âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèÿ M2 è îðèåíòàöèè òðàíñâåðñà-

ëåé ê òðàåêòîðèÿì (çàäàâàåìîé îðèåíòàöèåé ð¼áåð ìîëåêóëû), òî ìû ïðèõîäèì

ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.3. Äâå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M2
1 , ω1, H1) è (M2

2 , ω2, H2) íåïðå-
ðûâíî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàïðàâëåí-

íûå ìîëåêóëû ñ îðèåíòèðîâàííûìè àòîìàìè, îòâå÷àþùèå ïàðàì (M2
1 , H1)

è (M2
2 , H2), îäèíàêîâû.

Ðàçóìååòñÿ, òåîðåìû 3.1, 3.2, 3.3 ñîäåðæàòåëüíû ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ó íàñ åñòü êëàññèôèêàöèÿ àòîìîâ, êîòîðûå ìîãóò âõîäèòü â ñîñòàâ ìîëåêóë.

Òàêîé êëàññèôèêàöèè ïîñâÿùåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû. Ïîñêîëüêó

çàïàñ âñåõ âîçìîæíûõ àòîìîâ ñëèøêîì âåëèê, òî åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ

ðàññìîòðåíèåì �äîñòàòî÷íî õîðîøèõ� àòîìîâ, äîïóñêàþùèõ êëàññèôèêàöèþ â

äèñêðåòíûõ òåðìèíàõ.

Îïðåäåëåíèå 12. Àòîì íàçîâ¼ì àòîìîì êîíå÷íîãî òèïà, åñëè:

• ìíîæåñòâî K ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f êîíå÷-

íî: |K| = a <∞;

• ÷èñëî b ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà C \K (ãäå C � îñîáûé ñëîé àòîìà)

êîíå÷íî.

Â ýòîì ñëó÷àå ïàðó (a, b) áóäåì íàçûâàòü òèïîì àòîìà.

Îïðåäåëåíèå 13. Ñëîåíèå, çàäàâàåìîå íà ìíîãîîáðàçèè M2 ôóíêöèåé f ,
íàçîâ¼ì ñëîåíèåì êîíå÷íîãî òèïà, åñëè

• ÷èñëî áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f êîíå÷íî;

• âñå àòîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèÿì, ÿâëÿþòñÿ àòî-

ìàìè êîíå÷íîãî òèïà.

Îïðåäåëåíèå 14. Ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (M2, ω,H) ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâî-

áîäû íàçîâ¼ì ñèñòåìîé êîíå÷íîãî òèïà, åñëè ñëîåíèå, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé H
íà ìíîãîîáðàçèè M2, ÿâëÿåòñÿ ñëîåíèåì êîíå÷íîãî òèïà.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòå ñ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèåé àòîìîâ êîíå÷íî-

ãî òèïà, êîòîðàÿ áóäåò äàíà íèæå, òåîðåìà 3.1 ðåøàåò çàäà÷ó òîïîëîãè÷åñêîé



12 Ñ.Ñ. ÍÈÊÎËÀÅÍÊÎ

êëàññèôèêàöèè ñëîåíèé êîíå÷íîãî òèïà, à òåîðåìû 3.2 è 3.3 � çàäà÷è íåïðå-

ðûâíîé ëèóâèëëåâîé è òðàåêòîðíîé êëàññèôèêàöèé ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì êî-

íå÷íîãî òèïà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ïðè ýòîì âñå àòîìû ïðåäïîëàãàþòñÿ

îðèåíòèðîâàííûìè.

� 4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ áèôóðêàöèé

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ ìû äàäèì ðåøåíèå çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé

êëàññèôèêàöèè àòîìîâ êîíå÷íîãî òèïà (ò.å. êëàññèôèêàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîñëîéíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ, ïåðåâîäÿùèõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè â êðèòè÷åñêèå

òî÷êè). Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî, êàê è â êîìïàêòíîì ñëó÷àå, âñå àòîìû

ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 15. Àòîì íàçûâàåòñÿ ìèíèìàêñíûì, åñëè îí ñîäåðæèò òîëü-

êî ïîëîæèòåëüíûå ëèáî òîëüêî îòðèöàòåëüíûå êîëüöà è ëåíòû. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå àòîì áóäåì íàçûâàòü íåìèíèìàêñíûì.

Çàìå÷àíèå 4.1. Áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ìèíèìàêñíîãî àòîìà ÿâëÿåòñÿ

òî÷íîé âåðõíåé èëè íèæíåé ãðàíüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè f íà àòîìå, êîòîðàÿ

ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äîñòèãàòüñÿ (åñëè àòîì íåêîìïàêòíûé).

Çàìå÷àíèå 4.2. Òåðìèí �ñåäëîâîé�, õàðàêòåðèçóþùèé ëþáîé íåìèíèìàêñ-

íûé

àòîì â êîìïàêòíîé òåîðèè, â îáùåé ñèòóàöèè íåïðèìåíèì, òàê êàê íåêîìïàêò-

íûé íåìèíèìàêñíûé àòîì ìîæåò íå òîëüêî íå ñîäåðæàòü ñåäëîâûõ îñîáåííî-

ñòåé, íî è âîîáùå íå èìåòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f .

Îïèñàíèå ìèíèìàêñíûõ àòîìîâ êîíå÷íîãî òèïà äîâîëüíî ïðîñòî. Ïóñòü îñî-

áûé ñëîé ìèíèìàêñíîãî àòîìà íåïóñò. Òîãäà âñå òî÷êè îñîáîãî ñëîÿ � òî÷êè

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè f , ïðè÷¼ì èõ äîëæíî áûòü

êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïóñòü Z � îäíà èç òàêèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Òàê êàê Z �

èçîëèðîâàííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, òî âñå ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè Z çàìêíóòû. Òàêèì îáðàçîì, àòîì ãîìåîìîðôåí äâóìåðíîìó äèñêó,

ðàññëîåííîìó íà êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè, ñòÿãèâàþùèåñÿ ê êðèòè÷åñêîé

òî÷êå. Ýòî èçâåñòíûé â êîìïàêòíîé òåîðèè ìèíèìàêñíûé àòîì A (ðèñ. 2, ñëå-

âà). Îäíàêî â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà îñîáûé

ñëîé àòîìà ïóñò. Òîãäà àòîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî êîëüöî èëè îäíó ëåíòó,

ò.å. îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ îêðóæíîñòåé èëè ïðÿìûõ. Ñî-

îòâåòñòâóþùóþ áèôóðêàöèþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê èñ÷åçíîâåíèå ðåãóëÿðíûõ

îêðóæíîñòåé èëè ïðÿìûõ áåç äîñòèæåíèÿ ôóíêöèåé f êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ.

Äëÿ òàêèõ àòîìîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ �A è Ā, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
ñåìåéñòâ îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ (ðèñ. 2, â öåíòðå è ñïðàâà). Òàêèì îáðàçîì,

äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ëþáîé ìèíèìàêñíûé àòîì êîíå÷íîãî òèïà òîïîëîãè-

÷åñêè ýêâèâàëåíòåí îäíîìó èç àòîìîâ A, �A èëè Ā (ðèñ. 2).

Äëÿ êîìïàêòíûõ íåìèíèìàêñíûõ àòîìîâ â ñëó÷àå ìîðñîâñêîé ôóíêöèè f
èìååòñÿ ïðîñòîé è êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá èõ îïèñàíèÿ (ñì. [9; ãëàâà 2]). À
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Ðèñ. 2. Ìèíèìàêñíûå àòîìû A (ñëåâà), �A (â öåíòðå) è Ā (ñïðàâà)

èìåííî, êàæäûé êîìïàêòíûé ìîðñîâñêèé àòîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñêëåé-

êè íåêîòîðîãî ÷èñëà ìîðñîâñêèõ �êðåñòîâ�, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé çàìêíóòóþ

îêðåñòíîñòü íåâûðîæäåííîé ñåäëîâîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè (ðèñ. 3). Îêàçûâàåò-

ñÿ, â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå âåðíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, òîëüêî ýëåìåíòàð-

íûå ïîâåðõíîñòè, èç êîòîðûõ ñêëåèâàåòñÿ àòîì, áóäóò óæå òð¼õ òèïîâ (òî÷íåå,

áóäóò îáðàçîâûâàòü òðè áåñêîíå÷íûå ñåðèè).

Ðèñ. 3. Ìîðñîâñêèé �êðåñò� (îêðåñòíîñòü ñåäëîâîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè)

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü ε ∈ (0, 1).

Êðåñòîì ñ 2n êîíöàìè (n ∈ N) íàçîâ¼ì ïîâåðõíîñòü ñ îòìå÷åííîé òî÷-

êîé, ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíóþ ïîâåðõíîñòè {(x, y) ∈ R2 : − ε 6 Re(x + iy)n 6
ε, x2 + y2 6 1}, ðàññëîåííîé íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Re(x + iy)n. Ïðè ýòîì

îòìå÷åííàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêîé òî÷êå (0, 0) ôóíêöèè Re(x+ iy)n.

Ïðîêîëîòûì êðåñòîì ñ 2n êîíöàìè (n ∈ N) íàçîâ¼ì ïîâåðõíîñòü, ïîñëîéíî

ãîìåîìîðôíóþ ïîâåðõíîñòè {(x, y) ∈ R2 : −ε 6 Re(x+iy)n 6 ε, 0 < x2+y2 6 1},
ðàññëîåííîé íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Re(x+ iy)n.

Ïîëóêðåñòîì ñ n êîíöàìè (n ∈ N) íàçîâ¼ì ïîâåðõíîñòü, ïîñëîéíî ãîìåî-

ìîðôíóþ ïîâåðõíîñòè {(x, y) ∈ R2 : − ε 6 Re(x+ iy)n 6 ε, x2 + y2 6 1, y > 0},
ðàññëîåííîé íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Re(x+ iy)n.

Êðåñò, ïðîêîëîòûé êðåñò è ïîëóêðåñò áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ïî-

âåðõíîñòÿìè (ðèñ. 4, 5), à èõ ðåàëèçàöèþ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè � ñòàíäàðò-

íîé ìîäåëüþ. Êîíöàìè ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåí-

òû èõ ãðàíèö, ëåæàùèå â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè íà îêðóæíîñòè {x2 + y2 = 1}.

Çàìå÷àíèå 4.3. Ìîðñîâñêèé êðåñò íà ðèñóíêå 3 � ýòî êðåñò ñ ÷åòûðüìÿ

êîíöàìè.
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Ðèñ. 4. Ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõíîñòè ïðè n = 3: êðåñò (ñëåâà), ïðîêîëî-
òûé êðåñò (â öåíòðå) è ïîëóêðåñò (ñïðàâà)

Ðèñ. 5. Ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõíîñòè ïðè n = 1: êðåñò (ñëåâà), ïðîêîëî-
òûé êðåñò (â öåíòðå) è ïîëóêðåñò (ñïðàâà)

Çàìå÷àíèå 4.4. Ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõíîñòè äîïóñêàþò ñëåäóþùåå îïèñà-

íèå.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ Πk = ([−ε, ε] ×
[0, 1]) \ ({0} × {1}), k = 1, . . . , n, áåç îäíîé òî÷êè íà ãðàíèöå, ðàññëîåííûõ íà

îòðåçêè âèäà {x} × [0, 1], x ∈ [−ε, ε] \ {0}, è ïîëóèíòåðâàë {0} × [ 0, 1). Ñêëå-

èì êàæäóþ ïàðó ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ âäîëü ãðàíè÷íîãî ïîëóèíòåðâàëà

[−ε, 0) × {1} èëè (0, ε] × {1}. À èìåííî, ïðÿìîóãîëüíèêè Π2k−1 è Π2k ñêëåè-

âàåì âäîëü ïîëóèíòåðâàëà (0, ε] × {1}, à ïðÿìîóãîëüíèêè Π2k è Π2k+1 � âäîëü

ïîëóèíòåðâàëà [−ε, 0)× {1} (ðèñ. 6). Äàëåå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîì

ñëó÷àå óäàëÿåì èç ïðÿìîóãîëüíèêà Π1 ïîëóèíòåðâàë [−ε, 0)×{1}, à èç ïîñëåä-
íåãî ïðÿìîóãîëüíèêà Πn � òîò èç ïîëóèíòåðâàëîâ [−ε, 0) × {1} è (0, ε] × {1},
êîòîðûé íå ñêëååí ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì Πn−1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîëóêðåñò

ñ n êîíöàìè. Âòîðîé âàðèàíò âîçìîæåí òîëüêî ïðè ÷¼òíûõ n. Â ýòîì ñëó÷àå

ñêëåèâàåì ïðÿìîóãîëüíèêè Π1 è Πn âäîëü ïîëóèíòåðâàëà [−ε, 0)× {1}. Â èòî-

ãå ïîëó÷àåì ïðîêîëîòûé êðåñò ñ 2n êîíöàìè. ×òîáû ïîëó÷èòü èç íåãî êðåñò,

íóæíî äîáàâèòü â êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê òî÷êó {0} × {1}, è çàòåì âñå òàêèå

òî÷êè îòîæäåñòâèòü.
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P1 P2 P3 Pn-1 Pn

Ðèñ. 6. Ñêëåéêà ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Òåîðåìà 4.1. Ëþáîé íåìèíèìàêñíûé àòîì (V, f) êîíå÷íîãî òèïà ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí ñêëåéêîé êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé òð¼õ

òèïîâ (êðåñòîâ, ïðîêîëîòûõ êðåñòîâ è ïîëóêðåñòîâ). Ïðè ýòîì ñêëåéêà ïðî-

èçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè äàííî-

ãî íàáîðà âûáèðàåòñÿ îðèåíòàöèÿ å¼ êîíöîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì

âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ ôóíêöèè Re(x+ iy)n (íà ðèñ. 4, 5 ýòà îðèåíòàöèÿ

îòìå÷åíà ñòðåëêàìè). Äàëåå êîíöû âñåõ ïîâåðõíîñòåé ðàçáèâàþòñÿ íà ïà-

ðû è â êàæäîé ïàðå îòîæäåñòâëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàïðàâëåíèÿ

ñòðåëîê ñîâïàäàëè. Ïðè÷¼ì ðàçáèåíèå íà ïàðû ïðîèñõîäèò òàê, ÷òîáû ïîëó-

÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ðàññëîåííàÿ ïîâåðõíîñòü áûëà ñâÿçíîé. Ýòà ïîâåðõ-

íîñòü áóäåò ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíà äàííîìó àòîìó, ïðè÷¼ì öåíòðû êðåñòîâ

áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü êðèòè÷åñêèì òî÷êàì. Ïðè ýòîì íàáîð ýëåìåíòàð-

íûõ ïîâåðõíîñòåé, èç êîòîðûõ àòîì ñòðîèòñÿ ïî îïèñàííîé ñõåìå, îïðåäåë¼í

îäíîçíà÷íî.

Íà ðèñóíêå 7 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ñêëåéêè àòîìà èç ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõ-

íîñòåé. ×åðåç An, Bn, Cn îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî êðåñò ñ 2n êîíöàìè,

ïðîêîëîòûé êðåñò ñ 2n êîíöàìè è ïîëóêðåñò ñ n êîíöàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî áèôóð-

êàöèîííîå çíà÷åíèå äàííîãî àòîìà V ðàâíî íóëþ, à ñàì àòîì çàäà¼òñÿ íåðà-

âåíñòâàìè −ε 6 f 6 ε. Åñëè óäàëèòü èç îñîáîãî ñëîÿ âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè,

òî îí ðàñïàä¼òñÿ â îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà ïðÿìîé. Íà êàæäîé èç ýòèõ êîìïîíåíò çàôèêñèðóåì

òî÷êó è ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ íåêîòîðóþ ãëàäêóþ êðèâóþ òðàíñâåðñàëüíî ñëîÿì

âïëîòü äî ãðàíèöû àòîìà. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî óìåíüøèòü �òîëùèíó�

àòîìà ε, ÷òîáû ýòè êðèâûå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü. Òåïåðü ðàçðåæåì àòîì ïî

âñåì ïðîâåä¼ííûì êðèâûì. Îí ðàñïàä¼òñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî ñâÿçíûõ ïîâåðõ-

íîñòåé V1, V2, . . . , Vr. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ïîâåðõíîñòåé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ýëåìåíòàðíóþ ïîâåðõíîñòü.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîâåðõíîñòü Vi. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Òåîðåìà (ñì. [24]). Ïóñòü x0 � èçîëèðîâàííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ãëàäêîé
ôóíêöèè f íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà èëè

ìàêñèìóìà. Òîãäà íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, ðàññëîåííàÿ
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Ðèñ. 7. Ñêëåéêà àòîìà èç ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé

íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðåñò ñ 2n êîíöàìè äëÿ

íåêîòîðîãî n ∈ N.
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîâåðõíîñòü Vi ñîäåðæèò êðèòè÷åñêóþ

òî÷êó ôóíêöèè f , òî îíà ÿâëÿåòñÿ êðåñòîì. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ïîâåðõíîñòü Vi íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà àòîì V îðèåíòèðóåì. Ñíàáäèì åãî íåêî-

òîðîé ãëàäêîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìà îáú¼ìà ω
áóäåò òàêæå ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî ãàìèëüòîíî-

âî âåêòîðíîå ïîëå sgrad f = ω−1df , èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè êîòîðîãî ëåæàò

íà ëèíèÿõ óðîâíÿ {f = const}. Òàêæå îïðåäåëåíî ãðàäèåíòíîå âåêòîðíîå ïî-

ëå grad f . Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êðèâûå, ðàçáèâàþùèå àòîì V íà

ïîâåðõíîñòè V1, . . . , Vr, � ýòî èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ grad f .

Ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè Vi ñîñòîèò èç ÷àñòåé ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ
àòîìà V , à òàêæå èç ëèíèé ðàçðåçà Γ1,Γ2, . . . ,Γn. Êàæäàÿ êðèâàÿ Γk ñîäåðæèò

ðîâíî îäíó òî÷êó Qk îñîáîãî ñëîÿ, êîòîðàÿ ðàçáèâàåò å¼ íà äâå ÷àñòè Γ+
k è
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Γ−
k , ñîäåðæàùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì êîëüöå

èëè ëåíòå. Âûïóñòèì èç êðèâîé Γ+
1 èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ξx(t), x ∈ (0, ε],

ïîëÿ sgrad f (äëÿ óäîáñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà êðèâîé Γ1 ïîëå sgrad f íà-

ïðàâëåíî âíóòðü ïîâåðõíîñòè Vi). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî âûïóùåííûå

òðàåêòîðèè çà êîíå÷íîå âðåìÿ äîñòèãàþò íåêîòîðîé äðóãîé ëèíèè ðàçðåçà Γ2,

ëèáî îíè âîîáùå íå äîñòèãàþò íèêàêîé äðóãîé ëèíèè ðàçðåçà. Â ïåðâîì ñëó÷àå

ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ξε(t), ëåæàùóþ íà ëèíèè óðîâíÿ {f = ε}, ξε(0) ∈ Γ+
1 .

Ïóñòü t0 � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, òàêîå, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ òðàåê-
òîðèÿ γt ãðàäèåíòíîãî ïîëÿ grad f , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ξε(t), íå ïåðåñåêàåò
òðàåêòîðèþ ξ0(t) ïîëÿ sgrad f , âûïóùåííóþ èç òî÷êè Q1. Îáîçíà÷èì êðèâóþ

γt0 ÷åðåç Γ̃1 (ðèñ. 8).

Q1

Q2Ξ
¶
tt=0 t=t0

G1
+

G1
-

G2
+

G2
-

G1
~

Vi

Ðèñ. 8. Êðèâàÿ Γ̃1 íà ïîâåðõíîñòè Vi

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ − sgrad f , âûïóùåííûå

èç êðèâîé Γ−
2 . Äëÿ íèõ òàêæå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî çà êîíå÷íîå âðåìÿ

îíè äîñòèãàþò íåêîòîðîé ëèíèè ðàçðåçà Γ3, ëèáî âîîáùå íå äîñòèãàþò íèêà-

êîé äðóãîé ëèíèè ðàçðåçà. Â ïåðâîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì

êðèâóþ Γ̃2. Çàòåì ðàññìàòðèâàåì òðàåêòîðèè, âûõîäÿùèå èç êðèâîé Γ+
3 è ò.ä.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

1. Íà êàæäîì øàãå òðàåêòîðèè ïîëÿ ± sgrad f , âûïóùåííûå èç êðèâîé Γ±
k ,

çà êîíå÷íîå âðåìÿ äîñòèãàþò êðèâîé Γ±
k+1 íà íåêîòîðîé äðóãîé ëèíèè

ðàçðåçà Γk+1, à òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå èç êðèâîé Γ−
n , äîñòèãàþò êðè-

âîé Γ−
1 íà ïåðâîíà÷àëüíîé ëèíèè ðàçðåçà Γ1 (ðèñ. 9, ñëåâà). Ýòî âîçìîæ-

íî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî n ëèíèé ðàçðåçà íà äàííîé ïîâåðõíîñòè

Vi ÷¼òíî. Ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå íà ó÷àñòêå êîëüöà èëè ëåíòû àòîìà,

çàìåòàåìîì òðàåêòîðèÿìè, ñîåäèíÿþùèìè êðèâûå Γ±
k è Γ±

k+1, îïðåäåëå-

íà ãëàäêàÿ êðèâàÿ Γ̃k.

2. Íà êàêîì-òî øàãå ïðîöåññ îáðûâàåòñÿ, òî åñòü òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå

èç íåêîòîðîé êðèâîé Γ±
j , íå äîñòèãàþò ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè Vi çà êîíå÷-

íîå âðåìÿ. Òîãäà âîçüì¼ì ëèíèþ ðàçðåçà Γj â êà÷åñòâå Γ1 è çàïóñòèì

ïðîöåññ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè: ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþ-

ùèå êðèâóþ Γ∓
1 ñ êðèâîé Γ∓

2 , çàòåì òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùèå êðèâóþ

Γ±
2 ñ êðèâîé Γ±

3 è ò.ä. Â ñèëó ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè Vi äëÿ êàæäîãî

k < n òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå èç êðèâîé Γ±
k , áóäóò äîñòèãàòü íåêî-

òîðîé î÷åðåäíîé ëèíèè ðàçðåçà Γk+1. Íà ïîñëåäíåì øàãå òðàåêòîðèè,
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âûïóùåííûå èç êðèâîé Γ±
n , íå äîñòèãíóò ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè Vi çà êî-

íå÷íîå âðåìÿ (ðèñ. 9, ñïðàâà). Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå äëÿ êàæäîãî k < n
íà ó÷àñòêå ìåæäó êðèâûìè Γ±

k è Γ±
k+1 îïðåäåëåíà ãëàäêàÿ êðèâàÿ Γ̃k.
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Ðèñ. 9. Ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîëÿ sgrad f íà ïîâåðõíîñòè Vi

Ðàçðåæåì òåïåðü ïîâåðõíîñòü Vi ïî êðèâûì Γ̃k. Îíà ðàñïàä¼òñÿ íà ñâÿçíûå

÷àñòè Vi1, Vi2, . . . , Vin (ïîâåðõíîñòü Vik ñîäåðæèò êðèâóþ Γk). Ïîêàæåì, ÷òî

êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Vik (åñëè íå âêëþ÷àòü â íå¼ êðèâûå Γ̃k−1 è Γ̃k) ïîñëîéíî

ãîìåîìîðôíà ñòàíäàðòíîìó ïðÿìîóãîëüíèêó [−ε, ε] × [0, 1), ðàññëîåííîìó íà

ïîëóèíòåðâàëû âèäà {x} × [0, 1), x ∈ [−ε, ε].
Ïîâåðõíîñòü Vik ñîñòîèò èç îòðåçêîâ òðàåêòîðèé ξx(t) ïîëÿ ± sgrad f , âûïó-

ùåííûõ èç êðèâîé Γk è îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè Γ̃k è Γ̃k−1, åñëè ïîñëåäíèå îïðå-

äåëåíû (ïîëàãàåì Γ̃0 = Γ̃n). Ïîýòîìó êàæäîé òî÷êå P = ξx0
(t0) ∈ Vik ìîæíî

ñîïîñòàâèòü ïàðó ÷èñåë (x0, y0), ãäå y0 = arctg t0. Òàêèì îáðàçîì, íà ïîâåðõíî-

ñòè Vik îïðåäåëåíà ãëàäêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (x, y), x ∈ [−ε, ε], y ∈ [0, Y (x)),

ãäå Y (x) = arctg T (x), T (x) = sup{t : ξx(t) ∈ Vik}. Äëÿ òðàåêòîðèé ξx(t), îãðà-
íè÷åííûõ êðèâîé Γ̃k (èëè Γ̃k−1), T (x) � ýòî âðåìÿ, çà êîòîðîå îíè äîñòèãàþò

ýòîé êðèâîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ Y (x), îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå

[−ε, ε], ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó.
Îïðåäåëèì íà îòðåçêå [−ε, ε] íàáîð êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé ym(x), m >

0. Ïîëîæèì a = infx∈[−ε,ε] Y (x). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî a > 0. Ðàçîáü¼ì îòðåçîê

[−ε, ε] íà 2m ðàâíûõ îòðåçêîâ. Ïóñòü Iml = [xml−1, x
m
l ] � l-é îòðåçîê ýòîãî ðàç-

áèåíèÿ, à x̃ml � åãî ñåðåäèíà, l = 1, . . . , 2m. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ ym â

òî÷êàõ x̃ml , ïîëàãàÿ

ym(x̃ml ) = inf
x∈Im

l

Y (x)− a

2m
.

Îïðåäåëèì òåïåðü ym â êîíöàõ îòðåçêîâ Iml , ïîëàãàÿ

ym(xml ) =


min{ym(x̃ml ), ym(x̃ml+1)}, l = 1, . . . , 2m − 1;

ym(x̃m1 ), l = 0;

ym(x̃m2m), l = 2m.



ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 19

Íà îñòàâøèåñÿ èíòåðâàëû ïðîäîëæèì ôóíêöèþ ym ïî ëèíåéíîñòè, ò.å. ïîëî-

æèì

ym(x) =


x̃ml − x

x̃ml − xml−1

ym(xml−1) +
x− xml−1

x̃ml − xml−1

ym(x̃ml )}, x ∈ (xml−1, x̃
m
l );

xml − x

xml − x̃ml
ym(x̃ml ) +

x− x̃ml
xml − x̃ml

ym(xml )}, x ∈ (x̃ml , x
m
l ).

Ãðàôèêè ôóíêöèé ym ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 10. Çàìåòèì, ÷òî

ïî ïîñòðîåíèþ y0 ≡ 0.

y0

y1

y2

y3

-¶ ¶0

x

y

Gk
+

~

Ðèñ. 10. Ôóíêöèè ym

Ëåììà 4.1. Ïîñòðîåííûé íàáîð ôóíêöèé {ym}m>0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:

1. ym(x0) 6 inf
x∈Im

l

Y (x)− a

2m
ïðè x0 ∈ Iml , l = 1, . . . , 2m;

2. ym(x0) > inf
x∈Im

l−1∪Im
l ∪Im

l+1

Y (x) − a

2m
ïðè x0 ∈ Iml , l = 1, . . . , 2m (ïîëàãàåì

Im0 = Im2m+1 = ∅);

3. ym+1(x) > ym(x) +
a

2m+1
, x ∈ [−ε, ε];

4. äëÿ ëþáîãî x ∈ [−ε, ε] èìååì ym(x) → Y (x) ïðè m→ ∞.

Ïåðâûå äâà ïóíêòà ëåììû ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèé ym. Íåðàâåíñòâî èç òðåòüåãî ïóíêòà ëåììû â ñèëó êóñî÷íîé ëèíåéíîñòè

ôóíêöèé ym è ym+1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü â òî÷êàõ âèäà xm+1
l è x̃m+1

l , ÷òî

íåñëîæíî ñäåëàòü èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ym, ym+1 è íåðàâåíñòâà ïåð-

âîãî ïóíêòà ëåììû. Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ïóíêò ëåììû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

âòîðîãî ïóíêòà è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèé ym.
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Èñêîìûé ïîñëîéíûé ãîìåîìîðôèçì h : Vik → [−ε, ε] × [0, 1) îïðåäåëèì ïî

ôîðìóëå

h(x, y) =

(
x,

ym+1(x)− y

ym+1(x)− ym(x)

(
1− 1

2m

)
+

y − ym(x)

ym+1(x)− ym(x)

(
1− 1

2m+1

))
,

ãäå y ∈ [ym(x), ym+1(x)]. Åñëè òåïåðü äîáàâèòü ê ïîâåðõíîñòè Vik êðèâûå Γ̃k−1

è Γ̃k (â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè îïðåäåëåíû), òî ãîìåîìîðôèçì h ìîæíî ïðî-

äîëæèòü äî ãîìåîìîðôèçìà h̃ : Vik ∪ Γ̃k−1 ∪ Γ̃k → ([−ε, ε] × [0, 1]) \ ({0} × {1}),
ïîëàãàÿ h̃(P ) = (f(P ), 1), åñëè P ∈ Γ̃k−1 ∪ Γ̃k. Ïîýòîìó ñêëåéêå ïîâåðõíîñòè

Vi èç ïîâåðõíîñòåé Vik âäîëü êðèâûõ Γ̃k ñîîòâåòñòâóåò ñêëåéêà ïðÿìîóãîëüíè-

êîâ, îïèñàííàÿ â çàìå÷àíèè 4.4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü Vi ÿâëÿåòñÿ

íåêîòîðîé ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòüþ (ïðîêîëîòûì êðåñòîì, åñëè êðèâàÿ Γ̃n

îïðåäåëåíà, è ïîëóêðåñòîì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â

ñëó÷àå îðèåíòèðóåìîãî àòîìà V êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Vi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ýëåìåíòàðíóþ ïîâåðõíîñòü îäíîãî èç òð¼õ òèïîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé íåîðèåíòèðóåìîãî àòîìà V . Ïóñòü Ṽ � îðèåíòè-

ðóåìîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, äâóëèñòíî íàêðûâàþùåå V , è ïóñòü π : Ṽ → V
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîåêöèÿ. Ôóíêöèÿ f̃ = f ◦ π çàäà¼ò íà ìíîãîîáðàçèè Ṽ

ñòðóêòóðó àòîìà. Äëÿ êàæäîé êðèâîé Γj ⊂ V å¼ ïðîîáðàç π−1(Γj) ⊂ Ṽ ñîñòîèò

èç äâóõ êðèâûõ Γ′
j , Γ

′′
j , òðàíñâåðñàëüíûõ ëèíèÿì óðîâíÿ ôóíêöèè f̃ . Ðàçðåæåì

àòîì Ṽ âäîëü âñåõ êðèâûõ Γ′
j , Γ

′′
j . Îí ðàñïàä¼òñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî ïîâåðõ-

íîñòåé Ṽ1, Ṽ2, . . . , Ṽr̃, êàæäàÿ èç êîòîðûõ â ñèëó äîêàçàííîãî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-

òàðíîé ïîâåðõíîñòüþ îäíîãî èç òð¼õ òèïîâ. Íà àòîìå Ṽ îïðåäåëåíà èíâîëþöèÿ

σ : Ṽ → Ṽ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òàêàÿ, ÷òî π ◦ σ = π è Ṽ /σ ≃ V . ßñíî, ÷òî

ðàçáèåíèå àòîìà Ṽ íà ïîâåðõíîñòè Ṽi èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ýòîé
èíâîëþöèè. Ïîýòîìó êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Ṽi ëèáî èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî

σ, ëèáî ïåðåâîäèòñÿ èíâîëþöèåé σ â íåêîòîðóþ äðóãóþ ïîâåðõíîñòü Ṽi′ . Òàê

êàê σ íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî ïåðâûé ñëó÷àé âîçìîæåí òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïîâåðõíîñòü Ṽi ÿâëÿåòñÿ êðåñòîì èëè ïðîêîëîòûì êðåñòîì ñ 4n êîíöàìè,
n ∈ N, à σ|Ṽi

� öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü Ṽi/σ ÿâëÿåò-

ñÿ ñîîòâåòñòâåííî êðåñòîì èëè ïðîêîëîòûì êðåñòîì ñ 2n êîíöàìè. Ïîñêîëüêó

V1 ⊔ V2 ⊔ . . . ⊔ Vr ≃ (Ṽ1 ⊔ Ṽ2 ⊔ . . . ⊔ Ṽr̃)/σ, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Vi
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ýëåìåíòàðíóþ ïîâåðõíîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî àòîìà V êîíå÷íîãî òèïà êðè-

âûå Γj ðàçáèâàþò åãî íà êîíå÷íûé íàáîð ïîâåðõíîñòåé Vi, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòüþ îäíîãî èç òð¼õ òèïîâ. Ïðè ýòîì êàæ-

äàÿ êðèâàÿ Γj îðèåíòèðîâàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì ðîñòà ôóíêöèè f .

×òîáû âîññòàíîâèòü àòîì V èç ïîâåðõíîñòåé Vi, íóæíî ñêëåèòü èõ âäîëü êðè-
âûõ Γj ñ ó÷¼òîì èìåþùåéñÿ íà íèõ îðèåíòàöèè. Ýòî êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò ïðà-

âèëàì ñêëåéêè ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé, îïèñàííûõ â óñëîâèè òåîðåìû 4.1.

ßñíî, ÷òî ïðè èíîì âûáîðå êðèâûõ Γj òîïîëîãè÷åñêèé òèï ðàññëîåííûõ ïî-

âåðõíîñòåé Vi íå ïîìåíÿåòñÿ. Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòàðíûõ

ïîâåðõíîñòåé. Òîãäà èç íåãî ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü íåìèíèìàêñíûé àòîì

êîíå÷íîãî òèïà ïî îïèñàííûì â òåîðåìå 4.1 ïðàâèëàì â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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(1) îáùåå ÷èñëî êîíöîâ âñåõ ïîâåðõíîñòåé äàííîãî íàáîðà ÷¼òíî;

(2) s1 6 2 +
∑
n>3

(n − 2)sn, ãäå sn � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ n

êîíöàìè;

(3) èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ïîâåðõíîñòü ñ áîëåå ÷åì îäíèì êîíöîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 4.1, à òàêæå ïðàâèë ñêëåéêè àòîìà èç

ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé, êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà ëþáîãî íåìèíèìàêñíî-

ãî àòîìà êîíå÷íîãî òèïà îïèñûâàåòñÿ ãðàôîì, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-

ñÿ ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõíîñòè, à ð¼áðàìè � èõ êîíöû. Ñòåïåíè âåðøèí ýòîãî

ãðàôà ðàâíû ÷èñëó êîíöîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé. Èç

òîãî, ÷òî â ëþáîì ãðàôå ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ÷¼òíà, ñëåäóåò óñëîâèå

(1). Óñëîâèå (2) � ýòî óñëîâèå ñâÿçíîñòè ãðàôà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî

ñâÿçíîãî ãðàôà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå E > V − 1, ãäå E � ÷èñëî ð¼áåð, V
� ÷èñëî âåðøèí (ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ãðàô ÿâëÿåòñÿ

äåðåâîì). Â íàøåì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà V =
∑
n>1

sn, E = 1
2

∑
n>1

nsn,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå. Íàêîíåö, åñëè â äàííîì íàáîðå èìåþò-

ñÿ òîëüêî ïîëóêðåñòû ñ îäíèì êîíöîì, òî åäèíñòâåííàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü,

êîòîðóþ èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü, � ýòî ïîëîñà, òðèâèàëüíî ðàññëîåííàÿ íà

ïðÿìûå, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè äâóõ ïîëóêðåñòîâ. Òàêèì

îáðàçîì, â íàáîðå äîëæíà áûòü õîòÿ áû îäíà ïîâåðõíîñòü ñ áîëåå ÷åì îäíèì

êîíöîì.

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1)-(3). Ïóñòü V1, V2, . . . , Vm � âõîäÿùèå

â äàííûé íàáîð ïîâåðõíîñòè ñ áîëåå ÷åì îäíèì êîíöîì, m > 0. Äëÿ êàæäîãî

k = 1, . . . ,m − 1 ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëåèì ïðîèçâîëüíûé ñâîáîäíûé (ò. å. åù¼

íå ñêëååííûé) êîíåö ïîâåðõíîñòè Vk ñ íåêîòîðûì êîíöîì ïîâåðõíîñòè Vk+1.

Â ñèëó óñëîâèÿ (2) êîëè÷åñòâî ïîëóêðåñòîâ ñ îäíèì êîíöîâ íå ïðåâîñõîäèò

÷èñëà ñâîáîäíûõ êîíöîâ â ïîëó÷åííîé ñêëåéêå ïîâåðõíîñòåé V1, . . . , Vm. Ïî-

ýòîìó êàæäûé ïîëóêðåñò ìîæíî ïîäêëåèòü ê îäíîìó èç êîíöîâ êàêîé-íèáóäü

ïîâåðõíîñòè Vk. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü. Îñòà-

¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ ñâîáîäíûõ êîíöîâ ÷¼òíî, ïîýòîìó èõ

ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçáèòü íà ïàðû è â êàæäîé ïàðå îòîæäåñòâèòü.

Íàêîíåö, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ïîâåðõíîñòü V
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àòîìîì, òî åñòü èìååò ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ, çàäàâàåìî-

ãî íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèåé f . Íî íà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè

òàêàÿ ôóíêöèÿ óæå åñòü: ýòî ôóíêöèÿ Re(x + iy)n. ßñíî, ÷òî ïðè îïèñàí-

íûõ ñêëåéêàõ êîíöîâ ïîâåðõíîñòåé ýòè ôóíêöèè ñøèâàþòñÿ â åäèíóþ ãëàäêóþ

ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ íà âñåé ïîâåðõíîñòè V .

Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî êîìïàêòíîìó ñëó÷àþ, òåîðåìû 4.1, 4.2 ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü

àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ íåìèíèìàêñíûõ àòîìîâ êîíå÷íîãî òèïà. Äëÿ êàæ-

äîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

òåîðåìû 4.2, íóæíî ðàññìîòðåòü âñå äîïóñòèìûå âàðèàíòû ñêëåéêè èõ êîíöîâ.

Êàæäàÿ òàêàÿ ñêëåéêà çàäà¼òñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé σ ∈ Sn, ãäå n � îáùåå
÷èñëî êîíöîâ âñåõ ïîâåðõíîñòåé äàííîãî íàáîðà. ßñíî, ÷òî ïåðåñòàíîâêà σ çà-

äà¼ò ñêëåéêó àòîìà èç ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
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êîãäà âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ (òðèâèàëüíûé ñëó÷àé ñêëåéêè äâóõ ïîëóêðåñòîâ

ñ îäíèì êîíöîì ìû íå ðàññìàòðèâàåì):

1) σ � èíâîëþöèÿ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê;

2) ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ïîâåðõíîñòü ñâÿçíà.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê σ ÷åðåç S.

Òàê æå, êàê è â êîìïàêòíîì ñëó÷àå, ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ðàñïî-

çíàâàíèÿ, êàêèå ïåðåñòàíîâêè èç ìíîæåñòâà S äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò,

ò. å. îäèíàêîâûå àòîìû. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàññìîòðåòü äåéñòâèå ñîïðÿæåíèÿìè

íà ìíîæåñòâå S ïîäãðóïïû H ⊂ Sn, ïîðîæä¼ííîé ïåðåñòàíîâêàìè îäèíàêîâûõ

ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé äàííîãî íàáîðà, à òàêæå èõ ñèììåòðèÿìè. Äâå ïå-

ðåñòàíîâêè σ′, σ′′ ∈ S çàäàþò îäèíàêîâûå àòîìû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíè

ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå ýòîãî äåéñòâèÿ.

Îïèøåì åù¼ îäèí ñïîñîá ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ íåêîìïàêòíûõ íåìèíèìàêñíûõ

àòîìîâ êîíå÷íîãî òèïà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ïîíÿòèå êîìïàêòèôèêàöèè àòîìà.

Ïóñòü V � íåêîìïàêòíûé íåìèíèìàêñíûé àòîì êîíå÷íîãî òèïà. Åñëè îí íå

ñîäåðæèò ïîëóêðåñòîâ, òî ïðåâðàòèì êàæäûé åãî ïðîêîëîòûé êðåñò â êðåñò,

äîáàâèâ â åãî öåíòð îäíó òî÷êó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðûé êîìïàêòíûé

àòîì Ṽ . Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà àòîì V ñîäåðæèò ïîëóêðåñòû. Òîãäà

ìíîæåñòâî åãî ëåíò (ñì. îïðåäåëåíèå 10) íåïóñòî. Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî �êîí-

öîâ� âñåõ ëåíò íà ïàðû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â îäíîé ïàðå îêàçàëèñü �êîíöû�

äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ èëè äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ëåíò, ëèáî äâà �êîíöà� îäíîé è

òîé æå ëåíòû (ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê êàæäàÿ ëåíòà èìååò äâà �êîíöà�).

Äàëåå â êàæäîé ïàðå �ñêëåèì� äâà �êîíöà� äðóã ñ äðóãîì. Áîëåå ôîðìàëüíî,

äëÿ êàæäîé ïàðû �êîíöîâ� íóæíî äîáàâèòü ê àòîìó ïîëóèíòåðâàë (0, ε] èëè
[−ε, 0) è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îí ñîñòîÿë èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ êàæäîãî èç

äâóõ �êîíöîâ�, à èìåííî, òî÷êà c íà èíòåðâàëå äîëæíà áûòü ïðåäåëüíîé äëÿ

ëèíèé óðîâíÿ {f = c}, ñîäåðæàùèõñÿ â äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåíòàõ. Â èòîãå

ïîëó÷èì íåêîòîðûé àòîì, íå ñîäåðæàùèé ëåíò, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîëóêðå-

ñòîâ. Ïðèìåíÿÿ ê íåìó îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó êîìïàêòèôèêàöèè, ïîëó-

÷èì êîìïàêòíûé (íå îáÿçàòåëüíî ìîðñîâñêèé) àòîì Ṽ . Àòîì Ṽ áóäåì íàçûâàòü

êîìïàêòèôèêàöèåé àòîìà V . Àòîì Ṽ áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíîé êîìïàê-

òèôèêàöèåé àòîìà V , åñëè àòîì V íå ñîäåðæàë ëåíò, ëèáî �êîíöû� êàæäîé åãî

ëåíòû áûëè ñêëååíû äðóã ñ äðóãîì â àòîìå Ṽ . ßñíî, ÷òî ó êàæäîãî íåêîìïàêò-
íîãî íåìèíèìàêñíîãî àòîìà êîíå÷íîãî òèïà (a, b) (ñì. îïðåäåëåíèå 12) ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ Ṽ , èìåþùàÿ òèï (a′, b),
ãäå a < a′ 6 b.

Îïèøåì òåïåðü ïðîöåäóðó, îáðàòíóþ ê êîìïàêòèôèêàöèè. Êîìïàêòíûé

íåìèíèìàêñíûé àòîì Ṽ êîíå÷íîãî òèïà íàçîâ¼ì àòîìîì ñ îòìå÷åííûìè òî÷-

êàìè è äóãàìè, åñëè íåêîòîðûå åãî êðèòè÷åñêèå òî÷êè îòìå÷åíû è íåêîòîðûå

èç îòìå÷åííûõ òî÷åê ñîåäèíåíû íåïðåðûâíûìè äóãàìè ñ òî÷êàìè íà ãðàíèöå

àòîìà, ïðè÷¼ì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ òàêèõ äóã ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé

îòìå÷åííîé òî÷êè;

2) îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà êàæäóþ äóãó ñòðîãî ìîíîòîííî;

3) äîïîëíåíèå ê îáúåäèíåíèþ âñåõ îòìå÷åííûõ òî÷åê è äóã ñâÿçíî.
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Óäàëèì èç àòîìà Ṽ âñå îòìå÷åííûå òî÷êè è äóãè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîì-

ïàêòíûé àòîì V . Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. Ëþáîé íåêîìïàêòíûé íåìèíèìàêñíûé àòîì êîíå÷íîãî òè-

ïà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç êîìïàêòíîãî íåìèíèìàêñíîãî àòîìà êîíå÷íîãî

òèïà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè è äóãàìè ïóò¼ì óäàëåíèÿ ýòèõ òî÷åê è äóã.

Áîëåå òîãî, ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó íåêîìïàêòíîìó íåìèíèìàêñíîìó àòîìó

êîíå÷íîãî òèïà åãî ìèíèìàëüíîé êîìïàêòèôèêàöèè óñòàíàâëèâàåò âçàèì-

íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì íåêîìïàêòíûõ íåìèíè-

ìàêñíûõ àòîìîâ êîíå÷íîãî òèïà è ìíîæåñòâîì êîìïàêòíûõ íåìèíèìàêñ-

íûõ àòîìîâ êîíå÷íîãî òèïà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè è äóãàìè, îáëàäàþùèõ

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êàæäîå êîëüöî àòîìà ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé îò-

ìå÷åííîé äóãè.

Çàìå÷àíèå 4.5. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùà-

þòñÿ íà ñëó÷àé áîëåå òîíêîé êëàññèôèêàöèè àòîìîâ, à èìåííî êëàññèôèêàöèè

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäè-

ìî ïðèíÿòü ïðåäïîëîæåíèå î ìîðñîâîñòè ôóíêöèè f . Äåëî â òîì, ÷òî ñëîåíèÿ
â îêðåñòíîñòè âûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè ôóíêöèè f ìîãóò áûòü òîïîëîãè-

÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, íî íå ïåðåâîäèòüñÿ äðóã â äðóãà äèôôåîìîðôèçìîì.

Òåîðåìû 4.1, 4.2 â íîâûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îñòàíóòñÿ â ñèëå, åñëè èç ñïèñêà ýëå-

ìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé âû÷åðêíóòü âñå êðåñòû, êðîìå ìîðñîâñêîãî êðåñòà ñ

÷åòûðüìÿ êîíöàìè (îòâå÷àþùåãî ñåäëîâîé íåâûðîæäåííîé îñîáåííîñòè).

� 5. Êîäèðîâàíèå àòîìîâ ïðè ïîìîùè f-ãðàôîâ

Â ñëó÷àå ìîðñîâñêîé ôóíêöèè f íà êîìïàêòíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M2

À.À. Îøåìêîâûì [25] áûëî ïðåäëîæåíî óäîáíîå ñðåäñòâî êëàññèôèêàöèè àòî-

ìîâ. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé íåìèíèìàêñíûé àòîì (ïðåäñòàâëÿþùèé

ñîáîé äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü) çàìåíÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì îáúåêòîì, à èìåííî,

ãðàôîì ñïåöèàëüíîãî âèäà (f -ãðàôîì). Îêàçûâàåòñÿ, ïîíÿòèå f -ãðàôà ìîæ-

íî îáîáùèòü è íà íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé, òîëüêî îíî ñòàíåò íåñêîëüêî áîëåå

ñëîæíûì.

Îïðåäåëåíèå 17. Êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô ñ îðèåíòèðîâàííûìè ð¼áðàìè

(âîçìîæíî, ñ ïåòëÿìè è êðàòíûìè ð¼áðàìè) íàçîâ¼ì f -ãðàôîì, åñëè îí óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Âñå âåðøèíû ãðàôà èìåþò ñòåïåíü 1, 2, 3 èëè 4.

2. Êàæäîå ð¼áðî ãðàôà îêðàøåíî â îäèí èç äâóõ öâåòîâ (äëÿ îïðåäåë¼ííî-

ñòè ñèíèé è êðàñíûé) òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû ÷èñëî

èíöèäåíòíûõ åé ð¼áåð êàæäîãî öâåòà íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, ïðè÷¼ì ñèíèõ

ð¼áåð íå ìåíüøå, ÷åì êðàñíûõ.

3. Åñëè êàêîé-òî âåðøèíå èíöèäåíòíû äâà ðåáðà îäíîãî öâåòà, òî îäíî èç

íèõ âõîäèò â ýòó âåðøèíó, à äðóãîå âûõîäèò èç íå¼.

4. Êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 3 èëè 4 ïðèïèñàíà ìåòêà ε = ±1.
5. Êàæäîìó öèêëó èç êðàñíûõ ð¼áåð (â òîì ÷èñëå ïåòëÿì) ïðèïèñàíà ìåòêà

δ ∈ {0, 1}.

Çàìå÷àíèå 5.1. Óñëîâèå 2 â îïðåäåëåíèè f -ãðàôà îçíà÷àåò, ÷òî:
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• êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 1 èíöèäåíòíî ñèíåå ðåáðî;

• êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 2 èíöèäåíòíû ëèáî äâà ñèíèõ ðåáðà, ëèáî îäíî

ñèíåå è îäíî êðàñíîå;

• êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 3 èíöèäåíòíû äâà ñèíèõ ðåáðà è îäíî êðàñíîå;

• êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 4 èíöèäåíòíû äâà ñèíèõ è äâà êðàñíûõ ðåáðà.

Çàìå÷àíèå 5.2. Èç îïðåäåëåíèÿ f -ãðàôà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ð¼-

áåð îäíîãî öâåòà (êàê ñèíåãî, òàê è êðàñíîãî) ðàçáèâàåòñÿ â íåñâÿçíîå îáúåäè-

íåíèå îðèåíòèðîâàííûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ è ïóòåé.

Îïðåäåëåíèå 18. Äâà f -ãðàôà íàçîâ¼ì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí ìîæíî

ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëåäóþùèõ îïåðàöèé. Ðàçðåøàåòñÿ

çàìåíÿòü îðèåíòàöèþ âñåõ ð¼áåð îäíîãî öâåòà âäîëü êàêîãî-òî öèêëà èëè ïóòè

è îäíîâðåìåííî çàìåíÿòü íà ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ ε-ìåòîê âñåõ âåðøèí

â ýòîì öèêëå èëè ïóòè. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè f -ãðàôîâ áóäåì íàçûâàòü

f -èíâàðèàíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 19. f -àòîìîì íàçîâ¼ì àòîì êîíå÷íîãî òèïà, äëÿ êîòîðîãî

ôèêñèðîâàíî ðàçáèåíèå åãî êîëåö è ëåíò íà ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå

(èíà÷å ãîâîðÿ, ôèêñèðîâàíî íàïðàâëåíèå ðîñòà ôóíêöèè f).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó àòîìó ñîîòâåòñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ äâà f -àòîìà,

ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà èçìåíåíèåì íàïðàâëåíèÿ ðîñòà ôóíêöèè f íà

ïðîòèâîïîëîæíîå. Ýòè äâà f -àòîìà ñîâïàäàþò â òîì ñëó÷àå, åñëè àòîì äîïóñ-

êàåò ñèììåòðèþ, ìåíÿþùóþ ìåñòàìè ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êîëüöà

è ëåíòû.

Òåîðåìà 5.1. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ìíîæåñòâîì A âñåõ íåìèíèìàêñíûõ f -àòîìîâ è ìíîæåñòâîì I âñåõ

f -èíâàðèàíòîâ çà èñêëþ÷åíèåì êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàôà ñ äâóìÿ âåð-

øèíàìè è îäíèì ñèíèì ðåáðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì â ÿâíîì âèäå îòîáðàæåíèå υ : A → I, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå êàæäîìó f -àòîìó íåêîòîðûé f -èíâàðèàíò. Ïóñòü äàí íåêîòîðûé

f -àòîì V . Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îðèåíòàöèþ íà êîìïîíåíòàõ åãî

ãðàíèöû, ïðèíàäëåæàùèõ îòðèöàòåëüíûì êîëüöàì è ëåíòàì (ýòè ãðàíè÷íûå

îêðóæíîñòè è ïðÿìûå ïîñëóæàò îðèåíòèðîâàííûìè öèêëàìè è ïóòÿìè èç ñè-

íèõ ð¼áåð f -ãðàôà). Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå àòîìà V íà ýëåìåíòàðíûå

ïîâåðõíîñòè V1, . . . , Vr. Äëÿ êàæäîé ïîâåðõíîñòè Vi ðàññìîòðèì ñîäåðæàùèåñÿ

â íåé ÷àñòè ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ îòðèöàòåëüíûõ êîëåö è ëåíò, è

äëÿ êàæäîé èç íèõ îòìåòèì ïî îäíîé òî÷êå â êà÷åñòâå âåðøèíû f -ãðàôà. À

èìåííî, åñëè ýòî ÷àñòü ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè èëè âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ãðàíè÷íîé

ïðÿìîé, òî âûáèðàåì íà íåé òî÷êó ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (íàïðèìåð, ìîæíî

âçÿòü êîíåö ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé Γ̃k, ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1). Åñ-

ëè æå ýòî ÷àñòü ãðàíè÷íîé ïðÿìîé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ âíóòðåííåé (÷òî âîçìîæíî

ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà Vi � ïîëóêðåñò), òî îòìåòèì å¼ ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ëåæà-

ùóþ â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ïîëóêðåñòà (ñì. îïðåäåëåíèå 16) íà âåùåñòâåííîé

îñè {y = 0}. Îòìå÷åííûå òàêèì îáðàçîì òî÷êè îáðàçóþò âåðøèíû f -ãðàôà è
çàäàþò ðàçáèåíèå îðèåíòèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ îòðè-

öàòåëüíûõ êîëåö è ëåíò àòîìà V íà ñèíèå ð¼áðà f -ãðàôà (ðèñ. 11, a, b; íà ýòîì
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è ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ ñèíèå ð¼áðà îòìå÷åíû ñïëîøíîé ëèíèåé, êðàñíûå �

øòðèõîâîé).

a b

cd

¶=+1 ¶=+1

¶=+1

¶=+1 ¶=+1 ¶=+1

¶=+1
¶=+1

¶=+1

¶=-1

∆=0

∆=0
∆=0

∆=1

∆=1

Ðèñ. 11. Ïîñòðîåíèå f -ãðàôà ïî f -àòîìó

Äàëåå äëÿ êàæäîé ïîâåðõíîñòè Vi (êðîìå ïîëóêðåñòîâ, ñîäåðæàùèõ òîëüêî

îäíó âåðøèíó f -ãðàôà) ïîñòðîèì öèêë èëè ïóòü èç êðàñíûõ ð¼áåð. Äëÿ ýòîãî

íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíèòü êðàñíûìè ð¼áðàìè �ñîñåäíèå� îòâå÷àþùèå

ïîâåðõíîñòè Vi âåðøèíû f -ãðàôà. Â ñëó÷àå êðåñòà èëè ïðîêîëîòîãî êðåñòà ïî-

ëó÷èì öèêë èç êðàñíûõ ð¼áåð (â ÷àñòíîñòè, ïåòëþ, åñëè êðåñò èëè ïðîêîëîòûé

êðåñò èìååò äâà êîíöà), à â ñëó÷àå ïîëóêðåñòà � ïóòü (ðèñ. 11, ñ). Áîëåå ôîð-

ìàëüíî ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ êðàñíûõ ð¼áåð ìîæíî îïèñàòü òàê. Ðàññìîòðèì

ïîâåðõíîñòü Vi â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè è ðàññìîòðèì îáõîä îêîëî îñîáîé òî÷-

êè (0, 0). Òîãäà âåðøèíû, îòâå÷àþùèå ïîâåðõíîñòè Vi, ñîåäèíÿþòñÿ êðàñíûìè

ð¼áðàìè â ïîðÿäêå ýòîãî îáõîäà. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå îáõîäà çàäà¼ò ñîãëàñî-

âàííóþ îðèåíòàöèþ íà âñåõ êðàñíûõ ð¼áðàõ.

Ïîÿñíèì òåïåðü, êàê âûáèðàåòñÿ ìåòêà ε. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñòåïåíè

áîëüøå äâóõ ìîæíî ñðàâíèòü îðèåíòàöèè ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íå¼ ñèíåãî è êðàñ-

íîãî öèêëîâ (ïóòåé). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü ïîâåðõ-
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íîñòè Vi â ïëîñêîñòè R2, è ïóñòü ϕ � ïîëÿðíûé óãîë â ýòîé ïëîñêîñòè. Òîãäà

ϕ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð íà îäíîöâåòíûõ öèêëàõ è ïóòÿõ. Ñèíèé

è êðàñíûé öèêëû (ïóòè), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ âåðøèíó, îðèåíòèðîâàíû

îäèíàêîâî, åñëè îðèåíòàöèÿ êàæäîãî èç íèõ îäíîâðåìåííî ëèáî ñîãëàñîâàíà

ñ íàïðàâëåíèåì âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà ϕ, ëèáî ïðîòèâîïîëîæíà åìó. Èíà÷å

ñêàæåì, ÷òî ñèíèé è êðàñíûé öèêëû (ïóòè) îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíî.

Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ äàííîé âåðøèíû ïîëàãàåì ε = +1, âî âòîðîì ε = −1
(ðèñ. 12). Ïîÿñíèì, ÷òî íàïðàâëåíèå îáõîäà âîêðóã îñîáîé òî÷êè ýëåìåíòàðíîé

ïîâåðõíîñòè çàäà¼ò íà íåé îðèåíòàöèþ, à ñëåäîâàòåëüíî, è îðèåíòàöèþ å¼ ãðà-

íèöû. Ìåòêà ε ïîêàçûâàåò, ñîâïàäàåò ýòà îðèåíòàöèÿ ñ îðèåíòàöèåé äàííîãî

ñèíåãî öèêëà (ïóòè) èëè íåò.

¶=+1

¶=+1

¶=-1

¶=+1

¶=-1

Ðèñ. 12. Öèêë è ïóòü èç êðàñíûõ ð¼áåð

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì öèêëû èç êðàñíûõ ð¼áåð. Ýòè öèêëû ìîãóò îòâå÷àòü

äâóì òèïàì ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé: êðåñòó ëèáî ïðîêîëîòîìó êðåñòó. Â

ïåðâîì ñëó÷àå ïðèïèñûâàåì äàííîìó öèêëó ìåòêó δ = 1, âî âòîðîì δ = 0.
Èòàê, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ f -ãðàôà ïî äàííîìó f -àòîìó çàâåðø¼í (ðèñ. 11, d).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäàâàÿ èçíà÷àëüíî îðèåíòàöèþ íà êðàÿõ îòðèöàòåëüíûõ

êîëåö è ëåíò äðóãèì ñïîñîáîì, à òàêæå ìåíÿÿ íàïðàâëåíèå îáõîäà ýëåìåíòàð-

íûõ ïîâåðõíîñòåé ïðè ïîñòðîåíèè êðàñíûõ ð¼áåð, ìû ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíûé

f -ãðàô. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî êîððåêòíîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âñåõ

f -àòîìîâ âî ìíîæåñòâî âñåõ f -èíâàðèàíòîâ.

Òåïåðü íàì íóæíî ïîñòðîèòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, âîññòàíàâëèâàþùåå ïî

f -èíâàðèàíòó (òî÷íåå, åãî ïðåäñòàâèòåëþ â âèäå f -ãðàôà) ñîîòâåòñòâóþùèé
f -àòîì. Äëÿ ýòîãî, àíàëîãè÷íî êîìïàêòíîìó ñëó÷àþ, óêàæåì ïðîöåäóðó ñêëåé-

êè f -àòîìà èç êîíå÷íîãî íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rj = ([−ε, ε]× [−1, 1])\({0}×
{−1, 1}) áåç äâóõ òî÷åê íà ãðàíèöå (ñì. ðèñ. 13). Ïîÿñíèì, ÷òî íà ýòè ïðÿìî-

óãîëüíèêè àòîì ðàñïàäàåòñÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ ïî âñåì êðèâûì Γ̃k äëÿ âñåõ ýëå-

ìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé Vi, ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 (êðèâûå Γ̃k èãðàþò

ðîëü íåêîìïàêòíîãî àíàëîãà ñåïàðàòðèñ îñîáîé òî÷êè). Êàæäûé ïðÿìîóãîëü-

íèê Rj ñîñòàâëåí ïðè ýòîì èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ Πk (ñì. çàìå÷àíèå 4.4),

ïðèíàäëåæàùèõ ñîñåäíèì ýëåìåíòàðíûì ïîâåðõíîñòÿì.

Âûáåðåì íåêîòîðûé f -ãðàô, ïðåäñòàâëÿþùèé äàííûé f -èíâàðèàíò, è çàíó-

ìåðóåì åãî ñèíèå ð¼áðà ÷èñëàìè îò 1 äî n. Äëÿ ñêëåéêè f -àòîìà íàì ïîíà-
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Ðèñ. 13. Ïðÿìîóãîëüíèê Rj

äîáèòñÿ n ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rj , j = 1, . . . , n: êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê îòâå÷àåò

íåêîòîðîìó ñèíåìó ðåáðó. Çàäàäèì íà ãðàíèöå êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà îðèåí-

òàöèþ è îáîçíà÷èì ñîñòàâëÿþùèå å¼ îòðåçêè è ïîëóèíòåðâàëû ÷åðåç a±j , p
±
j , q

±
j ,

ãäå j � íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèíåãî ðåáðà (ðèñ. 13). Ïðîèçâåä¼ì ñêëåéêó

f -àòîìà â íåñêîëüêî øàãîâ.

Øàã 1. Åñëè â íåêîòîðîé âåðøèíå f -ãðàôà ñõîäÿòñÿ äâà ñèíèõ ðåáðà ñ íî-

ìåðàìè j è l, ïðè÷¼ì j-å ðåáðî âõîäèò â âåðøèíó, à l-å âûõîäèò èç íå¼, òî

ñêëåèì ïîëóèíòåðâàë p−j ñ ïîëóèíòåðâàëîì q−l (èõ îðèåíòàöèè ïðè ýòîì äîëæ-

íû áûòü ïðîòèâîïîëîæíû). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íàáîð ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì,

ó êîòîðûõ îäíà êîìïîíåíòà ãðàíèöû ñêëååíà èç îòðåçêîâ âèäà b−j (ýòî ãðàíèöà

îòðèöàòåëüíîãî êîëüöà èëè ëåíòû f -àòîìà), à äðóãèå èìåþò âèä p+j a
+
j q

+
j .

Øàã 2. Äîîïðåäåëèì ε-ìåòêó äëÿ âåðøèí ñòåïåíè 2, èíöèäåíòíûõ ð¼áðàì

ðàçíûõ öâåòîâ. À èìåííî, ïîëîæèì ε = +1, åñëè îáà ðåáðà îäíîâðåìåííî

âõîäÿò â ýòó âåðøèíó èëè âûõîäÿò èç íå¼, è ε = −1, åñëè îäíî ðåáðî âõîäÿùåå,

à äðóãîå âûõîäÿùåå. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå êðàñíîå ðåáðî, èäóùåå

èç âåðøèíû X1 â âåðøèíó X2 (â ñëó÷àå, êîãäà äàííîå êðàñíîå ðåáðî � ïåòëÿ,

âåðøèíû X1 è X2 ñîâïàäàþò). Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âåðøèíû X1, X2

èìåþò ñòåïåíè íå ìåíüøå 3, ïðè÷¼ì âåðøèíà X1 ÿâëÿåòñÿ êîíöîì j-ãî ñèíåãî
ðåáðà è íà÷àëîì l-ãî ñèíåãî ðåáðà, à âåðøèíà X2 ÿâëÿåòñÿ êîíöîì m-ãî ñèíåãî
ðåáðà è íà÷àëîì s-ãî ñèíåãî ðåáðà (ðèñ. 14). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε1 è ε2 ε-ìåòêè
â âåðøèíàõ X1 è X2. Â çàâèñèìîñòè îò èõ çíà÷åíèé ìû ñêëåèâàåì îäíó èç

ñëåäóþùèõ ïàð ïîëóèíòåðâàëîâ:

• q+l è p+m, åñëè ε1 = ε2 = +1;

• q+l è q+s , åñëè ε1 = +1 è ε2 = −1;

• p+j è p+m, åñëè ε1 = −1 è ε2 = +1;

• p+j è q+s , åñëè ε1 = ε2 = −1.

Ïðè ýòîì îòðåçêè, îáîçíà÷àåìûå îäèíàêîâûìè áóêâàìè (p èëè q), ñêëåèâàþòñÿ
âñåãäà ñ ñîãëàñîâàííîé îðèåíòàöèåé, à îòðåçêè, îáîçíà÷àåìûå ðàçíûìè áóêâà-

ìè, � ñ ïðîòèâîïîëîæíîé. Â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí X1, X2

èìååò ñòåïåíü 2, ïðàâèëà ñêëåéêè òî÷íî òàêèå æå.

Ïîñëå òîãî êàê äëÿ âñåõ êðàñíûõ ð¼áåð ïðîèçâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñêëåé-

êè, óäàëèì èç ïîëó÷èâøåéñÿ ïîâåðõíîñòè âñå ïîëóèíòåðâàëû p±j , q
±
j , îñòàâøè-

åñÿ íå ñêëååííûìè.
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Ðèñ. 14. Ñêëåéêà, îòâå÷àþùàÿ êðàñíîìó ðåáðó

Øàã 3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåë¼ííûìè âûøå ïðàâèëàìè ñêëåéêè êàæäîìó

öèêëó èç êðàñíûõ ð¼áåð ñîîòâåòñòâóåò ïðîêîëîòûé êðåñò. Äîáàâèì â åãî öåíòð

îñîáóþ òî÷êó, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ δ-ìåòêà ðàâíà 1, è îñòàâèì âñ¼, êàê åñòü,

åñëè δ = 0.

Òåì ñàìûì ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ f -àòîìà ïî äàííîìó f -ãðàôó çàâåðø¼í.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ f -ãðàôîâ îïèñàííàÿ ïðî-

öåäóðà äà¼ò ýêâèâàëåíòíûå f -àòîìû, à òàêæå ÷òî ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó f -àòîìàìè è f -èíâàðèàíòàìè âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Òåîðåìà 5.1 äîêàçà-

íà.

Çàìå÷àíèå 5.3. f -ãðàô, ñîñòîÿùèé èç äâóõ âåðøèí è îäíîãî ñèíåãî ðåáðà,

ñîîòâåòñòâóåò îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîãî ñëîÿ, ãîìåîìîðôíîãî ïðÿìîé, ò.å. îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ðåãóëÿðíûõ ïðÿìûõ.

Çàìå÷àíèå 5.4. Èç êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1,

ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà àòîì íå ñîäåðæèò êðåñòîâ, ëþáîé îòâå÷àþ-

ùèé åìó f -ãðàô ÿâëÿåòñÿ åãî äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì è, ñëåäîâàòåëüíî,

ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí åìó. Äëÿ àòîìîâ, ñîäåðæàùèõ êðåñòû, ýòî óòâåð-

æäåíèå òàêæå ñòàíåò âåðíûì, åñëè ñòÿíóòü â òî÷êó âñå êðàñíûå öèêëû f -ãðàôà
ñ δ-ìåòêîé, ðàâíîé 1.

Òåîðåìà 5.1 è çàìå÷àíèå 5.4 äàþò ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è êëàññèôèêàöèè íåìèíèìàêñíûõ àòîìîâ êîíå÷íîãî òèïà, à òàêæå äëÿ

èçó÷åíèÿ ìíîãèõ èõ ñâîéñòâ, íàïðèìåð, ãðóïïû ñèììåòðèé, ãîìîòîïè÷åñêèõ

ñâîéñòâ è ò. ä. Â ÷àñòíîñòè, â òåðìèíàõ f -ãðàôà ëåãêî ïîíÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñîîò-

âåòñòâóþùèé àòîì îðèåíòèðóåìûì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñå öèêëû f -ãðàôà,
ñîäåðæàùèå ð¼áðà ðàçíûõ öâåòîâ, è êàæäîìó òàêîìó öèêëó ïîñòàâèì â ñîîò-

âåòñòâèå ÷èñëî ±1, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ ε-ìåòîê âñåõ âåðøèí öèêëà, â êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå öâåòà ð¼áåð. Ïðè ýòîì åñëè êàêàÿ-òî âåðøèíà (ñòåïåíè

4) âñòðå÷àåòñÿ â öèêëå äâàæäû, òî è å¼ ε-ìåòêà ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû. Äëÿ

âåðøèí ñòåïåíè 2, èíöèäåíòíûõ ð¼áðàì ðàçíûõ öâåòîâ, äîîïðåäåëèì ε-ìåòêó
òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1: ïîëîæèì ε = +1, åñëè îáà ðåá-

ðà îäíîâðåìåííî âõîäÿò â âåðøèíó èëè âûõîäÿò èç íå¼, è ε = −1, åñëè îäíî

ðåáðî âõîäÿùåå, à äðóãîå âûõîäÿùåå. ×èñëà ±1, ñîïîñòàâëåííûå ðàçíîöâåò-

íûì öèêëàì f -ãðàôà, íàçîâ¼ì êðóãîâûìè ìåòêàìè. ßñíî, ÷òî êðóãîâûå ìåòêè
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íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå f -ãðàôà íà ýêâèâàëåíòíûé åìó. Ñëåäîâàòåëüíî, íà-

áîð êðóãîâûõ ìåòîê ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå

f -èíâàðèàíòîâ.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü V � íåìèíèìàêñíûé àòîì êîíå÷íîãî òèïà, è G �

ïðîèçâîëüíûé èç äâóõ îòâå÷àþùèõ åìó f -èíâàðèàíòîâ. Òîãäà àòîì V îðè-

åíòèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êðóãîâûå ìåòêè f -èíâàðèàíòà G
ðàâíû +1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì íà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè àòîìà V
îðèåíòàöèþ ñ ïîìîùüþ öèêëà (ïóòè) èç êðàñíûõ ð¼áåð (íà ïîëóêðåñòàõ, íå ñî-

äåðæàùèõ êðàñíûõ ð¼áåð, îðèåíòàöèþ ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ñèíèõ ð¼áåð

è âíåøíåé íîðìàëè). Àòîì V áóäåò îðèåíòèðóåìûì, åñëè ïðè îáõîäå âäîëü

ëþáîãî öèêëà ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ (çàäàííàÿ íà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ïî-

âåðõíîñòè) íå ïîìåíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé öèêë, âëîæåííûé â àòîì

V . Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.4 ñóùåñòâóåò èçîòîïíûé åìó öèêë γ, ïðîõîäÿùèé èñêëþ-

÷èòåëüíî ïî ð¼áðàì f -ãðàôà. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ìåòêà ε ïîêàçûâàåò,
ñîîòâåòñòâóåò ëè îðèåíòàöèÿ ñèíèõ ð¼áåð âûáðàííîé îðèåíòàöèè ýëåìåíòàðíîé

ïîâåðõíîñòè èëè íåò. Òàêèì îáðàçîì, ìåòêà ε = +1 ïðè ïåðåõîäå îò êðàñíîãî

ðåáðà ê ñèíåìó (èëè íàîáîðîò) îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè, à

ìåòêà ε = −1 � å¼ èçìåíåíèå. ßñíî, ÷òî ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ïðè îáõîäå âäîëü
öèêëà γ îñòà¼òñÿ ïðåæíåé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà ïîìåíÿëàñü

÷¼òíîå ÷èñëî ðàç. À ýòî â òî÷íîñòè ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ

êðóãîâàÿ ìåòêà ðàâíà 1. Òåîðåìà 5.2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5.5. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àòîì îðèåíòèðóåì òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ f -ãðàô, ïðåäñòàâëÿþùèé îäèí èç äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ

f -èíâàðèàíòîâ, ó êîòîðîãî âñå ε-ìåòêè (âêëþ÷àÿ ε-ìåòêè âåðøèí ñòåïåíè 2,

èíöèäåíòíûõ ðàçíîöâåòíûì ð¼áðàì) ðàâíû +1.

Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ f -ãðàôîâ ïðèâåä¼ì êëàññè-

ôèêàöèþ àòîìîâ ìàëîé ñëîæíîñòè. Ïîíÿòèå ñëîæíîñòè àòîìà îïðåäåëèì ïî

àíàëîãèè ñ êîìïàêòíûì ñëó÷àåì.

Îïðåäåëåíèå 20. Ñëîæíîñòüþ íåìèíèìàêñíîãî àòîìà êîíå÷íîãî òèïà (a, b)

íàçîâ¼ì öåëîå èëè ïîëóöåëîå ÷èñëî b/2. (Íàïîìíèì, ÷òî b � ýòî ÷èñëî ñâÿç-

íûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà C \ K, ãäå C � îñîáûé ñëîé àòîìà, K � ìíîæåñòâî

ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f .)

Çàìå÷àíèå 5.6. Ñëîæíîñòü àòîìà ðàâíà ïîëîâèíå êîëè÷åñòâà ñèíèõ ð¼áåð

ëþáîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðàôà.

Òåîðåìà 5.3.

• Èìååòñÿ 3 îðèåíòèðóåìûõ àòîìà ñëîæíîñòè 1/2, êîòîðûì îòâå÷àþò

4 f -àòîìà. Íåîðèåíòèðóåìûõ àòîìîâ ñëîæíîñòè 1/2 íåò.
• Èìååòñÿ 15 îðèåíòèðóåìûõ àòîìîâ ñëîæíîñòè 1, êîòîðûì îòâå÷à-

þò 24 f -àòîìà, è 4 íåîðèåíòèðóåìûõ àòîìà ñëîæíîñòè 1, êîòîðûì
îòâå÷àþò 5 f -àòîìîâ.

Àòîìû ñëîæíîñòè 1/2 è 1, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå f -ãðàôû ïðåäñòàâëåíû

â òàáëèöàõ, ñëåäóþùèõ íèæå. Íàïðîòèâ êàæäîãî àòîìà èçîáðàæåíû îäèí èëè

äâà f -ãðàôà, ïðåäñòàâëÿþùèå f -èíâàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ f -àòîìîâ.
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� Àòîì f -ãðàôû
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2 ¶=+1

∆=0

3
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¶=+1 ¶=+1
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� Àòîì f -ãðàôû
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9

10

11
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12
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� Àòîì f -ãðàôû
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¶=+1 ¶=+1

14

¶=+1

¶=+1

¶=+1

15 ¶=+1
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Àâòîð áëàãîäàðèò À. Ò. Ôîìåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìà-

íèå ê ðàáîòå, Å. À. Êóäðÿâöåâó çà ìíîãî÷èñëåííûå öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïëî-

äîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, À. À. Îøåìêîâà çà ïîñòàíîâêó âîïðîñà, ðåø¼ííîãî â

òåîðåìå 4.2.
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