
4 Внешняя производная (внешний дифференциал).
Объем риманова многообразия. Интеграл диффе-
ренциальной формы по многообразию

4.1 Внешняя производная (внешний дифференциал)
Пусть M — гладкое многообразие и ω ∈ Ωk(M) — дифференциальная форма на нем.
Пусть в локальной системе координат эта форма имеет вид

ω =
∑
(i)

Ti1...ikdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik .

Определим операцию внешнего дифференцирования d : Ωk(M) → Ωk+1(M), которая
каждой дифференциальной форме степени k сопоставляет дифференциальную форму
степени k + 1.

В каждой локальной системе координат эта операция определяется так.

Определение 1 (на языке дифференциальных форм).

dω :=
∑
(i)

(dTi1...ik(x)) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik =
∑
(i)

∑
α

∂Ti1...ik(x)

∂xα
dxα ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Обозначим ∂A
∂xi0

= ∂i0A.

Определение 1′ (на языке тензорных полей). Пусть ω = {ωi1...ik} — кососиммет-
рическое тензорное поле в локальной системе координат на M . Положим

(dω)i0i1...ik := (k + 1)∂[i0ωi1...ik].

Задача 1. Два определения 1 и 1′ внешнего дифференциала эквивалентны.

Задача 2. Эквивалентным образом,

(dω)i0i1...ik = ∂i0ωi1...ik − ∂i1ωi0i2...ik + · · · ± ∂ikωi0...ik−1
=

k∑
α=0

(−1)α
∂ωi0...îα...ik

∂xiα
.

Покажем, что эта операция корректно определена, т.е. не зависит от выбора кон-
кретной системы координат.

Задача 3. Если {aj1...jli1...ik
} — тензор, то {∂i0a

j1...jl
i1...ik

} — не тензор (приведите пример).

Теорема 1. Если {ωi1...ik} — тензорное поле, то {(dω)i0i1...ik} — тензорное поле.

Доказательство. При замене локальных координат (x) → (x′) компоненты тензора ω
преобразуются по тензорному закону: ωi′1...i′k = ωi1...ik

∂xi1

∂xi
′
1
. . . ∂x

ik

∂xi
′
k
⇒

∂[i′0
ωi′1...i′k] = ∂

∂x[i′0

(
ωi1...ik

∂xi1

∂xi
′
1
. . . ∂x

ik

∂xi
′
k

]

)
=

= ∂i0ωi1...ik
∂xi0

∂x[i′0

∂xi1

∂xi
′
1
. . . ∂x

ik

∂xi
′
k

]
+ωi1...ik

(
∂2xi1

∂x[i′0∂xi
′
1
. . . ∂x

ik

∂xi
′
k

]
+ · · ·+ ∂xi1

∂x[i′1
. . . ∂2xik

∂xi
′
0∂xi

′
k

]

)
лем.2, [i′0i

′
1 . . . i

′
k] = [[i′0i

′
1] . . . i′k]

=

= ∂i0ωi1...ik
∂x[i0

∂xi
′
0

∂xi1

∂xi
′
1
. . . ∂x

ik]

∂xi
′
k

+ 0
лем.3
=
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Лемма 2. ξj1[i1
. . . ξjkik] = ξ

[j1
i1
. . . ξ

jk]
ik

.

Доказательство. ξj1[i1
. . . ξjkik] = 1

k!

∑
α∈Σk

(−1)αξj1iα(1
. . . ξjkik)

умнож-е чисел коммут.
=

= 1
k!

∑
α∈Σk

(−1)α
−1

ξ
jα−1(1

i1
. . . ξ

jk)

ik
= ξ

[j1
i1
. . . ξ

jk]
ik

.

Лемма 3. a[i1...ik]b
i1...ik = ai1...ikb

[i1...ik].

Доказательство.
∑
(i)

a[i1...ik]b
i1...ik = 1

k!

∑
α∈Σk

(−1)α
∑
(i)

aiα(1...ik)
bi1...ik =

= 1
k!

∑
α∈Σk

(−1)α
∑
(j)

aj1...jkb
jα−1(1...jk) =

∑
(j)

aj1...jkb
[j1...jk].

лем.3
= ∂[i0αi1...ik]

∂xi0

∂xi
′
0

∂xi1

∂xi
′
1
. . . ∂x

ik

∂xi
′
k
. Таким образом, операция d из определения 1′ преобра-

зует тензорное поле в тензорное поле (т.е. является тензорной). Теорема 1 доказана.

Теорема 2 (алгебраические свойства операции d). Операция d : Ωk(Mn)→ Ωk+1(Mn)
обладает следующими свойствами:

а) линейность: d(α+ β) = dα+ dβ, d(cα) = cdα, где c = const;
б) d2α = d(dα) = 0;
в) правило Лейбница: d(α∧β) = dα∧β+ (−1)kα∧dβ, где α ∈ Ωk(Mn), β ∈ Ω`(Mn).

Доказательство. а) очевидно;
б) 1

(k+1)(k+2) (d2α)iji1...ik = ∂[i∂[jαi1...ik]]
св-во Alt

= ∂[[i∂j]αi1...ik]

∂i∂j = ∂j∂i
= 0;

в) см. задачу 4.

Задача 4. Докажите правило Лейбница для операции d (см. п.в) теоремы 2).

4.2 Внешняя дифференциальная форма как функционал на
касательных векторах

Пусть M — гладкое многообразие, (x1, . . . , xn) — локальные координаты, ω = ω(k) =∑
i1<···<ik

Ti1...ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik — дифференциальная форма ранга k на M .

Пусть ξ1, . . . , ξk ∈ TPM — касательные векторы. Тогда
ω(ξ1, . . . , ξk) =

∑
i1<···<ik

Ti1...ikdxi1∧· · ·∧dxik(ξ1, . . . , ξk)
опр.2 из лекц.3

=
∑

i1<···<ik
Ti1...ik det(ξilj ).

Пример 4.1. Пусть ω = dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . Тогда ω(ξ1, . . . , ξk) = det(ξilj ) — объем парал-
лелепипеда Π′ = Pri1...ik(Π) в подпространстве Rk(ei1 , . . . , eik) ⊂ Rn — проекции на это
подпространство параллелепипеда Π = Π(ξ1, . . . , ξk), натянутого на вектора ξ1, . . . , ξk.
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4.3 Гомоморфизм алгебр внешних дифференциальных форм,
индуцированный гладким отображением многообразий

Пусть F : Mm → Nn — гладкое отображение гладких многообразий, точка P ∈ M .
Определим гомоморфизмы векторных пространств

F∗ = dPF : TPM → TF (P )N — гомоморфизм касательных пространств,
F ∗0 : T ∗F (P )N → T ∗PM — сопряженный гомоморфизм,
F ∗k : Λk(T ∗F (P )N) → Λk(T ∗PM) — гомоморфизм пространств внешних дифференци-

альных k-форм, определяемый формулой

(F ∗kω(k))(ξ1, . . . , ξk) := ω(k)(F∗(ξ1), . . . , F∗(ξk)),

где ω(k) ∈ Λk(T ∗F (P )N), ξ1, . . . , ξk ∈ TPM .
В локальных координатах ω(k) = ωi1...ik(y)dyi1 ∧ · · · ∧ dyik , F : x 7→ y = y(x),

F ∗kω(k) := ωi1...ik(y(x))
∂yi1

∂xi
′
1

dxi
′
1 ∧ · · · ∧ ∂y

ik

∂xi
′
k

dxi
′
k .

Задача 5. Докажите, что оператор F ∗ =
∞⊕
k=0

F ∗k : Λ(N) → Λ(M) сохраняет опера-

ции ∧ и d, т.е. является гомоморфизмом дифференциальных алгебр. Указание:
аналогично доказательству тензорности операций ∧ и d (см. лемму 0 или задачу 3 из
лекции 3, теорему 1 из лекции 4).

4.4 Вычисление объема области на римановом многообразии
(I) Объем области, содержащейся в одной карте. Рассмотрим Rn(x1, . . . , xn).
Пусть D ⊂ Rn — компактная область (т.е. компакт, совпадающий с замыканием своей
внутренности), ΠP (dx1∂x1 , . . . ,dxn∂xn) — прямоугольный параллелепипед, натянутый
на базисные вектора ∂x1 , . . . , ∂xn ∈ TPRn, с длинами сторон dx1, . . . ,dxn.

Частный случай: gij = δij — стандартная евклидова метрика. Тогда полагаем

voln(D) :=

∫
D

1dx1 . . . dxn.

Общий случай: Пусть (Mn, g) — риманово многообразие, (x) — локальные ко-
ординаты на Mn, gij(x) — риманова метрика в этой карте, g(x) := det(gij(x)) > 0.
Предполагаем, что компактная область D ⊂ M содержится в одной карте U(x) ⊂ M .
Тогда полагаем

voln(D) :=

∫
D(x)

√
g(x)dx1 . . . dxn.

Определение 2. Подынтегральное выражение
√
g(x)dx1 . . . dxn в определении вели-

чины voln(D) называется элементарным объемом на римановом многообразии (M, g).
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Корректность определения (независимость объема области от локальной
системы координат):

Лемма 4. Объем области, содержащейся в одной карте, не меняется при замене
криволинейных координат в этой карте.

Доказательство. При замене локальных координат (x) → (x′) в данной карте имеем
g′i′j′ = ∂xj

∂x′j
′ gij

∂xi

∂x′i
′ , поэтому √

g′(x′) = |det(
∂x

∂x′
)|
√
g(x). (∗)

Поэтому объем области D, содержащейся в одной карте,

voln(D) :=

∫
D(x)

√
g(x)dx1 . . . dxn

мат.ан.
=

∫
D(x′)

√
g(x)|det(

∂x

∂x′
)|dx′1 . . . dx′n (∗)

=

=

∫
D(x′)

√
g′(x′)dx′

1
. . . dx′

n
,

т.е. объем не зависит от выбора локальных координат в данной карте.

Замечание (объем и кососимметрический тензор максимального ранга на римановом
многообразии). Предположим, что на M задан ориентированный атлас. Из формулы
(∗) получаем, что при замене криволинейных координат (x) → (x′) функция

√
g(x)

преобразуются по формуле
√
g′(x′) = det( ∂x∂x′ )

√
g(x). Напомним, что по такой же фор-

муле преобразуется существенная компонента T1...n любого кососимметричного тензор-
ного поля ранга n (см. следствие 4 из лекции 3). Значит, функция

√
g(x) является

существенной компонентой некоторого кососимметричного тензорного поля voln = dσ
ранга n на M , называемого ориентированным элементарным объемом (или ориенти-
рованной формой объема) риманова многообразия (M, g). В любой локальной систе-
ме координат (x) данного ориентированного атласа ориентированная форма объема

voln =
√
g(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn .

Вывод: Элементарный объем voln =
√
g(x)dx1 . . . dxn на ориентированном рима-

новом многообразии (Mn, g) можно рассматривать как кососимметричное тензорное
поле максимального ранга с существенной компонентой

√
g(x) (так как существенная

компонента T1...n :=
√
g преобразуется по верному закону — умножение на det( ∂x∂x′ )).

Два обоснования определения объема области, содержащейся в карте:
(1)Mn ⊂ RN — регулярная поверхность, регулярная параметризация ~r = ~r(x1, . . . , xn) ∈

RN , D = ~r(Ω) ⊂ U(x) ⊂ Mn. Фиксируем малое ε > 0, разобъем область Ω ⊂ Rn на ма-
ленькие кубики ΠXk(dx1∂x1 , . . . ,dxn∂xn) со стороной dxj = ε, с вершинамиXk ∈ Ω∩εZn
в узлах решетки Ω ∩ εZn. Положим

πk := ~r(ΠXk(dx1∂x1 , . . . ,dxn∂xn))

— “искривленный параллелепипед” с вершиной Pk = ~r(Xk). Тогда ребра этого искрив-
ленного параллелепипеда πk касаются ребер параллелепипеда

π̃k := ΠPk(dx1a1, . . . ,dx
nan),
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где aj := d~r(∂xj ) = ∂~r(Xk)
∂xj — канонический базис TPkM по отношению к локальным

координатам (x).

Имеем
D =

⋃
k

πk, volnD(x) =
∑
k

volnπk ≈
∑
k

volnπ̃k(= объем “чешуи”
⋃
k

π̃k),

volnπk ≈ volnπ̃k = volnΠPk(a1, . . . , an)dx1 . . . dxn.

Лемма 5. volnΠ(a1, . . . , an) =
√
g, где g = det(gij), gij = 〈ai, aj〉 — матрица Грама

набора векторов a1, . . . , an ∈ RN .

Доказательство. Ортогонализуем набор векторов {a1, . . . , an}: имеем (a1, . . . , an) =
(e1, . . . , en)A для некоторого ортонормированного набора векторов (e1, . . . , en). Тогда
(gij) = G = ATEA = ATA; ⇒ g = detG = (detA)2 опр. объема

= (volnΠ(a1, . . . , an))2,
ЧТД

(2) Пусть Mn ⊂ Rn+1 — гиперповерхность-график xn+1 = f(x1, . . . , xn). Пусть n —
единичная нормаль маленькой площадки dσ в точке, voln(D) ≈

∑
dσ;

α — угол между нормалью n = gradF
|gradF | и en+1 = (0, . . . , 0, 1), где F = xn+1 − f(x). ⇒

Объем площадки dσ равен

dσ =
dx

cosαn+1
=

dx1 . . . dxn

cosαn+1
= (∗∗)

(подставим cosαn+1 = 〈n, en+1〉 =
〈(−fx1 ,...,−fxn ,1),(0,...,0,1)〉√

1+
n∑
i=1

f2
xi

= 1√
1+

n∑
i=1

f2
xi

)

=

√√√√1 +

n∑
i=1

f2
xidx

1 . . . dxn.
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Лемма 6. 1 +
n∑
i=1

f2
xi = g.

Доказательство. Для нахождения первой квадратичной формы поверхности Mn най-
дем ее параметризацию: ~r(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)), канонический базис:
~rxi = ei + fxien+1, 1 ≤ i ≤ n. ⇒
gij = 〈ei+fxien+1, ej +fxjen+1〉 = δij +fxifxj . То есть, G = E+aTa, где обозначено a =
(a1, . . . , an) := (fx1 , . . . , fxn). Поэтому g = detG = det(E+aTa) = λ1 . . . λn = 1+

∑n
i=1 a

2
i

(так как вектор aT и ортогональные ему являются собственными для оператора с мат-
рицей E + aTa с собственными значениями λ1 = 1 + |a|2 и λ2 = · · · = λn = 1).

(II) Объем большой области. Пусть M покрыто картами {Uα}Nα=1, (
(α)

x ) : Uα
≈−→

Dn ⊂ Rn — локальные координаты (координатный гомеоморфизм) на этой карте, M =⋃
α
Uα. Более точно, M =

N⋃
α=1

Uα, α-я карта — это пара (Uα, ϕα), где ϕα = (
(α)

x ).

Теорема 3 (о существовании разбиения единицы). Для любого конечного открытого
покрытия Uα ≈ Dn ⊂ Rn (α = 1, . . . , N) ∃ набор функций {fα(x)}Nα=1 на Mn (называе-
мый разбиением единицы, подчиненным данному покрытию), такой что:

1) fα ∈ C∞(M), fα(x) ≥ 0 на M ,
2) fα = 0 вне Uα,

3)
N∑
α=1

fα(x) = 1 на всем M .

Доказательство. См. [Дубровин, Новиков, Фоменко, с.465–467, 469].

Определение 3. voln(D) :=

=
∫
D

√
g(x)dx1 . . . dxn =

∫
D

(
N∑
α=1

fα(x))
√
g(x)dx1 . . . dxn =

N∑
α=1

∫
D

fα(x)
√
g(x)dx1 . . . dxn =

=
N∑
α=1

∫
D∩Uα

fα(x)
√
g(x)dx1 . . . dxn =

N∑
α=1

∫
D∩Uα

(α)

f α (x)

√
(α)

g (x)dx1 . . . dxn . Здесь и далее

через (
(α)

x ) = (
(α)

x
1

, . . . ,
(α)

x
n

) обозначены локальные координаты на карте Uα; и для лю-

бого тензорного поля T типа (p, q) на M через {
(α)

T
i1...ip

j1...jq (x)} обозначены компоненты

этого тензорного поля в локальных координатах (x) = (
(α)

x ).

Теорема 4. Объем voln(D) не зависит от выбора разбиения единицы, и даже от
выбора покрытия M картами.

Доказательство. Пусть дано еще одно покрытие M картами U ′α′ ⊂ M , U ′α′ ≈ Dn ⊂
Rn (α′ = 1, . . . , N ′), и пусть {f ′α′(x)}N ′α′=1 — разбиение единицы, подчиненное этому
покрытию. Объем области D для покрытия картами {Uα} и разбиения единицы {fα}
равен

voln(D) =

N∑
α=1

∫
D∩Uα

(α)

f α (x)

√
(α)

g (x)dx1 . . . dxn
(
∑
α′
f ′
α′=1)

=
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=

N∑
α=1

N ′∑
α′=1

∫
D∩Uα∩U ′α′

(α)

f α (x)
(α)

f ′α′ (x)

√
(α)

g (x)dx1 . . . dxn
(∗), мат.ан.

=

=

N∑
α=1

N ′∑
α′=1

∫
D∩Uα∩U ′α′

(α′)

f α (x′)
(α′)

f ′ α′ (x′)

√
(α′)
g (x′)dx′

1
. . . dx′

n
(
∑
α
fα=1)

=

=

N ′∑
α′=1

∫
D∩U ′

α′

(α′)

f ′ α′ (x′)

√
(α′)
g (x′)dx′

1
. . . dx′

n
.

Полученное выражение совпадает с объемом областиD для покрытияM картами {U ′α′}
и разбиения единицы {f ′α′}, ЧТД

4.5 Интегрирование дифференциальной формы по гладкому
многообразию

Пусть многообразие M ориентировано, т.е. на нем задан ориентированный атлас.
Пусть D ⊂ M — компактная область. Аналогично определению 3 объема voln(D),
определим (с помощью разбиения единицы) интеграл

∫
D

T любого кососимметричного

тензорного поля T максимального ранга по области D:∫
D

T :=

N∑
α=1

∫
D∩Uα

(α)

f α (x)
(α)

T 1...n (x)dx1 . . . dxn,

где (
(α)

x ) = ϕα — локальные координаты в α-й карте (Uα, ϕα) ориентированного атласа,
{fα} — разбиение единицы, подчиненное покрытию {Uα}.

Корректность определения. При замене локальных координат (x) → (x′) ори-
ентированного атласа имеем аналог формулы (∗):

T ′1...n
сл.4 из лекц.3

= det(
∂x

∂x′
)T1...n

ор-ть атласа
= |det(

∂x

∂x′
)|T1...n.

Поэтому верны аналоги леммы 4 и теоремы 4 о корректности определения интеграла:

Лемма 4′. Интеграл по области, содержащейся в одной карте, не зависит от выбора
локальных координат ориентированного атласа.

Теорема 4′. Интеграл
∫
D

T по компактной области D не зависит от выбора разбиения

единицы, и даже от выбора покрытия M картами.

Задача 6. Как изменится (а) интеграл
∫
D

T , (б) объем voln(D) при замене ориентации

многообразия M на противоположную?

Ответ: интеграл
∫
D

T изменит только знак (интеграл 2-го рода), а объем voln(D) не

изменится (интеграл 1-го рода).
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4.6 Упражнения к лекции 4
Упражнение 4.1. Два определения 1 и 1′ внешнего дифференциала эквивалентны.

Упражнение 4.2. Определения 1 и 1′ внешнего дифференциала эквивалентны сле-
дующему:

(dω)i0i1...ik = ∂i0ωi1...ik − ∂i1ωi0i2...ik + · · · ± ∂ikωi0...ik−1
=

k∑
α=0

(−1)α
∂ωi0...îα...ik

∂xiα
.

Упражнение 4.3. Если {aj1...jli1...ik
} — тензор, то {∂i0a

j1...jl
i1...ik

} — не тензор (приведите
пример).

Упражнение 4.4. Докажите правило Лейбница для операции d (см. п. (в) теоремы
2).

Упражнение 4.5. Докажите, что оператор F ∗ =
∞⊕
k=0

F ∗k : Λ(N) → Λ(M) сохраняет

операции ∧ и d, т.е. является гомоморфизмом дифференциальных алгебр. Ука-
зание: аналогично доказательству тензорности операций ∧ и d (см. лемму 0 или задачу
3 из лекции 3, теорему 1 из лекции 4).

Упражнение 4.6. Как изменится (а) интеграл
∫
D

T , (б) объем voln(D) при замене

ориентации многообразия M на противоположную?

Ответ: интеграл
∫
D

T изменит только знак (интеграл 2-го рода), а объем voln(D) не

изменится (интеграл 1-го рода).
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