


Фоменко Анатолий Тимофеевич, дфмн, 
профессор, академик РАН, заведующий 
кафедрой. Руководитель проекта 
«Современные геометрические методы и 
их приложения» Росс. Научного Фонда.

Научные интересы: Многомерное 
вариационное исчисление, минимальные 
поверхности,   геометрическая теория групп 
и алгебр Ли, симплектическая геометрия и 
топология,  гамильтоновы динамические 
системы. Новое научное направление –
теория топологической классификации 
интегрируемых динамических систем  и их 
симметрий.  Построение инвариантов, 
описывающих  топологический тип и 
группы симметрий особенностей  
(бифуркаций) функций, гладких 
отображений и  векторных полей. Руководит 
курсовыми, дипломными и 
диссертационными работами. Некоторые 
темы см.  например, на сайте, в разделе 
«Наши диссертации». Результаты, 
получаемые в том числе студентами и 
аспирантами,  применяются в геометрии, 
топологии,  в математической физике и 
теоретической механике. 

https://rscf.ru/project/21-11-00355/


Шафаревич Андрей Игоревич, дфмн, 
профессор, член-корр. РАН. 
Декан мехмата МГУ. 
Руководитель проекта "Геометрические 
асимптотики, интегрируемые системы и 
квантование", поддержанного 
Российским Научным Фондом. 

Научные интересы: математическая физика, 
геометрическое и асимптотическое 
квантование, геометрическая и 
асимптотическая теория уравнений в 
частных производных, спектральная теория. 
Теория квазиклассического квантования 
инвариантных многообразий гамильтоновых 
систем. Квантование комплексных 
многообразий и многообразий с 
особенностями. Спектральная геометрия 
операторов с сингулярными 
коэффициентами и операторов на 
сингулярных пространствах. 
Асимптотическая теория нелинейных 
уравнений в частных производных.  
Руководит курсовыми, дипломными и 
диссертационными работами.   

https://rscf.ru/project/22-11-00272/


Иванов Александр Олегович, дфмн, 
профессор, зам. заведующего кафедрой, 
зам. декана по науке. Руководитель 
индустриальным проектом «Изучение 
метрики, структуры и размерности 
многообразий методами дифф. 
геометрии» по применению геометрии 
к анализу данных. 
Научные интересы: геометрические 
оптимизационные задачи (минимальные 
сети, минимальные заполнения), 
дискретная геометрия (геометрия 
многогранников, геометрическая теория 
графов), метрическая геометрия 
(геометрия пространств Александрова, 
геометрия групп), компьютерная 
геометрия, анализ данных. В течение 
многих лет вместе с профессором 
А.А.Тужилиным руководит 
исследовательским семинаром по 
геометрии экстремальных сетей, 
руководит курсовыми, дипломными и 
диссертационными работами. Некоторые 
актуальные исследовательские задачи 
можно найти на сайте кафедры 
(http://dfgm.math.msu.su) и лаборатории 
(http://dcglab.uniyar.ac.ru).

http://dfgm.math.msu.su/
http://dcglab.uniyar.ac.ru/






Кудрявцева Елена Александровна, дфмн, 
профессор, профессор РАН. Руководила 
научными проектами «Топология и алгебра 
теории интегрируемых систем:новые 
направления и приложения
» (2017-2021) при поддержке Российского 
научного фонда. Трое учеников - стипендиаты 
фонда БАЗИС.

Научные интересы: Гамильтоновы системы –
теория возмущений, небесная механика, 
топологические инварианты магнитных полей. 
Теоретическая геофизика. Интегрируемые 
гамильтоновы системы – симплектические и 
топологические инварианты, структурно 
устойчивые особенности. Маломерная 
топология – минимизация числа точек 
пересечения и совпадения, разветвленные 
накрытия. Теория особенностей: топология 
пространств функций и градиентоподобных 
потоков с заданными особенностями. Имеет 34 
соавторов, 15 из  которых - зарубежные 
математики, 10 - студенты, аспиранты и 
постдоки.
Руководит курсовыми, дипломными и 
диссертационными работами.

https://rscf.ru/project/20-11-18031/
https://rscf.ru/project/17-11-01303/






Ведюшкина (Фокичева) Виктория 
Викторовна, д.ф.м.н., профессор. 
Лауреат Премии правительства Москвы 
для молодых ученых 2019 года, Медали 
РАН для молодых ученых 2020, 
Шуваловской премии МГУ 2021.
Руководит проектом "Обобщенные 
интегрируемые биллиарды: их 
топологические свойства и 
квазиклассические асимптотики 
соответствующих квантовых систем" 
при поддержке Росс. Научного Фонда.
Научные интересы: интегрируемые 
гамильтоновы системы, теория 
математического биллиарда, маломерная 
топология.
Обнаружила новые классы интегрируемых 
биллиардов – топологические биллиарды и 
биллиардные книжки. Дала полную 
классификацию топологических 
биллиардов. Оказалось, что многие важные 
эффекты, наблюдаемые в сложных 
проблемах физики и механики, наглядно и 
эффективно моделируются системами на 
подходящих «биллиардных книжках». 
Руководит студентами и аспирантами, 
семинаром по теории биллиардов

https://rscf.ru/project/22-71-10106/


Пржиялковский Виктор Владимирович, 
д.ф.-м.н., профессор. Лауреат премии 
правительства Москвы для молодых 
ученых 2019 г. Руководит проектом в 
рамках конкурса Junior Leader
фонда «БАЗИС».

Научные интересы: бирациональная 
геометрия, многообразия Фано,
группы автоморфизмов многообразий, 
рациональность,
взвешенные полные пересечения, 
зеркальная симметрия.
Является соруководителем научно-
исследовательского семинара 
им. В.А. Исковских (МГУ-МИАН). 
Работает в МИАН (ведущий
научный сотрудник) и ВШЭ (заместитель 
заведующего лабораторией
зеркальной симметрии).

https://basis-foundation.ru/general-competitions/math/research-grants/jr-leader/winners












Коняев Андрей Юрьевич, кфмн, 
доцент. Создатель и издатель 
научно-популярного издания N+1.
Руководитель проекта 
«Особенности интегрируемых 
систем» при поддержке Московск. 
центра фундаментальной и 
прикладной математики.

Научные интересы: Алгебра и 
геометрия интегрируемых систем, 
алгебры Ли,  пуассонова и 
бигамильтонова геометрии.  Вопросы 
глобального строения 
симплектических слоений. 
Классификация алгебр Ли с 
орбитами малой размерности, 
дискриминант спектральной кривой 
и бифуркационная диаграмма 
отображения момента  на 
классических комплексных алгебрах 
Ли. Геометрия Нийенхейса (совм. с 
А.В.Болсиновым и В.С.Матвеевым)

https://nplus1.ru/
https://mathcenter.ru/science-contest-results-2020-02-05




Кибкало Владислав Александрович, 
кфмн, ассистент. Финалист Конкурса 
Мебиуса за 2021 и Конкурса фонда 
«Талант и Успех» для молодых 
математиков России за 2021.
Руководитель проекта "Интегрируемые 
системы динамики в неевклидовых 
пространствах и топология 
некомпактных слоений" при поддержке 
Росс. Научного Фонда.

Научные интересы:
- теория интегрируемых гамильтоновых 
систем, близкие вопросы из геометрии, 
механики, алгебры, теории особенностей.
- механика в псевдо-евклидовых прост-вах, 
на алгебрах Ли.
- интегрируемые биллиарды и маломерная 
топологии, геодезические потоки
- вопросы применения геометрических 
методов к задачам из приложений, в том 
числе из анализа данных (проверка 
гипотезы о многообразии для выхода 
некоторой нейросети).
Руководит студентами, соруководитель 
семинара по теории биллиардов.

https://rscf.ru/project/22-71-10106/


Белозеров Глеб 
Владимирович, 
ассистент кафедры. 
Область научных 
интересов: 
интегрируемые 
гамильтоновы системы, 
интегрируемые 
биллиарды, маломерная 
топология.



Геометрия и 
математическая 
физика.

А.И. Шафаревич



Пример 1. Комплексная 
геометрия в квантовой механике

Одномерное движение 
классической 
частицы (шарик). 
Силы (потенциаль-
ная энергия) сосре-
доточены на 
отрезке.



Поведение шарика определяется геометрией кривой 
постоянной энергии 

Прохождение:

2

( )
2

U x E
p

+ =
max ( )E U x>



Отражение: max ( )E U x<





Движение квантовой частицы (электрона): геометрия 
комплексной кривой постоянной  энергии

1 2x x ix= + 1 2p p ip= +

2 2
1 2

1 ( ) Re
2

p p U E− + = 1 2 Im 0p p U+ =

Двумерная поверхность в четырехмерном пространстве



Ненулевая вероятность отражения и ненулевая 
вероятность прохождения.

Вычисление вероятностей: интегралы по циклам
на поверхности





Пример 2. Классическая и квантовая динамика
на множествах переменной размерности.



Точечные частицы, двигавшиеся по ребрам, 
размазываются по кривым на поверхностях.

Статистика числа частиц: связь с аналитической 
теорий чисел































Общий ответ — задача 
аналитической теории чисел об 
абстрактных простых



Интегрируемые системы 
и биллиарды.

Топология, геометрия, 
симметрии, особенности. 

А.Т.Фоменко

В.В.Ведюшкина В.А.Кибкало Г.В.Белозеров







Топология и механика
• Гамильтоновы уравнения на ���(��, … ��, 	�, … 	�) : строим

по энергии � �⃗, 	⃗ – динамическую систему
�
� = ��(�, 	)

�	 , 	
� = − �� �, 	

�� ,                             
• Если в �� две функции �, � 

постоянны вдоль решений (�(�), 	(�)), 
то решение целиком лежит на пересечении 

��,� = � = � ∩ � = �
• На практике: для почти всех (ℎ, �)

непустое пересечение состоит 
из торов �� = �� × ��. Теорема Лиувилля.

• Бифуркации (перестройки) торов.

• Особые точки: где �, � линейно зависимы. 

• Невырожденность: обобщение « 
 !
 " = 0 ⇒ см. знак 

 $!
 "$ ≠ 0 »



Лиувиллева (топологическая) эквивалентность



Геодезический поток на квадриках

• Уравнение геодезических

• Геодезический поток как 
гамильтонова система:

� = 1
2 ( )*+ ,*  ,+

*,+
                      

• Софокусные квадрики в �-
��

. − / + 1�

2 − / + 3�

4 − / = 1             
Вектора скорости траектории - геодезической 
(на эллипсоиде / = 0) всегда касаются 
фиксированного гиперболоида 
из того же софокусного семейства







Волчок Эйлера, инварианты и биллиарды
Волчок Эйлера – тв. тело, закрепл. шарниром в центре масс. 
В разных зонах энергии H разные инварианты-молекулы.
Эквивалентен геодезическому потоку на эллипсоиде. 
Софокусные биллиарды на CW-комплексах: моделируют их.

Атомы А – устойчивое вращение вокруг большой, малой осей 
инерции. Атом С� – неустойчивое вращение, вокруг средней.



Открытые задачи, направления

• Топологический анализ систем механики и матем. 
физики, их аналогов для разных алгебр Ли

• Изучение слоений с некомпактными слоями: 
бифуркации слоев могут происходить без особых точек.

• Комбинация обобщений биллиардов: CW-комплексы, 
потенциал, метрика, проскальзывание вдоль границы

• Движение частицы по квадрикам в многомерном 
пространстве, ограниченных ими областях,
пересечениям квадрик.

• Изучение коммутирующих перестановок
для 1-клеток (корешков) книжек, 
их влияния на топологию слоения. 



Геометрическая топология 

Е.А.Кудрявцева



Совместные научные исследования Е.А.Кудрявцевой



изучает «хорошие» отображения f: M → N (например, непрерывные 
или гладкие) и их топологические инварианты - т.е. свойства, не 
меняющиеся при любых «деформациях» отображения.
Геометрические методы.

Задача 1. Пусть f: M → N - отображение графа M в поверхность N, являющееся 
погружением (т. е. локально инъективно и регулярно).
Описать топологический инвариант I = I(f) на множестве погружений
f: M → N, т.ч. f и g гомотопны в классе погружений <==> I(f) = I(g).

Решение: 
2016: Д.А. Пермяков (канд. дисс.): для всех N кроме RP2 (ответ: циклический 
порядок ребер в вершине, индекс самопересечения цикла),

2016: М.А. Ивашковский (4 курс): для N = RP2 (статья, лучший доклад на 
конференции «Ломоносов-2017»).

Геометрическая топология

http://dfgm.math.msu.su/files/0diss/diss-permyakov.pdf
https://arxiv.org/pdf/1611.09634v1.pdf


Дифференциальная топология:  
комплекс функций Морса, 16-я 
проблема Гильберта.

Задача 2. Для данного набора овалов γ 
на плоскости построить многочлен 
P=P(x,y) т.ч. h(γ) = {P = 0}, 
lim|z| → ∞ P(x,y) = +∞, z = x + iy,
где h: R2 → R2 – гомеоморфизм.

Пример: многочлен степени 2k, где k —
число овалов:
P(x,y) = |z-z1|2…|z-zk|2 – |z-w1|2…|z-wm|2 =: 
Q(x,y) - R(x,y),  m < k.
Ф-ция Морса f(x,y) = Q(x,y) / R(x,y).

Задача 3. Описать все функции Морса и 
их перестройки (типов I–V и их 
комбинации). Описать граф функций.

Морсовские критические точки: 
1925: М. Морс: x2+y2, x2-y2, -x2-y2 (тип A1).    
2022: А.С. Оревкова (5 курс), Крит. точки типов A,D,E:
Приведение гладких функций к нормальной форме 
вблизи критических точек

Пусть M=M2

— двумерная 
поверхность, 
f: M → R.

https://www.chebsbornik.ru/jour/article/view/1410/1029


Интегрируемые гамильтоновы системы,
их топологические и симплектические инварианты

2022: Лекторий (А.А.Ошемков, А.Ю.Коняев, Е.А.Кудрявцева)
2017-2021: Проект «Топология и алгебра 
интегрируемых гамильтоновых систем» (ИГ систем)

ИГ система dx/dt = v(x) задана гладким отображением 
F=(f1,...,fn): M2n → Rn, где {fi, fj}=0, ω( ,vi) = dfi, v = v1. 
Возникает лагранжево слоение с особенностями:
слои La — связные компоненты множеств уровня 
{x: F(x)=a}. Компактные регулярные слои — торы Tn.

Задача 1. Изучить слоение вблизи некомпактных слоев.
Примеры решений:
1906: Т. Леви-Чивита, регуляризация задачи Кеплера (z → w = z2),
2012: Е.А. Кудрявцева: рег. cлои - сферы с ручками и проколами, 
2019-21: С.С. Николаенко: некомп. сингулярные слои (канд. дисс.)

b b

a

a

c

c

d
d

a

a
b

b

http://dfgm.math.msu.su/videolectures.php
http://dfgm.math.msu.su/RSF_project.php
https://arxiv.org/pdf/1203.5455.pdf
https://www.mathnet.ru/links/d8007c2b480b488dcb7345003f2a743a/cheb1126.pdf
https://www.mathnet.ru/links/f91d7ecaf3cb12948360b8ac20facdd5/sm9349.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0diss/diss-nikolaenko.pdf


Наши студенты и аспиранты на 
конференциях

Стипендиаты фонда БАЗИС: М.В. Онуфриенко (2022, 2023), А.С. Оревкова
(2022), В.А. Трифонова (2021-2023) (рук. Е.А. Кудрявцева).
Грант РФФИ для аспирантов: К.С. Ворушилов (2020-2021), рук. А.А. Ошемков.

Достижения студентов и аспирантов кафедры

2021: Конференция международных 
математических центров, Сочи:
Ф.И. Лобзин  (на фото), М.В. Онуфриенко.

3rd International Conference on Integrable Systems 
& Nonlinear Dynamics, Ярославль:
Ф.И. Лобзин, М.В. Онуфриенко, Д. Акпан.

International Conference «Algebraic and Geometric 
Methods of Analysis», Одесса:
А.С. Оревкова (пленарный доклад).



Задача 2. Описать все структурно устойчивые особые слои.

Складка: V(y) = y2.  Cборка Уитни: VΙ(y) = y3 + Ι y. Обобщение:
1998: В.В. Калашников, Параболические особенности с 
резонансами (кандидатская диссертация).

Ласточкин хвост: VΙ(y) = y4 - Ι2 y2 + Ι1 y. Обобщение:
2023: М.В. Онуфриенко (6 курс), Бифуркации параболических 
особенностей с резонансами,  Classification of singularities of 
smooth functions with a finite cyclic symmetry group

f1(x, y, I, ϕ) = x2 + VΙ(y), f2(x, y, I, ϕ) = Ι.

https://rdcu.be/c7TQx


Задача 3. Описать все лагранжевы слоения с особенностями, 
имеющие заданую базу (т.е. пространство слоев):



Задача 4. Описать все поверхности вращения и центральные потенциалы на 
них V(|r|), т.ч. все решения уравнения Ньютона d2r / dt2 = - grad V(|r|) 
периодичны.

Решения:
1873: Бертран: евклидова плоскость R2 => два «замыкающих» потенциала: 
гравитационный V1(|r|) = -A/|r| + B и упругий V2(|r|) = A|r|2 + B.
1877: Дарбу, 1992: Perlick: поверхности вращения без экваторов => два или один 
«замыкающих» потенциала: V1(|r|), V2(|r|) (или только V2(|r|)).
1978: А. Бессе: груши Таннери с нулевым потенциалом V0(|r|) = B.

2015-18: Д.А. Федосеев: поверхности вращения с экваторами =>
по сути  V1(|r|), V2(|r|), V3(|r|) (кандидатская диссертация),
Механические системы с замкнутыми орбитами на многообразиях вращения

2019: С.А. Подлипаев: поверхности вращения с магнитным полем и нулевым  
потенциалом (3 курс), Суперинтегрируемые бертрановы магнитные 
геодезические потоки

V1V1V1V1

V2

http://dfgm.math.msu.su/files/0diss/diss-fedoseev.pdf
https://www.mathnet.ru/links/bfbee0ec2d7346487a4fe64ecde3f92e/sm8425.pdf
https://rdcu.be/cBp4d


Геометрические методы в 
Небесной механике 



Почти вся масса Солнечной 
системы (99,87%) сосредоточена в 
Солнце. Массы остальных тел –
это малые параметры задачи.

Планеты обращаются вокруг 
Солнца по почти круговым 

орбитам, лежащим 
приблизительно в одной 

плоскости.

Солнечная система:

Проблема 1: Объяснить «люки» Кирквуда в поясе астероидов. 
Cводится к изучению задачи 3 тел «Солнце-Юпитер-астероид».



Проблема 2: Объяснить «щели» в кольце Сатурна.

Проблема щелей сводится к изучению системы
«Солнце-Сатурн-Мимас-частица кольца Сатурна» (задачи 4 тел).

Кольцо Сатурна (Галилей 1610, 
Гюйгенс 1655) состоит из 

отдельных частиц (Максвелл).

Кольцевая структура состоит 
из четырех концентрических 

колец,  отделенных друг от 
друга резкими темными 

промежутками – щелями 
Кассини.



СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ!

ПРИГЛАШАЕМ ВАС НА КАФЕДРУ!



Алгебраическая топология и ее приложения 
(докладчик - Попеленский).

И.М.Никонов Г.И.ШарыгинФ.Ю.Попеленский



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è åå ïðèëîæåíèÿ

À.Á.Æåãëîâ, Â. Â. Ïðæèÿëêîâñêèé



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ � îäèí èç ñàìûõ ãëóáîêèõ,
ðàçâèòûõ, ñëîæíûõ è ðàñïðîñòðàíåííûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.
Îíà ñâÿçàíà ñ äèôôåðåíöèàëüíîé è ñèìïëåêòè÷åñêîé
ãåîìåòðèåé, òîïîëîãèåé, êîìïëåêñíûì è ôóíêöèîíàëüíûì
àíàëèçîì, àëãåáðîé, òåîðèåé êàòåãîðèé, äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêîé, òåîðèåé âåðîÿòíîñòè, ñòàòèñòèêîé, òåîðèåé èãð,
êîìïüþòåðíîé àëãåáðîé, êðèïòîãðàôèåé, ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêîé è ìíîãèìè äðóãèìè îáëàñòÿìè.
Îáúåêò èçó÷åíèÿ êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè �
ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèÿ.
Ñòàðò êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè áûë äàí Âèåòîì
è Äåêàðòîì. Ïàñêàëü è Äåçàðã ðàçâèëè ïðîåêòèâíóþ
ãåîìåòðèþ. Íà÷àëî ñèñòåìàòè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè
� XIX âåê. Â äàëüíåéøåì àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ
ðàçâèâàëàñü áëàãîäàðÿ èòàëüÿíñêîé øêîëå, èçâåñòíîé ñâîåé
êðàñîòîé. Áîëüøîé âêëàä âíåñ, ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
Ãèëüáåðò.



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ðàñöâåò àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè: XX âåê. Â ñåðåäèíå âåêà
ðåâîëþöèþ ñîâåðøèëà ôðàíöóçñêàÿ øêîëà. Áóðíûé ðàñöâåò
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â 60-80-å ãîäû. Áîëüøóþ ðîëü â íåì
ñûãðàëà ñîâåòñêàÿ (à ïîòîì è ðîññèéñêàÿ) øêîëà
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, îñíîâàííàÿ È. Ð.Øàôàðåâè÷åì. Åãî
ó÷åíèêàìè è �íàó÷íûìè ïîòîìêàìè� ÿâëÿþòñÿ ó÷åíèêè
Àðàêåëîâ, Ãîëîä, Äîëãà÷¼â, Èñêîâñêèõ, Êîñòðèêèí, Ìàíèí,
Ìîéøåçîí, Îðëîâ, Ïàðøèí, Ïðîõîðîâ, Òþðèí, Øîêóðîâ;
áîëüøèíñòâî èç íèõ ðàáîòàëè íà ìåõìàòå. Ôèëäñîâñêèå ìåäàëè
çà ïîñëåäíèå òðèäöàòü ëåò: Äðèíôåëüä (1990), Ìîðè (1990),
Áîðä÷åðäñ (1998), Êîíöåâè÷ (1998), Ëàôôîðã (2002),
Âîåâîäñêèé (2002), Îêóíüêîâ (2006), Òÿó (2010), Áèðêàð
(2018), Øîëüöå (2018). Ñ 2003 ãîäà (äàòû îñíîâàíèÿ) ïðåìèþ
Àáåëÿ ïîëó÷èëè Ñåðð, Àòüÿ, Äåëèíü, Ëåíãëåíäñ.
Îäíèì èç âàæíåéøèõ öåíòðîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â
ìèðå ÿâëÿåòñÿ Ìîñêâà.



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

À.Á.Æåãëîâ: íàó÷íûå èíòåðåñû:

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì.

Ìíîãîìåðíîå ñîîòâåòñòâèå Êðè÷åâåðà.

Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ.

МОСКОВСКИЙ  ГОСУДАРСТВЕННЫЙ 
УНИВЕРСИТЕТ

имени  М.В. ЛОМОНОСОВА

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  ФАКУЛЬТЕТ

A.B. Zheglov

Москва 2020

Algebra, geometry and analysis of ordinary 
commuting differential operators

A
.B

. Z
heglov    A

lgebra, geom
etry and analysis of ordinary com

m
uting differential operators

A.B. Zheglov — professor at the Faculty of Mechanics and Mathematics, 
Moscow State University, Department of Differential Geometry and Appli-
cations, an expert in algebraic geometry and integrable systems.

There are two classical problems related to integrable systems, appeared 
and studied already in the works of I. Schur, J. Burchnall, T. Chaundy in 
the beginning of 20th century: how to construct explicitly a pair of commuting 
differential operators and how to classify all commutative subalgebras of 
differential operators. Both problems have broad connections with many 
branches of modern mathematics, first of all with integrable systems, since 
explicit examples of commuting operators provide explicit solutions of 
many non-linear partial differential equations. 

The theory of commuting differential operators is far to be complete, but 
it is well developed for commuting ordinary differential operators. In par-
ticular, the classification of rings of commuting ordinary differential oper-
ators in terms of spectral data (Krichever’s theorem), as well as its various 
generalizations, is known. This book involves an explanation of basic ideas 
and constructions from the theory of commuting ordinary differential ope-
rators as well as an overview of related open problems from algebra, al-
gebraic geometry and complex analysis. One of the objectives of the book 
is to propose new tasks for research.



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Â.Â.Ïðæèÿëêîâñêèé: íàó÷íûå èíòåðåñû:

Áèðàöèîíàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ: ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî,
ðàöèîíàëüíîñòü, ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ.

Ìåòîäû òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè è âçâåøåííûå ïîëíûå
ïåðåñå÷åíèÿ.

Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå àñïåêòû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè.
Òîïîëîãè÷åñêàÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ è çåðêàëüíàÿ
ñèììåòðèÿ âàðèàöèé ñòðóêòóð Õîäæà. Òîðè÷åñêèå ìîäåëè
Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Ãèïîòåçû
Êàöàðêîâà�Êîíöåâè÷à�Ïàíòåâà è P=W.

Áîëåå ïîäðîáíóþ ïðåçåíòàöèþ è âèäåîëåêöèþ ñìîòðèòå â
çàïèñè íà íàøåì ñàéòå :
http://dfgm.math.msu.su/



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

×òî èçó÷àòü

Ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå: Ì. Ðèä, �Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ äëÿ âñåõ�; Äæ. Õàððèñ �Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ. Íà÷àëüíûé êóðñ�.

Áîëåå îñíîâàòåëüíîå: È. Ð.Øàôàðåâè÷, �Îñíîâû
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè�.

Îñíîâíîé ó÷åáíèê: Ð. Õàðòñõîðí, �Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ�.

Ãäå èçó÷àòü

Êóðñ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà òðåòüåì-÷åòâåðòîì
êóðñå.

Ñïåöêóðñû ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ñïåöêóðñû ÍÎÖ ÌÈÀÍ

Ñåìèíàðû Øàôàðåâè÷à è Èñêîâñêèõ â ÌÈÀÍ.



Компьютерная геометрия 

Г.В.Носовский Д.П.Ильютко



Компьютерная геометрия
Представление геометрических образов на мониторе 
компьютера с возможностями: 
- быстрого перерасчета в реальном времени (=> используются 

лишь рациональные функции);
- быстрого вычисления локальных дифференциально геометрических   
характеристик (кривизны, кручения, касательной плоскости, главных   
кривизн и главных направлений);

- произвольного масштабирования без потери плавности линий 
(визуальной гладкости);

- точного представления кривых и поверхностей 2-го порядка;
- удобного способа управления (редактирования) кривых и 
поверхностей пользователем, в том числе - локального управления 
заданным участком без изменения окружения, гладкого сопряжения 

между собой, деления на части и т.п.



Компьютерная геометрия

• Классические подходы:
- сплайны: Эрмита, кубические, составные, псевдоупругие и т.д.;
- поверхности Кунса и их обобщения (поверхности,  

затягивающие заданный остов из кривых);
- треугольные поверхности, триангуляции.

• Подходы современной компьютерной геометрии:
- кривые и поверхности Безье - основаны на полиномах  

Бернштейна;
- В-кривые и В-поверхности (NURBS) – основаны на 

разделенных разностях и обладающие расширенным  
множеством управляющих параметров с возможностью  
локального редактирования.



Компьютерная геометрия



Компьютерная геометрия
ППример: использование кривых Безье для создания художественных образов



Компьютерная геометрия

Узлы

t10 0.
t11 3.99
t12 1.8
t13 2.3
t14 4.
t15 7.
t16 4.8
t17 9.3
t18 12.3
t19 11.
t110 8.91
t111 0.
t112 1.3

Узлы

t2иt30 0., 0.
t2иt31 9.9,3.5
t2иt32 5.2, 2.4
t2иt33 6.5, 3.
t2иt34 4., 5.
t2иt35 5.6,15
t2иt36 2.2, 8.4
t2иt37 4.2,11.5
t2иt38 4.5, 13.
t2иt39 3., 15.
t2иt310 1., 13.
t2иt311 2.2, 14.4
t2иt312 3.5, 12.
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В-кривая в пространстве с 
автоматическим выбором 
узлов в сравнении с кривой 
Безье, построенной по тем 
же опорным точкам. 
Обратите внимание 
насколько более послушно 
ведет себя В-кривая при 
управлении опорными 
точками, чем кривая Безье. 
Кривая Безье по-другому 
учитывает влияние 
опорных точек на кривую, 
и при управлении 
опорными точками ведет 
себя гораздо более вязко, 
чем  В-кривая.



Компьютерная геометрия
Чайник, созданный с помощью поверхностей Безье



СПЕЦКУРС

Г.В.Носовский и Д.П.Ильютко 
“Компьютерная геометрия”

пон. 18:30, ауд. 12-07



Маломерная топология и теория 
графов

Д.П.Ильютко И.М.Никонов



Узлы



Теория узлов

Замкнутая кривая в трехмерном пространстве без самопересечений



Основная проблема теории узлов



Основная проблема теории узлов



Движения Рейдемейстера



Движения Рейдемейстера



Движения Рейдемейстера



Инварианты узлов



Инварианты узлов

9 3≠



Граф-узлы

диаграмма узла гауссова диаграмма граф-узел



Граф-узлы

диаграмма узла гауссова диаграмма граф-узел

Движения Рейдемейстера для граф-узлов



Граф-узлы

диаграмма узла гауссова диаграмма граф-узел

Движения Рейдемейстера для граф-узлов



Нереализуемые графы



Четность узлов

Аксиома четности: сумма четностей перекрестков, участвующих 
в движении Рейдемейстера, равна нулю.

Индекс зацепления 𝑙𝑙𝑙𝑙 = ∑𝑐𝑐 нечетный sgn(𝑐𝑐)



Квадрисеканта



Некоммутативная геометрия и 
математическая физика.

И.М.Никонов Г.И.ШарыгинФ.Ю.Попеленский



А.О.Иванов А.А.Тужилин

Метрическая геометрия и 
геометрическая оптимизация.



Основные темы
Геометрия расстояния Хаусдорфа, т.е. геометрия 
гиперпространств (семейств подмножеств метрических 
пространств), наделенных расстоянием Хаусдорфа.

http://dfgm.math.msu.su/people/tuzhilin/part8.php

Геометрия расстояния Громова-Хаусдорфа, т.е. 
расстояния на собственном классе всех метрических 
пространств, введенного М.Громовым

Теория экстремалей одномерных геометрических 
функционалов 
- минимальные сети, обобщенная проблема Штейнера

- минимальные заполнения в смысле Громова

Z
X′

Y′

X
Y



Некоторые работы наших учеников
2001: Г.А.Карпунин, Теория Морса минимальных сетей (кандидатская диссертация)
2005: Д.П.Ильютко, Геометрия локально минимальных и экстремальных сетей в пространствах с нормами (кандидатская диссертация)
2010: Н.П.Стрелкова, Замкнутые локально минимальные сети на выпуклых многогранниках (диплом)
2013: Н.П.Стрелкова, Минимальные сети на поверхностях многогранников (кандидатская диссертация)
2014: С.Ю.Липатов, Функции, не меняющие типов минимальных заполнений (3 курс)
2015: Н.К.Николаева, Минимальные деревья Штейнера в пространстве метрических компактов (диплом)
2017: И.А.Михайлов, Свойства отображения, сопоставляющего каждому метрическому компакту семейство его непустых 
компактных подмножеств (3 курс)
2017: Д.П.Клибус, Выпуклость шара в пространстве Громова-Хаусдорфа (4 курс)
2017: О.С.Малышева, Оптимальное положение компактов в пространствах с евклидово инвариантной метрикой Громова-
Хаусдорфа (4 курс)
2017: Р.А.Цветников, Линейная связность сферы в пространстве Громова-Хаусдорфа (4 курс)
2017: С.Ю.Липатов, Преобразования метрик, сохраняющие типы одномерных минимальных заполнений (диплом)
2017: В.М.Чикин, Минимальные деревья Штейнера в малых окрестностях точек римановых многообразий (диплом)
2018: О.Б.Борисова, Некомпактность сегмента в пространстве Громова–Хаусдорфа (3 курс)
2018: Д.С.Григорьев, Вычисление расстояния Громова–Хаусдорфа до симплекса (3 курс)
2018: Д.П.Клибус, Компактная выпуклость шаров в пространстве Громова-Хаусдорфа (5 курс)
2018: О.С.Малышева, Проблема Штейнера в пространствах с евклидово инвариантной метрикой Громова-Хаусдорфа (5 курс)
2018: А.В.Феклина, Проблема Штейнера в пространстве Громова-Хаусдорфа: случай трехточечных метрических 
пространств (диплом)
2019: О.Б.Борисова, Непрерывность множеств соответствий в пространстве Громова-Хаусдорфа (4 курс)
2019: Е.А.Лычагина, Свойства расстояния Громова–Хаусдорфа до симплексов (3 курс)
2019: Д.С.Григорьев, Вычисление расстояния Громова–Хаусдорфа до симплексов произвольной мощности (4 курс)
2020: О.Б.Борисова, Metric Segments in Gromov–Hausdorff class (6 курс)
2020: Е.И.Степанова, Бифуркации минимальных сетей и минимальных заполнений конечных подмножеств евклидовой 
плоскости (кандидатская диссертация)
2021: Д.С.Григорьев, Расстояния Громова–Хаусдорфа до симплексов произвольной мощности, а также до 2-пространств (6 курс)
2021: О.Б.Борисова, Метрические сегменты в классе Громова-Хаусдорфа (6 курс)
2022: Д.А.Илюхин, The Fermat-Torricelli problem in the case of three-point sets in normed planes (4 курс)
2022: Т.А.Талипов, Gromov-Hausdorff distance between vertex sets of regular polygons inscribed in a given circle (4 курс)
2022: А.Х.Галстян, About the continuity of one operation with convex compacts in finite-dimensional normed spaces (аспирант)
2022: В.М.Чикин, Деформации метрик, локальные и глобальные аспекты (кандидатская диссертация)
2023: А.А.Вихров, Density of generic metric spaces in the Gromov–Hausdorff class (4 курс)
2023: Д.А.Илюхин, The Fermat-Torricelli problem in normed spaces (4 курс)

http://dfgm.math.msu.su/files/0diss/diss-karpunin.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0diss/diss-ilyutko.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2010-dip-Strelkova.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0diss/diss-strelkova.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2014-kr3-lipatov.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2015-dip-Nikolaeva.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2017-kr3-mikhailov.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2017-kr4-klibus.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2017-kr4-malysheva.pdf.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2017-kr4-tsvetnikov.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2017-dip-Lipatov.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2017-dip-Chikin.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2018-kr3-borisova.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2018-kr3-grigoriev.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2018-kr5-klibus.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2018-kr5-malysheva.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2018-dip-Feklina.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2019-kr4-borisova.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2019-kr3-lychagina.pdf
http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2019-kr4-grigoriev.pdf
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http://dfgm.math.msu.su/files/0students/2021-dip-Grigoriev.pdf
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Наши монографии и учебные пособия

Спецкурс:
А.О.Иванов, А.А.Тужилин «Геометрия квантового расстояния Громова-
Хаусдорфа», понедельник, 18:30, zoom.
Спецсеминар:
А.О.Иванов, А.А.Тужилин «Теория экстремальных сетей», среда, 16:45, zoom.
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