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Пусть дано метрическое пространство, на котором заданы вероятностные меры µ1, µ2, . . . , µn.
Нужно найти такую вероятностную меру ν, что сумма расстояний в фиксированной мет-
рике от неё до мер µ1, µ2, . . . , µn принимает наименьшее возможное значение.

В настоящей работе эта задача решается для k-точечного метрического пространства,
в котором все расстояния равны 1, и мер на нём, расстояния между которыми задают-
ся метриками Прохорова и Канторовича. В этих условиях получено явное описание всех
возможных искомых мер ν.

1 Основные определения и предварительные
результаты

Пусть X это k-точечное метрическое пространство. Расстояние между точками a и b будем
обозначать через |ab|. Для любой точки a ∈ X и числа ε > 0 через Uε(a) будем обозначать
открытый шар с центром в точке a и радиусом ε; для каждого непустого A ⊂ X и числа
ε > 0 положим Uε(A) =

⋃
α∈A

Uε(α)

Определение 1.1. [1] Пусть — P(X) множество вероятностных мер на X. Также пусть
BX борелевская σ-алгебра на X. Тогда можно ввести понятие метрики Прохорова на P(X).
Положим для ν, µ ∈ P(X)

dP (µ, ν) = inf{ε > 0 : µ(A) ⩽ ν
(
Uε(A)

)
+ ε & ν(A) ⩽ µ

(
Uε(A)

)
+ ε ∀A ∈ BX}.

Теперь введём метрику Канторовича. Пусть ν и µ заданные вероятностные меры на X.
Требуется найти такую неотрицательную функцию π(a, b) на X × X, чтобы выполнялись
следующии условия:

1.
∑
b∈X

π(a, b) = ν(a) при всех a ∈ X;

2.
∑
a∈X

π(a, b) = µ(b) при всех b ∈ X;

3. K(π) =
∑

a,b∈X
|ab|π(a, b) → min.

Каждое π, удовлетворяющие условиям 1, 2 назовем транспортным планом типа (ν, µ), мно-
жество всех транспортных планов обозначим Π(ν, µ).

Определение 1.2. [2] Пусть — P(X) множество вероятностных мер на X. Тогда можно
ввести понятие метрики Канторовича на P(X). Положим для ν, µ ∈ P(X)

kρ(ν, µ) = inf{K(π) : π ∈ Π(ν, µ)}.

Также отметим, что метрику Канторовича в случае конечного метрического простран-
ства можно наглядно описать следующим образом. Пусть в каждой точке a нашего про-
странства есть склад вместительности ν(a) и ресурсы в количестве µ(a). Чтобы перевезти
груз массой x из точки a в точку b нужно "заплатить" x|ab|. Также отметим, что можно
разделять ресурсы и перемещать на разные склады. Тогда расстояние между мерами ν и
µ назовем минимальное количество денег, которое нужно затратить на перевозки, чтобы
каждый склад был заполнен ровно полностью.
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Определение 1.3. Пусть дано метрическое пространство, на котором заданы вероятност-
ные меры µ1, µ2, . . . , µn. Назовем меру ν оптимальной, если сумма расстояний в фиксиро-
ванной метрике от неё до мер µ1, µ2, . . . , µn принимает наименьшее возможное значение.

Пусть заданы вероятностные меры µ1, µ2, . . . , µn и ν на конечном метрическом простран-
стве. Обозначим упорядоченный набор значений мер µ1, µ2, . . . , µn в точке a следующим
образом:

µ(a)(1) ⩽ µ(a)(2) ⩽ . . . ⩽ µ(a)(n).

Дополнительно положим µ(a)(0) = 0 и µ(a)(n+1) = 1 для всех точек a.

Определение 1.4. Пусть заданы вероятностные меры µ1, µ2, . . . , µn и ν на конечном метри-
ческом пространстве. Тогда точке a сопоставим тройку (la(ν),ma(ν), ra(ν)) по следующему
принципу:

µ(a)(1) ⩽ . . . ⩽ µ(a)(la) < ν(a) = µ(a)(la+1) = . . . = µ(a)(la+ma) <

< µ(a)(la+ma+1) ⩽ . . . ⩽ µ(a)(la+ma+ra).

Неформально говоря, la(ν) — это количество мер, которые в точке a меньше ν, ma(ν) —
количество равных ν в точке a, и ra(ν) — количество мер, больших ν в точке a. Имеем
la(ν) +ma(ν) + ra(ν) = n для любого a.

Определение 1.5. Пусть заданы вероятностные меры µ1, µ2, . . . , µn на конечном метриче-
ском пространстве. Положим Sj =

∑k
a=1 µ(a)

(j).

2 Основные результаты
Далее полагаем, что X это k-точечное метрическое пространство, в котором все расстояния
равны 1. Нам понадобится следующая

Лемма 2.1. Пусть µ и ν вероятностные меры на X. Тогда если µ(a) и ν(a) — значения
соответствующих вероятностных мер в точке a, то

dP (µ, ν) = kρ(µ, ν) =
1

2

k∑
a=1

|µ(a)− ν(a)|.

Доказательство. 1. Сначала докажем, что формула верна для метрики Прохорова. Для
начала заметим, что если X — конечное метрическое пространство в котором все расстояния
равны 1, то BX = 2X . Также для любых таких X верно Uε(A) = A при ε ⩽ 1, и Uε(A) = X
при ε > 1. Отсюда для мер получаем равенства ν

(
Uε(A)

)
= ν(A) при ε ⩽ 1, и ν

(
Uε(A)

)
= 1

при ε > 1, и поэтому

dP (µ, ν) = min{ε > 0 : µ(A) ⩽ ν(A) + ε & ν(A) ⩽ µ(A) + ε ∀A ⊂ X} =

= max{|µ(A)− ν(A)| : A ⊂ X}.

Максимум достигается в случае, когда A содержит все точки, для которых µ(a) ⩾ ν(a),
либо когда A содержит все точки в которых ν(a) ⩾ µ(a). Заметим, что∑

µ(a)⩾ν(a)

(
µ(a)− ν(a)

)
=

∑
µ(a)⩽ν(a)

(
ν(a)− µ(a)

)
.
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Таким образом,

dP (µ, ν) =
∑

µ(a)⩾ν(a)

(
µ(a)− ν(a)

)
=

1

2

k∑
a=1

|µ(a)− ν(a)|.

2. Для начала заметим, что в силу того, что все расстояния равны 1 и нужно переместить
ресурсы из тех точек, где µ(a) > ν(a) верно

kρ(µ, ν) ⩾
∑

µ(a)>ν(a)

(
µ(a)− ν(a)

)
.

Построим план, на котором будет достигаться показанная выше оценка. Пусть для любой
вершины c выполнено π(c, c) = min

(
ν(c), µ(c)

)
. Далее рассмотрим вершину b, такую что

µ(b) > ν(b). Так как µ(b) − ν(b) ⩽
∑

µ(a)>ν(a)

(
µ(a) − ν(a)

)
=

∑
µ(a)<ν(a)

(
ν(a) − µ(a)

)
можно

перевезти µ(b)−ν(b) ресурсов на склады так, чтобы они не "переполнились". Аналогичные
рассуждения будут верны для всех следующих вершин c, таких что µ(c) > ν(c). Таким
образом через конечное число шагов мы перевезём все ресурсы не "переполнив" склады.
Окончательно, в силу того, что

∑
µ(a)>ν(a)

(
µ(a) − ν(a)

)
=

∑
µ(a)<ν(a)

(
ν(a) − µ(a)

)
, все склады

будут заполнены ровно полностью.

Может показаться, что искомую меру можно построить следующим образом:

1. Для каждого a ∈ X и найдем число xa, наименее удаленное от чисел µ1, µ2, . . . , µn;
2. В качестве оптимальной меры возьмем ν(a) = xa.

Однако ν не обязательно является мерой, что показывает следующий

Пример 2.2.
µ1(1) = 0.1, µ1(2) = 0.3, µ1(3) = 0.6

µ2(1) = 0.2, µ2(2) = 0, µ2(3) = 0.8

µ3(1) = 0.3, µ3(2) = 0.4, µ3(3) = 0.3

Заметим, что следуя выше указанному алгоритму, мы получим числа 0.2, 0.3 и 0.6. Но их
сумма не равна 1.

Теперь докажем две основные леммы.

Лемма 2.3. Пусть µ1, µ2, . . . , µn — вероятностные меры на X, и мера ν является для них
оптимальной. Тогда для любых вершин a и b выполнено неравенство lb(ν) +mb(ν) ⩾ la(ν).

Доказательство. Заметим, что если ν(a) = 0, то la(ν) = 0, а значит требуемое равенство
выполнено. Также при ν(b) = 1 выполнено lb(ν)+mb(ν) = n, откуда следует, что равенство
верно. Теперь рассмотрим оставшиеся случаи.

Построим новую меру ν следующим образом:

ν(c) =


ν(c), c ̸= a, b,

ν(a)− ε, c = a,

ν(b) + ε, c = b,

где ε > 0 выбирается достаточно малым, чтобы были верны равенства la(ν) = la(ν) и rb(ν) =
rb(ν) (такой ε всегда существует, например ε = 1

2 min
(
ν(a)− µ(a)(la(ν)), µ(b)(lb(ν)+mb(ν)+1) − ν(b)

)
.
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В силу оптимальности меры ν имеем

1

2

k∑
a=1

n∑
i=1

|ν(a)− µi(a)| ⩾
1

2

k∑
a=1

n∑
i=1

|ν(a)− µi(a)|,

поэтому

k∑
a=1

n∑
i=1

|ν(a)−µi(a)|−
k∑

a=1

n∑
i=1

|ν(a)−µi(a)| =
(
ra(ν)+ma(ν)

)
ε−la(ν)ε+

(
mb(ν)+lb(ν)

)
ε−rb(ν)ε =

=
(
n− la(ν)−ma(ν) +ma(ν)

)
ε− la(ν)ε+

(
mb(ν) + lb(ν)

)
ε−

(
n− lb(ν)−mb(ν)

)
ε =

= 2ε
(
lb(ν) +mb(ν)− la(ν)

)
⩾ 0.

Отсюда lb(ν) +mb(ν) ⩾ la(ν).

Лемма 2.4. Пусть µ1, µ2, ..., µn — вероятностные меры на X, и мера ν является для
них оптимальной. Тогда существует такое целое q ∈ [0, n], что для любого c выполнено
ν(c) ∈ [µ(c)(q), µ(c)(q+1)].

Доказательство. Выберем точку a так, чтобы значение la(ν) +ma(ν) было минимальным.
Тогда µ(b)(la(ν)+ma(ν)) ⩽ µ(b)(lb(ν)+mb(ν)) = ν(b) ⩽ µ(b)(lb(ν)+1) ⩽ µ(b)(la(ν)+ma(ν)+1), где по-
следнее неравенство выполнено в силу леммы 2.2. Таким образом подходящим q будет
la(ν) +ma(ν).

Теорема 2.5. Пусть µ1, µ2, . . . , µn — вероятностые меры на X, и q выбрано так, что
Sq < 1 и Sq+1 ⩾ 1. Тогда следующие 2 утверждения эквивалентны:

1. ν — оптимальная мера.

2. ν(a) ∈ [µ(a)(q), µ(a)(q+1)] и
k∑

a=1
ν(a) = 1.

Доказательство. Так как пространство вероятностных мер компактно и функция рассто-
яний до фиксированных мер непрерывна, минимум этой функции достигается хотя бы в
одной точке, являющейся оптимальной мерой. Обозначим её ν. Тогда в силу леммы 2.3

существует такое p, что ν(a) ∈ [µ(a)(p), µ(a)(p+1)]. Так как
k∑

a=1
ν(a) = 1, то ν(a) обязана

принадлежать всем отрезкам [µ(a)(q), µ(a)(q+1)], таким образом, импликация 1 ⇒ 2 уже
доказана. Теперь покажем что любая мера ν удовлетворяющая условиям 2 является опти-
мальной. Положим h(a) = ν(a)− ν(a). Тогда

k∑
a=1

n∑
i=1

|ν(a)−µi(a)|−
k∑

a=1

n∑
i=1

|ν(a)−µi(a)| =
k∑

a=1

(
qh(a)−(n−q)h(a)

)
= (2q−n)

k∑
a=1

h(a) = 0.

Значит, мера ν тоже является оптимальной.

Дополнительно отметим, что если для оптимальной меры ν известно, что ν(a) ∈ [µ(a)(q), µ(a)(q+1)],
то q может быть определено неоднозначно. Например когда все меры совпадают.
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