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1 Введение
Расстояние Громова–Хаусдорфа — это величина, показывающая степень
различия между двумя произвольными метрическими пространствами.
Данное понятие тесно связано с расстоянием Хаусдорфа, впервые появив-
шимся в 1914 году в книге Хаусдорфа «Теория множеств» [1]. Оно есте-
ственно определяет расстояние на непустых подмножествах некоторого
метрического пространства и становится метрикой для замкнутых огра-
ниченных подмножеств.

В 1981 Громов в своей работе [2] использовал изометричные вложения
метрических пространств в одно общее метрическое пространство и рас-
сматривал расстояние Хаусдорфа между их образами. Наименьшее воз-
можное расстояние Хаусдорфа при таких вложениях принято называть
расстоянием Громова–Хаусдорфа. Было доказано, что на метрических
компактах, рассматриваемых с точностью до изометрии, данное рассто-
яние является метрикой [3]. Независимо от Громова, шестью годами ран-
нее, в работе Эдвардса [4] было введено эквивалентное расстояние между
метрическими пространствами, но определенное несколько иным способом.
Более подробный исторический обзор можно найти в работе [5].

Известно, что расстояние Громова–Хаусдорфа удовлетворяет неравен-
ству треугольника, а на любых изометричных метрических пространствах
равно нулю. Поэтому будем говорить о нем как о расстоянии между клас-
сами изометрии метрических пространств, вычисляя его на произвольном
представителе класса (величина не зависит от выбора представителя). Так
как на любом множестве можно определить метрику (например, положив
равной 1 между любыми двумя различными элементами), семейство всех
классов изометрии не могут образовать множество, по известному парадок-
су Кантора. В данной работе мы будем использовать систему аксиом фон
Неймана–Бернайса–Гёделя (NBG) теории множеств [6], чтобы корректно
работать с такими семействами.

В теории NBG все объекты называются классами. Класс называют
множеством, если существует класс, в котором этот класс является эле-
ментом. В противном случае класс называют собственным классом. Се-
мейство всех множеств является собственным классом. Для классов стан-
дартным образом определены операции отображения и декартова произ-
ведения. Таким образом, на собственном классе, как и на множестве, мы
можем корректно задать функцию расстояния. Семейство классов изомет-
рии метрических пространств (по приведенному выше замечанию) явля-
ется собственным классом. Этот собственный класс с определенным на
нём расстоянием Громова–Хаусдорфа — обобщенное псевдометрическое
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пространство, которое мы будем обозначать GH. Пространство называют
обобщенным псевдометрическим пространством, если определенная на его
элементах функция расстояния удовлетворяет неравенству треугольника,
но может принимать бесконечное значение и равняться нулю на паре не
равных элементов.

В данной работе изучается класс элементов в пространства GH, нахо-
дящихся между двумя данными. А точнее, метрическое пространство Z ∈
GH лежит между X, Y ∈ GH, если dGH(X,Z) + dGH(Z, Y ) = dGH(X, Y ),
где dGH(·) — обозначение расстояния Громова–Хаусдорфа. Класс всех та-
ких Z называют метрическим сегментом и обозначают [X, Y ]. Сегмент, у
которого расстояние Громова–Хаусдорфа между концевыми точками рав-
но нулю, называется вырожденным, иначе невырожденным.

В данной работе показано, что невырожденный метрический сегмент
с непустой «внутренностью» (т.е. если в сегменте существует метрическое
пространство с ненулевыми расстояниями до концевых точек) содержит в
себе так много неизометричных метрических пространств, что уже явля-
ется не множеством, а становится собственным классом. А именно, любое
метрическое пространство с достаточно маленьким конечным диаметром
является подпространством некоторого метрического пространства, лежа-
щего в сегменте. Вырожденный сегмент является множеством.

При ограничении GH на множество компактных метрических про-
странств расстояние Громова–Хаусдорфа становится метрикой. Данное
пространство называетсяметрическим пространством Громова–Хаусдорфа
и обозначаетсяM. Геометрия этого пространства подробно описана в [3],
[7]. В 2015 году А.О.Ивановым, Н.К.Николаевой и А.А.Тужилиным было
доказано одно из важных свойств этой метрики — строгая внутренность [8],
[9]. Это означает, что в метрическом пространстве Громова–Хаусдорфа лю-
бые две точки соединены кратчайшей геодезической, длина которой равна
расстоянию между ее концами.

Особые кратчайшие геодезические, образованные с помощью оптималь-
ного соответствия (точное определение будет введено ниже) назовём R-
геодезическими. Примеры применения техники соответствий, и в том числе
оптимальных соответствий, встречаются во многих работах, например [10],
[11] или [12]. Объединение всех R-геодезических, соединяющихX, Y ∈ GH,
называется R-сегментом и обозначается [X, Y ]R. В 2018 году Д. Клибус
показала, что для X, Y ∈ M множество [X, Y ]R ∩ M компактно [13]. В
этом исследовании докажем, что для X, Y ∈ M невырожденный метри-
ческий сегмент [X, Y ] ∩ M, рассматриваемый в метрическом простран-
стве Громова–Хаусдорфа, не является компактным множеством. А для
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X, Y ∈ GH класс [X, Y ]R — множество.
Вторая часть исследований заключается в изучении сохранения неко-

торых характеристик метрических пространств при переходе от концевой
точки сегмента к внутренней. А именно, рассматриваются свойства ком-
пактности и плотности [16], где последнее, для метрических пространств с
мощностью больше, чем континуум, является обобщением полной ограни-
ченности. Было показано, что в R-сегменте внутренняя точка может быть
компактом, только если и концевые пространства являются таковыми. И
более общо, в случае бесконечных метрических пространств, если Z —
внутренняя точка R-сегмента [X, Y ]R, то den(Z) = max{den(X), den(Y )}.

Для метрического сегмента в работе приведены два примера, в кото-
рых показана оценка снизу плотности метрических пространств, лежащих
во внутренности сегмента, зависящая от плотности концевых пространств.
Это прямолинейный сегмент [X,λX], где λ принадлежит ограниченному
отрезку, а X имеет конечный диаметр, и сегмент, у которого концы —
неизометричные симплексы с бесконечной мощностью.

Выражаю благодарность своему научному руководителю д.ф.-м.н. про-
фессору А.А. Тужилину, а также д.ф.-м.н. профессору А.О. Иванову за
постановку задачи и постоянное внимание к работе.

2 Основные определения и предварительные
результаты

Пусть X — произвольное множество. Функцией расстояния на X будем
называть каждое симметричное отображение d : X × X → [0,∞], равное
нулю на всех парах одинаковых элементов. Если d удовлетворяет нера-
венству треугольника, то отображение d называется обобщенной псевдо-
метрикой. При выполнении условия d(x, y) 6= 0 для любых x 6= y, данное
расстояние становится обобщенной метрикой. Если дополнительно спра-
ведливо неравенство d(x, y) <∞ для любых x, y ∈ X, то это отображение
назовем метрикой или конечной метрикой, чтобы подчеркнуть отличие
от обобщенной метрики. Множество X с (обобщенной) (псевдо-)метрикой
называется (обобщенным) (псевдо-)метрическим пространством.

Пусть X — произвольное метрическое пространство. Расстояние между
точками x, y ∈ X будем обозначать через |xy|. Иногда, для подчеркивания,
о каком пространстве идет речь, будем добавлять нижний индекс |xy|X .
Для x ∈ X и непустого A ⊂ X положим |xA| = inf

{
|xa| : a ∈ A

}
. Пусть

P0(X) — семейство всех непустых подмножеств X. Для A,B ∈ P0(X)
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положим
dH(A,B) = max

{
sup
a∈A
|aB|, sup

b∈B
|Ab|

}
.

Величина dH(A,B) называется расстоянием Хаусдорфа между A и B.
Пусть B(X) ⊂ P0(X) — множество всех непустых ограниченных под-

множеств X.

Предложение 2.1 ([3]). Ограничение dH(A,B) на B(X) является псев-
дометрикой.

Обозначим через H(X) ⊂ B(X) множество всех непустых замкнутых
ограниченных подмножеств X.

Предложение 2.2 ([3]). Ограничение dH(A,B) на H(X) является мет-
рикой.

Пусть X и Y — метрические пространства. Тройку (X ′, Y ′, Z ′), состо-
ящую из метрического пространства Z ′ и его двух подмножеств X ′ и Y ′,
изометричных соответственно X и Y , назовем реализацией пары (X, Y ).
Положим

dGH(X, Y ) = inf
{
r : ∃ (X ′, Y ′, Z ′), dH(X ′, Y ′) ≤ r

}
.

Величина dGH(X, Y ) называется расстоянием Громова–Хаусдорфа между
X и Y .

Предложение 2.3 ([3]). Расстояние Громова–Хаусдорфа удовлетворяет
неравенству треугольника.

Так как для любых изометричных метрических пространств расстояние
Громова–Хаусдорфа равно нулю, будем считать изометричные простран-
ства эквивалентными. Таким образом, расстояние Громова–Хаусдорфа
определено на классах изометрии метрических пространств (оно не зависит
от представителей классов). Заметим, что расстояние Громова–Хаусдорфа
может принимать бесконечные значения, и также существуют примеры
неизометричных ограниченно компактных метрических пространств, для
которых dGH(X, Y ) = 0, см. [3].

Семейство всех классов изометрии очень большое. Оно «не меньше»
семейства всех множеств, так как на любом множестве мы можем задать
метрику (например, положив расстояние 1 на всех парах различных то-
чек). Из парадокса Кантора известно, что семейство всех множеств уже
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само не может быть множеством. В этой работе будем пользоваться ак-
сиоматикой теории множеств фон Неймана–Бернайса–Гёделя (NBG) [6].
Напомним формулировки некоторых положений.

В NBG все объекты, аналоги привычных множеств, называются класса-
ми. Существует два вида классов: множество и собственный класс. Класс
A называется множеством, если существует класс C такой, что A ∈ C.
Класс A называется собственным классом, если для каждого класса C
верно A /∈ C.

Предложение 2.4 ([6]). Класс всех множеств является собственным
классом.

Для любых классов X ,Y определены операции X × X и f : X → Y
стандартным образом, поэтому мы можем говорить о функции расстояния
на классах. Собственный класс всех метрических пространств, рассмат-
риваемых с точностью до изометрии, с расстоянием Громова–Хаусдорфа
будем обозначать через GH. Другим примером собственного класса яв-
ляется класс ограниченных метрических пространств, рассматриваемых с
точность до изометрии. Этот класс с определенным на нем расстоянием
Громова–Хаусдорфа будем обозначать через B.

Предложение 2.5 ([3]). Ограничение dGH(A,B) на B является псевдо-
метрикой.

Обозначим через M множество всех компактных метрических про-
странств, рассматриваемых с точностью до изометрии.

Предложение 2.6 ([3]). Ограничение dGH(A,B) наM является метри-
кой.

Расстояние Громова–Хаусдорфа удобно изучать в терминах соответ-
ствий. Пусть X и Y — произвольные непустые множества. Положим
P0(X, Y ) = P0(X × Y ). Элементы из P0(X, Y ) называются отношения-
ми между X и Y .

Пусть πX : X × Y → X и πY : X × Y → Y обозначают канонические
проекции πX(x, y) = x и πY (x, y) = y. Отношение σ ∈ P0(X, Y ) называется
соответствием, если ограничения πX и πY на σ сюръективны. Множество
всех соответствий между X и Y обозначим через R(X, Y ).

Если X и Y — метрические пространства, то для каждого отношения
σ ∈ P0(X, Y ) определено искажение

disσ = sup
{∣∣|xx′| − |yy′|∣∣ : (x, y), (x′, y′) ∈ σ

}
.
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Предложение 2.7 ([3]). Пусть X и Y — метрические пространства.
Тогда

dGH(X, Y ) =
1

2
inf
{

disR : R ∈ R(X, Y )
}
.

О расстоянии Громова–Хаусдорфа хорошо известны следующие факты,
которые легко доказываются в том числе с помощью техники соответствий.
Для произвольного метрического пространстваX и числа λ > 0 обозначим
через λX метрическое пространство, которое отличается отX умножением
всех расстояний на λ. Обозначим диаметр пространства X через diamX =
sup
{
|ab| : a, b ∈ X

}
.

Предложение 2.8 ([3]). Пусть X и Y метрические пространства. Тогда

(1) если X — одноточечное метрическое пространство, то dGH(X, Y ) =
1
2diamY ;

(2) если min{diamX, diamY } <∞, то dGH(X, Y ) ≥ 1
2 |diamX − diamY |;

(3) dGH(X, Y ) ≤ 1
2 max{diamX, diamY }, в частности, для ограниченных

X и Y имеем dGH(X, Y ) <∞;

(4) для любых λ > 0, µ > 0, если diamX < ∞, то dGH(λX, µX) = 1
2 |λ −

µ|diamX.

Соответствие R ∈ R(X, Y ) назовем оптимальным, если dGH(X, Y ) =
1
2disR. Множество всех оптимальных соответствий между X и Y обо-
значим через Ropt(X, Y ). Для ε > 0 и метрических пространств X, Y ,
для которых dGH(X, Y ) < ∞, соответствие между X и Y назовем ε-
оптимальным, если

disR− 2dGH(X, Y ) < 2ε.

Множество всех ε-оптимальных соответствий между X и Y обозначим че-
рез Rε-opt(X, Y ). Очевидно, что всегда Rε-opt(X, Y ) 6= ∅. Соответствие на-
зывают замкнутым, если оно является замкнутым подмножеством X×Y .
Пусть Rc(X, Y ) — множество всех замкнутых соответствий.

Предложение 2.9 ([9], [12]). Для X, Y ∈ M имеем Ropt(X, Y ) ∩
Rc(X, Y ) 6= ∅.

Пусть X, Y — произвольные метрические пространства. При каждом
t ∈ (0, 1) определим на X × Y функцию расстояния, положив∣∣(x, y)(x′, y′)

∣∣
t

= (1− t)|xx′|+ t|yy′|.
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Предложение 2.10 ([9]). Определенная выше функция |·|t является мет-
рикой при всех t ∈ (0, 1) на X × Y .

Для каждого σ ∈ P0(X, Y ), метрическое пространство
(
σ, | · |t

)
обозна-

чим через σt.

Предложение 2.11 ([9]). Для любых X, Y ∈ M и любого замкнутого
σ ∈ P0(X, Y ) имеем σt ∈M при каждом t ∈ (0, 1).

Выберем произвольное R ∈ R(X, Y ) и доопределим семейство Rt, t ∈
(0, 1), в точках t = 0, 1, положив R0 = X и R1 = Y .

Предложение 2.12 ([8], [9], [12], [14]). Пусть X, Y — метрические про-
странства, для которых dGH(X, Y ) < ∞. Для произвольного соответ-
ствия R ∈ R(X, Y ) отображение γ(t) = t 7→ Rt, t ∈ [0, 1], задает кривую
в GH, соединяющую X и Y . Если R — ε-оптимальное соответствие для
некоторого ε > 0, то |γ(t)| − dGH(X, Y ) < ε. Если R ∈ Ropt(X, Y ), то
кривая γ(t) является кратчайшей, причем ее длина равна dGH(X, Y ).

Предложение 2.13 ([14]). Обобщенная псевдометрика Громова–Хаусдорфа
на GH является внутренней.

Предложение 2.14 ([8], [9], [12]). Метрика пространства M — строго
внутренняя.

ПустьA— класс, наделенный обобщенной псевдометрикой, иX, Y ∈ A.
Метрическим сегментом или просто сегментом с концамиX и Y назовём
подкласс

[X, Y ] =
{
Z ∈ A : |XZ|+ |ZY | = |XY |

}
.

Если |XY | = 0, то сегмент называют вырожденным, иначе невырожден-
ным.

Пусть теперь X, Y ∈ GH. Определим R-сегмент [X, Y ]R ⊂ [X, Y ] сле-
дующим образом: рассмотрим произвольное соответствие R ∈ Ropt(X, Y )
(их может не быть) и пусть, как и выше, Rt — это R-геодезическая. Объ-
единение всех таких Rt мы обозначим через [X, Y ]R.

Метрическое пространство Z будем называть внутренней точкой сег-
мента (R-сегмента), если Z ∈ [X, Y ]

(
Z ∈ [X, Y ]R

)
и при этом

dGH(Z,X) > 0, dGH(Z, Y ) > 0. Заметим, что для R-сегмента, по определе-
нию R-геодезической, это условие эквивалентно Z 6= X, Y . Объединение
всех внутренних точек назовем внутренностью сегмента.

Предложение 2.15 ([13]). Для любых X, Y ∈ M, множество [X, Y ]R ∩
M компактно.
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Пусть X — метрическое пространство и ε > 0. Числом покрытия
cov(X, ε) называется наименьшее количество открытых шаров радиуса ε,
которыми можно покрыть пространство X.

Следующее предложение называется критерием Громова предком-
пактности семейства метрических компактов.

Предложение 2.16 ([3]). Пусть C — непустое подмножествоM. Тогда
следующие утверждения эквивалентны.

(1) Существует число D ≥ 0 и функция N : (0,∞)→ N такие, что для
всех X ∈ C выполняется diamX ≤ D и cov(X, ε) ≤ N(ε).

(2) Семейство C ⊂M предкомпактно.

В данной работе мощность множестваX или по-другому его кардиналь-
ное число (кардинал) будем обозначать через #X. Напомним некоторые
свойства кардинальных чисел.

Предложение 2.17 ([15]). Класс всех кардинальных чисел является соб-
ственным классом.

Два множестваX, Y равномощны или имеют одинаковое кардинальное
число, т.е. #X = #Y , если существует взаимно однозначное соответствие
между X и Y . Говорят, что кардинал множества X меньше кардинала
множества Y , и пишут #X < #Y , если существует биективное отображе-
ние X в U , где U ⊂ Y и U 6= Y . Таким образом, на кардинальных числах
определено отношение частичного порядка. Неравенство #X ≤ #Y обо-
значает, что либо #X < #Y , либо #X = #Y .

Предложение 2.18 (Теорема Кантора–Бернштейна–Шрёдера [6]). Если
для произвольных множеств X, Y верно #X ≤ #Y и #Y ≤ #X, то
#X = #Y .

В данной работе мы будем принимать аксиому выбора построения тео-
рии множеств.

Класс называется вполне упорядоченным, если на нем установлено от-
ношения порядка, и каждый его непустой подкласс имеет наименьший в
смысле этого отношения элемент. Из определения следует, что во вполне
упорядоченном классе любые два элемента сравнимы.

Предложение 2.19 (Принцип полного упорядочения [6]). Всякое множе-
ство может быть вполне упорядочено.
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Опираясь на аксиому выбора, доказывается следующая теорема.

Предложение 2.20 ([15]). Всякое множество кардинальных чисел с вве-
денным выше отношением порядка является вполне упорядоченным.

Обозначим мощность множества натуральных чисел через ℵ0, а мощ-
ность множества действительных чисел через c.

Для кардинальных чисел определены арифметические операции. Пусть
#X = m и #Y = n. Сумма кардиналов m и n равна мощности множества
X ∪ Y при условии X ∩ Y = ∅. Произведение кардиналов m и n, имеющее
обозначение m ·n, — это мощность множества X×Y . Операция возведения
в степень с обозначением nm определена как мощность множества всех
отображений из X в Y .

Предложение 2.21 ([16]). Произведение или сумма двух кардинальных
чисел, отличных от нуля, где хотя бы одно из них бесконечно, равно
большему из них.

Вернемся к метрическим пространствам.
Назовем плотностью метрического пространства X наименьшее такое

кардинальное число m, что в пространстве X имеется всюду плотное под-
множество мощности m. Обозначим плотность через den(X). Благодаря
полной упорядоченности кардинальных чисел, минимальное по мощности
всюду плотное подмножество всегда существует.

Предложение 2.22 ([16]). Свойство “плотность ≤ n” является наслед-
ственным для метрических пространств. То есть свойство “плотность
≤ n” присуще каждому подпространству любого пространства X со
свойством “плотность ≤ n”.

Предложение 2.23 ([16]). При непрерывном отображении образ топо-
логического пространства сохраняет свойство “плотность ≤ n”.

3 Сегмент как собственный класс и его не
компактность в M

Теорема 3.1. Метрические пространства X и Y , удовлетворяющие
условию dGH(X, Y ) = 0, имеют одинаковую плотность.

Доказательство. Докажем неравенство den(X) ≥ den(Y ), из которого бу-
дет следовать утверждение теоремы в силу симметричности формулировки
относительно X и Y .
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Пусть плотность X конечна. Тогда метрическое пространство X совпа-
дает со своим всюду плотным подмножеством и #X = den(X), то есть X
конечно. Покажем от противного, что #X ≥ #Y .

Пусть #X < #Y , тогда выберем #X + 1 произвольных различных то-
чек пространства Y и обозначим через ε минимальное расстояние между
ними. Из условия dGH(X, Y ) = 0 по предложению 2.7 следует существо-
вание соответствия R ∈ R(X, Y ) такого, что disR < ε. Так как на R ка-
ноническая проекция πY (x, y) = y сюрьективна, то существует пара точек
y1, y2 ∈ Y и точка x ∈ X, удовлетворяющие условиям (x, y1), (x, y2) ∈ R
и |y1y2| ≥ ε. Но это противоречит условию disR < ε. Таким образом,
den(X) = #X ≥ #Y ≥ den(Y ).

Пусть теперь плотность X бесконечна. Обозначим через X̃ всюду плот-
ное подмножество X такое, что #X̃ = den(X). По предложению 2.7, для
любого n ∈ N существует соответствие R1/n ∈ R(X, Y ), удовлетворяющее
условию disR1/n <

1
n . Обозначим через Y1/n «однозначный образ» отобра-

жения R1/n(X̃), то есть
Y1/n =

⋃
x∈X̃

y1/n(x),

где y1/n(x) ∈ Y — один произвольно выбранный элемент из образа R1/n(x).
Тогда #Y1/n ≤ #X̃.

Покажем, что Ỹ =
⋃∞
n=1(Y1/n) является всюду плотным подмноже-

ством Y . Зафиксируем произвольное ε > 0 и y ∈ Y . Для натурального
n, удовлетворяющему условию ε

2 > 1
n , выберем элемент x из прообраза

R−11/n(y) = {x ∈ X : (x, y) ∈ R1/n}. Найдем элемент x̃ из всюду плотного
подмножества X̃, для которого |xx̃| ≤ ε

2 . Тогда для ỹ = y1/n(x̃) ∈ Y1/n
получаем, ∣∣|xx̃| − |yỹ|∣∣ ≤ disR1/n <

ε

2
.

Таким образом, существует ỹ ∈ Ỹ , для которого верно |yỹ| < ε. Из ариф-
метики кардинальных чисел следует, что

#Ỹ ≤
∞∑
n=1

#Y1/n ≤ ℵ0 ·#X̃ = max{ℵ0,#X̃} ≤ #X̃ = den(X)

Тогда den(Y ) ≤ #Ỹ ≤ den(X).

Следствие 3.2. Для любого метрического пространства X ∈ GH класс
[X] := {Z ∈ GH : dGH(X,Z) = 0} является множеством. В частности,
множеством является каждый вырожденный сегмент [X, Y ].
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Доказательство. Пусть для метрического пространства Z верно Z ∈ [X].
Тогда, по теореме 3.1, den(Z) = den(X). Число элементов в метрическом
пространстве не превосходит количества последовательностей из точек лю-
бого всюду плотного подмножества. Тогда #Z ≤ den(Z)ℵ0. Отметим так-
же, что количество неизометричных метрических пространств с одина-
ковой мощностью m не превосходит cm·m, где c — мощность множества
вещественных чисел (континуум). Таким образом, получаем неравенство
#[X] ≤ cm·m, где m = den(Z)ℵ0. Это означает, что [X] — множество.

Так как вырожденный сегмент [X, Y ] = [X] = [Y ], получаем, что любой
вырожденный сегмент — множество.

Следствие 3.3. Пусть для X, Y ∈ GH сегмент [X, Y ] — невырожден, и
для любого Z ∈ [X, Y ] верно, что либо dGH(X,Z) = 0, либо dGH(Y, Z) = 0.
Тогда [X, Y ] — множество.

Доказательство. По неравенству треугольника для расстояния Громова–
Хаусдорфа любое метрическое пространство, находящееся на нулевом рас-
стоянии до концевой точки сегмента, лежит в сегменте. Таким образом,
[X, Y ] имеет следующий вид:

[X, Y ] = [X] ∪ [Y ].

Из этого следует, что сегмент [X, Y ] — множество, как объединение двух
множеств.

В метрическом пространстве X замкнутый шар с центром в точке x0 ∈
X и радиусом r > 0 будем обозначать через Br(x0). Чтобы подчеркнуть, в
каком пространстве лежит шар, иногда будем добавлять верхний индекс.
Таким образом, Br(x0) = BX

r (x0) =
{
x ∈ X : |xx0| ≤ r

}
.

Для метрического пространства X и точки x0 ∈ X обозначим величину
inf
{
|xx0| : x ∈ X, x 6= x0

}
через S(x0). Причем, если X = x0, то S(x0) =

+∞. Назовем точку x0 ∈ X изолированной, если S(x0) > 0.

Теорема 3.4. Пусть сегмент [X, Y ] невырожден для X, Y ∈ GH.
Пусть существует метрическое пространство Z ∈ [X, Y ] такое, что
dGH(X,Z) > 0 и dGH(Y, Z) > 0. Тогда существует такое метрическое
пространство Z∗ = Z ∪ {z∗}, где z∗ ∈ Z∗ — изолированная точка, что
Z∗ ∈ [X, Y ], причем dGH(X,Z∗) = dGH(X,Z), dGH(Y, Z∗) = dGH(Y, Z).

Доказательство. Построим необходимое метрическое пространство Z∗.
Зафиксируем произвольную точку z0 ∈ Z и произвольное конечное δ,

где
0 < δ < 2 min

{
dGH(X,Z), dGH(Y, Z)

}
.
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Построим метрическое пространство Z∗ = Z ∪ {z∗}, сохранив расстояние
между точками z ∈ Z и определив расстояние до точки z∗ следующим
образом:

|z∗z|Z∗ =


δ при z ∈ Z ∩BZ

δ (z0),

|z0z|Z при z ∈ Z \BZ
δ (z0),

0 z = z∗.

Убедимся, что данная функция является метрикой. Для этого достаточно
проверить неравенство треугольника для z1, z2, z∗, где z1, z2 ∈ Z, так как
остальные аксиомы очевидно выполняются.

Рассмотрим различные случаи расположения точек z1, z2.
Пусть z1, z2 ∈ Z ∩BZ

δ (z0), тогда треугольник равнобедренный и

|z∗z1|Z∗ ≤ |z∗z2|Z∗ + |z2z1|Z∗,

|z1z2|Z∗ = |z1z2|Z ≤ |z1z0|Z + |z0z2|Z ≤ 2δ = |z1z∗|Z∗ + |z∗z2|Z∗.

Если же z1, z2 ∈ Z \ BZ
δ (z0), то расстояния между z1, z2, z∗ соответственно

равны расстояниям в Z между z1, z2, z0. В последнем случае z1 ∈ Z\BZ
δ (z0),

а z2 ∈ Z ∩BZ
δ (z0), тогда

|z∗z1|Z∗ = |z0z1|Z ≤ |z0z2|Z + |z2z1|Z ≤ |z∗z2|Z∗ + |z2z1|Z∗,

|z∗z2|Z∗ = δ ≤ |z∗z1|Z∗ ≤ |z∗z1|Z∗ + |z1z2|Z∗,

|z1z2|Z∗ = |z1z2|Z ≤ |z1z0|Z + |z0z2|Z ≤ |z1z∗|Z∗ + |z∗z2|Z∗.

Таким образом, Z∗ ∈ GH.
Далее, докажем, что dGH(X,Z∗) ≤ dGH(X,Z). Рассмотрим произволь-

ное соответствие R ∈ R(X,Z) и построим по нему соответствие R∗ =
R ∪

(
R−1(z0) × {z∗}

)
∈ R(X,Z∗), где R−1(z0) =

{
x ∈ X : (x, z0) ∈ R

}
.

Подсчет искажения R∗ разобьем на три части:

r1 = sup
{∣∣|xx′| − |zz′|∣∣ : (x, z), (x′, z′) ∈ R∗; z, z′ ∈ Z

}
,

r2 = sup
{∣∣|xx′| − |zz∗|∣∣ : |zz0| > δ; (x, z) ∈ R∗;x′ ∈ R−1(z0)

}
,

r3 = sup
{∣∣|xx′| − |zz∗|∣∣ : |zz0| ≤ δ; (x, z) ∈ R∗;x′ ∈ R−1(z0)

}
.

Тогда disR∗ = max{r1, r2, r3}. Оценим ri сверху.
По построению соответсвия R∗, имеем r1 = disR.
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Так как в r2 верно |zz0| > δ, то |zz∗| = |zz0| и

r2 = sup
{∣∣|xx′| − |zz0|∣∣ : |zz0| > δ; (x, z), (x′, z0) ∈ R

}
≤ disR.

Теперь рассмотрим произвольные x, x′, z из определения множества, по
которому берется sup в определении r3. Если 0 ≤ |xx′| − |zz∗|, то

|xx′| − |zz∗| ≤ |xx′| − |zz0| ≤ disR.

В противном случае,

0 < |zz∗| − |xx′| ≤ δ ≤ 2dGH(X,Z) ≤ disR,

поэтому и r3 ≤ disR.
Таким образом,

disR∗ ≤ disR.

Из этого неравенства и предложения 2.7 следует, что

dGH(X,Z∗) ≤ dGH(X,Z).

Аналогично доказывается

dGH(Y, Z∗) ≤ dGH(Y, Z).

Тогда из неравенства треугольника для расстояния Громова–Хаусдорфа
следует оценка

dGH(X,Z∗) + dGH(Z∗, Y ) ≥ dGH(X, Y ) = dGH(X,Z) + dGH(Z, Y ).

Тогда

dGH(X,Z∗)− dGH(X,Z) ≥ dGH(Z, Y )− dGH(Z∗, Y ) ≥ 0.

Поэтому dGH(X,Z∗) = dGH(X,Z). И аналогично показывается, что
dGH(Y, Z∗) = dGH(Y, Z).

Таким образом, метрическое пространство Z∗ лежит во внутренности
сегмента [X, Y ].

Пусть Z,Z∗ — метрические пространства и z∗ ∈ Z. Назовем W про-
странством, полученным путем замены z∗ на Z∗, еслиW это множество,
равное W = Z∗ t Z \ {z∗}, на котором определена функция расстояния:

|w1w2|W =


|w1w2|Z при w1, w2 ∈ Z \ {z∗},
|wiz∗|Z при wi ∈ Z,w3−i ∈ Z∗, i ∈ {1, 2},
|w1w2|Z∗ при w1, w2 ∈ Z∗.
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Теорема 3.5. Пусть сегмент [X, Y ] невырожден для некоторых X, Y ∈
GH. Пусть во внутренности сегмента существует метрическое про-
странство Z с изолированной точкой z∗. Тогда для любого метрического
пространства Z∗, у которого diamZ∗ < 2 min

{
dGH(X,Z), dGH(Z, Y ), S(z∗)

}
,

метрическое пространство W , полученное путем замены z∗ на Z∗, так-
же лежит в сегменте. При этом dGH(X,W ) = dGH(X,Z), dGH(Y,W ) =
dGH(Y, Z).

Доказательство. Докажем корректность формулировки теоремы, а имен-
но, чтоW действительно является метрическим пространством. Достаточ-
но проверить неравенство треугольника для различных точек W , так как
аксиомы положительной определенности и симметрии очевидны. Если все
три точки w1, w2, w3 лежат в Z \ {z∗} или же wi ∈ Z∗, где i ∈ {1, 2, 3}, то
неравенство треугольника сохраняется. Если w1, w2 ∈ Z \ {z∗}, а w3 ∈ Z∗,
то расстояния между этими точками соответственно равны расстояниям
между w1, w2, z

∗ ∈ Z, значит опять неравенство выполняется. Если же
w1 ∈ Z \ {z∗}, а w2, w3 ∈ Z∗, то

|w2w3|W ≤ diamZ∗ < 2S(z∗) ≤ 2|z∗w1|Z = |w2w1|W + |w1w3|W ,

|w1w2|W = |w1z
∗|Z < |w1z

∗|Z + |w2w3|Z∗ = |w1w3|W + |w3w2|W .
Аналогично с |w1w3|W .

Докажем, что dGH(X,W ) ≤ dGH(X,Z).
Рассмотрим произвольное соответствие R ∈ R(X,Z) и построим по

нему соответствие V ∈ R(X,W ) следующим образом. Положим (x,w) ∈ V
тогда и только тогда, когда w ∈ Z \ {z∗} и (x,w) ∈ R, либо w ∈ Z∗ и
(x, z∗) ∈ R.

Посчитаем искажение V :

disV = sup
{∣∣|xx′| − |ww′|∣∣ : (x,w), (x′, w′) ∈ V

}
.

Рассмотрим два случая разбиения на пары элементов V . Пусть

v1 = sup
{∣∣|xx′| − |ww′|∣∣ : (x,w), (x′, w′) ∈ V ;w ∈ Z \ {z∗}, w′ ∈ W

}
,

v2 = sup
{∣∣|xx′| − |ww′|∣∣ : (x,w), (x′, w′) ∈ V ;w,w′ ∈ Z∗

}
.

Тогда disV = max{v1, v2}.
Для каждой пары (x,w), (x′, w′) ∈ V из построения v1 существует пара

(x, z), (x′, z′) ∈ R, где z, z′ ∈ Z и |ww′|W = |zz′|Z , поэтому v1 ≤ disR.
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Оценим сверху v2. Перепишем v2 в эквивалентном виде, пользуясь тем,
что |ww′|W = |ww′|Z∗ для w,w′ ∈ Z∗, и определением соответствия V :

v2 = sup
{∣∣|xx′| − |ww′|Z∗

∣∣ : (x, z∗), (x′, z∗) ∈ R,w,w′ ∈ Z∗
}
.

Так как diamZ∗ < 2dGH(X,Z) имеем |ww′|Z∗ < 2dGH(X,Z) ≤ disR. Также
для произвольных x, x′ ∈ X таких, что (x, z∗), (x′, z∗) ∈ R, верно

|xx′| ≤ disR,

поэтому модуль разности величин |xx′|, |ww′|Z∗ и сама величина v2 тоже
не превосходит disR.

Таким образом, доказано, что disV = max{v1, v2} ≤ disR.
Из этого неравенства и предложения 2.7 следует, что

dGH(X,W ) ≤ dGH(X,Z).

Аналогично доказывается неравенство dGH(Z, Y ) ≥ dGH(W,Y ).
Покажем теперь, что dGH(X,W ) ≥ dGH(X,Z). Из неравенства тре-

угольника для расстояния Громова–Хаусдорфа получаем оценку

dGH(X,W ) + dGH(W,Y ) ≥ dGH(X, Y ) = dGH(X,Z) + dGH(Z, Y ).

Тогда

dGH(X,W )− dGH(X,Z) ≥ dGH(Z, Y )− dGH(W,Y ) ≥ 0.

Поэтому dGH(X,W ) ≥ dGH(X,Z). Аналогично показывается, что
dGH(Y,W ) ≥ dGH(Y, Z).

Таким образом, метрическое пространство W лежит в сегменте [X, Y ],
причем dGH(X,W ) = dGH(X,Z) и dGH(Y,W ) = dGH(Y, Z).

Метрическое пространство X назовем симплексом, если все его нену-
левые расстояния одинаковы. Заметим, что симплекс X компактен, если и
только если он конечен. Симплекс, имеющий n вершин, расстояния между
которыми равны λ, обозначим через λ∆n.

Следствие 3.6. Пусть у невырожденного сегмента [X, Y ], где X, Y ∈
GH, существует внутренняя точка Z. Тогда сегмент [X, Y ] — собствен-
ный класс.
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Доказательство. По теореме 3.4 и теореме 3.5, в сегменте [X, Y ] лежат
метрические пространства вида W (m) = Z̃ t µ∆m, где Z̃ — метрическое
пространство, а m — произвольное кардинальное число, для некоторого
µ > 0. Класс кардинальных чисел, удовлетворяющих условию m ≤ #Z̃,
является множеством, потому что их количество не превосходит карди-
нала #P0(Z̃). Так как объединение двух множеств является множеством,
от противного получаем, что класс A = {m — кардинал : m > #Z̃} —
собственный класс. Построим сюръективное отображение сегмента [X, Y ]

на собственный класс A. Метрические пространства W (m), где m > #Z̃,
отобразим в соответствующий кардинал m ∈ A, а все остальные точки
сегмента — в кардинал #P0(Z̃). Таким образом, сегмент «не меньше», чем
собственный класс, поэтому и сам является собственным классом.

Следствие 3.7. Пусть X, Y — неизометричные компактные метриче-
ские пространства. Тогда сегмент [X, Y ] ∩M не является компактом.

Доказательство. По предложению 2.14, сегмент [X, Y ] всегда содержит
компактное метрическое пространство Z, лежащее на ненулевых рассто-
яниях от X, Y . Тогда, по теореме 3.4 и теореме 3.5, в сегменте лежит
компактное метрическое пространство W (m) = Z̃ t µ∆m для некоторого
µ > 0, некоторого метрического пространства Z̃ и произвольного m ∈ N.
Но для 0 < ε < µ

2 число покрытия cov
(
W (m), ε

)
не меньше m, так как

каждый открытый шар радиуса ε может покрыть не более одной точки из
µ∆m ⊂ W (m). Таким образом, для

{
W (m)

}∞
m=1
⊂ [X, Y ] не существует

функции N : (0,∞) → N такой, что для любого m ∈ N выполнялось бы
неравенство cov

(
W (m), ε

)
≤ N(ε). Тогда, по предложению 2.16, метриче-

ский сегмент [X, Y ] ∩M не является предкомпактом и тем более компак-
том.

Теорема 3.8. Пусть X, Y ∈ GH — произвольные непустые метрические
пространства. Тогда R-сегмент [X, Y ]R является множеством.

Доказательство. Количество оптимальных соответствий между X и Y
не превосходит #P0(X × Y ) . Тогда мощность R-сегмента удовлетворяет
неравенству [X, Y ]R ≤ #P0(X × Y )× c.

4 Компактность и плотность внутренних то-
чек сегмента

Теорема 4.1. Пусть X, Y два метрических пространства и σ ∈
P0(X, Y ). Тогда при произвольном t ∈ (0, 1) проекция метрического про-
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странства σt на X, равная πX(x, y) = x, является 1
1−t-липшицевой, а

проекция σt на Y , равная πY (x, y) = y, является 1
t -липшицевой.

Доказательство. Пусть (x, y), (x′, y′) ∈ σt две произвольные точки мет-
рического пространства. Тогда липшицевость следует из следующих нера-
венств:

|πX(x, y)πX(x′, y′)|X = |xx′|X ≤ |xx′|+
t

1− t
|yy′| = 1

1− t
|(x, y)(x′, y′)|σt,

|πY (x, y)πY (x′, y′)|Y = |yy′|Y ≤
1− t
t
|xx′|+ |yy′| = 1

t
|(x, y)(x′, y′)|σt.

Для метрического пространстваM удобней рассматривать подмноже-
ство R-сегментa [X, Y ]Rc

⊂ [X, Y ]R, состоящее из объединения всех R-
геодезических, где R ∈ Ropt(X, Y ) ∩Rc(X, Y ).

Следствие 4.2. Пусть во внутренности R-сегмента [X, Y ]R, где X, Y ∈
GH, лежит компактное метрическое пространство Z. Тогда [X, Y ]Rc

⊂
M.

Доказательство. По определению R-сегмента Z равно метрическому про-
странству Rt, где R ∈ Ropt(X, Y ), а t ∈ (0, 1). Тогда, по теореме 4.1 и
свойству сохранения компактности при непрерывном отображении, X и
Y — компактные пространства. Следовательно, по предложению 2.11, сег-
мент [X, Y ]Rc

целиком лежит вM.

Замечание. При пересечении R-сегмента с M не по внутренней точ-
ке приведенное выше следствие будет неверным. Например, X ∈ M —
одноточечное метрическое пространство, а Y — счетный симплекс. Тогда
все пространства вида tY , где t ∈ (0, 1), лежат в [X, Y ]R, но не являются
компактными.

Следствие 4.3. Пусть Z — внутренняя точка сегмента [X, Y ]R, и из-
вестно, что хотя бы одно метрическое пространство Z,X, Y бесконечно.
Тогда den(Z) = max

{
den(X), den(Y )

}
.

Доказательство. Пусть пространство Z имеет вид Rt, где R ∈ Ropt(X, Y ),
а t ∈ (0, 1).

Докажем неравенство den(Z) ≤ den(X)den(Y ). Пусть X̃, Ỹ плотные
подмножества X, Y соответственно. Для метрического пространства

(
X×

Y, | · |t
)

= (X × Y )t, подмножество X̃ × Ỹ будет всюду плотным, так как
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для любого ε > 0 и любой точки (x, y) ∈ (X × Y )t существуют x′ ∈ X̃ и
y′ ∈ Ỹ такие, что |xx′|X < ε

2(1−t) и |yy
′|Y < ε

2t , откуда

|(x, y)(x′, y′)| = (1− t)|xx′|+ t|yy′| < (1− t) ε

2(1− t)
+ t

ε

2t
< ε.

Из этого следует, что den
(
(X × Y )t

)
≤ den(X)den(Y ). Но метрическое

пространство Z является подмножеством (X × Y )t, а по предложению 2.22,
плотность подмножества метрического пространств не больше плотности
самого метрического пространства. Поэтому den(Z) ≤ den(X)den(Y ). У
бесконечных метрических пространств плотность бесконечна. Тогда из
арифметики кардинальных чисел den(X)den(Y ) = max

{
den(X), den(Y )

}
.

По предложению 2.23, при непрерывном отображении сохраняется
свойство den(·) ≤ n, где n — кардинал. Тогда, из теоремы 4.1 следует,
что den(Z) ≥ max

{
den(X), den(Y )

}
.

Замечание. Для конечных пространств приведенное утверждение бу-
дет верно, если ограничить построение геодезических только на неприво-
димые соответствия. В ином случае можно привести пример, противоре-
чащий следствию. Так, для метрических пространств X = 2∆3 и Y = ∆2

соответсвие X×Y будет оптимальным, и для внутренней точки симплекса
Z = (X × Y )t, где t ∈ (0, 1), имеем den(Z) = den(X)den(Y ).

Множество X называется ε-разделенным, если расстояние между лю-
быми двумя различными точками больше либо равно ε.

Предложение 4.4. Пусть в метрическом пространстве X лежит ε-
разделенное подмножество XA = {xa}a∈A, где ε > 0. И пусть в метриче-
ском пространстве Y для любого подмножества {ya}a∈A, индексируемого
тем же множеством A, верно:

inf
a,b∈A,a6=b

|yayb| = 0.

Тогда 2dGH(X, Y ) > ε.

Доказательство. Возьмем произвольное соответствие R ∈ R(X, Y ). Для
xa ∈ XA обозначим через ya произвольный элемент Y такой, что (xa, ya) ∈
R. Тогда из условия inf

a,b∈A,a 6=b
|yayb| = 0 и |xaxb| ≥ ε имеем

disR ≥ sup
a,b∈A

∣∣|xaxb| − |yayb|∣∣ ≥ ε.

Из произвольности соответствия R следует, что 2dGH(X, Y ) ≥ ε.
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Следствие 4.5. Пусть в метрическом пространстве X c diamX < ∞
существует ε-разделенное подмножество мощности n > 1 для некото-
рого ε > 0. Тогда, при λ ∈ (1, 1 + 2ε

diamX−ε), если ε 6= diamX, и при λ > 1,
если ε = diamX, у метрического пространства Z ∈ [X,λX] плотность
den(Z) ≥ n. Если n – бесконечное, то дополнительно [X,λX] ∩M = ∅.

Доказательство. Докажем от противного. Пусть у метрического про-
странства Z ∈ [X,λX] плотность меньше, чем n. Тогда для любого под-
множества {za}a∈A, где #A = n, имеем inf

{
|zazb| : a, b ∈ A, a 6= b

}
= 0.

Последнее утверждение следует из свойства: мощность ε-разделенного под-
множества для некоторого положительного ε не больше плотности. Если
же Z — компакт, а n — счетно, то опять inf

{
|zazb| : a, b ∈ A, a 6= b

}
= 0, вы-

текающее из существования сходящийся подпоследовательности у любой
бесконечной последовательности в компактном пространстве. Отсюда, по
предложению 4.4, в обоих случаях получаем неравенства 2dGH(X,Z) ≥ ε
и 2dGH(λX,Z) ≥ λε. А величина 2dGH(X,λX) = diamX|λ− 1| по предло-
жению 2.8. Тогда

2dGH(X,Z) + 2dGH(Z, λX) ≥ ε(1 + λ) > diamX(λ− 1) = 2dGH(X,λX).

Пришли к противоречию.

Замечание. Если для метрического пространства X неверно условие
полной ограниченности, то для некоторого ε > 0, не существует конечной
ε-сети. Тогда максимальное (по числу точек) ε-разделенное подмножество
не может быть конечным, так как в таком случае оно было бы и конеч-
ной ε-сетью. Поэтому в любом метрическом пространстве, не являющимся
вполне ограниченным, существует бесконечное ε-разделенное подмноже-
ство для некоторого ε > 0.

Можно привести пример существования компактного метрического
пространства при нарушении неравенства в следствии 4.5. Пусть метри-
ческое пространство X = 1

3∆n ∪ {x}, где n — бесконечно, а расстояние
от произвольной точки симплекса 1

3∆n до x равно 1. Заметим, в X лежит
1
3-разделенное подмножество. Тогда пусть λ = 1 +

2∗ 13
1− 1

3

= 2. Можно прове-
рить, что в сегменте [X, 2X] лежит компактное двухточечное метрическое
пространство (1 + 1

3)∆2.

Следствие 4.6. Пусть n,m — бесконечные кардинальные числа и сег-
мент [a∆n, b∆m] невырожденный. Тогда [a∆n, b∆m]∩M = ∅, и для любой
внутренней точки сегмента Z ∈ [a∆n, b∆m] верно den(Z) ≥ min{n,m}.
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Доказательство. Исходя из техники соответствий, расстояние dGH(a∆n, b∆n)

может равняться одной из следующих величин |a−b|2 , a2 ,
b
2 . Пусть Z — ком-

пактное метрическое пространство и/или den(Z) < min{n,m}. Из предло-
жения 4.4 получаем неравенство

2dGH(a∆n, Z)+2dGH(Z, b∆m) ≥ a+b > max
{
a, b, |a−b|

}
≥ 2dGH(a∆n, b∆m).

5 Заключение
Таким образом, мы показали, что в классе Громова–Хаусдорфа метриче-
ский сегмент, в котором есть хотя бы один элемент, лежащий на ненулевых
расстояниях до концевых точек сегмента, — собственный класс. В про-
тивном случае, метрический сегмент является множеством. При ограни-
чении класса Громова–Хаусдорфа на компактные метрические простран-
ства невырожденный метрический сегмент всегда является не компакнтым
множеством. Также приведены примеры, показывающие, что существует
связь между компактностью и/или плотностью концевых и внутренних
точек сегмента.
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