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1. Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå àòîìà, ïîÿâèâøååñÿ â çàäà÷àõ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà è êëàññèôèêàöèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàõîäèò ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé
êîìáèíàòîðèêè è ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè, òåîðèè óçëîâ [1−4]. Ïîíÿòèå àòîìà äëÿ
öåëåé ãàìèëüòîíîâîé è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè áûëî ââåäåíî À.Ò.
Ôîìåíêî [3] è èñïîëüçîâàëîñü äëÿ ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â ðàáîòå [4].
Ñèììåòðèè àòîìîâ îòðàæàþò äèñêðåòíûå ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì, òàê ÷òî äëÿ àíàëèçà âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññîâ
àòîìîâ, îáëàäàþùèõ çàäàííîé ãðóïïîé ñèììåòðèè. Òàê, â ðàáîòàõ [5,6] ïîëó÷åí
ðÿä êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ, èìåþ-
ùèõ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé íàáîð ñèììåòðèé. Â ðàáîòå [7] ïðèâåäåíà ïîëíàÿ
êëàññèôèêàöèÿ âûñîòíûõ àòîìîâ ñ òðàíçèòèâíîé íà âåðøèíàõ ãðóïïîé ñèììåò-
ðèé. Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ äîâîëü-
íî ñëîæíîé è ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî äëÿ îòäåëüíûõ ñåìåéñòâ àòîìîâ (àòîìû
ìàëîé ñëîæíîñòè, àòîìû ìàëîãî ðîäà) ëèáî àòîìîâ, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì ñïåöè-
àëüíûì ñâîéñòâîì. Òàê, â ðàáîòå [8] ïîëíîñòüþ îïèñàíû ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûå âûñîòíûå àòîìû. Ñ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì òåîðèè ñèììåòðèé àòîìîâ ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [9 − 16].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé âûñîòíûõ àòîìîâ
− âûñîòíûå àòîìû ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ îäíîãî öâåòà.
Äëÿ òàêèõ àòîìîâ óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå: ïðåäúÿâëåíà 21 áåñêîíå÷íàÿ
ñåðèÿ. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò [1,2,5].

2. Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

ÏóñòüM2 − ãëàäêîå êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, f : M2 → R − ôóíêöèÿ
Ìîðñà íà M2 è {x ∈ M2 : f(x) = k}, ãäå k ∈ R, − åå îñîáûé óðîâåíü. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå, ÷òî f−1([k − ε, k + ε]) íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê, êðîìå
ëåæàùèõ íà îñîáîì óðîâíå ({f = k}).
Îïðåäåëåíèå 1. Àòîìîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) ñ óêàçàíè-

åì âëîæåíèÿ ãðàôà f−1(k) â ïîâåðõíîñòü f−1([k − ε, k + ε]). Àòîì íàçûâàåòñÿ îðè-
åíòèðóåìûì, åñëè ýòà ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà. Ãðàô f−1(k) íàçûâàåòñÿ îñòîâîì
àòîìà. Äâà àòîìà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïàð,
êîòîðûé ïåðåâîäèò ïîâåðõíîñòü â ïîâåðõíîñòü (ñîõðàíÿÿ îðèåíòàöèþ, åñëè ïîâåðõ-
íîñòü îðèåíòèðîâàíà), îñòîâ â îñòîâ, à ôóíêöèþ ïåðåâîäèò â ôóíêöèþ(ñì. [1]).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòîì (f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) ïîðîæäåí ôóíêöèåé f . Ñëîæ-
íîñòüþ àòîìà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè f íà îñîáîì ñëîå.
Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì àòîì, ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé f , âûñîòíûì, åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêîå âëîæåíèå g : M2 → R3, ÷òî f(p) = z(g(p)) äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈M2,
ãäå z − ñòàíäàðòíàÿ êîîðäèíàòà â ïðîñòðàíñòâå R3, ò.å. z − ôóíêöèÿ âûñîòû íà
g(M2).
Âñå âûñîòíûå àòîìû ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðóåìûìè (ñì. [2]). Òàê êàê ìû áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî âûñîòíûå àòîìû, òî âñþäó íèæå âñå àòîìû îðèåíòèðóåìûå.
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Ïóñòü äàí àòîìX = (f−1([k−ε, k+ε]), f−1(k)). ßñíî, ÷òî f−1([k−ε, k+ε]) ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì ìíîãîîáðàçèåì P 2 ñ êðàåì, ïðè÷åì åãî êðàé − ýòî íàáîð îêðóæíîñòåé.
Ðîäîì àòîìà X íàçûâàåòñÿ ðîä ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ, ïîëó÷åííîãî èç P 2 ñ ïîìî-
ùüþ çàêëåèâàíèÿ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàíèöû äèñêàìè. Àòîìû ðîäà 0 íàçîâåì
ïëîñêèìè àòîìàìè.
Òàêæå ñòîèò äàòü âòîðîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå àòîìà.
Îïðåäåëåíèå 3. Àòîìîì íàçîâåì ïàðó (P 2, K), ãäå P 2 − êîìïàêòíàÿ îðèåíòè-

ðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, K − íåïóñòîé êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô, âëîæåííûé
â P 2 è èìåþùèé âåðøèíû ñòåïåíè 4, ïðè÷åì ìíîæåñòâî P 2 \K ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì
îáúåäèíåíèåì êîëåö S1 × (0, 1], (S1, 1) ⊂ ∂P 2. Ìíîæåñòâî êîëåö è èõ ãðàíè÷íûõ
îêðóæíîñòåé ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà (áåëûå è ÷åðíûå êîëüöà) òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî ê êàæäîìó ðåáðó ãðàôà K ïðèìûêàþò ðîâíî îäíî áåëîå êîëüöî è ðîâíî
îäíî ÷åðíîå êîëüöî. Óêàçàííîå ðàçáèåíèå êîëåö è ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòåé
íà áåëûå è ÷åðíûå íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåì ïàðû (P 2, K). Äâà àòîìà ñ÷èòàþòñÿ
èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì îñíàùåííûõ ïàð, ñîõðàíÿþùèé îðè-
åíòàöèþ ïîâåðõíîñòåé è ðàñêðàñêó êîëåö.
Àòîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé áåëûõ êîëåö íà ÷åðíûå, à ÷åðíûõ êîëåö íà

áåëûå, íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì àòîìîì ê èñõîäíîìó àòîìó.
Àòîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàêæå êàê f -ãðàô (ñì. [1]), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äàåò

íàì âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü ñ àòîìàìè êàê ñ êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè.
Îïðåäåëåíèå 4. Êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô G, íåêîòîðûå ðåáðà êîòîðîãî îðèåí-

òèðîâàíû, íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì f -ãðàôîì, åñëè âñå åãî âåðøèíû èìåþò
ñòåïåíü 3, ïðè÷åì ê êàæäîé åãî âåðøèíå ïðèìûêàþò ðîâíî äâà îðèåíòèðîâàííûõ
ïîëóðåáðà, èç êîòîðûõ îäíî âõîäèò â âåðøèíó, à äðóãîå âûõîäèò èç íåå. Îòìåòèì,
÷òî âåðøèíà ìîæåò áûòü íà÷àëîì è êîíöîì îäíîãî è òîãî æå îðèåíòèðîâàííîãî
ïîëóðåáðà.
Ñîîòâåòñòâóþùèé f -ãðàô ñòðîèòñÿ ïî àòîìó (P 2, K) ñëåäóþùèì îáðàçîì: â êà-

÷åñòâå íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà áåðåòñÿ îòðåçîê(ñåïàðàòðèñà), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
âåðøèíó ãðàôà K è ñîåäèíÿþùèé ãðàíèöû ïðîòèâîïîëîæíûõ áåëûõ êîëåö (ñì.
ðèñ. 1), à â êà÷åñòâå âåðøèí − ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöû îòðåçêà. Â ðîëè îðèåíòèðî-
âàííûõ ðåáåð âûñòóïàþò ïðèìûêàþùèå ê âåðøèíàì äóãè áåëûõ êîëåö ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îðèåíòàöèåé.
Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì f -ãðàô îðèåíòèðîâàííî âëîæèìûì â ïëîñêîñòü, åñëè

åãî ìîæíî âëîæèòü â ïëîñêîñòü òàê, ÷òî îêðóæíîñòè, ñîåäèíåííûå îäíèì ðåáðîì,
ëåæàò îäíà â äðóãîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ
îðèåíòàöèþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå òàêæå áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííûì.
Îïðåäåëåíèå 6. Ñèììåòðèåé àòîìà X = (P 2, K) íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùèé

îðèåíòàöèþ è îñíàùåíèå ãîìåîìîðôèçì îñíàùåííîé ïàðû (P 2, K) íà ñåáÿ, ðàññìàò-
ðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè, ò.å. êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èçîòîïíûõ ãîìåî-
ìîðôèçìîâ îñíàùåííîé ïàðû (P 2, K) íà ñåáÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè
ãðóïïà (X) ñèììåòðèé àòîìà X = (P 2, K) äèñêðåòíà (ñì. [1]).
Îïðåäåëåíèå 7. Íàçîâåì ñèììåòðèåé f -ãðàôà G èçîìîðôèçì ãðàôà G íà ñåáÿ,

ïåðåâîäÿùèé îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà â îðèåíòèðîâàííûå ñ ñîõðàíåíèåì èõ îðèåí-
òàöèè. Îáîçíà÷èì ãðóïïó âñåõ òàêèõ ñèììåòðèé f -ãðàôà G ÷åðåç (G).
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Îïðåäåëåíèå 8. Àòîì X = (P 2, K) ñ çàäàííûì îñíàùåíèåì ÿâëÿåòñÿ àòîìîì
ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî(÷åðíîãî) öâåòà, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ êîëåö áåëîãî(÷åðíîãî) öâåòà u, v óêàçàííîãî îñíàùåíèÿ íàéäåòñÿ ñèì-
ìåòðèÿ àòîìà φ ∈ (X), òàêàÿ, ÷òî φ(u) = v.
Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòîì X = (P 2, K) ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ñ

òðàíçèòèâíîé íà âåðøèíàõ ãðóïïîé ñèììåòðèé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u,
v ãðàôà K íàéäåòñÿ ñèììåòðèÿ àòîìà φ ∈ (X), òàêàÿ, ÷òî φ(u) = v.
Îïðåäåëåíèå 10. Àòîì X = (P 2, K) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà åãî ñèììåòðèé (X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå ðåáåð àòîìà X.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç êíèãè À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî [1].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X = (P 2, K) − íåêîòîðûé àòîì, ðàññìàòðèâàåìûé êàê îñíà-
ùåííàÿ ïàðà, à G - ñîîòâåòñòâóþùèé åìó f -ãðàô. Òîãäà ãðóïïà (G) èçîìîðôíà
ãðóïïå (X).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àòîì X = (P 2, K) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà ñèììåòðèé åãî f -ãðàôà (G) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò
íà âåðøèíàõ f -ãðàôà.

3. Âûñîòíûå àòîìû ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé,
òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ îäíîãî öâåòà

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåïåðü â òåðìèíàõ f -ãðàôà óñëîâèå, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé
àòîìà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. Êîãäà áóäåì èìåòü äåëî ñ f -
ãðàôîì êàêîãî-ëèáî àòîìà, ïðèìåì, ÷òî f -ãðàô ñîîòâåòñòâóåò áåëûì êîëüöàì ýòîãî
àòîìà, åñëè íå îãîâîðåíî óòî÷íåíèå. Òîãäà â ëþáîì òàêîì f -ãðàôå îðèåíòèðîâàííûå
öèêëû ñîîòâåòñòâóþò áåëûì êîëüöàì. À îðèåíòèðîâàííûå öèêëû f -ãðàôà àòîìà,
äâîéñòâåííîãî ê èñõîäíîìó, áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷¼ðíûì êîëüöàì èñõîäíîãî àòî-
ìà.
Îïðåäåëåíèå 11. Ãðàíüþ îðèåíòèðîâàííîãî âëîæåíèÿ f -ãðàôà íàçîâåì ÷àñòü

ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííóþ îðèåíòèðîâàííûìè è íåîðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè. Çà-
ïðåùàåì, ÷òîáû ãðàíü îãðàíè÷èâàëàñü òîëüêî îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè. Çàìå-
òèì, ÷òî ãðàíü íå ìîæåò îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî íåîðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè(èç
îïðåäåëåíèÿ f -ãðàôà).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàì äàíî ïëîñêîå âëîæåíèå f -ãðàôà àòîìà, òî îðèåíòèðîâàí-

íûå öèêëû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü áåëûì êîëüöàì, à ãðàíè - ÷¼ðíûì.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü X = (P 2, K)- àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X),
à G- ñîîòâåòñòâóþùèé åìó f -ãðàô. Òîãäà Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
êîëüöàõ áåëîãî öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Sym(G) òðàíçèòèâíî äåéñòâó-
åò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç êîíñòðóêöèè ïîñòðîåíèÿ f -ãðàôà ïî

àòîìó : îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó áåëîìó êîëüöó
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àòîìà. Çàìåòèì, åñëè, êðîìå ýòîãî, G1-f -ãðàô äâîéñòâåííîãî ê èñõîäíîìó àòîìà è
Sym(G1) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ G1, òî ãðóïïà ñèììåò-
ðèé êàê èñõîäíîãî àòîìà, òàê è äâîéñòâåííîãî, òðàíçèòèâíî äåéñòâóò íà êîëüöàõ
îáîèõ öâåòîâ.�

Â äàëüíåéøåé ðàáîòå íàì ïîíàäîáÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ, âçÿòûå èç ñòàòüè È.Ì.Íèêî-
íîâà[6].
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü X = (P 2, K) − àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X),

à G − ñîîòâåòñòâóþùèé åìó f -ãðàô. Òîãäà Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
âåðøèíàõ àòîìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà Sym(G) òðàíçèòèâ-
íî äåéñòâóåò íà íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áðàõ f -ãðàôà.

Óòâåðæäåíèå 3. Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f -
ãðàô îðèåíòèðîâàííî âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Îïðåäåëåíèå 12. Áóäåì íàçûâàòü íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ïðîèçâîëüíîãî f -
ãðàôà âíóòðåííèì, åñëè îáà êîíöà ýòîãî ðåáðà ëåæàò â îäíîì îðèåíòèðîâàííîì
öèêëå, è âíåøíèì, åñëè åãî êîíöû ëåæàò â ðàçíûõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ.

Îïðåäåëåíèå 13. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíåøíåå ðåáðî ñîåäèíÿåò ïàðó îðèåíòè-
ðîâàííûõ öèêëîâ, åñëè îäèí êîíåö ðåáðà ëåæèò íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå,
äðóãîé − íà äðóãîì.
Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) àòîìà X = (P 2, K) òðàí-

çèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà, òî ó ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðàôà G
âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí.
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî óòâåðæäåíèþ 1 ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(G) f -ãðàôàG òðàíçè-

òèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ. Çíà÷èò, âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû
ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí âíóòðåííèõ ð¼áåð è âåðøèí âíåøíèõ ð¼-
áåð, òàêèì îáðàçîì âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
âåðøèí.�

Óòâåðæäåíèå 5. Ãðóïïà ñèììåòðèé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ òðàí-
çèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àòîì X = (P 2, K) (ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X)) ÿâëÿåò-

ñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì. Òàê êàê ê êàæäîìó ðåáðó ãðàôà ïðèìûêàåò ðîâíî
îäíî áåëîå è îäíî ÷¼ðíîå êîëüöî, è ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) òðàíçèòèâíî äåé-
ñòâóåò íà ð¼áðàõ ãðàôà , ïîýòîìó Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ
öâåòîâ. �

Â ÷àñòíîñòè, åñëè àòîì X = (P 2, K) (ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X)) ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì è âûñîòíûì, òî Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ. Êëàññèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòî-
ìîâ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå Âîë÷àíåöêîãî Í.Â. è Íèêîíîâà È.Ì.[2]. Îíà âêëþ÷àåò
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â ñåáÿ àòîì A2(ñì. ðèñ. 1), äâå áåñêîíå÷íûå ñåðèè àòîìîâ Dn, (n ≥ 1), Cn, (n ≥ 1),
(ðèñ. 2) è ïÿòü àòîìîâ P1, P2, P3, P4, P5 ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàííè-
êàì (Ðèñ. 3). Çàìåòèì, ÷òî C2 = D2. �

Ðèñ. 1. f-ãðàô àòîìà A2

Ðèñ. 2. f-ãðàôû àòîìîâ Cn, Dn

Òåïåðü ðàññìîòðèì Àðõèìåäîâû òåëà, áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ïðèçì è àíòèïðèçì, è
ïîñòðîèì ïî íèì ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìû òàê:
f -ãðàô êàæäîãî èç êîíñòðóèðóåìûõ àòîìîâ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû êàæ-

äîé âåðøèíû îäíîìåðíîãî îñòîâà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà íà îðèåíòèðî-
âàííûé öèêë (ñì. Ðèñ. 4) (Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñåòü êàæäîãî èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ âëîæèìà â ïëîñêîñòü). Ïðè ýòîì öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê
ïðèìûêàþùèõ ê öèêëó ðåáåð äîëæåí ïîâòîðÿòü ïîðÿäîê ðåáåð, ïðèìûêàþùèõ ê
âåðøèíå.
Îïðåäåëåíèå 14. Ïîäãðóïïà ãðóïïû äâèæåíèé åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà íàçû-

âàåòñÿ òî÷å÷íîé ãðóïïîé, à å¼ ýëåìåíòû - òî÷å÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè(òî÷å÷íûìè
ñèììåòðèÿìè), åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà, êîòîðàÿ îñòà¼òñÿ íà ìåñòå ïðè âñåõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ ýòîé ïîäãðóïïû.
Óòâåðæäåíèå 6. Ãðóïïû ñèììåòðèé ñåòè Àðõèìåäîâûõ è Ïëàòîíîâûõ òåë, à

òàêæå ïðàâèëüíûõ ïðèçì è àíòèïðèçì, ñîõðàíÿþùèå öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ð¼áåð,
ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíå, åñòü êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû SO(3,R).
Äîêàçàòåëüñòâî.Ñåòü Àðõèìåäîâûõ è Ïëàòîíîâûõ òåë, à òàêæå ïðàâèëüíûõ ïðèçì

è àíòèïðèçì åñòü ãðàô, ðåáðà êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ðåáðàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìíîãîãðàííèêà, à âåðøèíû ñ âåðøèíàìè. Ãðóïïà ñèììåòðèé òàêîãî ãðàôà − ýòî
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Ðèñ. 3. f -ãðàôû àòîìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàííèêàì

Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå f -ãðàôà ïî îñòîâó ìíîãîãðàííèêà

ïåðåèìåíîâàíèå åãî âåðøèí ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ñìåæíîñòè. Ëþáîå òàêîå ïå-
ðåèìåíîâàíèå çàäà¼ò ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå âåðøèí è çàäàåò íåêîòîðóþ ñèì-
ìåòðèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà. Òàê ÷òî âîïðîñ î ãðóïïå ñèììåòðèé ñåòè
ñâåäåì ê âîïðîñó î ãðóïïå ñèììåòðèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà.
Ãðóïïû ñèììåòðèé Àðõèìåäîâûõ è Ïëàòîíîâûõ òåë, à òàêæå ïðàâèëüíûõ ïðèçì

è àíòèïðèçì óæå èçâåñòíû(ñì.[15,16]). Êàæäàÿ òàêàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé ÿâëÿþòñÿ
òî÷å÷íîé. Ïðè ýòîì ëþáîå òî÷å÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè ïðåäñòàâèìî â âèäå
êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé äâóõ òèïîâ: âðàùåíèé è/èëè îòðàæåíèé â ïëîñêîñòè.
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì òåòðàýäð. Âûáåðåì â ãðóïïå åãî ñèììåòðèé òå ñèììåò-
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ðèè, êîòîðûå ñîõðàíÿþò öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ð¼áåð, ïðèìûêàþùèõ ê êàæäîé âåð-
øèíå. Ñèììåòðèè, îáðàçóþùèå ãðóïïó âðàùåíèé òåòðàýäðà, ïîäõîäÿò. Ýòà ãðóïïà
ñîñòîèò èç òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, 8 âðàùåíèé, íà óãëû 2π

3
è 4π

3
, âîêðóã 4

îñåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ öåíòðàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé, 3 âðàùåíèé, íà
óãîë π, âîêðóã 3 îñåé, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð. Îñòàëüíûå
ñèììåòðèè òåòðàýäðà îáðàçîâàíû îòðàæåíèåì(èëè êîìïîçèöèå âðàùåíèÿ è îòðàæå-
íèÿ) îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ð¼áðà. Ëþáûå òàêèå îòðàæåíèÿ
íå ñîõðàíÿþò öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ðåá¼ð, ïðèìûêàþùèõ ê îòðàæàåìûì âåðøè-
íàì. Èòàê, ïîäõîäèò òîëüêî ãðóïïà âðàùåíèé. Î÷åâèäíî, ýòà ãðóïïà êîíå÷íà. Äëÿ
îñòàëüíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.�

Ïî óòâåðæäåíèþ 6 ãðóïïà ñèììåòðèé ìíîãîãðàííèêà, ñîõðàíÿþùàÿ öèêëè÷åñêèé
ïîðÿäîê ð¼áåð, ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíå, åñòü ãðóïïà åãî âðàùåíèé(òî åñòü ñèììåò-
ðèé, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà). Ïîýòîìó â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè
ïîä ãðóïïîé ñèììåòðèé êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ áóäåì ïî-
íèìàòü ãðóïïó åãî âðàùåíèé. Ãðóïïû âðàùåíèé Àðõèìåäîâûõ è Ïëàòîíîâûõ òåë
èçâåñòíû, ñì. ñòàòüè â Âèêèïåäèè[8, 9].
Óòâåðæäåíèå 7. Àòîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå àðõèìåäîâûì òåëàì (èñêëþ÷àÿ

óñå÷åííûé êóáîîêòàýäð è ðîìáîóñå÷åííûé èêîñîäîäåêàýäð) R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7,
R8, R9, R10, R11, à òàêæå áåñêîíå÷íîé ñåðèè ïðèçì R1

n, (n ≥ 3, n 6= 4) è àíòèïðèçì
R2
n, (n ≥ 4) (ñì. ðèñ. 2, 3), ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè, è èõ ãðóïïà ñèììåòðèé òðàí-

çèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà ñèììåòðèé ïîñòðîåííîãî f -ãðàôà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé

ñèììåòðèé èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà, ñîõðàíÿþùåé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ðåáåð.
Òàê êàê ñèììåòðèè ïîëóïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà òðàíçèòèâíî äåéñòâóþò íà åãî
âåðøèíàõ, òî ãðóïïà ñèììåòðèé f -ãðàôà áóäåò òðàíçèòèâíîé íà îðèåíòèðîâàííûõ
öèêëàõ f -ãðàôà, à çíà÷èò, ãðóïïà ñèììåòðèé ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà áóäåò òðàí-
çèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìîâ,
îòâå÷àþùèõ àðõèìåäîâûì òåëàì (èñêëþ÷àÿ óñå÷åííûé êóáîîêòàýäð è ðîìáîóñå÷åí-
íûé èêîñîäîäåêàýäð), íå áóäåò òðàíçèòèâíà íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ, ïîñêîëüêó ó
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïëîñêîãî âëîæåíèÿ f -ãðàôà íå âñå ãðàíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñ-
ëî ñòîðîí. Ïîýòîìó íà ãðàíÿõ ãðóïïà ñèììåòðèé ïëîñêîãî âëîæåíèÿ f -ãðàôà íå
ìîæåò îáðàçîâûâàòü îäíó îðáèòó.
Àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ñåðèè ïðèçì è àíòèïðèçì. Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðèçìà ñ 4-óãîëüíûì îñíîâàíèåì åñòü êóá, à àíòèïðèçìà ñ 3-óãîëüíûì
îñíîâàíèå åñòü îêòàåäð. Òàê, êóáó ñîîòâåòñòâóåò f -ãðàô àòîìà P2, à îêòàýäðó − P3.
Ïîýòîìó â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ íå óêàçàíû R1

4 è R
2
3.

Íà ðèñ. 5,6 ïðåäñòàâëåíû f -ãðàôû àòîìîâ R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, R9, R10,
R11, êîòîðûå îòâå÷àþò óñå÷åííîìó òåòðàýäðó, êóáîîêòàýäðó, óñå÷åííîìó êóáó, óñå-
÷åííîìó îêòàýäðó, ðîìáîêóáîîêòàýäðó, ïëîñêîíîñîìó êóáó, èêîñîäîäåêàýäðó, óñå-
÷åííîìó äîäåêàýäðó, óñå÷åííîìó èêîñàýäðó, ðîìáîèêîñîäîäåêàýäðó è ïëîñêîíîñî-
ìó äîäåêàýäðó ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 6 òàêæå ïðåäñòàâëåíû f -ãðàôû àòîìîâ
R1
n, (n ≥ 3, n 6= 4), (ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèçìàì), è R2

n, (n ≥ 4), (ñîîòâåòñòâóþùèõ àí-
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òèïðèçìàì). Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ãðóïïû ñèììåòðèé àòîìîâ P1−P5, R1−R11

. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.�

Ðèñ. 5. f -ãðàôû àòîìîâ R1 − R6

Çàìå÷àíèå. Âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíîìó ìíîãîãðàííèêó. Èç òîãî ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðèÿ
ìíîãîãðàííèêà åñòü ïåðåèìåíîâàíèå åãî âåðøèí ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ñìåæíîñòè
âåðøèí è ñîõðàíåíèåì öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ð¼áåð, ïðèìûêàþùèõ ê îäíîé âåð-
øèíå, âûòåêàåò, ÷òî íèêàêàÿ ñèììåòðèÿ ìíîãîãðàííèêà íå ïåðåâîäèò ãðàíü ñ îäíèì
÷èñëîì ñòîðîí â ãðàíü ñ äðóãèì ÷èñëîì ñòîðîí. Èíà÷å ïîëó÷èëè áû ïðîòèâîðå÷èå
ñ ñîõðàííîñòüþ öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ð¼áåð ïîä äåéñòâèåì ñèììåòðèè. Îäíàêî â
îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî, ÷òî ó êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ìíîãîãðàííèêîâ
ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ ãðàíü ñ îäíèì ÷èñëîì ñòîðîí â ãðàíü ñ òåì
æå ÷èñëîì ñòîðîí. Íàïðèìåð ó êóðíîñîãî êóáà òðåóãîëüíûå ãðàíè äåëÿòñÿ íà äâå
ãðóïïû: 8 èç íèõ îêðóæåíû òîëüêî äðóãèìè òðåóãîëüíûìè, îñòàëüíûå 24 � êâàä-
ðàòíîé è äâóìÿ òðåóãîëüíûìè. È åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ,
ïåðåâîäÿùàÿ òðåóãîëüíóþ ãðàíü èç îäíîé ãðóïïû â äðóãóþ, è çàôèêñèðóåì ëþáóþ
âåðøèíó ïåðåâîäèìîé ãðàíè è äâà ñìåæíûõ ñ íåé ðåáðà, òî ïîëó÷èì, ÷òî êàêàÿ-òî
ãðàíü îäíîãî òèïà, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé è îäíèì ðåáðîì, ïåðåéä¼ò â ãðàíü äðóãîãî
òèïà, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ó àòîìà åñòü ðîâíî îäíî áåëîå êîëüöî, òî åñòü ó ñîîò-

âåòñòâóþùåãî f -ãðàôà èìååòñÿ ðîâíî îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë.
Îïðåäåëåíèå 15. Àòîìàìè FLn, (n ≥ 1) íàçîâ¼ì àòîìû, ÷üè f -ãðàôû ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé îäèí öèêë c v1, . . . , v4n+2 âåðøèíàìè, çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå îáõîäà
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Ðèñ. 6. f -ãðàôû àòîìîâ R7 − R11, R
1
n, (n ≥ 3, n 6= 4), R2

n, (n ≥ 4)

îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, è ñ õîðäàìè (v4i−3, v4i), 1 ≤ i ≤ n, (v4i−1, v4i+2), 1 ≤ i ≤ n,
è (v4n−1, v2).
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Òàáëèöà 1. àòîìû P1 − P5 R1 − R11, R
1
n, (n ≥ 3, n 6= 4), R2

n, (n ≥ 4) è èõ ãðóïïû
ñèììåòðèé.

Àòîì Ãðóïïà ñèììåòðèé Àòîì Ãðóïïà ñèììåòðèé
P1 A4 P2 S4
P3 S4 P4 A5

P5 A5 R1 A4

R2 S4 R3 S4
R4 S4 R5 S4
R6 S4 R7 A5

R8 A5 R9 A5

R10 A5 R11 A5

R1
n(n ≥ 3), (n 6= 4) Dn R2

n, (n ≥ 4) Dn

Îïðåäåëåíèå 16. Âíóòðåííåå ðåáðî ïðîèçâîëüíîãî f -ãðàôà áóäåì íàçûâàòü çà-
öåïëåííûì ñ äðóãèì âíóòðåííèì ðåáðîì ýòîãî f -ãðàôà, åñëè âåðøèíû ð¼áåð ëåæàò
íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå è ÷åðåäóþòñÿ â ïîðÿäêå îáõîäà ýòîãî öèêëà.
Îïðåäåëåíèå 17. Ãðàôîì ñöåïëåíèé áóäåì íàçûâàòü ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî

âíóòðåííèì ð¼áðàì ñ êîíöàìè èç îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ïðîèçâîëüíîãî
f -ãðàôà àòîìà òàê: çàìåíÿåì êàæäîå âíóòðåííåå ðåáðî âåðøèíîé, è êàæäûå 2 âåð-
øèíû ñîåäèíÿåì ðåáðîì, åñëè âíóòðåííèå ð¼áðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì âåðøèíàì
áûëè çàöåïëåííû.
Óòâåðæäåíèå 8. Ëþáîé àòîì, èìåþùèé îäíî áåëîå êîëüöî, ÿâëÿåòñÿ âûñîò-

íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî f -ãðàô íå ñîäåðæèò â ñåáå f -ãðàôà àòîìà
FLn, (n ≥ 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì â îäíó ñòîðîíó. Äàí f -ãðàô âûñîòíîãî àòîìà, èìåþ-

ùåãî îäíî áåëîå êîëüöî. Çàôèêñèðóåì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðàôà â ïëîñ-
êîñòü.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíóòðåííåå íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì òè-

ïà À, åñëè â îðèåíòèðîâàííîì âëîæåíèè f -ãðàôà ðåáðî áóäåò íàõîäèòñÿ âíóòðè
îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, è òèïà Â, åñëè âíå. Ïðèìåð ñì. íà ðèñ. 7.
Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì îðèåíòèðîâàííîì âëîæåíèè êàæäîå ðåáðî, çàöåïëåííîå ñ

ðåáðîì òèïà À, áóäåò ðåáðîì òèïà Â. À êàæäîå ðåáðî, çàöåïëåííîå ñ ðåáðîì òèïà Â,
áóäåò ðåáðîì òèïà À. È ð¼áðà îäíîãî òèïà íå çàöåïëåííû ìåæäó ñîáîé. Òåïåðü ïî
ñîâîêóïíîñòè âíóòðåííèõ ð¼áåð èñõîäíîãî f -ãðàôà âûñîòíîãî àòîìà ïîñòðîèì ãðàô
ñöåïëåíèé T . Òîãäà âåðøèíû ïîëó÷èâøåãîñÿ ãðàôà T , ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì
òèïà À áóäåì íàçûâàòü âåðøèíàìè êëàññà À, à âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì
òèïà Â áóäåì íàçûâàòü âåðøèíàìè êëàññà Â. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ êàæäîå
ðåáðî ãðàôà T ñîåäèíÿåò êàêóþ-òî âåðøèíó èç îäíîãî êëàññà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé
äðóãîãî êëàññà. Òîãäà ãðàô T äâóäîëüíûé ïî îïðåäåëåíèþ, à çíà÷èò íå ñîäåðæèò
öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû.
Íî ãðàô ñöåïëåíèé, ïîñòðîåííûé ïî âíóòðåííèì ð¼áðàì f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥

1), íå áóäåò äâóäîëüíûì òàê êàê áóäåò ÿâëÿòüñÿ îäíèì öèêëîì íå÷¼òíîé äëèíû, ïî-
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Ðèñ. 7. Íàãëÿäíîå ðàñïîëîæåíèå ð¼áåð òèïà À è òèïà Â â îðèåíòèðîâàííî âëîæåí-
íîì f -ãðàôå àòîìà A2

ýòîìó åñëè àòîì, èìåþùèé îäíî áåëîå êîëüöî, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì, òî åãî f -ãðàô
íå ñîäåðæèò â ñåáå f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå â äðóãóþ ñòîðîíó. Ðàññìîòðèì f -ãðàô àòîìà, èìå-
þùåãî îäíî áåëîå êîëüöî, íå ñîäåðæàùåãî f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1). Ïðîâåðèì,
÷òî äëÿ ýòîãî f -ãðàôà åñòü îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü.
Ïîñòðîèì ïî âíóòðåííèì ð¼áðàì ýòîãî f -ãðàôà ãðàô ñöåïëåíèé. Òàê êàê èñõîä-

íûé àòîì , èìåþùåãî îäíî áåëîå êîëüöî, íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).
Òî ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô ñöåïëåíèé íå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû. À çíà÷èò
ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì è ìû ìîæåì ðàçäåëèòü âñå âåðøèíû ãðàôà ñöåïëåíèé íà äâà
êëàññà C è D òàê, ÷òîáû êàæäîå ðåáðî ãðàôà ñöåïëåíèé ñîåäèíÿëî êàêóþ-òî âåð-
øèíó èç îäíîãî êëàññà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé äðóãî êëàññà. Òåïåðü äåëàåì îáðàòíûé
ïåðåõîä îò ãðàôà ñöåïëåíèé ê âíóòðåííèì ð¼áðàì èñõîäíîãî f -ãðàôà. Òîãäà ëþáûå
2 âíóòðåííèõ ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì èç îäíîãî êëàññà ãðàôà ñöåïëåíèé,
íå áóäóò çàöåïëåííû. È ìû ìîæåì îðèåíòèðîâàííî âëîæèòü ýòîò f -ãðàô â ïëîñ-
êîñòü òàê, ÷òî ðåáðà êëàññà C ïîïàäóò âíóòðü îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, à ð¼áðà
êëàññà D îêàæóòñÿ âíå. �

Îïðåäåëåíèå 18. Ñåðèÿ àòîìîâ A1
k, (k ≥ 1) íàçûâàåòñÿ ñåðèÿ âûñîòíûõ àòîìîâ,

èìåþùèì îäíî áåëîå êîëüöî. Ãäå k ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð
f -ãðàôà ýòîãî àòîìà. Òîãäà f -ãðàô àòîìîâ ýòîé ñåðèè íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà
FLn, (n ≥ 1).
Ïî óòâåðæäåíèþ 7 f -ãðàô àòîìîâ ýòîé ñåðèè íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥
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1). Êîëè÷åñòâî ýòèõ àòîìîâ ñ÷¼òíîå ÷èñëî, íî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k èõ
÷èñëî îãðàíè÷åíî. Ïðè÷¼ì, åñëè çàôèêñèðîâàòü êàêîå-ëèáî îðèåíòèðîâàííîå âëî-
æåíèå f -ãðàôà àòîìà A1

k, ìû ïîëó÷èì åù¼ îäíó õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî àòîìà: ÷èñëà
n1 è m1. Çäåñü n1 îçíà÷àåò ÷èñëî ð¼áåð òèïà À, m1 - ÷èñëî ð¼áåð òèïà Â îòíîñè-
òåëüíî ôèêñèðîâàííîãî âëîæåíèÿ f -ãðàôà â ïëîñêîñòü. Ãðóïïîé ñèììåòðèé àòîìà
A1
k ïðè ôèêñèðîâàííîì k áóäåò Zn, (1 ≤ n ≤ 2k), ãäå n çàâèñèò îò ðàñïîëîæå-

íèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð íà îðèåíòèðîâàííîì öèêëå. Ðàññìîòðèì ïëîñêîå âëîæåíèå
f -ãðàôà àòîìà A1

k ïðè ôèêñèðîâàííîì k, òàêîå ÷òî ïðè ïîâîðîòàõ íà óãîë 2π
t
t

ðàç (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïî îáõîäó öèêëà) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî t ïîâåð-
íóòûé f -ãðàô è èñõîäíûé ïîëíîñòüþ ñîâïàäóò. Î÷åâèäíî, t íå ìîæåò áûòü áîëüøå
óäâîåííîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ ð¼áåð. Òåïåðü èùåì ìàêñèìàëüíîå t ñðåäè âñåõ òàêèõ
âëîæåíèé. Îíî è áóäåò ïîðÿäêîì ãðóïïû ñèììåòðèé àòîìà A1

k.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîðÿäîê ãðóïïû ñèììåòðèé f -ãðàôà àòîìà A1
k ðàâåí ïîðÿäêó îð-

áèòû âíóòðåííåãî ðåáðà ïîä äåéñòâèåì ýòîé ãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñòàáèëèçàòîð ýòîãî ðåáðà òðèâèàëüíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé ×àøêèíà À.Â.[17]:
Òåîðåìà 2. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå D.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî d èç D
| Or(d) | · | St(d) |=| G |
Òîãäà, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî G −− ãðóïïà ñèììåòðèé f -ãðàôà àòîìà A1

k, à D −−
ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ ð¼áåð, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîðÿäîê ñòàáèëèçàòîðà âíóòðåííåãî ðåáðà ìîæåò áûòü 1(òî

åñòü ñòàáèëèçàòîð òðèâèàëüíûé) èëè 2. Åñëè ñòàáèëèçàòîð âíóòðåíííåãî ðåáðà èìå-
åò äâà ýëåìåíòà, òî ïîðÿäîê îðáèòû ýòîãî âíóòðåííåãî ðåáðà ðàâåí ïîëîâèíå ïî-
ðÿäêà ãðóïïû ñèììåòðèé.

Ïðèìåðû ñåðèè A1
k, (k ≥ 1) ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 8. Òàê, íàïðèìåð, ðàññìîòðèì àòîì

En. Òîãäà En = A1
n, ÷èñëî n1 = n, m1 = 0.

Ðèñ. 8. Ïðèìåðû f -ãðàôîâ àòîìîâ ñ îäíèì îðèåíòèðîâàííûì öèêëîì
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ó àòîìà åñòü ðîâíî äâà áåëûõ êîëüöà, òî åñòü ó
ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðàôà èìååòñÿ ðîâíî äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà. Îïðåäåëèì
ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð f -ãðàôà ïî êëàññàì: âíóòðåí-
íåå ðåáðî áóäåò âõîäèòü â êëàññ A1, åñëè åãî âåðøèíû ÷åðåäóþòñÿ ñ âåðøèíàìè
âíåøíèõ ð¼áåð â ïîðÿäêå îáõîäà öèêëà. Âíóòðåííèå ð¼áðà, êàæäîå èç êîòîðûõ çà-
öåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà A1, îïðåäåëèì â êëàññ B1. Âíóòðåííèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå
íè â îäèí êëàññ, è êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà B1, îïðåäåëèì â
êëàññ A1. Ïðîäîëæàåì òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êëàññàì, ïîêà åù¼ îñòàëèñü âíóòðåí-
íèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå íè â îäèí êëàññ, è êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåííî ñ ðåáðîì
êëàññà A1 èëè B1. Ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ ð¼áåð ïî êëàññàì A1 è B1 çàêîí÷èòñÿ,
òàê êàê ð¼áåð êîíå÷íîå ÷èñëî. Îñòàëüíûå âíóòðåííèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå â êëàññ
A1 èëè B1, áóäóò ð¼áðàìè êëàññà C1. Òåïåðü ðàññìîòðèì âíåøíèå, ñîåäèíÿþùèå 2
öèêëà ð¼áðà. Ôèêñèðóåì îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë è íåêîòîðîå âíåøíåå ðåáðî.
Äàëåå íóìåðóåì âíåøíèå ðåáðà ÷èñëàìè îò 1 äî n â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì êîíöû
ýòèõ ðåáåð âñòðå÷àþòñÿ ïðè îáõîäå ïî çàäàííîìó îðèåíòèðîâàííîìó öèêëó, íà÷è-
íàÿ ñ çàäàííîãî âíåøíåãî ðåáðà. Òîãäà ïðè îáõîäå äðóãîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà
êîíöû óæå çàíóìåðîâàííûõ âíåøíèõ ðåáåð áóäóò âñòðå÷àòüñÿ â íåêîòîðîì öèêëè-
÷åñêîì ïîðÿäêå (i1, . . . , in). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 9.(êðèòåðèé âûñîòíîñòè àòîìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà áåëûõ êîëü-
öà) Àòîì, èìåþùèé äâà áåëûõ êîëüöà, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà öèêë (i1, . . . , in) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n − 1, . . . , 1), ðåáðà êëàññà A1( ñî-
îòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû è äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà
f -ãðàôà àòîìà âåðíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ð¼áåð êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà îäíîì îðè-
åíòèðîâàííîì öèêëå âìåñòå ñ ýòèì öèêëîì íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).

Çàìå÷àíèå. Â. Î. Ìàíòóðîâ [3] äîêàçàë ñëåäóþùèé êðèòåðèé âûñîòíîñòè.

Òåîðåìà. Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îñòîâ
ìîæåò áûòü âëîæåí â ïëîñêîñòü òàê, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå èñõîäíûé öèêëè-
÷åñêèé ïîðÿäîê îñòîâà è öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, ïîðîæäåííûé âëîæåíèåì â ïëîñ-
êîñòü, ñîâïàäàþò.

Íà ïðàêòèêå ïðîâåðêà âûñîòíîñòè àòîìà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé, ïîýòîìó
âûøåèçëîæåííûé êðèòåðèé óòâåðæäåíèÿ 8 óïðîùàåò çàäà÷ó ïðîâåðêè âûñîòíîñòè
àòîìà, èìåþùåãî 2 áåëûõ êîëüöà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì â îäíó ñòîðîíó. Åñëè öèêë (i1, i2 . . . in) íå ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n −
1, . . . , 1), òî ìû èìååì ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð, è â ýòîì
ñëó÷àå àòîì íå áóäåò âûñîòíûì. Åñëè æå f -ãðàô àòîìà äîïóñêàåò îðèåíòèðîâàííîå
âëîæåíèå S â ïëîñêîñòü, òî, â ýòîì âëîæåíèè, èñõîäÿ èç ïðîöåññà îáîçíà÷åíèÿ âñåõ
âíóòðåííèõ ð¼áåð f -ãðàôà, ð¼áðà êëàññàA1 áóäóò ëåæàòü âíóòðè(åñëè â S îðèåíòè-
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ðîâàííûå öèêëû íå ëåæàò îäèí â äðóãîì, è âíå, åñëè öèêëû ëåæàò îäèí â äðóãîì)
ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, à ð¼áðà êëàññà B1-âíå(åñëè ð¼áðà A1

âíóòðè, è âíóòðè, åñëè ð¼áðà A1-âíå) ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà.
Î÷åâèäíî, ð¼áðà êëàññîâ A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû. Ïðè÷¼ì
ð¼áðà êëàññîâ A1 è B1 íå çàöåïëåííû íè ñ êàêèìè ð¼áðàìè êëàññà C1, èíà÷å ýòî
ïðîòèâîðå÷èëî áû îïðåäåëåíèþ ð¼áåð êëàññà C1 (åñëè êàêîå-òî ðåáðî c1 êëàññà C1

çàöåïëåííî ñ ðåáðîì êëàññà A1, òî ðåáðî c1, èñõîäÿ èç ïðîöåññà îáîçíà÷åíèÿ âíóò-
ðåííèõ ð¼áåð, åñòü ðåáðî êëàññà B1, ïðîòèâîðå÷èå, àíàëîãè÷íî îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó
ðåáðî êëàññà C1 íå ìîæåò áûòü çàöåïëåííî ñ ðåáðîì êëàññà B1). È, ïî óòâåðæäåíèþ
7 çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë f -ãðàôà ñ ñîâîêóïíîñòüþ ð¼áåð
êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà ýòîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà
FLn, (n ≥ 1).
Äîêàæåì â äðóãóþ ñòîðîíó. Ðàññìîòðèì f -ãðàôG àòîìà, èìåþùåãî 2 áåëûõ êîëü-

öà, ñ óñëîâèåì, ÷òî öèêë (i1, . . . , in) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n−1, . . . , 1), ð¼áðà êëàññà
A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû è äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî
öèêëà f -ãðàôà G âåðíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ð¼áåð êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà îäíîì îðè-
åíòèðîâàííîì öèêëå âìåñòå ñ ýòèì öèêëîì íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).
Ïðîâåðèì, ÷òî f -ãðàô G äîïóñêàåò îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê êàê öèêë (i1, . . . , in) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n−1, ..., 1), òî ìû ìîæåì
çàôèêñèðîâàòü âëîæåíèå äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ è âíåøíèõ ð¼áåð f -ãðàôàG
òàê, ÷òî îáà öèêëà íå ëåæàò îäèí â äðóãîì è îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî. Ôèêñèðóåì
ýòî âëîæåíèå. Äàëåå, âëîæèì ñîâîêóïíîñòü ð¼áåð êëàññà C1(òàê êàê ïî óòâåðæäå-
íèþ 7 êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë f -ãðàôà ñ ñîâîêóïíîñòüþ ð¼áåð êëàññà C1 ñ
êîíöàìè íà ýòîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå äîïóñêàåò âëîæåíèå â ïëîñêîñòü). Óñëîâèå
òîãî, ÷òî ð¼áðà êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû, ïîçâîëÿåò
íàì ïîãðóçèòü ð¼áðà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) âíóòü (ñîîòâåòñòâåííî âíå) îðèåíòè-
ðîâàííîãî öèêëà òàê, ÷òîáû íèêàêèå 2 ðåáðà èç êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) íå
ïåðåñåêàëèñü, è íèêàêîå ðåáðî êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) íå ïåðåñåêàëîñü ñ ðåá-
ðîì êëàññà C1 (èíà÷å ðåáðî êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) áûëî áû çàöåïëåííî ñ
ðåáðîì êëàññà C1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì îáîçíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð f -
ãðàôà). Ñäåëàåì âûøåîïèñàííîå ïîãðóæåíèå ð¼áåð êëàññà A1(ñîîòâåòñòâåííî B1) ñ
äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè: áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, áåç ïåðåñå÷åíèé âíåøíèõ ð¼áåð.
Ïîëó÷èëè îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðàôà â ïëîñêîñòü.�

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå G f -ãðàôà àòîìà X = (P 2, K), èìåþùåãî
äâà áåëûõ êîëüöà, â ïëîñêîñòü. Êîãäà ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) àòîìà òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ G? Îêàçûâàåòñÿ, êîãäà ðàñïîëîæåíèÿ
âíóòðåííèõ ð¼áåð íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðàñïî-
ëîæåíèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð íà äðóãîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå. À òàêæå îðèåíòè-
ðîâàííûé öèêë äîëæåí ïåðåõîäèòü â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ, îïðåäåëÿåìûõ Sym(G).
Ïðèìåð ïîêàçàí íà Ðèñ. 8.

Åñëè åñòü ñèììåòðèÿ îðèåíòèðîâàííî âëîæåííîãî f -ãðàôà âûñîòíîãî àòîìà(èìåþùåãî
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2 áåëûõ êîëüöà), ïåðåâîäÿùàÿ âûäåëåííóþ êðàñíûì âåðøèíó 1(íà ðèñóíêå 8) â âåð-
øèíó 2, òî âíóòðåííåå ðåáðî, ìåæäó êîíöàìè êîòîðîãî åñòü òîëüêî âåðøèíà 1, ýòîé
æå ñèììåòðèåé ïåðåâåä¼òñÿ â ðåáðî, ìåæäó êîíöàìè êîòîðîãî åñòü òîëüêî âåðøè-
íà 2. Ýòîò ïðèìåð èëëþñòðèðóåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé öèêë äîëæåí ïåðåõîäèòü â
ñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ, îïðåäåëÿåìûõ Sym(G).

Äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, êîãäà ïèøåì, ÷òî àòîì ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íûé, áóäåì
èìåòü â âèäó, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìà òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ áåëîãî
öâåòà.
Îïðåäåëåíèå 19. Ñåðèÿ àòîìîâ Cn{p}, (n ≥ 1) íàçûâàåòñÿ ñåðèÿ âûñîòíûõ ÷à-

ñòè÷íî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ, èìåþùèõ äâà áåëûõ êîëüöà. Çäåñü ÷èñëî p ñîîòâåò-
ñòâóåò êîëè÷åñòâó âíóòðåííèõ ð¼áåð íà êàæäîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå f -ãðàôà
ýòîãî àòîìà, n - ÷èñëî âíåøíèõ ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà.
Êàæäûé àòîì èç ýòîé ñåðèè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ âûñîòíîñòè èç

óòâåðæäåíèÿ 9. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìà Cn{p}, (n ≥
1) îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ñèììåòðèþ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ åãî f -ãðàôà. Äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü îäèí öèêë(îñòàâëÿÿ âåðøèíû-êîíöû âíåøíèõ ð¼áåð), òàê êàê
ðàñïîëîæåíèå âíóòðåííèõ ð¼áåð íà âòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ãðóïïà ñèì-
ìåòðèé îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ñ îñòàâëåííûìè âåðøèíàìè-êîíöàìè èçîìîðôíà
öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Zu ïîðÿäêà u, ãäå u ∈ 1, . . . n. Òîãäà äëÿ u = n, íàïðèìåð, ïîëó-
÷èì ìàêñèìàëüíóþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïó ñèììåòðèé àòîìà Cn{p}, (n ≥ 1), ïîñêîëüêó
öèêë ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ïîâîðîòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà
ñèììåòðèé àòîìà Cn{p}, (n ≥ 1) èçîìîðôíà ãðóïïå äèýäðà Dn, ãäå n ñèììåòðèé
èíäóöèðóóòñÿ ïîâîðîòàìè îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, è äëÿ êàæäîãî òàêîãî
ïîâîðîòà åñòü ñèììåòðèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îäèí öèêë â äðóãîé. Èòîãî 2n ñèììåòðèé.
Òàê íà ðèñ.9 ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìà C3{3} èçîìîðôíà D3. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìà Cn{p}, (n ≥ 1) èçîìîðôíà Dt,
ãäå t ∈ 1, . . . n, à ãðóïïà ñèììåòðèé îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ f -ãðàôà ýòîãî àòîìà
èçîìîðôíà Zt.

Ðèñ. 9. f -ãðàô àòîìà C3{3}

Ðàññìîòðèì òåïåðü àòîìû, f -ãðàô êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà, ñîñòîÿùåãî
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òîëüêî èç öèêëà ñ n âåðøèíàìè (åñëè n ≥ 3), ïóòåì çàìåíû âåðøèí íà îðèåí-
òèðîâàííûå öèêëû, äîáàâëåíèåì êðàòíûõ ðåáåð è âíóòðåííèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ
ðåáåð(õîðä).
Îïèøåì êîíñòðóêöèþ. Èòàê, ðàññìîòðèì ãðàô, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç öèêëà ñ n

âåðøèíàìè (åñëè n ≥ 3). Òàêîé ãðàô èçîìîðôåí ñåòè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. À
ãðóïïà ñèììåòðèé ãðàôà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà
è èçîìîðôíà Dn(ñì. ðàáîòó Í.Âàâèëîâà[10]).Ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò òîãî, ðàññìàò-
ðèâàåì ëè ìû âëîæåíèå ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà â R2 èëè â R3 (ñì. ñòàòüþ Âèêè-
ïåäèè [14]). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê, âëîæåííûé
â R3. Âñå ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ ëèáî âðàùåíèÿìè îòíî-
ñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ãðàíè, ëèáî âðàùåíèÿìè îòíîñèòåëüíî îñåé,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû èëè ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí (åñëè n ÷åòíî), ëèáî ÷åðåç êàêóþ-òî âåðøèíó è ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæíîé
ñòîðîíû (åñëè n íå÷åòíî). Êîìïîçèöèÿ äâóõ âðàùåíèé îòíîñèòåëüíî îñåé, íåñîâïà-
äàþùèõ ñ îñüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ãðàíè, ÿâëÿåòñÿ âðàùåíèåì îòíîñèòåëü-
íî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ãðàíè. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ âåðøèíà ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà èíöèäåíòíà ðîâíî äâóì ðåáðàì, òî, î÷åâèäíî, öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê
ðåáåð, ïðèìûêàþùåé ê âåðøèíå, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà. Çàìåíèì òåïåðü êàæäóþ âåðøèíó ñåòè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà íà
îðèåíòèðîâàííûé öèêë. Ïðè ýòîì öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ïðèìûêàþùèõ ê öèêëó ðå-
áåð äîëæåí ïîâòîðÿòü ïîðÿäîê ðåáåð, ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíå. Ïîëó÷èì f -ãðàô
àòîìà Dn, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà è èçîìîðôíà Dn.
Çàìåòèì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ñèììåòðèé f -ãðàôà Dn âîçíèêàåò òîëüêî

îäíà îðáèòà, îáðàçîâàííàÿ âíåøíèìè íåîðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè. Çàôèêñèðóåì
n è ðàññìîòðèì âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû Dn. Íàñ èíòåðåñóþò ïîäãðóïïû, äåéñòâó-
þùèå òðàíçèòèâíî íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ f -ãðàôà Dn. Ïðè ýòîì ìû õîòèì
ïîñìîòðåòü, ñêîëüêî îðáèò, îáðàçîâàííûõ âíåøíèìè íåîðèåíòèðîâàííûìè ðåáðà-
ìè, âîçíèêàåò. Î÷åâèäíî, ïîðÿäîê èñêîìûõ ïîäãðóïï äîëæåí áûòü íå ìåíüøå ÷èñ-
ëà n(êîëè÷åñòâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ) è äåëèòüñÿ íà 2n. Òîãäà ïîðÿäîê ïîä-
ãðóïï ëèáî n, ëèáî 2n. Ïðè íå÷åòíûõ n âîçíèêàåò îäíà ïîäãðóïïà Zn ïîðÿäêà n.
Ýòî öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, äåéñòâèå êîòîðîé îáðàçóåò ëèøü îäíó îðáèòó ðåáåð.
Äëÿ ÷åòíûõ n, ïîìèìî öèêëè÷åñêèõ è ñàìîé ãðóïïû Dn, âîçíèêàåò ïîäãðóïïà Dn

2

ïîðÿäêà n. Ïîä äåéñòâèåì ýòîé ïîäãðóïïû îáðàçóåòñÿ äâå îðáèòû âíåøíèõ íåîðè-
åíòèðóåìûõ ðåáåð. Ïðè÷åì êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó öèêëó èíöèäåíòíû ðåáðà
èç ðàçíûõ îðáèò. Ïðèìåð f -ãðàôîâ àòîìîâ D3, D4, D6 ïîêàçàí íà ðèñ.10. Öâåòà óêà-
çûâàþò íà òî, êàêîé îðáèòå ïðèíàäëåæàò ðåáðà. Îäèí öâåò − îäíà îðáèòà. Ðàçíûå
öâåòà − ðàçíûå îðáèòû.
Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî (n ≥ 3) ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå

Gn f -ãðàôà àòîìà Dn â ïëîñêîñòü, â êîòîðîì âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû èìåþò
îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, à âñå âíåøíèå íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà ÿâëÿþòñÿ îò-
ðåçêàìè. Äàëåå ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îðèåíòèðîâàííûõ âëîæåíèé GRn f -ãðàôîâ,
â êîòîðîì êàæäîå âëîæåíèå ïîëó÷åíî èç Gn ïóòåì äîáàâëåíèÿ êðàòíûõ âíåøíèõ
íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð, ïðè÷åì âñå âíåøíèå ðåáðà, èíöèäåíòíûå îäíîé ïàðå öèê-
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Ðèñ. 10. f -ãðàôû àòîìîâ D3, D4, D6 ñ ðàñêðàøåííûìè ðåáðàìè

ëîâ, ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè äðóã äðóãó îòðåçêàìè (ñì. ðèñ 11). Ïðè íå÷åòíûõ n
êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ îäíîé ïàðå öèêëîâ, ñîâïàäàåò ñ êîëè÷å-
ñòâîì êðàòíûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ ëþáîé äðóãîé ïàðå öèêëîâ. Ãðóïïà ñèììåòðèé
ïîëó÷åííîãî f -ãðàôà áóäåò Dn. À ïðè ÷åòíûõ n ê ðåáðàì èç îäíîé îðáèòû f -ãðàôà
Gn ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû Dn

2
äîáàâëÿåòñÿ îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð.

×èñëî äîáàâëÿåìûõ êðàòíûõ ðåáåð ê ðåáðàì èç ðàçíûõ îðáèò ìîæåò è êàê ñîâïà-
äàòü, òàê è íåò. Åñëè ñîâïàäàåò, òî ïîëó÷åííûé f -ãðàô èìååò ãðóïïó ñèììåòðèé
Dn, åñëè íå ñîâïàäàåò, òî Dn

2
.

Ðèñ. 11. f -ãðàôû àòîìîâ D3, D6 ñ êðàòíûìè ðåáðàìè

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ãðóïïà ñèììåòðèé GRn − Dn, òî êàêóþ áû ìû ïàðó îðèåí-
òèðîâàííûõ öèêëîâ íè âçÿëè, êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ ýòîé ïàðå, íå
èçìåíèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âñå âîçìîæíûå ïàðû îðèåíòèðîâàí-
íûõ öèêëîâ, Îäíàêî, åñëè ãðóïïà ñèììåòðèé GRn − Dn

2
, òî ïàðû îðèåíòèðîâàííûõ

öèêëîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ìíîæåñòâà(óñëîâíî A è B). Äëÿ êàæäîîãî ìíîæå-
ñòâà âåðíî: êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ îäíîé ïàðå öèêëîâ, ñîâïàäàåò
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ñ êîëè÷åñòâîì êðàòíûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ ëþáîé äðóãîé ïàðå öèêëîâ. Îäíàêî,
âçÿâ îäíó ïàðó èç îäíîãî ìíîæåñòâà, äðóãóþ èç äðóãîé, òî ñîâïàäåíèÿ êîëè÷åñòâà
êðàòíûõ ðåáåð íå áóäåò. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âî ìíîæåñòâî À
ïîïàäàþò òå ïàðû îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, ÷òî êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð îäíîé
èç íèõ áóäåò ìåíüøå êîëè÷åñòâà êðàòíûõ ðåáåð ëþáîé ïàðû öèêëîâ èç äðóãîãî
ìíîæåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 20. Ñåìåéñòâîì Dn{k, l}, (n ≥ 3) íàçîâåì ñåðèþ àòîìîâ, f -ãðàôû

êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n èç Gn óêàçàííûì ñïîñîáîì.
Åñëè ãðóïïà ñèììåòðèé òàêîãî àòîìà − Dn

2
, òîãäà îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà A è B.

Â ýòîì ñëó÷àå k ≥ 1 (l ≥ 1) − êîëè÷åñòâî âíåøíèõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ êàêîé-ëèáî
ïàðå îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ãðóïïû A( ñîîòâåòñòâåííî B). Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå k 6= l. Åñëè ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìà − Dn, òîãäà k − êîëè÷åñòâî êðàòíûõ
ðåáåð ïðîèçâîëüíî âçÿòîé ïàðû îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî
k = l è ïèøåì Dn{k, k}.
Ïî ïîñòðîåíèþ âñå àòîìû ñåðèè Dn{k, l}, (n ≥ 3) ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè ÷àñòè÷íî

ñèììåòðè÷íûìè. Òàêæå äëÿ f -ãðàôà ëþáîãî àòîìà ñåðèè Dn{k, l}, (k 6= l) áóäåò
âåðíî ñëåäóþùåå. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ èç îäíîãî ìíîæå-
ñòâà ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ f -ãðàôà, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó ïàðó â äðóãóþ. Ýòî ëåãêî
ïîíÿòü, åñëè ó êàæäîé ïàðû öèêëîâ âî ìíîæåñòâàõ A è B óáðàòü âñå êðàòíûå ðåá-
ðà, îñòàâèâ òîëüêî îäíî âíåøíåå ðåáðî, èõ ñîåäèíÿþùåå. Ïðè ýòîì êàæäîå ðåáðî,
ñîåäèíÿþùåå ïàðó öèêëîâ èç ìíîæåñòà À ïîêðàñèì â êðàñíûé öâåò, èç ìíîæåñòâà
B − â ÷åðíûé. Ïîëó÷èì f -ãðàô àòîìà Dn, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðîãî îáðàçóåò äâå
îðáèòû ðåáåð. Â îäíó âîéäóò âñå êðàñíûå, â äðóãóþ − ÷åðíûå.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé f -ãðàô àòîìà, èìåþùèé íåñêîëüêî îðèåíòèðîâàííûõ

öèêëîâ è äàäèì äëÿ íåêîòîðûõ åãî ïàðàìåòðîâ ðÿä îïðåäåëåíèé.
Îïðåäåëåíèå 21. Ñòåïåíüþ îêðóæíîñòè(îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà) áóäåì íàçû-

âàòü êîëè÷åñòâî âåðøèí(êîíöîâ) âíåøíèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð íà ýòîé îêðóæ-
íîñòè.
Îïðåäåëåíèå 22. Îðèåíòèðîâàííûå öèêëû íàçîâåì ñîñåäíèìè, åñëè ñóùåñòâóåò

õîòÿ áû îäíî âíåøíåå ðåáðî, èõ ñîåäèíÿþùåå.
Ïîñòðîèì äëÿ f -ãðàôà ãðàô Gl ñìåæíîñòè îêðóæíîñòåé: âûêèäûâàåì âñå âíóò-

ðåííèå íåîðèåíòèðîâàííûé ð¼áðà(õîðäû), êàæäóþ îðèåíòèðîâàííóþ îêðóæíîñòü
ñòÿíåì â òî÷êó, òåì ñàìûì ïîëó÷èì ãðàô áåç îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð.
Îïðåäåëåíèå 23. Âåðøèííîé ñâÿçíîñòüþ f -ãðàôà íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ íàè-

ìåíüøåå ÷èñëî âåðøèí ãðàôà Gl, óäàëåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê íåñâÿçíîìó èëè
òðèâèàëüíîìó ãðàôó(îäíîé âåðøèíå). Âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü f -ãðàôà F îáîçíà÷à-
åòñÿ k(F ). f -Ãðàô F íàçûâàåòñÿ k-ñâÿçíûì, åñëè k(F ) = k.
Îïðåäåëåíèå 24. Öåïüþ f -ãðàôà íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ âåð-

øèí v0, . . . , vn, â êîòîðîé ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì. Ïðè ýòîì
v0 6= vn è âñå ðåáðà {vi, vi+1}, i = 0, 1, . . . , n− 1 ðàçëè÷íû. Â öåïè v0, . . . , vn âåðøèíû
v0 è vn íàçûâàþòñÿ êîíöàìè öåïè, à ðåáðà {vi, vi+1}, i = 0, 1, . . . , n − 1 íàçûâàþòñÿ
ðåáðàìè öåïè. Ãîâîðÿò, ÷òî öåïü v0, . . . , vn ñîåäèíÿåò ïàðó îðèåíòèðîâàííûõ öèê-
ëîâ, åñëè îäèí êîíåö öåïè ëåæèò íà îäíîì îð. öèêëå, à äðóãîé êîíåö − íà äðóãîì.
Ïðè ýòîì äàííàÿ ïàðà öèêëîâ íå ñîäåðæèò íè îäíó âåðøèíó v1, . . . , vn−1 öåïè.
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Îïðåäåëåíèå 25.Öåïè, èìåþùèå õîòÿ áû îäíó îáùóþ âåðøèíó, íàçîâåì ïåðå-
ñåêàþùèìèñÿ.
Ìû çíàåì, ÷òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû f -ãðàôà ðàâíà òðåì. Îòñþäà çàìåòèì,

÷òî åñëè öåïè, ñîåäèíÿþùèå íåêîòîðóþ ïàðó öèêëîâ, èìåþò îáùóþ âåðøèíó, òî îíè
èìåþò è íåêîòîðîå îáùåå ðåáðî, îáðàçîâííîå äâóìÿ âåðøèíàìè, îäíà èç êîòîðûõ
− îáùàÿ.
Îïðåäåëåíèå 26. Äóãîé ïàðû îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ f -ãðàôà áóäåì íàçûâàòü

âíåøíåå ðåáðî, îäèí êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé v0, à äðóãîé êîíåö − ñ
vn íåêîòîðîé öåïè, ñîåäèíÿþùåé äàííóþ ïàðó öèêëîâ. Çàìåòèì, ÷òî îäíà è òà æå
äóãà ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà íåñêîëüêèìè ïåðåñåêàþùèìèñÿ öåïÿìè. Äóãè, îáðàçî-
âàííûå íåïåðåñåêàþùèìèñÿ öåïÿìè, ñîåäèíÿþùèìè ïàðó öèêëîâ, áóäåì íàçûâàòü
ïðàâèëüíûìè.
Îïðåäåëåíèå 27. Ïîä-f -ãðàôîì f -ãðàôà F íàçîâåì f -ãðàô G, îêðóæíîñòè è

âíóòðåííèå ðåáðà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îêðóæíîñòåé è âíóòðåííèõ
ðåáåð F , è äëÿ êàæäîé ïàðû öèêëîâ âåðíî, ÷òî èõ âíåøíèå ðåáðà ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëü-
íûìè äóãàìè. Ïðè ýòîì öåïè, îáðàçóþùèå ïðàâèëüíûå äóãè îäíîé ïàðû öèêëîâ, íå
ïåðåñåêàþòñÿ ñ öåïÿìè, îáðàçóþùèìè ïðàâèëüíûå äóãè äðóãîé ïàðû öèêëîâ. È íè-
êàêèå âåðøèíû òàêèõ öåïåé, êðîìå êîíöåâûõ, íå ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ G. Ïðèìåð
ïîä-f -ãðàôà íåêîòîðîãî f -ãðàôà F ïîêàçàí íà ðèñ.13 Ïîä-f -ãðàô âûäåëåí ñàëàòî-
âûì öâåòîì(îí ñîñòîèò èç äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ è òðåõ âíåøíèõ ðåáåð).
Îïðåäåëåíèå 28. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, êàê ðàçäåëÿòü ïàðû îðèåíòèðîâàííûõ

öèêëîâ GRn ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Dn
2
íà ìíîæåñòâà A è B. Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó

ðàçäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâà ïàð öèêëîâ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f -ãðàôà
ñ íåñêîëüêèìè îðèåíòèðîâàííûìè öèêëàìè. Ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî òàêîãî ìíîæåñòâà
âåðíî: êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ îäíîé ïàðå öèêëîâ, ñîâïàäàåò ñ
êîëè÷åñòâîì êðàòíûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ ëþáîé äðóãîé ïàðå öèêëîâ. À òàêæå,
âçÿâ îäíó ïàðó èç îäíîãî ìíîæåñòâà, äðóãóþ èç äðóãîãî ìíîæåñòâà, òî ñîâïàäåíèÿ
êîëè÷åñòâà êðàòíûõ ðåáåð íå áóäåò. Èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Òàêèå ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü ðàçäåëèìûìè ìíîæåñòâàìè ïàð îðèåíòèðîâàííûõ
öèêëîâ f -ãðàôà.
Óñëîâèìñÿ, ÷òî êîãäà áóäåì ãîâîðèòü î êîëè÷åñòâå êðàòíûõ ðåáåð òàêîãî ìíîæå-

ñòâà, áóäåì èìåòü â âèäó êîëè÷åñòâî âñåõ âíåøíèõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ïðîèçâîëü-
íóþ ïàðó öèêëîâ âî ìíîæåñòâå.
Îïðåäåëåíèå 29. Õàðàêòåðèñòèêîé ïàð îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ f -ãðàôà ïðî-

èçâîëüíîãî àòîìà F íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ìàêñèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ìíî-
æåñòâ, íà êîòîðûå óêàçàííûì îáðàçîì ìîæíî ðàçäåëèòü f -ãðàô. Îáîçíà÷àåòñÿ l(F ).
Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì (n ≥ 3) âåðíî:
Óòâåðæäåíèå 10. Âûñîòíûé ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íûé àòîì Z, ïîëó÷åííûé èç

Dn äîáàâëåíèåì êðàòíûõ ðåáåð èçîìîðôåí îäíîìó èç àòîìîâ ñåðèè Dn{k, l}, (n ≥
3).
Äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëåíèå 30. Ôèêñèðóåì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðàôà àòîìà Z â
ïëîñêîñòü. Îêðóæíîñòü(îðèåíòèðîâàííûé öèêë) èç îáðàçà f -ãðàôà àòîìà Z íàçî-
â¼ì ðàçäåëÿþùåé, åñëè ïîñëå åå óäàëåíèÿ ãðàô ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî êîìïîíåíò
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ñâÿçíîñòè.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî f -ãðàô, èìåþùèé õîòÿ áû îäíó ðàçäåëÿþùóþ îêðóæíîñòü,

ÿâëÿåòñÿ 1-ñâÿçíûì.
Â ñòàòüå È.Ì.Íèêîíîâà è Í.Â.Âîë÷àíåöêîãî[2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ó ìàêñèìàëü-

íî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ âñå îêðóæíîñòè íåðàçäåëÿþùèå. Êàæäûé àòîì ñåðèè Dn

ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì àòîìîì, à ïðè äîáàâëåíèå êðàò-
íûõ ðåáåð, î÷åâèäíî, âñå îêðóæíîñòè îñòàþòñÿ íåðàçäåëÿþùèìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå GZ f -ãðàôà àòîìà Z â ïëîñêîñòü, ÷òî âñå îêðóæíîñòè
ëåæàò âíå äðóã äðóãà è èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ. Â ýòîì âëîæåíèè âñå êðàò-
íûå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå êàêóþ-ëèáî îäíó ïàðó îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è íå ïåðåñåêàþò êðàòíûå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå äðóãóþ ïàðó.
Äëÿ êàæäîé ïàðû öèêëîâ è êðàòíûõ ðåáåð, èõ ñîåäèíÿþùèõ, òàêæå âåðíî óñëîâèå
óòâåðæäåíèÿ 8.
Òîãäà ëèáî â GZ êðàòíûå ðåáðà ðàñïîëîæåíû òàê æå, êàê è ó àòîìîâ ñåðèè

Dn{k, l}, (n ≥ 3), ëèáî âåðíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â GZ åñòü äâà ñîñåäíèõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà è ñóùå-

ñòâóåò èõ ñîåäèíÿþùèå äâà âíåøíèõ ðåáðà è äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ öåïè(ñ êîëè-
÷åñòâîì âåðøèí áîëåå äâóõ). Ïðè÷åì íà êàæäîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå âåðøèíû
âíåøíèõ ðåáåð ÷åðåäóþòñÿ ñ âåðøèíàìè öåïåé â ïîðÿäêå îáõîäà öèêëà. Ïðèìåð
òàêîãî f -ãðàôà ïîêàçàí íà ðèñ. Ïåðåõîäà îò GZ ê ãðàôó ñìåæíîñòè, óäàëèì âåð-
øèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îðèåíòèðîâàííûì öèêëàì. Ïîëó÷èì ïî êðàéíåé ìåðå
äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Îäíàêî, ìû çíàåì, ÷òî åñëè íà ëþáîì öèêëå(ïðîñòîì
èëè ñ êðàòíûìè ðåáðàìè) óäàëèòü äâå ñîñåäíèå âåðøèíû, òî ïîëó÷èòñÿ âñåãî îä-
íà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè. Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è â GZ íåò òàêîé
ïàðû îð. öèêëîâ ñ îïèñàííûì ñâîéñòâîì.
Îïðåäåëåíèå 31.Àòîìîì X íàçîâåì òàêîé àòîì, f -ãðàô êîòîðîãî èìååò äâà

îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà è òðè âíåøíèõ ðåáðà. Ïðîíóìèðóåì ÷èñëàìè îò 1 äî 3
âíåøíèå ðåáðà â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì êîíöû ýòèõ ðåáåð âñòðå÷àþòñÿ ïðè îáõîäå ïî
çàäàííîìó îðèåíòèðîâàííîìó öèêëó, íà÷èíàÿ ñ çàäàííîãî âíåøíåãî ðåáðà. Òîãäà
ïðè îáõîäå äðóãîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà êîíöû óæå çàíóìåðîâàííûõ âíåøíèõ
ðåáåð áóäóò âñòðå÷àòüñÿ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (1, 2, 3). f -Ãðàô àòîìà X ïîêàçàí
íà ðèñ.

Ðèñ. 12. f -ãðàô àòîìà X
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2)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â GZ åñòü äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà è ñóùåñòâóåò èõ
ñîåäèíÿþùèå äâà âíåøíèõ ðåáðà è îäíà öåïü (ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí áîëåå äâóõ).
Ïðè÷åì âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
Ïðîíóìåðóåì âíåøíèå ðåáðà è öåïü ÷èñëàìè îò 1 äî 3 â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì

êîíöû ýòèõ ðåáåð è êîíå÷íàÿ âåðøèíà öåïè âñòðå÷àþòñÿ ïðè îáõîäå ïî çàäàííîìó
îðèåíòèðîâàííîìó öèêëó, íà÷èíàÿ ñ çàäàííîãî âíåøíåãî ðåáðà. Òîãäà ïðè îáõîäå
äðóãîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà êîíöû óæå çàíóìåðîâàííûõ âíåøíèõ ðåáåð áó-
äóò âñòðå÷àòüñÿ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (i1, i2, i3), ñîâïàäàþùèì ñ öèêëîì (1, 2, 3).
Òî åñòü äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà âìåñòå ñ äâóìÿ âíåøíèìè ðåáðàìè è äóãîé,
îáðàçîâàííîé äàííîé öåïüþ, ñîñòàâëÿþò f -ãðàô àòîìà X.
Îäíàêî, àòîì X âûñîòíûì íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

íåîáõîäèìîñòè óòâåðæäåíèÿ 9. Òî åñòü f -ãðàô àòîìà X íå ìîæåò áûòü îðèåíòè-
ðîâàííî âëîæèì â ïëîñêîñòü. À ïîñêîëüêó f -ãðàô àòîìà X åñòü ïîä-f -ãðàô GZ,
òî è GZ íå èìååò îðèåíòèðîâàííîãî âëîæåíèÿ â ïëîñêîñòü. Ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå
ñ îðèåíòèðîâàííîé âëîæèìîñòüþ GZ. Íà ðèñ.13 ïîêàçàí ïðèìåð f -ãðàôà ÷àñòè÷-
íî ñèììåòðè÷íîãî àòîìà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ âûñîòíûì. Ñàëàòîâûì öâåòîì îáîçíà÷åí
ïîä-f -ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé àòîìó X. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ïîä-f -ãðàô ( îáðà-
çîâàííûé äâóìÿ ñîñåäíèìè îðèåíòèðîâàííûìè öèêëàìè è âíåøíèìè ðåáðàìè, èõ
ñîåäèíÿþùèìè) îáðàçóåò àòîì, óäîâëåòâîðÿþùèé óòâåðæäåíèþ 9.
Èòàê, âGZ êðàòíûå ðåáðà ðàñïîëîæåíû òàê æå, êàê è ó àòîìîâ ñåðèèDn{k, l}, (n ≥

3).
Òàê êàê ãðóïïà ñèììåòðèé GZ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèê-

ëàõ, à êàæäûé öèêë ñîåäèíåí ðåáðàìè ñ äâóìÿ äðóãèìè, òî õàðàêòåðèñòèêà ïàð
îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ GZ ðàâíà îäíîìó èëè äâóì. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ðàâ-
íà äâóì, òî GZ èçîìîðôåí f -ãðàôó àòîìà ñåðèè Dn{k, l}, (n ≥ 3), åñëè îäíîìó −
Dn{k, k}, (n ≥ 3). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.�

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî àòîìîâ, ïîëó÷åííûõ èç Dn{k, l} ïóòåì äîáàâëå-
íèÿ âíóòðåííèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð(õîðä). Âûäåëèì â ýòîì ìíîæåñòâå êëàññ
f -ãðàôîâ âûñîòíûõ ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ è äàäèì õàðàêòåðèñòèêó ðàñ-
ïîëîæåíèÿ õîðä íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ òàêèõ àòîìîâ.
Îïðåäåëåíèå 32. Ñåðèÿ àòîìîâ Dn{k, l, p}, (n ≥ 3) íàçûâàåòñÿ ñåðèÿ âûñîòíûõ

÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ, ïîëó÷åííûõ èç Dn{k, l} ïóòåì äîáàâëåíèÿ âíóò-
ðåííèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð(õîðä). Ãäå p − ïàðàìåòð êîëè÷åñòâà âíóòðåííèõ
íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð íà êàêîì-ëèáî îðèåíòèðîâàííîì öèêëå. Èç-çà ÷àñòè÷íîé
ñèììåòðè÷íîñòè àòîìà, âñå öèêëû èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî õîðä. Ïîýòîìó âû-
áîð îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ïðîèçâîëüíûé.
Îïèøåì êîíñòðóêöèþ òàêèõ àòîìîâ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî f -ãðàôà äîñòàòî÷íî

îïèñàòü ðàñïîëîæåíèå õîðä íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå, ïîñêîëüêó ðàñïîëî-
æåíèå õîðä íà äðóãèõ öèêëàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèåì ãðóï-
ïû ñèììåòðèé.
Ðàññìîòðèì f -ãðàô íåêîòîðîãî âûñîòíîãî àòîìà ñ íåñêîëüêèìè îðèåíòèðîâàííû-

ìè öèêëàìè.
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Ðèñ. 13. f -ãðàô ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íîãî, íî íå âûñîòíîãî àòîìà

Âûáåðåì îðèåíòèðîâàííûé öèêë è îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ íåîðè-
åíòèðîâàííûõ ð¼áåð ïî êëàññàì: âíóòðåííåå ðåáðî áóäåò âõîäèòü â êëàññ A1, åñëè
åãî âåðøèíû ÷åðåäóþòñÿ ñ âåðøèíàìè âíåøíèõ ð¼áåð ïî îáõîäó öèêëà(ýòî çíà÷èò,
÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû äâà âíåøíèõ ðåáðà, âûäåëåííûå êîíöû êîòîðûõ âìåñòå ñ
âûäåëåííûìè êîíöàìè âíóòðåííåãî ðåáðà îáðàçóþò ÷åðåäîâàíèå ïî îáõîäó öèêëà,
òî åñòü íà÷èíàÿ ñ êàêîé-ëèáî âåðøèíû âíóòðåííåãî ðåáðà, ñëåäóþùàÿ âûäåëåííàÿ
âåðøèíà ïî îáõîäó öèêëà áóäåò âåðøèíîé îäíîãî âíåøíåãî ðåáðà, ñëåäóþùàÿ− äðó-
ãàÿ âåðøèíà âíóòðåííåãî ðåáðà, ñëåäóþùàÿ − âåðøèíà äðóãîãî âíåøíåãî ðåáðà).
Âíóòðåííèå ð¼áðà, êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà A1, îïðåäåëèì â
êëàññ B1. Âíóòðåííèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå íè â îäèí êëàññ, è êàæäîå èç êîòîðûõ
çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà B1, îïðåäåëèì â êëàññ A1. Ïðîäîëæàåì òàêîå ðàñïðå-
äåëåíèå ïî êëàññàì, ïîêà åù¼ îñòàëèñü âíóòðåííèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå íè â îäèí
êëàññ, è êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåííî ñ ðåáðîì êëàññà A1 èëè B1. Ðàñïðåäåëåíèå
âíóòðåííèõ ð¼áåð ïî êëàññàì A1 è B1 çàêîí÷èòñÿ, òàê êàê ð¼áåð êîíå÷íîå ÷èñëî.
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Îñòàëüíûå âíóòðåííèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå â êëàññ A1 èëè B1, áóäóò ð¼áðàìè êëàññà
C1.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå.
Óòâåðæäåíèå 11.Ïóñòü f -ãðàô F ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó âûñîòíîìó àòî-

ìó, íå èìååò âíóòðåííèõ ðåáåð(õîðä) è âñå îêðóæíîñòè êîòîðîãî íåðàçäåëÿþ-
ùèå. Òîãäà ëþáîé f -ãðàô GH, ïîëó÷åííûé èç F ïóòåì äîáàâëåíèÿ âíóòðåííèõ
ðåáåð(õîðä) îðèåíòèðóåìî âëîæèì â ïëîñêîñòü, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ãðàôà GH âåðíî: ðåáðà êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåí-
íî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû, à ñîâîêóïíîñòü ð¼áåð êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà îðèåí-
òèðîâàííîì öèêëå âìåñòå ñ ýòèì öèêëîì íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥
1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì â îäíó ñòîðîíó. Òàê êàê âñå îêðóæíîñòè f -ãðàôà F
íåðàçäåëÿþùèå, òî ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îäíîé èç îêðóæíîñòè â
îðèåíòèðîâàííîì âëîæåíèè ãðàôà F(à çíà÷èò è GH) âñå îêðóæíîñòè èìåþò îäèíà-
êîâóþ îðèåíòàöèþ.
Òîãäà, èñõîäÿ èç ïðîöåññà îáîçíà÷åíèÿ âñåõ âíóòðåííèõ ð¼áåð f -ãðàôà, ð¼áðà

êëàññà A1 áóäóò ëåæàòü âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, à ð¼áðà
êëàññà B1-âíå. Î÷åâèäíî, ð¼áðà êëàññîâ A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåï-
ëåííû. Ïðè÷¼ì ð¼áðà êëàññîâ A1 è B1 íå çàöåïëåííû íè ñ êàêèìè ð¼áðàìè êëàññà
C1, èíà÷å ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû îïðåäåëåíèþ ð¼áåð êëàññà C1 (åñëè êàêîå-òî ðåá-
ðî c1 êëàññà C1 çàöåïëåííî ñ ðåáðîì êëàññà A1, òî ðåáðî c1, èñõîäÿ èç ïðîöåññà
îáîçíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð, åñòü ðåáðî êëàññà B1, ïðîòèâîðå÷èå, àíàëîãè÷íî
îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó ðåáðî êëàññà C1 íå ìîæåò áûòü çàöåïëåííî ñ ðåáðîì êëàññà
B1). È, ïî óòâåðæäåíèþ 8 çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë f -ãðàôà
GH ñ ñîâîêóïíîñòüþ ð¼áåð êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà ýòîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå
íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).
Äîêàæåì â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïðîâåðèì, ÷òî f -ãðàô GH äîïóñêàåò îðèåíòèðîâàí-

íîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñèðóåì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå
F , ÷òîáû âñå îêðóæíîñòè èìåëè áû îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ. Äàëåå äëÿ êàæäîãî
îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ïðîâåäåì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Âëîæèì ñîâîêóïíîñòü
ð¼áåð êëàññà C1(òàê êàê ïî óòâåðæäåíèþ 8 êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë f -ãðàôà
ñ ñîâîêóïíîñòüþ ð¼áåð êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà ýòîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå äîïóñ-
êàåò âëîæåíèå â ïëîñêîñòü). Óñëîâèå òîãî, ÷òî ð¼áðà êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî
B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû, ïîçâîëÿåò íàì ïîãðóçèòü ð¼áðà A1( ñîîòâåòñòâåííî
B1) âíóòü (ñîîòâåòñòâåííî âíå) îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà òàê, ÷òîáû íèêàêèå 2 ðåá-
ðà èç êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) íå ïåðåñåêàëèñü, è íèêàêîå ðåáðî êëàññà A1(
ñîîòâåòñòâåííî B1) íå ïåðåñåêàëîñü ñ ðåáðîì êëàññà C1 (èíà÷å ðåáðî êëàññà A1(
ñîîòâåòñòâåííî B1) áûëî áû çàöåïëåíî ñ ðåáðîì êëàññà C1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèÿì îáîçíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð f -ãðàôà). Ñäåëàåì âûøåîïèñàííîå ïîãðóæåíèå
ð¼áåð êëàññà A1(ñîîòâåòñòâåííî B1) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè: áåç ñàìîïåðå-
ñå÷åíèé, áåç ïåðåñå÷åíèé âíåøíèõ ð¼áåð.
Â èòîãå ïîëó÷èëè îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðàôà GH â ïëîñêîñòü.�
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Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòðû àòîìîâ ñåðèè Dn{k, l, p}, (n ≥ 3)
Àòîì Ãðóïïà ñèììåòðèé Ãð.ñèìì. îð. öèêëà Õàðàêòåðèñòèêà

ïàð îð.öèêëîâ
Dn{k, l, p}, (n ≥ 3) Dn, (k = l)

Zn, (k = l)
Dn

2
, (k 6= l)

Z2, (k = l),
Z1, (k = l)
Z1, (k 6= l)

1
1
2

Âåðíåìñÿ ê îïèñàíèþ ñåðèè Dn{k, l, p}. Äîáàâëåíèå õîðä ê Dn{k, l} íå ìåíÿåò
âåðøèííóþ ñâÿçíîñòü f -ãðàôà. Ïîýòîìó f -ãðàô F ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî àòîìà ñå-
ðèè Dn{k, l, p} îñòàíåòñÿ 2-ñâÿçíûì(òî åñòü áåç ðàçäåëÿþùèõ îêðóæíîñòåé). Îòñþ-
äà f -ãðàô ëþáîãî àòîìà ñåðèè Dn{k, l, p} óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ îðèåíòèðóåìîé
âëîæèìîñòè óòâåðæäåíèÿ 11.
Òàêæå äîáàâëåíèå õîðä ê Dn{k, l} íå óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî ñèììåòðèé. Ïî-

ýòîìó ãðóïïà ñèììåòðèé F áóäåò ïîäãðóïïîé ãðóïïû ñèììåòðèé Dn. Ïðè ýòîì
òàêàÿ ïîäãðóïïà èìååò òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ F , à
òàêæå îïðåäåëÿåò ïîâîðîò ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà. Òî
åñòü ãðóïïà ñèììåòðèé F îïðåäåëÿåò ãðóïïó ñèììåòðèé îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà.
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âíåøíèì ðåáðàì (ñîåäèíÿþùèì
äàííûé öèêë ñ îäíèì öèêëîì), ìîãóò ïåðåõîäèòü ñåáÿ èëè â âåðøèíû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå âíåøíèì ðåáðàì(ñîåäèíÿþùèì äàííûé öèêë ñ äðóãèì öèêëîì).
Óòâåðæäåíèå 12. Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû ãðóïïû ñèììåòðèé àòîìîâDn{k, l, p},

ãðóïïû ñèììåòðèé îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ f -ãðàôàì ýòèõ àòî-
ìîâ. Òàêæå îïðåäåëåíû õàðàêòåðèñòèêè ïàð îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ f -ãðàôîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè k = l, òî õàðàêòåðèñòèêà ïàð îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ f -ãðàôà ëþáîãî àòî-
ìà ñåðèè Dn{k, k, p} ðàâíà îäíîìó. Åñëè ïðè ýòîì õîðäû íà ïðîèçâîëüíîì îðèåí-
òèðîâàííîì öèêëå f -ãðàôà àòîìà ýòîé ñåðèè èìåþò ãðóïïó ñèììåòðèé Z1, òî åñòü
íå äîïóñêàþò ïîâîðîòà. Çíà÷èò ãðóïïà àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîìó f -ãðàôó
öèêëè÷åñêàÿ Zn. Åñëè ïîâîðîò âîçìîæåí, òî ãðóïïà ñèììåòðèé − Dn.
Ñëó÷àé k 6= l âîçìîæåí òîëüêî åñëè n ÷åòíî. Â ýòîì ñëó÷àé òàêæå îïðåäåëåíû

ìíîæåñòà A è B. Ïî îïðåäåëåíèþ k (l) − êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð ìíîæåñòâà
A (ñîîòâåòñòâåííî B). È ïîâîðîò îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà f -ãðàôà ëþáîãî àòîìà
ñåðèè Dn{k, l, p} íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó ýòîò öèêë ñîåäèíÿåòñÿ k ðåáðàìè ñ îäíèì
öèêëîì è l ðåáðàìè ñ äðóãèì. �

4. Îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó, ðàññìîòðèì åùå ñåðèþ ïðèìåðîâ
âûñîòíûõ àòîìîâ ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. À
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èìåííî àòîìû, ïîëó÷åííûå èç f -ãðàôîâ àòîìîâ P1 − P5, R1 − R11, R
1
n{k, l}, (n ≥ 4),

R2
n{k, l,m}, (n ≥ 3, n 6= 4) ïóòåì äîáàâëåíèÿ êðàòíûõ âíåøíèõ íåîðèåíòðèðîâàí-

íûõ ðåáåð è âíóòðåííèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð(õîðä). Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ
êîíñòðóêöèè òàêèõ àòîìîâ.
Ðàññìîòðèì f -ãðàôû àòîìîâ P1, P2, P3, P4, P5,R1, R2, R3, R4, R5,R6, R7, R8, R9, R10,

R11, R
1
n{k, l}, (n ≥ 4), R2

n{k, l,m}, (n ≥ 3, n 6= 4). Çàôèêñèðóåì âëîæåíèå êàæäîãî
èç f -ãðàôîâ â ïëîñêîñòü, ãäå âñå íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà ïðåäñòàâëåíû â âèäå
îòðåçêîâ ïðÿìûõ, à âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî(ñì ðèñ.
5,6). Äàëåå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäãðóïïû êàæäîé ãðóïïû ñèììåòðèé äàííûõ f -
ãðàôîâ è ñìîòðåòü, ñêîëüêî îðáèò ðåáåð âîçíèêàåò. Ïðè÷åì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
ïîäãðóïïû, äåéñòâóþùèå òðàíçèòèâíî íà îðèíòèðîâàííûõ öèêëàõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî f -ãðàôà.
Óòâåðæäåíèå 13. Â òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëåíû ãðóïïû ñèììåòðèé f -ãðàôîâ àòî-

ìîâ P1, P2, P3, P4, P5,R1, R2, R3, R4, R5,R6, R7, R8, R9, R10,R11, R
1
n{k, l}, (n ≥ 4), R2

n{k,
l,m}, (n ≥ 3, n 6= 4) è èõ ïîäãðóïïû, òðàíçèòèâíî äåéñòâóþùèå íà îðèåíòèðîâàí-
íûõ öèêëàõ ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðàôà. Äëÿ êàæäîé ãðóïïû è ïîäãðóïïû îïðåäå-
ëåí åå ïîðÿäîê, òàêæå îïðåäåëåíî êîëè÷åñòâî âîçíèêàþùèõ îðáèò, îáðàçîâàííûõ
âíåøíèìè íåîðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû íàéòè ïîäãðóïïû ãðóïï ñèììåòðèé àòîìîâ èç òàáëèöû 2
âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé, âçÿòîé â ðàáîòå Í.Âàâèëîâà[10]:
Òåîðåìà Ãåññåëÿ. Ñëåäóþùèìè ãðóïïàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå êîíå÷íûå ïîäãðóï-

ïû â SO(3,R): Zn, Dn, T
+, O+, I+. Ãäå Zn − öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, èçâåñò-

íàÿ òàêæå êàê ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Dn − Ãðóïïà äèýäðà, à
òàêæå ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âëîæåííîãî â òðåõìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. T+, O+, I+ − Ãðóïïà âðàùåíèé òåòðàýäðà, îêòàýäðà è èêîñàýäðà ñîîò-
âåòñòâåííî.
Ïîëíîå îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï, âêëþ÷àÿ îïèñàíèå ïîðîæäàþùèõ îñåé

ñèììåòðèé è èçîìîðôèçì ãðóïï(T+ èçîì. A4, O
+ èçîì. S4, I+ èçîì. A5) ìîæíî

íàéòè â ðàáîòàõ Í.Âàâèëîâà[10], Í.À. Ïîêëîíñêîãî[9].
Èòàê, ó êàæäîé ãðóïïû ñèììåòðèé f -ãðàôîâ â òàáëèöå 2, ïîäãðóïïû ëåæàò â

ñïèñêå èç òåîðåìû Ãåññåëÿ. Êàæäûé f -ãðàô àòîìà èç òàáëèöû 2, èìååò îäíó èç ñëå-
äóþùèõ ãðóïïó ñèììåòðèé: T+, O+, I+ (ïîñêîëüêó ýòó æå ãðóïïó ñèììåòðèé èìååò
ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîãðàííèê). Ïîëíûé ñïèñîê ïîäãðóïï êàæäîé èç òðåõ ãðóïï
åñòü â ñòàòüÿõ Âèêèïåäèè[11,12,13]. Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òå ïîäãðóïïû, äåéñòâèå
êîòîðûõ òðàíçèòèâíî íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ f -ãðàôà (è íà âåðøèíàõ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà). Ïîýòîìó, ÷òîáû âûáðàòü èç èçâåñòíîãî ñïèñêà ïîä-
ãðóïï íóæíûå íàì, ñëåäóåò äëÿ íà÷àëà âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2 À.Â.×àøêèíà.
Ãäå ãðóïïîé G áóäåò ãðóïïà âðàùåíèé ìíîãîãðàííèêà, òðàíçèòèâíî äåéñòâóþùàÿ
íà åãî âåðøèíàõ. D - ìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Òîãäà äëèíà îðáèòû ëþáîé
âåðøèíû èç D áóäåò ðàâíà ÷èñëó âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. À çíà÷èò ïîðÿäîê ãðóïïû
G áóäåò äåëèòüñÿ íà ÷èñëî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.
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Òàáëèöà 3. Ïàðàìåòðû àòîìîâ P1 − P5, R1 −R11, R
1
n, R

2
n

Àòîì Ãðóïïà ñèììåò-
ðèé/ïîäãðóïïà

ïîðÿäîê ãðóïïû êîëè÷åñòâî îðáèò
ðåáåð

P1 A4

D2

12
4

1
3

P2 S4
D4

24
8

1
2

P3 S4
A4

D3

24
12
6

1
1
3

P4 A5 60 1
P5 A5

A4

60
12

1
3

R1 A4 12 2
R2 S4

A4

24
12

1
2

R3 S4 24 2
R4 S4 24 2
R5 S4 24 2
R6 S4 24 3
R7 A5 60 1
R8 A5 60 2
R9 A5 60 2
R10 A5 60 2
R11 A5 60 3

R1
n(n ≥ 3), (n 6= 4) Dn 2n 2
R2

n, (n ≥ 4) Dn 2n 3
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ f -ãðàôà êàæäîãî àòîìà R1 − R11 îòáèðàåì òîëüêî òå ïîä-
ãðóïïû ãðóïïû åãî ñèììåòðèé, ïîðÿäîê êîòîðûõ äåëèòñÿ íà ÷èñëî îðèåíòèðîâàí-
íûõ öèêëîâ f -ãðàôà (÷èñëî âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà). Ñðåäè òà-
êèõ ïîäãðóïï îñòàâëÿåì òå, äåéñòâèå êîòîðûõ òðàíçèòèâíî íà âåðøèíàõ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà.
Îñòàëîñü âûïèñàòü ïîðÿäîê êàæäîé ïîäãðóïïû è êîëè÷åñòâî îðáèò, îáðàçîâàí-

íûõ íåîðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè. Äëÿ ïîèñêà îðáèò áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé

Áåðíñàéäà(ñì. ðàáîòó ×àøêèíà À.Â.[17]):
Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå D. Òîãäà äëÿ N − ÷èñëà

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäàåìûõ íà ìíîæåñòâå D äåéñòâèåì ãðóïïû G,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
N = 1

|G|
∑

g∈G ψ(g)

ãäå ψ(g) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ d ìíîæåñòâà D òàêèõ, ÷òî gd = d.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå àòîìà R2. f -Ãðàôó ýòîãî àòîìà ñîîòâåòñòâóåò êóáîîêòàýäð.
×èñëî åãî âåðøèí ðàâíî 12. Ãðóïïà åãî ñèììåòðèé � O+(èçîì. S4) ïîðÿäêà 24.
Âûïèøåì âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû O+: T+, D4,D3,D2, Z4,Z3,Z2,Z1. Ïîðÿäîê T

+ ðà-
âåí 12, äåëèòñÿ íà ÷èñëî âåðøèí. Ïîðÿäîê îñòàëüíûõ ãðóïï ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí,
çíà÷èò îíè íå ïîäõîäÿò. Ïîäãðóïïà T+ â êóáîîêòàýäðå ñîñòîèò èç òîæäåñòâåííîãî
âðàùåíèÿ, 8 âðàùåíèé, íà óãëû 2π

3
è 4π

3
, âîêðóã 4 îñåé, ñîåäèíÿþùèõ öåíòðû ïðî-

òèâîïîëîæíûõ òðåóãîëüíûõ ãðàíåé, 3 âðàùåíèé, íà óãîë π, âîêðóã 3 îñåé, ñîåäè-
íÿþùèõ öåíòðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ãðàíåé. Îòñþäà ëåãêî âèäåòü,
÷òî òîëüêî òîæäåñòâåííûé ýëåìåíò â ãðóïïå T+ îñòàâëÿåò ïðîèçâîëüíî âçÿòîå ðåá-
ðî êóáîîêòàýäðà íà ìåñòå. Êîëè÷åñòâî ðåáåð 24. Ïîðÿäîê ãðóïïû T+ 12. Òîãäà, ïî
ëåììå Áåðíñàéäà äëÿ G = T+ è D − ìíîæåñòâà âñåõ ðåáåð, êîëè÷åñòâî îðáèò ðåáåð
ðàâíî 2. Äåéñòâèå ãðóïïû âåðøèííîòðàíçèòèâíî, òàê êàê ëþáóþ âåðøèíó ìîæíî
ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ ïóòåì êîìïîçèöèé ïîâîðîòîâ âîêðóã îñåé, ñîåäèíÿþùèõ
öåíòðû ïðîòèâîïîëîæíûõ òðåóãîëüíûõ ãðàíåé.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.�

Äàëåå âûáèðàåì òó ãðóïïó ñèììåòðèé äëÿ êàæäîãî f -ãðàôà àòîìà òàáëèöû 2,
äåéñòâèå êîòîðîé îáðàçóåò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îðáèò ðåáåð. Êðàñèì ðåáðà
f -ãðàôà ïî ïðàâèëó: îäèí öâåò - îäíà îðáèòà, ðàçíûå öâåòà - ðàçíûå îðáèòû ðåáåð.
Íà ðèñ.14 ïîêàçàíû îðèåíòèðîâàííûå âëîæåíèÿ f -ãðàôîâ àòîìîâ òàáëèöû 2 ñ

ðàñêðàøåííûìè ïî ïðàâèëó ðåáðàìè. Òîãäà èç êîíñòðóêöèè êàæäîãî èç ðàñêðà-
øåííûõ f -ãðàôîâ âûáðàííàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé áóäåò òðàíçèòèâíî äåéñòâîâàòü íà
îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ, òàêæå òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå áóäåò è íà ðåáðàõ ñ îäíèì
öâåòîì. È íèêàêèå 2 ðåáðà ñ ðàçíûìè öâåòàìè äðóã â äðóãà íå ïåðåõîäÿò.
Äëÿ êàæäîãî âëîæåíèÿ ðèñ. 14 ââåäåì ïàðàìåòðû k, l,m ≥ 1. Êîëè÷åñòâî ïàðà-

ìåòðîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçíûõ öâåòîâ âî âëîæåíèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðû
îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì îäíîãî öâåòà, åñëè ðåáðà, ñîåäèíÿ-
þùèå ïàðû èìåþò îäèíàêîâûé öâåò.
Äëÿ êàæäîãî âëîæåíèÿ áóäåì äîáàâëÿòü êðàòíûå ðåáðà òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå

ðåáðà, èíöèäåíòíûå îäíîé ïàðå öèêëîâ ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó è íå ïåðåñåêàþòñÿ
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ñ ðåáðàìè, èíöèäåíòíûìè äðóãîé ïàðå. Íå äîïóñêàþòñÿ òàêæå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îðèåí-
òèðîâàííûìè ðåáðàìè (ðàñïîëîæåíèå êðàòíûõ ðåáåð òàêîå æå, êàê íà ðèñ. 11 ). Òî
åñòü f -ãðàô ñ äîáàâëåííûìè êðàòíûìè ðåáðàìè îñòàåòñÿ îðèåíòèðîâàííî âëîæèì
â ïëîñêîñòü. Öâåò ðåáåð èñïîëüçóåì, ÷òîáû äîáàâèòü ê ðåáðàì ñ îäíèì öâåòîì îäíî
è òî æå êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð. Ïðè÷åì êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð, äîáàâëåí-
íûõ ê ðåáðàì ñ ðàçíûìè öâåòàìè ìîæåò è ðàçëè÷àòüñÿ, è ñîâïàäàòü. Ðàññìàòðèâàÿ
f -ãðàô ñ óæå äîáàâëåííûìè ðåáðàìè, ðàçäåëèì ìíîæåñòâî ïàð îðèåíòèðîâàííûõ
öèêëîâ íà ðàçäåëèìûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ðàçäåëèìûõ ìíîæåñòâ è
ïîñòðîåíèþ f -ãðàôà, íå ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèè, êîãäà â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ
åñòü ïàðû öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì îäíîãî öâåòà. Åñëè ìíîæåñòâ ïîëó÷è-
ëîñü òðè, òî ÷èñëî k õàðàêòåðèçóåò íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð ïîëó-
÷åííûõ ìíîæåñòâ. ×èñëî l õàðàêòåðèçóåò ñëåäóþùåå ïî âîçðàñòàíèþ êîëè÷åñòâî
êðàòíûõ ðåáåð ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ. ×èñëî m − ñëåäóþùåå. Àíàëîãè÷íîå çíà÷å-
íèÿ èìåþò ïàðàìåòðû k, l(òîëüêî k), åñëè ÷èñëî ðàçäåëèìûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ
êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ öâåòîâ âíåøíèõ ðåáåð ñîîòâåòñòâóþùåãî âëîæåíèÿ è ðàâíî
äâóì(ñîîòâåòñòâåííî îäíîìó).
Åñëè öâåòîâ áûëî òðè(äâà), à ðàçäåëèìûõ ìíîæåñòâ ïîëó÷èëîñü äâà(ñîîòâåòñòâåííî

îäíî), òî k = l, åñëè â ðàçäåëèìîì ìíîæåñòâå ñ êîëè÷åñòâîì êðàòíûõ ðåáåð k åñòü
ïàðû öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì ðàçíûõ öâåòîâ. Àíàëîãè÷íî (åñëè öâåòîâ áû-
ëî òðè) îïðåäåëÿåòñÿ, êîãäà l = m. Åñëè öâåòîâ áûëî òðè, à ðàçäåëèìîå ìíîæåñòâî
ïîëó÷èëîñü îäíî, òî k = l = m.
Îïðåäåëåíèå 33.Íàçîâåì P1{k, l}, P2{k, l}, P3{k, l,m}, P4{k}, P5{k, l ,m}, R1{k, l},

R2{k, l}, R3{k, l}, R4{k, l}, R5{k, l}, R6{k, l}, R7{k}, R8{k, l}, R9{k, l}, R10{k, l}, R11{k,
l,m}, R1

n{k, l}, (n ≥ 3, n 6= 4), R2
n{k, l,m}, (n ≥ 4), ãäå (k, l,m ≥ 1) ñåðèè àòî-

ìîâ, f -ãðàô êîòîðûõ óêàçàííûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èç f -ãðàôîâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ àòîìîâ P1, P2, P3, P4, P5, R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, R9, R10, R11, R

1
n, (n ≥ 4),

R2
n, (n ≥ 3, n 6= 4).
Ïî ïîñòðîåíèþ âñå ñåðèè àòîìîâ âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íûå

àòîìû, ïîëó÷åííûå èç P1−P5, R1−R11, R
1
n, (n ≥ 4), R2

n, (n ≥ 3, n 6= 4) äîáàâëåíèåì
êðàòíûõ ðåáåð óêàçàííûì ñïîñîáîì. À ãðóïïà ñèììåòðèé êàæäîãî ïîëó÷åííîãî
àòîìà ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà, âûïèñàíîé â
òàáëèöå 2.
Óòâåðæäåíèå 14. Âñå àòîìû ñåðèé P1{k, l}, P2{k, l}, P3{k, l,m}, P4{k}, P5{k,

l,m}, R1{k, l}, R2{k, l}, R3{k, l}, R4{k, l}, R5{k, l}, R6{k, l}, R7{k}, R8{k, l}, R9{k, l},
R10{k, l}, R11{k, l,m}, R1

n{k, l}, (n ≥ 3, n 6= 4), R2
n{k, l,m}, (n ≥ 4), ãäå (k, l,m ≥ 1)

ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëü-
öàõ áåëîãî öâåòà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûñîòíîñòü óêàçàííûõ àòîìîâ î÷åâèäíà èç-çà îðèåíòèðîâàííîé

âëîæèìîñòè èõ f -ãðàôîâ â ïëîñêîñòü.
À òðàíçèòèâíîñòü íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà ñëåäóåò èç êîíñòðóêöèè äîáàâëåíèÿ

êðàòíûõ ðåáåð ê f -ãðàôàì. �

Óòâåðæäåíèå 15. Âñå âûïèñàííûå ïîäãðóïïû ëþáîãî àòîìà òàáëèöû 3, êðîìå
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àòîìà P3, ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè ñèììåòðèé àòîìîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëó÷åíîé ñåðèè.
Ïðè÷åì â ñåðèè íåò íè îäíîãî àòîìà, èìåþùåãî ãðóïïó ñèììåòðèé, îòëè÷íóþ îò
âûïèñàííûõ ïîäãðóïï.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû ñèììåòðèé

àòîìà P1: A4,D2. Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ, ñåðèÿ àòîìîâ P1k, k èìååò ãðóïïó ñèììåò-
ðèé A4, à ñåðèÿ P1k, l(ãäå k 6= l) − D2.
Ñåðèÿ P2k, l èìååò ãðóïïó ñèììåòðèé D4, P2k, k − S4;
P4{k} − A5; P5{k, k, k} − A5, P5{k, l,m} − A4 (ïðè÷åì k ìîæåò ðàâíÿòüñÿ l èëè

l ðàâíÿòüñÿ m);
R1{k, l} − A4 (k ìîæåò ðàâíÿòüñÿ l);
R2{k, k} − S4, R2{k, l} − A4 (k 6= l);
Äàëåå äîïóñêàþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ k, l,m ≥ 1 :
R3{k, l} −R6{k, l,m} − S4;
R7k −R11k, l,m − A5;
R1
n{k, l}, (n ≥ 3, n 6= 4), R2

n{k, l,m}, (n ≥ 4) − Dn. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäãðóïïû àòîìà P3: S4,A4,D3. Ïî ïîñòðîåíèþ ñåðèÿ àòîìîâ
P3{k, k, k} èìååò ãðóïïó ñèììåòðèé S4, à ñåðèÿ àòîìîâ P3{k, l,m} − D3(äîïóñêàåòñÿ
ðàâåíñòâî äâóõ ïàðàìåòðîâ). Ãðóïïó ñèììåòðèé A4 íè îäèí àòîì ñåðèè P3{k, l,m}
íå èìååò. Îäíàêî, ýòà ãðóïïà áóäåò òðàíçèòèâíî äåéñòâîâàòü íà îðèåíòèðîâàííûõ
öèêëàõ f -ãðàôà êàæäîãî àòîìà ñåðèè P3{k, k, k}.
Óòâåðæäåíèå 16. Âûñîòíûé ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íûé àòîì Z, ïîëó÷åííûé èç

èç ëþáîãî àòîìà òàáëèöû 2 äîáàâëåíèåì êðàòíûõ ðåáåð, èçîìîðôåí îäíîìó èç ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñåðèè àòîìîâ îïðåäåëåíèÿ 33. (Íàïðèìåð, åñëè Z ïîëó÷åí èç àòîìà
P5, òî óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî Z èçîìîðôåí îäíîìó èç àòîìîâ ñåðèè P5{k, l,m}). Òàêæå
âñå îêðóæíîñòè f -ãðàôà àòîìà Z íåðàçäåëÿþùèå.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Áóäåì äîêàçûâàòü ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ 10.
Äîáàâëåíèå êðàòíûõ ðåáåð ê f -ãðàôó ëþáîãî àòîìà èç P1 − P11, R

1
n, (n ≥ 3, n 6= 4),

R2
n, (n ≥ 4) íå ìåíÿåò âåðøèííóþ ñâÿçíîñòü f -ãðàôà. Ïðè ýòîì âñå ýòè àòîìû(êðîìå

R1
3) èìåþò âåðøèííóþ ñâÿçíîñòü áîëüøå äâóõ.(Ïîñêîëüêó óäàëåíèå ëþáûõ äâóõ

âåðøèí íà ñåòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ íå ïðèâîäèò ê íåñâÿçíîìó èëè
òðèâèàëüíîìó ãðàôó.) À R1

3 èìååò âåðøèííóþ ñâÿçíîñòü, ðàâíóþ äâóì. Îäíàêî, ïðè
óäàëåíèè ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèí â ñåòè ïðèçìû ñ òðåóãîëüíûì îñíîâàíèåì
ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè.
Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî âñå îêðóæíîñòè f -ãðàôà àòîìà Z ÿâëÿþòñÿ íåðàçäå-

ëÿþùèìè, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå GZ f -ãðàôà àòîìà Z â
ïëîñêîñòü, ÷òî âñå îêðóæíîñòè ëåæàò âíå äðóã äðóãà è èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòà-
öèþ. Òàêæå óñëîâèå ïðåäïîëîæåíèÿ 1 â óòâåðæäåíèè 10 äëÿ GZ íå âåðíî. Äëÿ îðè-
åíòèðîâàííûõ âëîæåíèé f -ãðàôîâ ëþáûõ âûñîòíûõ àòîìîâ íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ïðåäïîëîæåíèÿ 2.
Ïîýòîìó êðàòíûå ðåáðà GZ äîáàâëåíû òàê æå, êàê è ó ñîîòâåòñòâóþùåé ñåðèè

àòîìîâ.
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Îïðåäåëåíèå 34. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðàòíûå ðåáðà íà îðèåíòèðîâàííîì öèêëå
ïðèíàäëåæàò îäíîìó òèïó, åñëè âñå îíè ñîåäèíÿþò ýòîò öèêë ñ êàêèì-òî äðóãèì.
Ðàçíûì òèïàì ñîîòâåòñòâóþò ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå îð. öèêë ñ ðàçíûìè îð. öèêëàìè.
Òàê, íàïðèìåð, ïóñòü GZ ïîëó÷åí èç f -ãðàôà àòîìà P1 äîáàâëåíèåì êðàòíûõ

ðåáåð. Òîãäà, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ãðóïïû ñèììåòðèé íà öèêëàõ è â ñèëó òîãî,
÷òî íà êàæäîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå êðàòíûå ðåáðà ïðèíàäëåæàò òðåì òèïàì,
õàðàêòåðèñòèêà ïàð îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ðàâíà îäíîìó, äâóì èëè òðåì. Åñëè
îíà ðàâíî îäíîìó, òî åñòü âñå îð. öèêëû ñîåäèíÿþòñÿ îäíèì è òåì æå êîëè÷åñòâîì
êðàòíûõ ðåáåð, òî GZ èçîìîðôåí f -ãðàôó íåêîòîðîãî àòîìà ñåðèè P1k, k, k. Åñëè
õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà äâóì, òî ýòî ñëó÷àé k = l èëè l = m. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî k = l ,
åñëè íà îðèåíòèðîâàííîì öèêëå êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð îäíîãî òèïà, ñîâïàäàåò ñ
êîëè÷åñòâîì êðàòíûõ ðåáåð äðóãîãî òèïà è ìåíüøå êîëè÷åñòâà êðàòíûõ ðåáåð òðå-
òüåãî òèïà. Òîãäà GZ èçîìîðôåí f -ãðàôó íåêîòîðîãî àòîìà ñåðèè P1k, k,m. Ñëó÷àé
l = m âîçìîæåí, åñëè ñîâïàäàåò äâà òèïà ìàêñèìàëüíûõ ïî êîëè÷åñòâó êðàòíûõ
ðåáåð. Òîãäà GZ èçîìîðôåí f -ãðàôó íåêîòîðîãî àòîìà ñåðèè P1k, l, l. Åñëè õàðàê-
òåðèñòèêà ðàâíà òðåì, òîãäà êîëè÷åñòâî êðàòíûõ ðåáåð íà ëþáîì îð. öèêëå GZ
ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì òèïàì, ðàçëè÷íî. Çíà÷èò, GZ èçîìîðôåí íåêîòîðîìó àòî-
ìó ñåðèè P1k, l,m.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 11, åñëèGZ ïîëó÷åí èç îñòàëü-

íûõ f -ãðàôîâ àòîìîâ òàáëèöû 3. �

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñåðèè àòîìîâ èç îïðåäåëåíèÿ 33 ñ äîáàâëåííûìè ðåáðàìè(õîðäàìè).
Îïðåäåëåíèå 35.Ñåðèè àòîìîâ P1{k, l, p}, P2{k, l, p}, P3{k, l,m, p}, P4{k, p}, P5{k, l,

m, p}, R1{k, l, p}, R2{k, l, p}, R3{k, l, p}, R4{k, l, p}, R5{k, l, p}, R6{k, l, p}, R7{k, p}, R8{k,
l, p}, R9{k, l, p}, R10{k, l, p}, R11{k, l,m, p}, R1

n{k, l, p}, (n ≥ 3), R2
n{k, l,m, p}, (n ≥ 3),

ãäå k, l,m ≥ 1; p ∈ Z+ íàçîâåì ñåðèè âûñîòíûõ ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ,
ïîëó÷åííûõ èç àòîìîâ îïðåäåëåíèÿ 33 ïóòåì äîáàâëåíèÿ âíóòðåííèõ íåîðèåíòèðî-
âàííûõ ðåáåð(õîðä). Çäåñü ÷èñëî p ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó âíóòðåííèõ ð¼áåð íà
êàêîì-ëèáî îðèåíòèðîâàííîì öèêëå f -ãðàôà àòîìà. Èç-çà ÷àñòè÷íîé ñèììåòðè÷íî-
ñòè êàæäîãî àòîìà ýòèõ ñåðèé, âñå öèêëû åãî f -ãðàôà èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
õîðä. Ïîýòîìó âûáîð îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ïðîèçâîëüíûé.
Îïèøåì, êàêèì îáðàçîì ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ õîðäû f -ãðàôîâ àòîìîâ èç îïðåäå-

ëåíèÿ 35.
Âñå îêðóæíîñòè ëþáîãî àòîìà Z èç P1{k, l, p}, P2{k, l, p}, P3{k, l,m, p}, P4{k, p}, P5{k,

l,m, p}, R1{k, l, p}, R2{k, l, p}, R3{k, l, p}, R4{k, l, p}, R5{k, l, p}, R6{k, l, p}, R7{k, p}, R8{k,
l, p}, R9{k, l, p}, R10{k, l, p}, R11{k, l,m, p}, R1

n{k, l, p}, (n ≥ 3), R2
n{k, l,m, p}, (n ≥ 3)

íåðàçäåëÿþùèå. Òîãäà ðàñïîëîæåíèå õîðä àòîìà Z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåîáõî-
äèìîñòè óòâåðæäåíèÿ 11 (åñëè çà GH ïðèíÿòü f -ãðàô àòîìà Z). Ïðè÷åì, âûïîë-
íåíèå óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ 11 äëÿ õîðä ëþáîãî f -ãðàôà, ïîëó÷åííîãî èç f -ãðàôîâ
àòîìîâ îïðåäåëåíèÿ 33 äîáàâëåíèåì õîðä, áóäåò äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòîò f -ãðàô
èìåë îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü.
Ãðóïïà ñèììåòðèé f -ãðàôà êàæäîãî àòîìà èç ñïèñêà îïðåäåëåíèÿ 33 îïðåäåëÿåò

ïîâîðîò ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà. Òî åñòü ãðóïïà ñèììåò-
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ðèé f -ãðàôà îïðåäåëÿåò ãðóïïó ñèììåòðèé îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà. Ïðè ýòîì, î÷å-
âèäíî, âåðøèíû íà öèêëå, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíûì ðåáðàì îäíîãî òèïà, íå ìîãóò
ïåðåõîäèòü â âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíûì ðåáðàì ðàçíûõ òèïîâ. Îòñþäà,
î÷åâèäíî, ïîðÿäîê ãðóïïû ñèììåòðèé öèêëà äîëæåí áûòü äåëèòåëåì êîëè÷åñòâà
ðàçíûõ òèïîâ êðàòíûõ ðåáåð íà ýòîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå.
Óòâåðæäåíèå 17. Â òàáëèöå 4 ïðåäñòàâëåíû ãðóïïû ñèììåòðèé àòîìîâ P1{k, l

,m, p}, P2{k, l, p}, P3{k, l,m, p}, P4{k, p}, P5{k, l,m, p}, R1{k, l, p}, R2{k, l, p}, R3{k, l, p},
R4{k, l, p}, R5{k, l, p}, R6{k, l, p}, R7{k, p}, R8{k, l, p}, R9{k, l, p}, R10{k, l, p}, R11{k, l,m, p},
R1
n{k, l, p}, (n ≥ 3), R2

n{k, l,m, p}, (n ≥ 3), ãðóïïû ñèììåòðèé îðèåíòèðîâàííûõ öèê-
ëîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ f -ãðàôîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàçáåðåì, äëÿ ïðèìåðà, ñåðèþ àòîìîâ P3{k, l,m, p}. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ êðàòíûõ ðåáåð íà îðèåíòèðîâàííîì öèêëå f -ãðàôà êàæäîãî àòîìà ýòîé ñåðèè
ðàâíî ÷åòûðåì (êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë ñîåäèíåí ñ ÷åòûðüìÿ äðóãèìè).
Çíà÷èò, ãðóïïà ñèììåòðèé îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà f -ãðàôà êàæäîãî àòîìà ýòîé
ñåðèè îäíà èç ñëåäóþùèõ: Z1,Z2,Z4. Äàëåå, êàê ìû âûÿñíèëè, P3{k, k, k} èìååò
ãðóïïó ñèììåòðèé S4, à P3{k, l,m} − D3. Ãðóïïà A4 áóäåò òðàíçèòèâíî äåéñòâî-
âàòü íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ f -ãðàôà êàæäîãî àòîìà ñåðèè P3{k, k, k}. Ýòà
ãðóïïà ñèììåòðèé êàæäîãî àòîìà ñåðèè P3{k, k, k} îïðåäåëÿåò ãðóïïó ñèììåòðèé
îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðàôà (ïðè ëþáîì k ≥ 1) ðàâíóþ Z2.
Ãðóïïû ñèììåòðèé àòîìîâ ñåðèè P3{k, l,m}, îòëè÷íûå îò A4, äåéñòâóþò òàê, ÷òî
ãðóïïà ñèììåòðèé îð. öèêëà ëèáî Z1, ëèáî Z4. Òàê, â ñëó÷àå Z4 − ýòî S4. Â ñëó÷àå
Z1 − ýòî D3

Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ó àòîìîâ ñåðèè P3{k, k, k, p} õîðäû ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî
ãðóïïà ñèììåòðèé öèêëà ðàâíà Z2, òî àòîìû ýòîé ñåðèè èìåþò ãðóïïó ñèììåòðèé
A4.
Ãðóïïå ñèììåòðèé îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà Z1 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü f -ãðàôû

âñåõ àòîìîâ P3{k, l,m, p} ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé D3. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû k, l,m
ìîãóò è ñîâïàäàòü.
Ãðóïïå ñèììåòðèé îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà Z4 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü f -ãðàôû

âñåõ àòîìîâ P3{k, k, k, p} ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé S4.
Îñòàëüíîé ðàçáîð ñåðèé àòîìîâ äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îäíàêî ó f -ãðàôà êàæäîãî àòîìà ñåðèé P4{k, p} è R7{k, p} ãðóïïà ñèììåòðèé

îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ Z1. Èíà÷å ïîëó÷èëñÿ áû f -ãðàô, ñî-
îòâåòñòâóþùèé íå ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷íîìó àòîìó. �
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Òàáëèöà 4.
Àòîì Ãðóïïà ñèììåòðèé Ãð.ñèìì. îð. öèêëà

P1{k, l,m, p} D2,
A4(k = l = m)

Z1,
Z3(k = l = m)

P2{k, l, p} D4,
S4(k = l)

Z1,
Z3(k = l)

P3{k, l,m, p} S4(k = l = m),
A4(k = l = m),
D3

Z4(k = l = m),
Z2(k = l = m),
Z1

P4{k, p} A5 Z3

P5{k, l,m, p} A5(k = l = m),
A4

Z5(k = l = m),
Z1

R1{k, l, p} A4 Z1

R2{k, l, p} A4,
S4(k = l)

Z1,
Z2(k = l)

R3{k, l, p} S4 Z1

R4{k, l, p} S4 Z1

R5{k, l, p} S4 Z1

R6{k, l,m, p} S4 Z1

R7{k, p} A5 Z2

R8{k, l, p} A5 Z1

R9{k, l, p} A5 Z1

R10{k, l, p} A5 Z1

R11{k, l,m, p} A5 Z1

R1
n{k, l, p}, (n ≥ 3), (n 6= 4) Dn Z1

R2
n{k, l,m, p}, (n ≥ 4) Dn Z1
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Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 3.(Òðèôîíîâà Â.À.)Âûñîòíûé àòîì, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðîãî òðàí-

çèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îäíîãî öâåòà (áåëîãî), èçîìîðôåí îäíîìó èç àòî-
ìîâ ñëåäóþùåãî ñïèñêà: A1

n, (n ≥ 1),Dn{k,l, p}, (n ≥ 3), Cn{p}, (n ≥ 1) , P1{k, l, p},
P2{k, l, p}, P3{k, l,m, p}, P4{k, p}, P5{k, l,m, p}, R1{k, l, p}, R2{k, l, p}, R3{k, l, p}, R4{k,
l, p}, R5{k, l, p}, R6{k, l, p}, R7{k, p}, R8{k, l, p}, R9{k, l, p}, R10{k, l, p}, R11{k, l,m, p},
R1
n{k, l}, (n ≥ 4), R2

n{k, l,m}, (n ≥ 3, n 6= 4), ãäå k, l,m ≥ 1; p ∈ Z+.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z − âûñîòíûé àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé

íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà, G − åãî f -ãðàô. Óáèðàÿ âñå âíóòðåííèå ðåáðà(õîðäû) èç
G, ïîëó÷èì f -ãðàô GZ.
Óòâåðæäåíèå 18.Â îðèåíòèðîâàííî âëîæåííîì f -ãðàôå àòîìà ñ ãðóïïîé ñèì-

ìåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà, âñå îêðóæíîñòè íåðàçäåëÿþùèå.
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñòðîèì äëÿ f -ãðàôà ãðàô Gl ñìåæíîñòè îêðóæíîñòåé: âûêè-

äûâàåì âñå âíóòðåííèå íåîðèåíòèðîâàííûé ð¼áðà(õîðäû), êàæäóþ îðèåíòèðîâàí-
íóþ îêðóæíîñòü ñòÿíåì â òî÷êó, òåì ñàìûì ïîëó÷èì ãðàô áåç îðèåíòèðîâàííûõ
ðåáåð.
Íàçîâ¼ì âåðøèíó ãðàôà ðàçäåëÿþùåé, åñëè ïîñëå åå óäàëåíèÿ ãðàô ðàñïàäàåòñÿ

íà íåñêîëüêî íåïóñòûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè îêðóæíîñòü
â f -ãðàôå áûëà ðàçäåëÿþùåé, òî è âåðøèíà, ïîëó÷åííàÿ ñòÿãèâàíèåì îêðóæíîñòè,
áóäåò ðàçäåëÿþùåé.
Åñëè â ãðàôåGl îäíà âåðøèíà, òî, î÷åâèäíî, îíà íåðàçäåëÿþùàÿ. Â ñòàòüå È.Ì.Íè-

-êîíîâà [6] ïîêàçàíî, ÷òî â ãðàôå ñìåæíîñòè ñ íåñêîëüêèìè âåðøèíàìè åñòü õîòÿ áû
îäíà íåðàçäåëÿþùàÿ âåðøèíà. Ñèììåòðèè f -ãðàôà Sym(f) èíäóöèðóþò ñèììåòðèè
ãðàôà Gl è äåéñòâóþò òðàíçèòèâíî íà âåðøèíàõ ãðàôà. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà
è òðàíçèòèâíîñòü íà âåðøèíàõ, çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå âåðøèíû íåðàçäåëÿþùèå. �

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå GZ â ïëîñêîñòü. Òàê êàê íåò ðàçäåëÿþ-
ùèõ îêðóæíîñòåé, çíà÷èò, ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îäíîé èç îêðóæ-
íîñòåé, âñå îêðóæíîñòè ëåæàò âíå äðóã äðóãà, è èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ.
Åñëè ñòÿíóòü êàæäóþ îðèåíòèðîâàííóþ îêðóæíîñòü GZ â òî÷êó, ìû ïîëó÷èì ãðàô
ñìåæíîñòè Gl, êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ áóäåò ïëîñêèì. Ñèììåòðèè f -ãðàôà èíäó-
öèðóþò ñèììåòðèè ãðàôà Gl, ñîõðàíÿþùèå öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ðåá¼ð. Îïèøåì,
êàêîé ìîæåò áûòü êîíñòðóêöèÿ òàêîãî ãðàôà.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà, âçÿòàÿ èç ñòàòüè Ã.Ôëàéøíåðà è Â. Èìðèõà[18].
Òåîðåìà 4. Ñâÿçíûìè, ïðîñòûìè, ïëàíàðíûìè âåðøèííî-òðàíçèòèâíûìè ãðà-

ôàìè ÿâëÿþòñÿ: îäíà âåðøèíà, îäíî ðåáðî, ïðîñòîé öèêë, à òàêæå ñåòè ïðàâèëü-
íûõ ïðèçì è àíòèïðèçì, Ïëàòîíîâûõ è Àðõèìåäîâûõ òåë.
Èòàê, åñëè â ãðàôå Gl îòîæäåñòâèòü âñå êðàòíûå ðåáðà, òî ïîëó÷èòñÿ ãðàô Gl1,

êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ îêàæåòñÿ ïëîñêèì, ñâÿçíûì, ïðîñòûì(áåç êðàòíûõ ðåáåð è
ïåòåëü), âåðøèííî-òðàíçèòèâíûì. Òîãäà ãðàô Gl1 èçîìîðôåí îäíîìó èç ãðàôîâ â
ñïèñêå òåîðåìû 3.
Åñëè ãðàô Gl1 èçîìîðôåí âåðøèíå, òî f -ãðàô G èìååò îäèí îðèåíòèðîâàííûé

öèêë ñ âíóòðåííèìè ðåáðàìè, òîãäà àòîì Z èçîìîðôåí îäíîìó èç àòîìîâ ñåðèè
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A1
n, (n ≥ 1).
Åñëè ãðàô Gl1 èçîìîðôåí ðåáðó, òî f -ãðàô G ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç àòîìîâ

ñåðèè Cn{p}, (n ≥ 1).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ãðàô Gl1 èçîìîðôåí ïðîñòîìó öèêëó. Òîãäà GZ ïîëó-

÷åí èç f -ãðàôà íåêîòîðîãî àòîìàDn äîáàâëåíèå êðàòíûõ ðåáåð. Òîãäà ïî óòâåðæäå-
íèþ 10GZ ñîîòâåòñòâóåò àòîìó, èçîìîðôíîìó îäíîìó èç àòîìîâ ñåðèèDn{k, l}, (n ≥
3). Ñëåäîâàòåëüíî àòîì Z èçîìîðôåí îäíîìó èç àòîìîâ ñåðèè Dn{k, l, p}, (n ≥ 3).
Ðàññìîòðèì, êîãäà Gl1 èçîìîðôåí îäíîé èç ñåòåé ïðèçì, àíòèïðèçì, Ïëàòîíîâûõ

è Àðõèìåäîâûõ òåë. Òîãäà GZ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì êðàòíûõ ðåáåð ê f -ãðàôó
îäíîãî àòîìà èç ñëåäóþùèõ:
P1−P5, R1−R11, R

1
n, R

2
n. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 17 GZ ñîîòâåòñòâóåò àòîìó, èçî-

ìîðôíîìó îäíîìó èç àòîìîâ ñåðèé P1{k, l}, P2{k, l}, P3{k, l,m}, P4{k}, P5{k, l,m},
R1{k, l}, R2{k, l}, R3{k, l}, R4{k, l}, R5{k, l}, R6{k, l}, R7{k}, R8{k, l}, R9{k, l}, R10{k, l},
R11{k, l,m}, R1

n{k, l}, (n ≥ 3, n 6= 4), R2
n{k, l,m}, (n ≥ 4). Òîãäà Z èçîìîðôåí îäíîìó

èç àòîìîâ ñëåäóþùåãî ñïèñêà:
P1{k, l, p}, P2{k, l, p}, P3{k, l,m, p}, P4{k, p}, P5{k, l,m, p}, R1{k, l, p}, R2{k, l, p},

R3{k, l, p}, R4{k, l, p}, R5{k, l, p}, R6{k, l, p}, R7{k, p}, R8{k, l, p}, R9{k, l, p}, R10{k, l,
p}, R11{k, l,m, p}, R1

n{k, l}, (n ≥ 4), R2
n{k, l,m}, (n ≥ 3, n 6= 4), ãäå k, l,m ≥ 1; p ∈ Z+.

Òåîðåìà äîêàçàíà.�

Ñëåäñòâèå 1. Âûñîòíûé àòîì, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðîãî òðàíçèòèâíî äåé-
ñòâóåò íà êîëüöàõ ÷åðíîãî öâåòà, èçîìîðôåí îäíîìó èç äâîéñòâåííûõ àòîìîâ
ñïèñêà òåîðåìû 3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âñå àòîìû ñïèñêà òåîðåìû 3 ÿâëÿþòñÿ âûñîòíû-

ìè ÷àñòè÷íî òðàíçèòèâíûìè. Çàìåíÿÿ áåëûå êîëüöà àòîìîâ íà ÷åðíûå, à ÷åðíûå íà
áåëûå, ïîëó÷èì ñïèñîê âûñîòíûõ àòîìîâ, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðûõ òðàíçèòèâíî
äåéñòâóåò íà êîëüöàõ ÷åðíîãî öâåòà. Òîãäà ïî òåîðåìå 3 âûñîòíûé àòîì, ãðóïïà
ñèììåòðèé êîòîðîãî òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ ÷åðíîãî öâåòà, èçîìîðôåí
îäíîìó èç àòîìîâ ïîëó÷åííîãî ñïèñêà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.�

Ñëåäñòâèå 2. Âûñîòíûìè àòîìàìè, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðûõ òðàíçèòèâíî
äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûå âûñîòíûå àòîìû.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ñïèñîê îðèåíòèðîâàííûõ âëîæåíèé f -ãðàôîâ àòîìîâA1
n, (n ≥ 1),Dn{k,

l, p}, (n ≥ 3), Cn{p}, (n ≥ 1) P1{k, l, p}, P2{k, l, p}, P3{k, l,m, p}, P4{k, p}, P5{k, l,m, p},
R1{k, l, p}, R2{k, l, p}, R3{k, l, p}, R4{k, l, p}, R5{k, l, p}, R6{k, l, p}, R7{k, p}, R8{k, l, p},
R9{k, l, p}, R10{k, l, p}, R11{k, l,m, p}, R1

n{k, l}, (n ≥ 4), R2
n{k, l,m}, (n ≥ 3, n 6= 4),

ãäå k, l,m ≥ 1; p ∈ Z+..
Âûáåðåì ñðåäè íèõ òå f -ãðàôû, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåé-

ñòâóåò íà ãðàíÿõ. Î÷åâèäíî, R1{k, l, p}, R2{k, l, p}, R3{k, l, p}, R4{k, l, p}, R5{k, l, p},
R6{k, l, p}, R7{k, p}, R8{k, l, p}, R9{k, l, p}, R10{k, l, p}, R11{k, l,m, p}, R1

n{k, l}, (n ≥
4), R2

n{k, l,m}, (n ≥ 3, n 6= 4) íå ïîäõîäÿò, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîãîãðàí-

35



íèêè ïîëóïðàâèëüíûå è èìåþò ãðàíè íåñêîëüêèõ òèïîâ.
A1
n, (n ≥ 1),Dn{k,l, p}, (n ≥ 3), Cn{p}, (n ≥ 1)

Äîáàâëåíèå êðàòíûõ ðåáåð ê Dn, P1 − P5 óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî òèïîâ ãðà-
íåé(ïîÿâëÿþòñÿ ãðàíè, îãðàíè÷åííûå äâóìÿ îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè è äâóìÿ
íåîðèåíòèðîâàííûìè). Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñåðèè A1

n, (n ≥ 1), Cn {p}, (n ≥ 1).
Äîáàâëåíèå õîðä ê Cn òàêæå óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî òèïîâ ãðàíåé(ïîÿâëÿåòñÿ

ãðàíü, îãðàíè÷åííàÿ îäíèì îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîè è îäíîé õîðäîé, ïðè ýòîì äî
äîáàâëåíèÿ õîðä âñå ãðàíè îãðàíè÷èâàëèñü äâóìÿ îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè è
äâóìÿ(îäíèì ðåáðîì â ñëó÷àå n = 1 ) íåîðèåíòèðîâàííûìè). Àíàëîãè÷íî, äîáàâëå-
íèå õîðä ê Dn óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî òèïîâ ãðàíåé.
Ñåðèÿ àòîìîâ A1

n èìååò îäíî áåëîå êîëüöî. Ðàññìîòðèì f -ãðàôû àòîìîâ, äâîé-
ñòâåííûõ ê A1

n. Âûáåðåì ñðåäè íèõ òå, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåé-
ñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ. Îðèåíòèðîâàííûå âëîæåíèÿ èñêîìûõ f -ãðàôîâ
ýòîì äîëæíû èìåòü îäíó ãðàíü è ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðûì àòîìàì ñïèñêà òåîðå-
ìû 3. Ïîä ýòè óñëîâèÿ ïîäõîäÿò òîëüêî f -ãðàôû àòîìîâ C1 è A2.
Òàêèì îáðàçîì, ïîäîøëè âñå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå âûñîòíûå àòîìû.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.�
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Ðèñ. 14. f -ãðàôû àòîìîâ P1 − P5, R1 − R6 ñ ðàñêðàøåííûìè ðåáðàìè
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Ðèñ. 15. f -ãðàôû àòîìîâ R7 − R11, R
1
n, R

2
n ñ ðàñêðàøåííûìè ðåáðàìè
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