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1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [3] À.Â. Ìèëîâàíîâûì áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà:

Ãèïîòåçà 1 (Ìèëîâàíîâ) Íà ëþáîé ðàçðåøèìîé àëãåáðå Ëè ñóùåñòâóåò
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ íå áîëåå ÷åì âòîðîé ñòåïåíè.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîïðîáóåì ïîäñòóïèòüñÿ ê ýòîé äî ñèõ ïîð íå äîêàçàí-
íîé ãèïîòåçå ñ äâóõ ðàçíûõ ñòîðîí. Âî-ïåðâûõ, ìû ïðîâåðèì ãèïîòåçó Ìè-
ëîâàíîâà äëÿ ìàëîìåðíûõ àëãåáð Ëè, ïðîäîëæèâ ðàáîòó, íà÷àòóþ Êîðîò-
êåâè÷åì â [1]. Âî-âòîðûõ, ìû ïîñìîòðèì, íàñêîëüêî âàæíà ðàçðåøèìîñòü â
ãèïîòåçå Ìèëîâàíîâà, çàäàâøèñü ñëåäóþùèì îáùèì âîïðîñîì:

• Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíà îáëàäàòü àëãåáðà Ëè, åñëè íà íåé ñóùå-
ñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ ìàëûõ ñòåïåíåé?

Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàæåì, ÷òî íàëè÷èå ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà
èç ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé íå ãàðàòèðóåò ðàçðåøèìîñòü àëãåá-
ðû Ëè.

Êîðîòêî îïèøåì ïëàí ðàáîòû è îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû:

1. Â ðàçäåëå Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ââîäÿòñÿ îñíîâíûå íåîáõîäèìûå
â ýòîé ðàáîòå ïîíÿòèÿ.

2. Â ðàçäåëå Ãèïîòåçà Ìèëîâàíîâà äîêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà Ìèëîâàíî-
âà äëÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòè íå áîëåå ÷åì 7.

• Äëÿ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòè íå áîëåå ÷åì 6 èñêî-
ìûé ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð áûë ïîñòðîåí Êîðîòêåâè÷åì
ìåòîäîì Ñàäýòîâà â ðàáîòå [1].

• Ìû ïîñòðîèì ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äëÿ ñåìèìåðíûõ íèëü-
ïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ñàäåòîâà (ñì [1] è [4]), è
ñðàâíèì ïîëó÷åííûé íàáîð ñ íàáîðîì, ïîëó÷åííûì Óìñîì â [7].

3. Â ðàçäåëåÏîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðîâ íà ïîëóïðîñòûõ àë-
ãåáðàõ ìû èññëåäóåì ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî

• äëÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè íå ñóùåñòâóåò ïîëíûõ êîììóòàòèâ-
íûõ ëèíåéíûõ íàáîðîâ (Óòâåðæäåíèå 2) è

• òîëüêî ó ïðÿìûõ ñóìì àëãåáð Ëè òèïà A1 (ò.å. sl(2,C) â êîì-
ïëåêñíîì ñëó÷àå è sl(2,R) èëè so(3,R) â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå)
ôóíêöèè Êàçèìèðà ìîæíî äîïîëíèòü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè äî
ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà (Óòâåðæäåíèå 3)

4. Â ðàçäåëå Ñâîéñòâà àëãåáð ñ ïîëíûì êîììóòàòèâíûì íàáîðîì
ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî íàëè÷èå ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ ëèíåéíûõ íàáî-
ðîâ íå ãàðàíòèðóåò íåêîòîðûõ õîðîøèõ ñâîéñòâ àëãåáð Ëè:
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• Â Çàìå÷àíèè 4 ìû ñòðîèì ïðèìåð àëãåáðû ñ ïîëíûì ëèíåéíûì
êîììóòàòèâíûì íàáîðîì, ó êîòîðîé îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

• Â Òåîðåìå 8 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëóïðîñòîé àëãåá-
ðû Ëè s ñóùåñòâóåò ïîëóïðÿìàÿ ñóììà s⊕ρKn, ó êîòîðîé ðàäèêàë
áóäåò ïîëíûì êîììóòàòèâíûì èäåàëîì.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1 Àëãåáðîé Ëè g íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì g× g→ g:

(x, y)→ [x, y],

óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

• [x, x] = 0;

• [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

Â íàøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïîëÿ K ìû ðàññìàòðèâàåì R èëè C.

Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå íå èñêëþ÷àåò ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, íî âñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå àëãåáðû è ãðóïïû Ëè áóäóò àâòî-
ìàòè÷åñêè ñ÷èòàòüñÿ êîíå÷íîìåðíûìè.

Ñêîáêîé Ïóàññîíà íà àëãåáðå ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà àë-
ãåáðû Ëè íà ìíîæåñòâå F:

{·, ·} F× F→ F,

f, g → {f, g},
óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó Ëåéáíèöà:

{fh, g} = f{h, g}+ h{f, g}

Ñêîáêîé Ïóàññîíà íà ìíîãîîáðàçèè íàçûâàþò ñêîáêó Ïóàññîíà (ãëàäêèõ)
ôóíêèé íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè.

Îáîçíà÷èì êîàëãåáðó Ëè (ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà àëãåáðå
g ) êàê g∗.

Íà ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìîâ íà g∗ ìîæíî ââåñòè ëèíåéíóþ ñêîáêó Ïóàñ-
ñîíà, íàçûâàåìóþ ñêîáêîé Ëè-Ïóàññîíà, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ íà ëèíåéíûõ ïî-
ëèíîìàõ (êîòîðûå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè g) ïî
ôîðìóëàì:

{xi, xj} = Ckijxk,

ãäå Ckij - ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè g, è êîòîðàÿ ïðîäîëæàåòñÿ íà
àëãåáðó ïîëèíîìîâ ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà.

Ââåäåì åù¼ íåñêîëüêî âàæíûõ ïîíÿòèé èç òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè:
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a) Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g � ýòî ëèíåéíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå

g→ End(g),

êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

adx(y) = [x, y].

b) Êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g

g→ End(g∗),

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

< ad∗xξ, y >= − < ξ, adx, y >,

∀ ξ ∈ g∗, x, y ∈ g.

Ïóñòü àëãåáðà Ëè ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå Ëè G. Òîãäà ìîæíî ââåñòè ñëåäó-
þùèå ïîíÿòèÿ:

a) Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G

G→ Aut(g)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé â åäèíèöå äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè G íà ñåáå ñî-
ïðÿæåíèåì:

Adg = (dΨg)e,

ãäå
Ψ : G→ Aut(G), Ψg(h) = ghg−1

b) Êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G

G→ Aut(g∗)

ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ïðèñîåäèíåííîìó, òî åñòü

< Ad∗g(ξ), y >=< ξ,Adg−1y >,

∀ ξ ∈ g∗, y ∈ g, g ∈ G.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ ∈ g∗ ïîäïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå àííóëÿòîðîì
ýëåìåíòà ξ, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ann(ξ) = {x ∈ g| ad∗xξ =
0}. Ýëåìåíòû ξ ñ íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ àííóëÿòîðà íàçûâàþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Îðáèòîé ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà ξ íàçûâàåòñÿ
O(ξ) = {η ∈ g∗ | η = Ad∗g(ξ), g ∈ G}.

Îïðåäåëåíèå 2 Èíäåêñîì àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ind g =
minξ∈g∗ dimAnn(ξ)
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Îïðåäåëåíèå 3 Íàáîð ïîëèíîìîâ h1, . . . hk íà g
∗ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì êîì-

ìóòàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) {hi, hj} = 0 ∀i, j ∈ 1 . . . k

2) h1, . . . hk ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû

3) k = 1
2 (dimg + indg)

Ðàçìåðíîñòü îðáèòû O(ξ) ðàâíà êîðàçìåðíîñòè àííóëÿòîðà

dimO(ξ) = dim g− dim Ann ξ

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî O(ξ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû
ïî ôîðìóëå

dimO(ξ) = rk ||Ckijξk||

Ïîýòîìó èíäåêñ àëãåáðû Ëè òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

ind g = max
ξ

(
dim g− rk ||Ckijξk||

)
,

à îáùåå êîëè÷åñòâî ôóíêöèé â ïîëèíîìèàëüíîì íàáîðå áóäåò ðàâíûì

dimg−
rk ||Ckijξk||

2

äëÿ ýëåìåíòà ξ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

À.Ñ. Ìèùåíêî è À.Ò.Ôîìåíêî áûë ïðèäóìàí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïî-
ñòðîåíèÿ êîììóòàòèâíûõ íàáîðîâ íà àëãåáðàõ Ëè, íàçâàííûé èìè ìåòîäîì
ñäâèãà àðãóìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, èìè áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå:

Òåîðåìà 1 (Ìèùåíêî, Ôîìåíêî) Ïóñòü g - ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íîìåð-
íàÿ ðåäóêòèâíàÿ âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì K íó-
ëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Òîãäà íà g∗ ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé
íàáîð ïîëèíîìîâ.

Åãî ìîæíî îáîùèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû:

Òåîðåìà 2 (Ñàäýòîâ) Ïóñòü g - ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä
ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Òîãäà íà g∗ ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîì-
ìóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ.

Òåîðåìà Ñàäýòîâà íå äàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðó êîììóòàòèâ-
íîãî íàáîðà. Ñ ïîïûòêàìè ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòîé íàáîð ñâÿçàíà, â ÷àñò-
íîñòè, ãèïîòåçà Ìèëîâàíîâà, îáñóæäàåìàÿ â ýòîé ðàáîòå.
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3 Ãèïîòåçà Ìèëîâàíîâà

Ãèïîòåçà Ìèùåíêî-Ôîìåíêî áûëà äîêàçàíà àâòîðàìè òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ
ðåäóêòèâíûõ àëãåáð. Ïîïûòêè ðàñøèðèòü êëàññ àëãåáð ñ ïîëèíîìèàëüíû-
ìè íàáîðàìè áûëè ïðåäïðèíÿòû Ìèëîâàíîâûì åù¼ äî òîãî, êàê Ñàäýòîâ
äîêàçàë, ÷òî ãèïîòåçà Ìèùåíêî-Ôîìåíêî âåðíà äëÿ âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ
àëãåáð. Ýòè ðàññóæäåíèÿ áûëè âêëþ÷åíû â ðàçäåë "Èíòåãðèðóåìîñòü ðàç-
ðåøèìûõ àëãåáð Ëè"â [3]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ìèëîâàíîâûì,
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 3 (Ìèëîâàíîâ) Ëþáàÿ ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè g èíòåãðèðóå-
ìà. Ïðè ýòîì ïîëíûé èâîëþòèâíûé íàáîð íà g∗ ìîæíî âûáðàòü èç îäíî-
ðîäíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïåðâîé ñòåïåíè îäíîðîíîñòè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ âûðàæàåòñÿ â ÿâíîì âèäå â êâàäðàòóðàõ.

Ìåòîäîì, èçëîæåííûì â ðàáîòå Ìèëîâàíîâà, åãî ñòóäåíòàìè áûëè ïîñòðîå-
íû ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû äëÿ ðàçðåøèìûõ àëãåáð ðàçìåðíîñòè 3
è 4, òàêæå â õîäå íàïèñàíèÿ äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè èì áûëè ðàññìîòðåíû
àëãåáðû áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé - âïëîòü äî 7. Âåçäå âîçíèêàëè íàáî-
ðû ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå áîëüøå äâóõ, è òàêèì îáðàçîì âîçíèêëà ãèïîòåçà
î ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîãî èíâîëþòèâíîãî íàáîðà èç ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷-
íûõ ïîëèíîìîâ íà ëþáîé ðàçðåøèìîé àëãåáðå Ëè. Ïðèâåäåì å¼ åù¼ ðàç:

Ãèïîòåçà 2 (Ìèëîâàíîâ) Íà ëþáîé ðàçðåøèìîé àëãåáðå Ëè ñóùåñòâóåò
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ íå áîëåå ÷åì âòîðîé ñòåïåíè.

Ïðåäïîëîæåíèå Ìèëîâàíîâà áûëî ÷àñòè÷íî ïîäòâåðæäåíî Êîðîòêåâè-
÷åì, ïîñòðîèâøèì ïî ìåòîäó Ñàäýòîâà ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû äëÿ
àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòüþ 6 è ìåíüøå. Ðåçóëüòàòîì ñòàëà

Òåîðåìà 4 (Êîðîòêåâè÷)

1) Íà êàæäîé òðåõìåðíîé âåùåñòâåíîé íå ïîëóïðîñòîé àëãåáðå Ëè ñó-
ùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ.

2) Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ: y1, y2, y2y3− y1y4. Íà àë-
ãåáðå ñ êîììóòàòòîðîì [e2, e3] = e1, [e2, e4] = −e3, [e3, e4] = e2 ïîë-
íûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ: y1, y2, y1y4 + 1

2 (y22 + y23). Íà
îñòàëüíûõ ÷åòûðåìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàõ Ëè ñóùåñòâóåò
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ.

3) Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì [e3, e4] = e2, [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e3 ïîë-
íûé êîììóòàòèâíûé íàáîð: y1, y2, y3, y1y4−y2y5. Íà àëãåáðå ñ êîììó-
òàòîðîì [e2, e3] = e1, [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, [e2, e5] = −e2, [e3, e5] =
e3 ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð y1, y2, y2y3+y1y5. Íà àëãåáðå ñ êîì-
ìóòàòîðîì [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3, [e2, e5] =
−e3, [e3, e5] = e2 ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð y1, y2, y1y5+ 1

2 (y22+y23).
Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì [e1, e2] = 2e1, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] =
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2e3, [e1, e4] = e5, [e2, e4] = e4, [e2, e5] = −e5, [e3, e5] = e4ïîëíûé êîì-
ìóòàòèâíûé íàáîð y2y4y5 − y1y24 + y3y

2
5 , y4, y5. Íà îñòàëüíûõ ïÿòè-

ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàõ Ëè ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòà-
òèâíûé íàáîð ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ.

4) Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì [e1, e2] = e6, [e1, e3] = e4, [e2, e3] = e5 ïîë-
íûé êîììóòàòèâíûé íàáîð y1, y2, y2y3 − y1y4. Íà àëãåáðå ñ êîììó-
òàòîðîì [e1, e2] = e3, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e4, [e2, e4] = e5, [e3, e4] = e6
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð y4, y5, y6, y2y6−y3y5. Íà àëãåáðå ñ êîì-
ìóòàòîðîì [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e5, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e4, [e2, e4] =
e5, [e3, e4] = e6 ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð y4, y5, y6, y2y6−y3y5.Íà
îñòàëüíûõ øåñòèìåðíûõ âåùåñòâåííûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáðàõ Ëè
ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ.

Çàìå÷àíèå 1 Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíñòâåííàÿ óïîìÿíóòàÿ â òåîðåìå àëãåá-
ðà Ëè ñ êóáè÷åñêèì ïîëèíîìèàëüíûì íàáîðîì, òî åñòü àëãåáðà ñ êîììó-
òàòîðîì [e1, e2] = 2e1, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = 2e3, [e1me4] = e5, [e2, e4] =
e4, [e2, e5] = −e5, [e3, e5] = e4 íå ÿâëÿåòñÿ íè ðàçðåøèìîé, íè íèëüïîòåíò-
íîé, ïîýòîìó íå ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîé ãèïîòåçå.

Â ðàáîòå [2] Êðåéã Ñèëè êëàññèôèöèðîâàë êîìïëåêñíûå ñåìèìåðíûå
íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû. Â ðàáîòå îí ïðèâîäèò 161 òàáëèöó, 6 èç êîòîðûõ
ïðåäñòàâëÿþò ñåìåéñòâà àëãåáð Ëè ñ ïàðàìåòðîì.

Òåîðåìà 5 Íà ñëåäóþùèõ àëãåáðàõ Ëè ñóùåñòâóþò ïîëíûå êîììóòàòèâ-
íûå íàáîðû íå áîëüøå, ÷åì âòîðîé ñòåïåíè, ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò ïîë-
íîãî ëèíåéíîãî íàáîðà:

1) [a, b] = d, [a, c] = e, [b, c] = f, íàáîð c, d, e, f, g, af − be;

2) [a, b] = c, [a, e] = d, [b, c] = e, íàáîð c, d, e, f, g, ae− bd;

3) [a, b] = c, [a, c] = f, [b, c] = g, [d, e] = f, íàáîð c, e, f, g, ag − bf ;

4) [a, b] = c, [a, c] = f, [a, d] = g, [b, c] = g, [d, e] = f, íàáîð c, e, f, g, ag − bf ;

5) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, e] = g, [b, e] = f, [c, d] = f, íàáîð b, c, f, g, af + de;

6) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, d] = g, [a, e] = g, [b, e] = f, [c, d] = f, íàáîð
b, c, f, g, af + de;

7) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = e, [b, c] = f, [b, d] = g, [b, e] = g, [b, f ] =
g, [c, d] = −g, íàáîð d, e, f, g, ag + ce;

8) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = f, [b, e] = f, [b, f ] = g, [c, d] = −g, íàáîð
d, e, f, g, ag + cf ;

9) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, e] = f, [a, f ]] = g, [b, c] = e, [b, d] = f, [c, d] = g,
íàáîð d, e, f, g, bg − cf ;
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10) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = g, [a, e] = f, [a, f ] = g, [b, c] = e, [b, d] =
f, [c, d] = g, íàáîð d, e, f, d, bg − cf ;

11) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, d] = g, [b, d] = f, [c, e] = g, íàáîð d, e, f, g, af − bg;

12) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, d] = f, [b, e] = f, [c, d] = f, [c, e] = g, íàáîð a −
c, d, f, g, de+ bg;

13) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, d] = g, [b, e] = f, [c, d] = f, [c, e] = g, íàáîð
b, d, f, g, de+ af − cg;

14) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, e] = f, [b, c] = f, [b, e] = g, [c, d] = g, íàáîð
e, d, g, f, ag − bf ;

15) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, d] = f, [a, e] = f, [b, c] = f, [b, e] = g, [c, d] = g,
íàáîð d, e, f, g, bf + cf − ag;

16) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = e, [b, e] = f, [c, d] = −f, íàáîð d, e, f, g, fa+ce;

17) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = e, [b, c] = e, [b, e] = f, [c, d] = −f, íàáîð
d, e, f, g, af + ce;

18) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = e, [b, c] = g, [b, e] = f, [c, d] = −f, íàáîð
d, e, f, g, af + ce;

19) [a, b] = c, [a, e] = d, [a, d] = e, [a, e] = f, [b, c] = g, [c, d] = −g, íàáîð
d, e, f, g, ec+ ag − bf ;

20) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = e, [a, e] = f, [b, c] = f, [b, e] = g, [c, d] = −g,
íàáîð d, e, f, g, ec− ag + bf ;

21) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = e, [b, c] = e + g, [b, e] = f, [c, d, ] = −f, íàáîð
d, e, f, g, af + ce;

Íà ñëåäóþùèõ àëãåáðàõ Ëè ñóùåñòâóþò ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû
íå áîëåå, ÷åì òðåòüåé ñòåïåíè:

1) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, d] = g, [a, e] = f, [b, d] = f, [c, e] = g, íàáîð
d, e, f, g, cf2 + bg2 − afg;

2) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = e, [a, e] = f, [b, c] = e, [b, d] = f, [b, e] =
g, [c, d] = −g, íàáîð d, e, f, g, cf2 − egc+ bgf + ag2

Íà âñåõ îñòàëüíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåðàõ Ëè íàä ïîëåì C ñóùåñòâó-
þò ïîëíûå ëèíåéíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå íàáîðû ñòðîèëèñü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöè-
åíòîâ, êðîìå íàáîðîâ äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ àëãåáð - â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñïîëü-
çîâàëñÿ ìåòîä Ñàäýòîâà.

Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü óëó÷øåí - òàê, ÷òîáû âñå íàáîðû íà ñå-
ìèìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáðàõ óäîâëåòâîðÿëè ãèïîòåçå Ìèëîâàíîâà.
Ýòî áûëî ñäåëàíî Óìñîì â ðàáîòå [7] - äëÿ àëãåáð èç ïîñëåäíåãî ñïèñêà èì
áûëè íàéäåíû ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû ñòåïåíè äâà:
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1) [a, b] = d, [a, c] = e, [a, d] = g, [a, e] = f, [b, d] = f, [c, e] = g, íàáîð
g, f, e2 − 2cg + bf, 2de− bg + 2af, eg + df ;

2) [a, b] = c, [a, c] = d, [a, d] = e, [a, e] = f, [b, c] = e, [b, d] = f, [b, e] =
g, [c, d] = −g, íàáîð e, g, f, cg − de, d2 + 2af + 2bg − 2ce.

Îïèøåì ïîäðîáíåå ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ.
Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà àëãåáðó 1). Å¼ èíäåêñ ðàâåí òðåì, è öåíòð óíè-

âåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû èìååò òðàíñöåäåíòíóþ ðàçìåðíîñòü òðè,
ñ áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: f1 = g, f2 = f, f3 = 2e3 −
3d2h+ 6deg − 6cg2 + 6cef + 6bfg − 6af2. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f3 òàê:

f3 = 2e3 + 6g(cg − de)− 3f(d2 + 2af + 2bg − 2ce)

Ïðè ïîìîùè ïîäñ÷åòà ìîæíî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè cg − de è d4 +
2af+2bg−2ce íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîëíûé
íàáîð.

Äëÿ àëãåáðû 2) ìîæíî ïðîâåñòè ñõîæèå ðàññóæäåíèÿ: öåíòð ïóàññîíî-
âîé àëãåáðû ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèÿìè g, f, 2cg2 − e2g − d2f − 2agf + 2bf2.
Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ òàêæå ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê

2cg2 − e2g − d2f − 2agf + 2bf2 = g(e2 − 2cg + bf)− f(2de− bg + 2af)

Äëÿ ïîëíîòû íàáîðà íåîáõîäèì åù¼ îäèí ïîëèíîì. Çàìåòèì, ÷òî â íàáîðå
ïðèñóòñòâóåò ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî çàìåíû d → e, g → f, a → b. Ïóòåì
ïîäñ÷åòà òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ eg + df êîììóòèðóåò ñî âñåìè
ïðèíàäëåæàùèìè íàáîðó.

Çàìå÷àíèå 2 Íàáîðû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Ñàäýòîâà è Óìñîì, ÿâëÿþò-
ñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà Ìèëîâàíîâà âåðíà äëÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð
ðàçìåðíîñòè 7 è ìåíüøå.

4 Ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðîâ íà ïîëóïðî-

ñòûõ àëãåáðàõ

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì îáùèé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãî êîììóòà-
òèâíîãî ëèíåéíîãî íàáîðà íà àëãåáðå Ëè.

Ìàòðèöû Ckij ïðè ôèêñèðîâàííîì k îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ckij = < [xi, xj ], x
k > i, j ∈ 1 . . . n, ãäå <,> - çíà÷åíèå ñîïðÿæåííîãî ëè-

íåéíîãî ôóíêöèîíàëà. Ckij - êîñîñèììåòðè÷åñêèå n - ìåðíûå ìàòðèöû. Îð-
òîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (çàñ÷åò ÷åãî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èõ è
êàê áèëèíåéíûå ôîðìû, è êàê îïåðàòîðû íà Rn), ìàòðèöà Ckij ïðèâîäèòñÿ
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ê ñëåäóþùåìó âèäó:

Ck =



0 λk1
−λk1 0

0 · · · 0

0
0 λk2
−λk2 0

0

...
. . .

...

0 0 · · · 0 λkr
−λkr 0

0
. . .

0


Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vk ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, ãäå îíè âûðîæäåíû,à ÷åðåç Lk -
ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî â òîé ÷àñòè Rn, ãäå ýòè ìàòðèöû íå âûðîæ-
äåíû. Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 1 Åñëè dim(∩nk=1Vk⊕Lk) = n− d
2 , òî êîàëãåáðà Ëè g∗ áóäåò

îáëàäàòü ïîëíûì ëèíåéíûì èíâîëþòèâíûì íàáîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.Óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé a1x
1+. . . anx

n

è b1x
1 + . . . bnx

n çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∑
i,j,k

aibjC
k
ijxk = 0

êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì èç xk äîëæåí áûòü ðàâåí 0, ïîýòîìó ðàâåíñòâî
ìîæíî ïåðåïèñàòü ∑

i,j

aibjC
k
ij = 0, k = 1 . . . n

Ýòè âûðàæåíèÿ - ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè (a1 . . . an) íà ìàòðèöó Ckij íà ñòîë-
áåö (b1 . . . bn) (ïðè ôèêñèðîâàííîì k). Òàêèì îáðàçîì, åñëè âñå âåêòîðû â
íàáîðå îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî âñåõ ìàòðèö Ckij èëè îäíà èç íèõ çàíó-
ëÿåò êàêóþ-ëèáî èç ýòèõ ìàòðèö, ò.å. åñëè íàáîð ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â
(∩nk=1Vk ⊕ Lk), òî îí êîììóòàòèâåí.

Äëÿ íóæíîãî êîëè÷åñòâà ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè äîëæíû áûòü ðàâíû
òðåáóåìûì n− d

2 . �

Çàìå÷àíèå 3 Äëÿ àëãåáð Ëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè (íàïðèìåð, ÷åòûðå èëè
ïÿòü) ïîäïðîñòðàíñòâà Lk, êàê ïðàâèëî, äîâîëüíî ëåãêî óãàäûâàþòñÿ è
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íåñêîëüêèõ ôóíêöèé èç áàçèñà.

Î÷åâèäíûì ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò ïîïûòêà ðàññìîòðåòü õîðîøî èçó-
÷åííûé êëàññ àëãåáð - òàêèå, êàê ïðîñòûå è ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè - è
ïîñìîòðåòü, îáëàäàþò ëè îíè ïîëíûì ëèíåéíûì èíâîëþòèâíûì íàáîðîì.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïî-
ëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè.
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Ëþáàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîñòûõ. Èçâåñò-
íî, ÷òî äëÿ ïðÿìîé ñóììû àëãåáð Ëè G = V1⊕V2 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

dimG = dimV1 + dimV2

indG = indV1 + indV2

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íà-
áîð íà ïîëóïðîñòîé àëãåáðå áóäåò îáúåäèíåíèåì êîììóòàòèâíûõ íàáîðîâ
ïî âñåì å¼ ïðîñòûì ïîäàëãåáðàì, è ïîýòîìó ëþáûå åãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü îòäåëüíî äëÿ âñåõ òèïîâ ïðîñòûõ àëãåáð.

Â ðàáîòå [6] áûëè ïðèâåäåíû êîììóòàòèâíûå ïîäàëãåáðû íàèáîëüøåé
ðàçìåðíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè (÷åðåç α(g) îáîçíà÷à-
åòñÿ ðàçìåðíîñòü ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû â àëãåáðå g):

g dim(g) α(g)
An, n ≥ 1 n(n+ 2) b(n+1

2 )2c
B3 21 5

Bn,≥ 4 n(2n + 1) n(n−1)
2 + 1

Cn, n ≥ 2 n(2n + 1) n(n+1)
2

Dn, n ≥ 4 n(2n - 1) n(n−1)
2

G2 14 3
F4 52 9
E6 78 16
E7 133 27
E8 248 36

Òàê êàê ïîäàëãåáðû ïîëóïðîñòû, òî ôîðìà Êèëëèíãà íà íèõ íåâûðîæ-
äåíà, à, ñëåäîâàòåëüíî, îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåî-
ìîðôíû îðáèòàì ïðèñîåäèíåííîãî, òî èíäåêñ êàæäîé èç ýòèõ àëãåáð ðàâåí
å¼ ðàíãó, òî åñòü ðàçìåðíîñòè êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû: äëÿ àëãåáðû ñ íèæ-
íèì èíäåêñîì n îí áóäåò ðàâåí n.

Òîãäà ÷èñëî ôóíêöèé â ïîëíîì êîììóòàòèâíîì íàáîðå äîëæíî áûòü
ðàâíî:

An :
n(n+ 2) + n

2
=
n(n+ 3)

2
> b(n+ 1

2
)2c

Bn :
n(2n+ 1) + n

2
= n(n+ 1) >

n(n− 1)

2
+ 1

Cn :
n(2n+ 1) + n

2
= n(n+ 1) >

n(n+ 1)

2

Dn :
n(2n− 1) + n

2
= n2 >

n(n− 1)

2

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ B3, G2, F4, E6, E7, E8. Îòñþäà
ñëåäóåò
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Óòâåðæäåíèå 2 Äëÿ ïîëóïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ àëãåáð Ëè íå ñóùåñòâó-
åò ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ ëèíåéíûõ íàáîðîâ.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå, íåîáîõäèìîå íàì äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé:

Îïðåäåëåíèå 4 Èíâàðèàíòîì êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû Ëè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f ,ïîñòîÿííàÿ íà îðáèòàõ êîïðèñîåäè-
íåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.å. ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî: f(Ad∗g(ξ)) = f(x) ∀ξ ∈ g, g ∈ G.

Ó ïîëóïðîñòûõ àëãåáð êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòîâ ðàâíî êîðàçìåðíîñòè îð-
áèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, îðáèòû ðàçäåëÿþòñÿ ýòèìè èí-
âàðèàíòàìè. Áîëåå òîãî, èíâàðèàíòû áóäóò ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè
(èõ ìîæíî âûáðàòü äàæå îäíîðîäíûìè, ñì [7]).

Ïîñêîëüêó îòâåò íà âîïðîñ î êîëè÷åñòâå èíâàðèàíòîâ â îáùåì ñëó÷àå
äàí äëÿ ïðîñòûõ è ïîëóïðîñòûõ àëãåáð, òî âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ:
åñëè íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíûé ëèíåéíûé íàáîð íà àëãåáðàõ ýòèõ òè-
ïîâ, òî, ìîæåò áûòü, ôóíêöèîíàëüíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç èíâàðèàíòîâ
êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ìîæíî äîïîëíèòü ëèíåéíûìè ôóíêöè-
ÿìè äî ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî?

Óòâåðæäåíèå 3 Ìíîæåñòâî èíâàðèàíòîâ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû ìîæíî
äîïîëíèòü äî ïîëíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî íàáîðà òîëüêî â ñëó÷àå àëãåáð âèäà
⊕
n
A1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ êîììóòèðóþùèõ ôóíêöèé, êîòîðûå íóæíî äîáà-

âèòü äî ïîëíîãî êîììóòàòèâíãî íàáîðà, ðàâíî dimG+indG
2 −indG = dimG−indG

2 ,
è åãî íóæíî ñðàâíèòü ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì êîììóòèðóþùèõ ëè-
íåéíûõ ôóíêöèé. Ïðîâåäåì ïîäñ÷åòû äëÿ âñåõ ïðîñòûõ àëãåáð:

An :
n(n+ 2)− n

2
=
n(n+ 1)

2
≥ b(n+ 1

2
)2c

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè n = 1, ïîýòîìó äîïîëíèòü ìîæíî äëÿ àëãåáð
âèäà ⊕

n
A1.

Bn :
n(2n+ 1)− n

2
= n2 >

n(n− 1)

2
+ 1

ïðè n ≥ 4

Cn :
n(2n+ 1)− n

2
= n2 >

n(n+ 1)

2

ïðè n ≥ 2

Dn :
n(2n− 1)− n

2
= (n− 1)2 >

n(n− 1)

2

Èç íåðàâåíñòâ âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òèïîâ ïðîñòûõ àëãåáð ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé íå õâàòàåò. �
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5 Ñâîéñòâà àëãåáð ñ ïîëíûì êîììóòàòèâíûì

ëèíåéíûì íàáîðîì

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òðåáîâàíèå íàëè÷èÿ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî ëèíåéíî-
ãî íàáîðÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñèëüíûì, äàæå îíî íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü "õî-
ðîøèõ"ñâîéñòâ àëãåáðû. Â ÷àñòíîñòè, îíî íå äàåò äîïîëíèòåëüíîé èíôîð-
ìàöèè î ãåîìåòðèè îðáèò. Áîëåå òîãî, êàê ìû óâèäèì äàëåå, äàæå óñëîâèå
íàëè÷èÿ â àëãåáðå ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî èäåàëà íå óïðîùàåò å¼ ñòðóê-
òóðó â îáùåì ñëó÷àå.

Çàìå÷àíèå 4 Äàæå â òåõ àëãåáðàõ Ëè, ãäå ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììó-
òàòèâíûé íàáîð, îðáèòû íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îðáèòà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì,
òî å¼ ìîæíî îòäåëèòü ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Òîãäà äàííûå ëèíåé-
íûå ôóíêöèè áóäóò ïîñòîÿííû íà îðáèòå. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà äîëæíà
èìåòü öåíòð ðàçìåðíîñòè n − dim O(f), ãäå f -ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ
èç g∗. Êîíòðïðèìåðîì ê ýòîìó óòâåðæäåíèþ ìîæåò ñëóæèòü àëãåáðà Ëè ñî
ñëåäóþùèì êîììóòàòîðîì:

0 0 0 0 e1
0 0 0 0 ae2
0 0 0 0 be3
0 0 0 0 ce4
−e1 −ae2 −be3 −ce4 0

Ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì: a, b, c,∈ [−1, 1], abc 6=
0. Ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äëÿ äàííîé àëãåáðû ñîñòîèò èç ñëåäóþ-
ùèõ ôóíêöèé: y1, y2, y3, y4. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ðàçìåðíîñòè îðáèòû è ðà-
âåí 2. Íî, êàê ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, öåíòðà ýòà àëãåáðà íå
èìååò.
�

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìììóòàòèâíûé íàáîð â àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ òàêæå
èäåàëîì.

Äëÿ íà÷àëà ñäåëàåì íåñêîëüêî îáùèõ çàìå÷àíèé.

Òåîðåìà 6 (Ðàçëîæåíèå Ëåâè) Êàæäàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ
àëãåáðà Ëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëóïðÿìîé ñóììû ( ïî ïðåäñòàâëåíèþ
ρ) ïîëóïðîñòîé àëãåáðû è ðàçðåøèìîãî ðàäèêàëà.

g = gss ⊕ρ radg

Î÷åâèäíî, ÷òî êîììóòàòèâíûé èäåàë äîëæåí ëåæàòü â ðàäèêàëå, è ìàòðèöà
êîììóòàòîðîâ äîëæíà èìåòü ñëåäóþùèé âèä (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî áàçèñ â
èäåàëå îáðàçóþò âåêòîðû fj , äîïîëíÿþùèåñÿ äî áàçèñà ðàäèêàëà âåêòîðàìè
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gj):  gss akijfk + bkijg
k ckijg

k

−(akijfk + bkijg
k) dkijg

k +mk
ijf

k ekijg
k

−ckijgk −ekijgk 0


Äëÿ òîãî, ÷òîáû èäåàë èìåë íóæíóþ íàì ðàçìåðíîñòü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ïîäìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ äåéñòâèå ðàäèêàëà è ïîëóïðîñòîé ïîäàëãåáðû
íà èäåàë, èìåëà íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ðàíã, ò.å ÷òîáû îðáèòà ýëåìåíòà
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýëåìåíòà èç èäåàëà ïðè ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè
èìåëà ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ ñóììå ðàçìåðíîñòè ïîëóïðîñòîé àëãåáðû è ðà-
äèêàëà, ïðîôàêòîðèçîâàííîãî ïî èäåàëó.

Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì àëãåáðó so(3) è å¼ ïðåäñòàâëåíèå, ñîñòîÿùåå èç ïðÿìîé ñóììû
äâóõ êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé:

e1 →



0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 1 0



e2 →



0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0



e3 →



0 -1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0


Ýëåìåíòàðíûì ïîäñ÷åòîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü îðáèòû ýëåìåí-
òà îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R6 áóäåò ðàâíà òðåì. Îáîçíà÷èì áàçèñ â R6 êàê
f1, f2, . . . f6 è ðàññìîòðèì ïîëóïðÿìóþ ñóììó so(3) ⊕ρ R6 ïî ýòîìó ïðåä-
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ñòàâëåíèþ:

0 e3 −e2 0 f3 −f2 0 f6 f5
−e3 0 e1 −f3 0 f1 −f6 0 f4
e2 −e1 0 f2 −f1 0 f5 −f4 0
0 f3 −f2 0 0 0 0 0 0
−f3 0 f1 0 0 0 0 0 0
f2 −f1 0 0 0 0 0 0 0
0 f6 −f5 0 0 0 0 0 0
−f6 0 f4 0 0 0 0 0 0
−f5 −f4 0 0 0 0 0 0 0


Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 6, ïîýòîìó ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äîëæåí
ñîñòîÿòü èç 9− 6

2 = 6 ôóíêöèé. Ëèíåéíûå ôóíêöèè f1, f2, f3, f4, f5, f6 äàþò
èñêîìûé ëèíåéíûé íàáîð, ÿâëÿþùèéñÿ, ê òîìó æå, èäåàëîì.

Òåïåðü ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå - è ðàññìîòðèì äëÿ íà÷à-
ëà áîëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðó -êîãäà àëãåáðà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîëóïðÿ-
ìóþ ñóììó ïîëóïðîñòîé àëãåáðû è ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå
ìàòðèöà êîììóòàòîðîâ èìååò ñëåäóþùèé âèä:(

gss akijfk
−(akijfk) 0

)
Îðáèòà ýëåìåíòà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëå-
íèè ïîëóïðîñòîé àëãåáðû äîëæíà èìåòü òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ïîëóïðî-
ñòàÿ ãðóïïà (ò.å. òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà). Îòâåò íà
âîïðîñ î òîì, êîãäà ýòî âîçìîæíî, äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [8]:

Òåîðåìà 7 (Âèíáåðã, Ýëàøâèëè) Ïóñòü G -ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè. Åñ-
ëè äëÿ âñåõ ïðîñòûõ íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé ãðóïïû âûïîëíåíî óñëîâèå

trX2

tr(adX2)
> 1,

òî ðàçìåðíîñòü îðáèòû ýëåìåíòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìàêñèìàëüíà.

Ñëåäñòâèå äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï ôîðìóëèðóåòñÿ áîëåå ïðîñòûì îáðàçîì:

Ñëåäñòâèå 1 Äëÿ íåïðèâîäèìîé ïðîñòîé ãðóïïû Ëè G ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ðàâíîñèëüíû:

• Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ n > dimG,

• Ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü îðáèòû ýëåìåíòà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ãðóï-
ïû.

Íà îñíîâå ýòîãî ôîðìóëèðóåòñÿ
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Òåîðåìà 8 Äëÿ êàæäîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî n è
ïðåäñòàâëåíèå â Rn, ÷òî áàçèñ Rn áóäåò îáðàçîâûâàòü ïîëíûé êîììó-
òàòèâíûé èäåàë â ïîëó÷åííîé àëãåáðå. Áîëåå òîãî, ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü òàêîãî ïðîñòðàíñòâà íå áóäåò ïðåâûøàòü ñóììû ðàçìåðíîñòè àë-
ãåáðû è êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ àëãåáð â íåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ïîëóïðîñòóþ àëãåáðó êàê ñóììó ïðîñòûõ.
Äëÿ êàæäîé èç ïðîñòûõ àëãåáð ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è ïðåä-
ñòàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî îðáèòà ýëåìåíòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ áóäåò ðàâíà
ðàçìåðíîñòè ñàìîé àëãåáðû. Â êà÷åñòâå îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðîñòðàí-
ñòâà âîçüìåì ïðÿìóþ ñóììó ïî âñåì ïðîñòûì àëãåáðàì. Èç òîãî ôàêòà,
÷òî ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, â êîòîðîé ìû óìååì ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå
ïðîñòîé àëãåáðû ñ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ îðáèòû, íà åäèíèöó ïðåâû-
øàåò ðàçìåðíîñòü àëãåáðû, ïîëó÷àåòñÿ âòîðîå óòâåðæäåíèå. �

Âòîðîé áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðàçðåøèìóþ àëãåáðó
Ëè ñ ïîëíûì êîììóòàòèâíûì èäåàëîì. Óñëîâèÿ, ýêâèâàëåíòíûå åãî íàëè-
÷èþ, áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Óìñîì â [9]:

Òåîðåìà 9 (Ooms) Äëÿ ðàçðåøèìîé àëãåáðû Ëè g ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-
âèâàëåíòíû:

• Ñóùåñòâóåò èäåàë ðàçìåðíîñòè indg+dimg
2

• Ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ïîäàëãåáð g = L0 ⊂ L1 ⊂ . . . ⊂ Lm, ãäå dimLm =
indg+dimg

2 è dimLi+1 = dimLi − 1, indLi+1 = indLi + 1.
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