
Ââåäåíèå

Öåëü ðàáîòû - èçó÷èòü ãåîäåçè÷åñêèå íà êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Äàííàÿ ðàáîòà ÿëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì äèïëîìíîé

ðàáîòû È. Â. Ñûï÷åíêî.

Â ñâîåé ðàáîòå È. Â. Ñûï÷åíêî äîêàçàëà ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Ïóñòü äàíû (M1., G1) è (M2., G2) - ãëàäêèå êîìïàêòíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ
ñ êðàåì, ïðè÷åì çàäàíà èçîìåòðèÿ êðàåâ h:∂M1 → ∂M2. �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå

M = M1 ∪ M2/(x ∽ h(x), x ∈ M1), ïîëó÷åííîå îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê

íà ∂M1 è ∂M2. Ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ íå áóäåì ðàçëè÷àòü ∂M1è ∂M2,

îáîçíà÷èì çà Ω ïîëó÷åííóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü M .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M = M1 ∪ M2, dimM = 2, Ω = ζ(s) - íàòóðàëüíî

ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ. Ïóñòü òàêæå γ = γ1 ∪ γ2- êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
êðèâàÿ, γi- ãåîäåçè÷åñêàÿ â ìåòðèêå Gi, γ1 ∩ γ2 = ζ(s0), ϕi(s) - óãîë ìåæäó

γi è ζ â òî÷êå ζ(s), ïîñ÷èòàííûé â ìåòðèêå Gi, ϕi 6= 0. Òîãäà γ−îáîáùåííàÿ
ãåîäåçè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ1(s0) = ϕ2(s0).

Òåîðåìà 2. ÏóñòüM = M1∪M2, dimM = n, Gi−ãëàäêàÿ ìåòðèêà íàMi,

i ∈ {1,2}, Ω−ãèïåðïîâåðõíîñòü �ñòûêà� M1è M2, ðåãóëÿðíàÿ íà êàæäîì èç

Mi.
Ïóñòü γi - íàòóðàëüíî ïðàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå íà Mi, γ1 ∩ γ2 =

P ∈ Ω. �àññìîòðèì âåêòîð vi, â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê Mi â òî÷êå

P , ïîëó÷åííûé îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé â ñìûñëå ìåòðèêè Gi(P ) âåêòîðà
ñêîðîñòè êðèâîé γi â òî÷êå P íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Ω. Ïóñòü äëèíà
âåêòîðà vi â ñìûñëå îáùåé ìåòðèêè íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Ω ìåíüøå 1. Òîãäà
γ−îáîáùåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

1.γ
i

- ãåîäåçè÷åñêàÿ â ìåòðèêå Gi, i ∈ {1, 2}.
2.v1 = v2.
Òàê æå È. Â. Ñûï÷åíêî íàøëà âñå çàìêíóòûå ïðîñòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà

öèëèíäðå è ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé äâóìÿ ñ�åðè÷åñêèìè øàïî÷êàìè:

1)Ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèõ

íà ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé äâóìÿ øàï÷êàìè, ñ÷åòíî, à èìåííî, äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå αn, äëÿ êîòîðîãî l1(αn)+
l2(αn) = 1/n, è äàííûé óãîë îäíçíà÷íî îïðåäåëÿåò çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ.

2)�àññìîòðèì öèëèíäð âûñîòû h è ðàäèóñà r. Ïóñòü k = h/r. Òîãäà ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè k ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé,
îáðàçîâàííàÿ îáðàçóþùèìè öèëèíäðà è äèàìåòðàìè äèñêîâ, è ïðè ýòîì

1. åñëè k ≥ 2, òî äðóãèõ çàìêíóòûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ãåäåçè÷åñêèõ
íåò.

2. åñëè k < 2, òî ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè k (ò.å. ïðè

ëþáîé çàäàííîé êîí�èãóðàöèè öèëèíäðà) ÷èñëî çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ

áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé êîíå÷íî: ñóùåñòâóåò n0 ∈ N , òàêîå, ÷òî âñåì òàêèì n,
÷òî 1 ≤ n < n0 îòâå÷àþò äâå ðàçëè÷íûå çàìêíóòûå íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ

ãåîäåçè÷åñêèå, èìåþùèå 4n çâåíüåâ, n = n0 - îäíà ñ 4n0 çâåíüÿìè, à äëÿ

n > n0çàìêíóòûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ñ 4n çâåíüÿìè íåò.
Â äàííîé ðàáîòå íàéäåíû è èññëåäîâàíû íà óñòîé÷èâîñòü (â îïðåäåëåííîì

êëàññå âîçìóùåíèé) âñå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà
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ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé äâóìÿ êîíóñàìè, ñîåäèíåííûìè ïî îñíîâàíèþ.

Äëÿ íà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü íå èçâåñòíû ÷èòàòåëþ:

Îïðåäåëåíèå 1 Êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ γ = γ1∪γ2 íàçîâåì îáîáùåííîé
ãåîäåçè÷åñêîé íà M = M1 ∪M2, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé â

êàæäîé ñâîåé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 2 �åîäåçè÷åñêàÿ íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, åñëè èíäåêñ �îðìû

âòîðîé âàðèàöèè (ñì. À.Ò.Ôîìåíêî, Á.À.Äóáðîâèí, Ñ.Ï.Íîâèêîâ. �Ñîâðåìåííàÿ

ãåîìåòðèÿ. Ìåòîäû è ïðèëîæåíèÿ�) áîëüøå 0.
Îïðåäåëåíèå 3 Èíäåêñîì ñèììåòðè÷íîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû íàçûâàåòñÿ

÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû

Íàéäåì âñå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïîâåðõíîñòè,

îáðàçîâàííîé äâóìÿ êîíñàìè, ñîåäèíåííûìè ïî îñíîâàíèþ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà

äîêàæåì óòâåðæäåíèå è ëåììó.

�àññìîòðèì äâå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿM1 èM2, ñîåäèíåííûõ ïî îêðóæíîñòè

�ñòûêà�, èìåþùóþ äëèíó l.
Óòâåðæäåíèå 1 (Ñûï÷åíêî)

Ïóñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü �ñòûêà� ïîä óãëîì α 6= 0.
Òîãäà óñëîâèå çàìêóíòîñòè γ íà M =M1∪ M2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

l1(α) + l2(α) = lp

ãäå p−ýòî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
�äå li(α) - äëèíà ìåíüøåé äóãè îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè

�ñòûêà�, îòñåêàåìîé çâåíîì ãåîäåçè÷åñêîé γ
i.

Åñëè ïðè ýòîì çâåíî γ îò ïåðâîãî äî ïîñëåäíåãî ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè
ëåæèò â ñåêòîðå, îãðàíè÷åííîì äèàìåòðàìè, ïðîâåäåííûìè èç íà÷àëüíîé è

êîíå÷íîé òî÷åê, èìååò ìåñòî ñëóäóþùèé êðèòåðèé:

γ çàìêíóòà è íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

l1(α) + l2(α) = l/n

ãäå n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðè ïîìîùè äè��åîìîð�èçìà f ñïðîåöèðóåì ñïðîåöèðóåì îáå ïîâåðõíîñòè
íà äèñê - âíóòðåííîñòü îêðóæíîñòè �ñòûêà�. Òîãäà ïîëó÷èì äèàãðàììó, ãäå

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ γ ñ îêðóæíîñòüþ ïåðåõîäÿò â ñåáÿ, à ó÷àñòêè ãåîäåçè÷åñêèõ
- â êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå ñîñåäíèå ïàðû òî÷åê, ïðè÷åì êàæäóþ êðèâóþ

áóäåì �êðàñèòü� â öâåò M1èëè M2, òàêèì îáðàçîì, öâåòà ñîñåäíèõ äóã

áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ. Èç ñîõðàíåíèÿ óãëà α è ñèììåòðè÷íîñòè ïîâåðõíîñòåé

âðàùåíèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã îêðóæíîñòè �ñòûêà�,

îòñåêàåìûõ íà äèàãðàììå êðèâûìè îäíîãî öâåòà. Â òàêîì ñëó÷àå, îêðóæíîñòü

äåëèòñÿ íà ÷åðåäóþùèåñÿ äóãè äëèí l1(α) è l2(α). Óñëîâèå òîãî, ÷òî γ
çàìûêàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî îáõîäîâ, îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, ÷òî a(l1(α) + l2(α)) = lb, èëè:
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l1(α) + l2(α) = lp, ãäå p - ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òàê êàê f - äè��åîìîð�èçì,óñëîâèå íåñàìîïåðåñåêàåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîé

ðàâíîñèëüíî îòñóòñòâèþ ïåðåñå÷åíèé ó äóã îäíîãî öâåòà. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü ñóùåñòâóåò P∈M1- òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ γ, òîãäà ïðè f òî÷êà P
ïåðåõîäèò â íåêîòîðóþ òî÷êó íà äèñêå, à ïåðåñåêàþùèåñÿ ó÷àñòêè γ - â

ó÷àñòêè ïåðåñåêàþùèõñÿ äóã. Òàê êàê êàæäîå çâåíî ëåæèò â ñâîåì ñåêòîðå,

à íèêàêèå äâà ñåêòîðà íå ïåðåñåêàþòñÿ, è êàæäûé îïðåäåëÿåòñÿ êðàéíèìè

òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã íà îêðóæíîñòè �ñòûêà�, óñëîâèå íåñàìîïåðåñåêàåìîñòè

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íèêàêèå äâå ïàðû òî÷åê íà îêðóæíîñòè �ñòûêà� íå

çàöåïëåíû. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëèíû îêðóæíîñòè êðàòíà ñóììå äëèí l1(α) +
l2(α). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ëåììà 1

�àññìîòðèì êîíóñ âûñîòû h è ãåîäåçè÷åñêóþ, âûïóùåííóþ ïîä óãëîì α
ê îñíîâàíèþ êîíóñà. Ïóñòü óãîë ðàçâåðòêè êîíóñà ðàâåí γ.

Òîãäà åñëè α > γ
2 , òî ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò ñîìîïåðåñå÷åíèÿ. Ïðè α ≤ γ

2
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòñóòñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî

�àññìîòðèì ðàçâåðòêó êîíóñà. Ïóñòüγ≥ π (�èñ 1). Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî

ñèììåòðèé è ïîâîðîòîâ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ãåîäåçè÷åñêèå, âûõîäÿùèå

èç òî÷êè A, îáðàçóþùèå óãîë îò 0 äî π/2 
 êàñàòåëüíîé. Òàê êàê ãåîäåçè÷åñêèå

íà ðàçâåðòêå êîíóñà - ýòî ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè, òî òàêèå ãåîäåçè÷åñêèå íå

áóäóò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèé, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî äëÿ γ≥ π.

�èñ 1

Ïóñòü γ< π (�èñ 2).È ïóñòü ABC - ðàçâåðòêà êîíóñà. Ñ òî÷íîñòüþ äî

ñèììåòðèé è ïîâîðîòîâ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ãåîäåçè÷åñêèå, âûõîäÿùèå

èç òî÷êè A, îáðàçóþùèå óãîë îò 0 äî π/2 
 êàñàòåëüíîé. Åñëè ãåîäåçè÷åñêàÿ

íå ïåðåñåêàåò ñòîðîíó CB, òî îíà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ

õîðäîé îêðóæíîñòè íà ðàçâåðòêå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò α ≤ γ
2 .

Åñëè æå ãåîäåçè÷åñêàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðîíó CB, òî îíà èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî îáõîäîâ êîíóñà îíà

ïåðåñå÷åò åãî îñíîâàíèå.

Ïóñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðîíó CB. Òîãäà ïðîäîëæèì åå ïîñëå

ïåðåñå÷åíèÿ ñ CB íà êîïèþ ðàçâåðòêè, ÷òî èëëþñòðèðóåò åå äàëüíåéøåå

ïîâåäåíèå. Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äî åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãîé îêðóæíîñòè

(�èñ 2). Òàê êàê �ïðîäîëæåííàÿ� ãåîäåçè÷åñêàÿ ïåðåñå÷åò äóãó îêðóæíîñòè
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(òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî õîðäîé), òî îíà ñàìîïåðåñå÷åòñÿ.

Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò α > γ
2 .

Ëåììà äîêàçàíà.

�àññìîòðèì ðàçâåðòêó êîíóñà.

�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ êîíóñîâ, ñîåäèíåííûõ ïî

îñíîâàíèþ.

Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêó k ïîâåðõíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k := πR
r1+r2

, ãäå R-ðàäèóñ îñíîâàíèÿ, r1è r2− äëèíû îáðàçóþùèõ.

γ1, γ2−óãëû ðàçâåðòîê êîíóñîâ.

Òåîðåìà 1

�àññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:

1)Ïóñòü îáà óãëà γ1, γ2 áîëüøå π
Òîãäà äëÿ ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè k ïîâåðõíîñòè è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n ñóùåñòâóåò óãîë α,òàêîé ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ, âûïóùåííàÿ ïîä ýòèì
óãëîì α ê îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñîâ èìååò 2n çâåíüåâ, ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòîé è íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïðè÷åì ãåîäåçè÷åñêàÿ îïðåäåëÿåòñÿ

óãëîì αåäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòîâ. Äðóãèõ çàìêíóòûõ
íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íåò.

Áîëåå òîãî, ñâÿçü ìåæäó óãëîì α è êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ:

α = k

n
.

2)Ïóñòü õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ γ1, γ2ìåíüøå π.
Òîãäà äëÿ ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè k ïîâåðõíîñòè è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n≥ 2k
minγi

ñóùåñòâóåò óãîë α,òàêîé ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ, âûïóùåííàÿ

ïîä ýòèì óãëîì α ê îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñîâ èìååò 2n çâåíüåâ,

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé è íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïðè÷åì ãåîäåçè÷åñêàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì αåäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòîâ.

Äðóãèõ çàìêíóòûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íåò.

Áîëåå òîãî, ñâÿçü ìåæäó óãëîì α è êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ:

α = k

n
.

Äîêàçàòåëüñòâî

1)Èçâåñòíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå íà êîíóñå - ýòî ïðÿìûå íà åãî ðàçâåðòêå.

l1(α) = 2αr1 , l2(α) = 2αr2 - äëèíû äóã îêðóæíîñòåé, îãðàíè÷åííûõ õîðäîé,

ñîñòàâëÿþùåé óãîë α ñ êàñàòåëüíîé. Ïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 1 :

2αr1+ 2αr2 =

2πR
n
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îòñþäà:

α = k

n
.

2)Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè α ≥ γi

2 ãåîäåçè÷åñêàÿ, âûïóùåííàÿ

ïîä òàêèì óãëîì, áóäåò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü òå ãåîäåçè÷åñêèå, ó êîòîðûõ óãîë ñ îñíîâàíèåì ìåíüøå

γi

2
äëÿ ëþáîãî i. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò ïåðâûé ñëó÷àé òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü èññëåäóåì íàéäåíûå ãåîäåçè÷åñêèå íà óñòîé÷èâîñòü â îïðåäåëåííîì

êëàññå âîçìóùåíèé.

Ëåììà 2.

�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ êîíóñîâ, ñîåäèíåííûõ ïî

îñíîâàíèþ. ÏóñòüR-ðàäèóñ îñíîâàíèÿ, r1è r2− äëèíû îáðàçóþùèõ êîíóñîâ.

Ïîëîæèì R = 1. �àññìîòðèì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñëåäóþùóþ êðèâóþ,

ñîñòîÿùóþ èç äâóõ çâåíüåâ. Îäíî çâåíî - ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ïåðâîì êîíóñå,

âûïóùåííàÿ ïîä óãëîì β ê îñíîâàíèþ. Âòîðîå çâåíî - ãåîäåçè÷åñêàÿ íà

âòîðîì êîíóñå, çàìûêàþùåå ïåðâîå çâåíî. Îáîçíà÷èò äëèíó òàêîé êðèâîé

l(β). Òîãäà:

l(β) = 2r1sin(β) + 2r2sin
π − βr1

r2

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïåðâîå çâåíî - õîðäà íà ðàçâåðòêå êîíóñà, âûïóùåííàÿ ïîä óãëîì β ê

êàñàòåëüíîé. Åå äëèíà ðàâíà 2r1sin(β). Ýòà õîðäà çàìåòàåò äóãó îêðóæíîñòè,
ïî äëèíå ðàâíóþ 2βr1. Òîãäà âòîðîå çâåíî çàìåòàåò äóãó îêðóæíîñòè, ïî
äëèíå ðàâíóþ 2π− 2βr1.Çíà÷èò îíî îáðàçóåò ñ îñíîâàíèåì óãîë

2π−2βr1
2r2

. À

çíà÷èò, äëèíà âòîðîãî çâåíà ðàâíà 2r2sin
π−βr1

r2
. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå

ëåììû.

Òåîðåìà 2.

�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ êîíóñîâ, ñîåäèíåííûõ ïî

îñíîâàíèþ è çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ íà íåì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïóñòü

R-ðàäèóñ îñíîâàíèÿ, r1è r2− äëèíû îáðàçóþùèõ êîíóñîâ. Ïóñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ

èìååò âñåãî 2 çâåíà. ÏîëîæèìR = 1. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ âîçìóùåíèé:
�ïîøåâåëèì� ãåîäåçè÷åñêóþ, èçìåíèâ óãîë α íà ìàëóþ âåëè÷èíó ε. Ïîëó÷èâøèéñÿ
óãîë ðàâåí α + ε. ×òîáû îíà îñòàëàñü çàìêíóòîé, ñîåäèíèì êîíöû çâåíà,

ëåæàùåãî íà îäíîì êîíóñå çâåíîì ãåîäåçè÷åñêîé íà äðóãîì. Òîãäà íàøà

ãåîäåçè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâà â äàííîì êëàññå âîçìóùåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èçâåñòíî ïî òåîðåìå 1, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò ñ îñíîâàíèåì êîíóñîâ

óãîë α = π
r1+r2

�Ïîøåâåëèì� ãåîäåçè÷åñêóþ, èçìåíèâ óãîë α íà ìàëóþ âåëè÷èíó ε. Ïîëó÷èâøèéñÿ
óãîë ðàâåí α + ε. ×òîáû îíà îñòàëàñü çàìêíóòîé, ñîåäèíèì êîíöû çâåíà,

ëåæàùåãî íà îäíîì êîíóñå çâåíîì ãåîäåçè÷åñêîé íà äðóãîì. Ïîëó÷èì êðèâóþ.

ßñíî, ÷òî äëèíà ýòîé êðèâîé áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé

ε.Îáîçíà÷èì åå l(ε). Ïî ëåììå 2 :
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l(ε) = 2r1sin(α+ ε) + 2r2sin
π − (α+ ε)r1

r2

l'(ε) = 2r1cos(α + ε)− 2r1cos
π − (α+ ε)r1

r2

C ó÷åòîì òîãî, ÷òî α = π
r1+r2

ïîëó÷àåì :

l′(0) = 0

l′′(ε) = −2r1sin(α+ ε)−
2r21
r2

sin
π − (α+ ε)r1

r2

l′′(0) = −2r1sinα−
2r21
r2

sin
π − αr1

r2

π−αr1
r2

= α ïðè α = π
r1+r2

Ñëåäîâàòåëüíî

l′′(0) =

(

−2r1 −
2r21
r2

)

sin
π

r1 + r2

�åîäåçè÷åñêàÿ óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà l′′(0) > 0, òî åñòü
êîãäà sin π

r1+r2
< 0. Òî åñòü

1

r1 + r2
∈ (1 + 2k ; 2 + 2k)

ãäå k - ëþáîå öåëîå.

Èç òîãî, ÷òî r1 è r2 áîëüøå R = 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äðóãîãî êëàññà âîçìóùåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå

ëåììû.

Ëåììà 3.

�àññìîòðèì ìàòðèöóB ðàçìåðà n × n, ñîñòàâëåííóþ èç åäèíèö. Òîãëà

âñå åå ñîáñòâååíûå çíà÷åíèÿ - íóëè, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî. Îíî ðàâíî n.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâñòâåííûå âåêòîðà (−cn−1 − cn−2 − ... − c1),
(c, ....., c) îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì ÷èñëàì 0 è n 
îîòâåòñâåííî. Îòñþäà ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 4.

�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ êîíóñîâ, ñîåäèíåííûõ ïî

îñíîâàíèþ . Ïóñòü R-ðàäèóñ îñíîâàíèÿ, r− äëèíû îáðàçóþùèõ êîíóñîâ.

Ïîëîæèì R = 1. �àññìîòðèì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñëåäóþùóþ çàìêíóòóþ

êðèâóþ, ñîñòîÿùóþ èç 2n çâåíüåâ. Ïåðâûå 2n − 1 çâåíüåâ - ãåîäåçè÷åñêèå
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íà êîíóñàõ, âûïóùåííàÿ ïîä óãëîì α + ε
i

ê îñíîâàíèþ (ñîîòâåòñâåííî).

Ïîñëåäíåå çâåíî - ãåîäåçè÷åñêàÿ íà êîíóñå, çàìûêàþùåå ïåðâîå çâåíî.Îáîçíà÷èò

äëèíó òàêîé êðèâîé l(ε), ãäå ε = (ε1, ..., ε2n−1). Òîãäà:

l(ε) = 2rsin(α+ε1)+2rsin(α+ε2)+....+2rsin(α+ε2n−1)+2rsin
2π − 2r(α+ ε1)− ...− 2r(α+ ε2n−1)

2r

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïåðâûå 2n − 1 çâåíüåâ - õîðäû íà ðàçâåðòêå êîíóñà, âûïóùåííàÿ ïîä

óãëîì α+ ε
i

ê êàñàòåëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî). Èõ äëèíû ðàâíû 2rsin(α+ ε
i

)
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè õîðäû çàìåòàþò äóãó îêðóæíîñòè, ïî äëèíå ðàâíóþ

2(α + ε
i

)r. Òîãäà ïîñëåäíåå çâåíî çàìåòàåò äóãó îêðóæíîñòè, ïî äëèíå

ðàâíóþ 2π − 2(α+ ε
1

)r − ...-2(α+ ε
2n-1

)r.Çíà÷èò îíî îáðàçóåò ñ îñíîâàíèåì

óãîë

2π−2(α+ε
1

)r−...-2(α+ε
2n-1

)r
2r . À çíà÷èò äëèíà ïîñëåäíåãî çâåíà ðàâíà 2rsin 2π−2(α+ε

1

)r−...-2(α+ε
2n-1

)r
2r .

Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Òåîðåìà 3 .

�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ êîíóñîâ, ñîåäèíåííûõ ïî

îñíîâàíèþ è çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ íà íåì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïóñòü

R-ðàäèóñ îñíîâàíèÿ, r− äëèíà îáðàçóþùèõ êîíóñîâ. Ïóñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ

èìååò 2n çâåíüåâ. ÏîëîæèìR = 1. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ âîçìóùåíèé:
�ïîøåâåëèì� ãåîäåçè÷åñêóþ, èçìåíèâ óãîë α íåçàâèñèìî íà èçëîìàõ ãåîäåçè÷åñêîé
íà ìàëóþ âåëè÷èíó ε

i

, i ≤ 2n−1. Ïîëó÷èâøèéñÿ óãëû ðàâíû α+ε
i

ñîîòâåòñòâåííî.
×òîáû îíà îñòàëàñü çàìêíóòîé, ñîåäèíèì êîíåö 2n− 1-îãî çâåíà ñ íà÷àëîì
ïåðâîãî. Òîãäà íàøà ãåîäåçè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâà â äàííîì êëàññå âîçìóùåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èçâåñòíî ïî òåîðåìå 1, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò ñ îñíîâàíèåì êîíóñîâ

óãîë α = π
2nr

�Ïîøåâåëèì� ãåîäåçè÷åñêóþ, èçìåíèâ óãîë α íåçàâèñèìî íà èçëîìàõ

ãåîäåçè÷åñêîé íà ìàëóþ âåëè÷èíó ε
i

, i ≤ 2n − 1. Ïîëó÷èâøèéñÿ óãëû

ðàâíû α+ε
i

ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû îíà îñòàëàñü çàìêíóòîé, ñîåäèíèì êîíåö

2n − 1-îãî çâåíà ñ íà÷àëîì ïåðâîãî. Ïîëó÷èì êðèâóþ. ßñíî, ÷òî äëèíà

ýòîé êðèâîé áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé êîìïîíåíò âåêòîðà

ε = (ε1, ..., ε2n−1).Îáîçíà÷èì åå l(ε). Ïî ëåììå 4 :

l(ε) = 2rsin(α+ε1)+2rsin(α+ε2)+....+2rsin(α+ε2n−1)+2rsin
2π − 2r(α+ ε1)− ...− 2r(α+ ε2n−1)

2r

lε
i

'(ε) = 2rcos(α+ εi)− 2rcos
2π − 2r(α+ ε1)− ...− 2r(α+ ε2n−1)

2r

C ó÷åòîì òîãî, ÷òî α = π
2nr ïîëó÷àåì :

l′(0, 0..., 0) = 0

l′ε
i

ε
i

'(ε) = −2rsin(α+ εi)− 2rsin
2π − 2r(α+ ε1)− ...− 2r(α + ε2n−1)

2r
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l′ε
i

ε
j

'(ε) = −2rsin
2π − 2r(α + ε1)− ...− 2r(α + ε2n−1)

2r

l′ε
i

εi
'(0) = −2rsin(α)− 2rsin

2π − 2r(2n− 1)α

2r

l′ε
i

εj
'(0) = −2rsin

2π − 2r(2n− 1)α

2r

ïðè α = π
2rn

Ñëåäîâàòåëüíî

l′′εiεi(0) = −4rsin
π

2rn

l′′εiεj (0) = −2rsin
π

2rn

Îñòàëîñü íàéòè çíàêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òàêîé ìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî

ïðåäñòàâèì íàøó ìàòðèöó â âèäå ñëåäóþùåé ñóììû:

−2rsin
π

2rn
E − 2rsin

π

2rn
A

�äå A-ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç åäèíèö. Îðòîãîíàëüíûìè ïðåáðàçîâàíèÿìè

ïðèâåäåì ñóììó ìàòðèö ê âèäó (ëåììà 3 ):

−2rsin
π

2rn
E +−2rsin

π

2rn
B

ãäå B- ìàòðèöà, îñòàâëåííàÿ èç íóëåé çà èñêëþ÷åíèåì ÷èñëà 2n − 1
â âåðõíåì ëåâîì óãëó. Î÷åâèäíî,âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîé ñóììû

ìàòðèö èìåþò çíàê �ìèíóñ�. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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