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Ââåäåíèå.
Äèïëîì ñîñòîèò èç ïÿòè íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ïàðàãðàôîâ, êàæäûé èç êî-

òîðûõ ïîñâÿùåí îòäåëüíîé çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè. Ïåðâûå ÷åòûðå ÷èñòî
òåîðåòè÷íû, ïÿòûé ïàðàãðàô íàïèñàí äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

(1) Â ïàðàãðàôå ïðî ïðÿìûå ðåøåí âîïðîñ î òîì, íà ñêîëüêî îáëàñòåé n
ïðÿìûõ äåëÿò ïëîñêîñòü. Ýòîò âîïðîñ áûë âïåðâûå ïîñòàâëåí Á. Ãðþíáàóìîì â
[Gru72]. Îí çàìåòèë ýêâèâàëåíòíîñòü âîïðîñîâ äëÿ àôôèííîé è âåùåñòâåííîé ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòåé. Í. Ìàðòèíîâ â [Mar93] â êà÷åñòâå îòâåòà ïðèâåë íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîêàçàë, ÷òî êàæäîå ÷èñëî èç ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà ïîäõîäèò, è ïîïûòàëñÿ äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà íå èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà
íå ïîäõîäÿò. Íå çíàÿ îá ýòèõ ðàáîòàõ, Â.È. Àðíîëüä â [Àðí08] ïîñòàâèë åùå ðàç
âîïðîñ î êîëè÷åñòâå îáëàñòåé è äîêàçàë íåðàâåíñòâà, èç êîòîðûõ ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü îòâåò. Ìíîþ äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëà íå èç ìíîæåñòâà Í. Ìàðòèíîâà íå ïîäõîäÿò,
ò.å. âîïðîñ Á. Ãðþíáàóìà òåïåðü ðåøåí ïîëíîñòüþ. Â õîäå ïðèâåäåííîãî íèæå äîêà-
çàòåëüñòâà (òåîðåìû �1, âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàííîé Í. Ìàðòèíîâûì) áûëè óñèëåíû
íåðàâåíñòâà Â.È. Àðíîëüäà.

(2) Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé êóá è âïèñàííóþ â íåãî ñôåðó. Ãèïîòåçà À.Áåí-Òàëà,
À.Íåìèðîâñêîãî, Ê.Ðîñà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê ñôå-
ðå ñòðîãî îòäåëÿåò îò öåíòðà ñôåðû íå áîëåå ÷åì 2n−2 âåðøèí êóáà. Â ðàçäåëå 2.2
äîêàçàíà ýòà ãèïîòåçà äëÿ n 6 6 (òåîðåìà �2). Ïîñòðîåíà ñåðèÿ ïðèìåðîâ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé, ñòðîãî îòäåëÿþùèõ ðîâíî 2n−2 âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà äëÿ ëþáîãî n (ïðèìåð
�2). Äîêàçàíî, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíûå ðàäèóñ-âåêòîðàì âåðøèí êóáà,
ñòðîãî îòäåëÿþò ìåíåå ÷åì 2n−2 âåðøèí êóáà ïðè n > 3 (òåîðåìà �3).

(3) Â ïàðàãðàôå ïðî ñïàéíû îöåíåíî êîëè÷åñòâî ñïåöèàëüíûõ ðåòðàãèðóåìûõ
ñïàéíîâ.

(à) Îöåíêà êîëè÷åñòâà äâóìåðíûõ êëåòîê ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ.
(á) Óëó÷øåííàÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà íåçàìêíóòûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

èç [FMP03] (ëåììà �2). Îöåíêà îñòàëàñü ýêñïîíåíöèàëüíîé, îäíàêî óâåëè÷èëîñü
îñíîâàíèå ñ 6 äî 6

√
2. Äëÿ ýòîãî áûë ðàññìîòðåí íîâûé ãðàô îñîáåííîñòåé è ïîäõî-

äÿùèé äëÿ íåãî ñïîñîá ïîäñ÷åòà ñïàéíîâ.
(â) Ïî èäåå À. Ò. Ôîìåíêî ðåãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè îñîáûõ ãðàôîâ â ñïàéíàõ

ìíîãîîáðàçèé èç [FMP03] áûëè ïðîâåðåíû íà âîçìîæíîñòü ðåòðàãèðîâàòüñÿ íà ñâîþ
ãðàíèöó (ãðàíèöó îêðåñòíîñòè) è äîêàçàíî, ÷òî âñå îíè ðåòðàãèðóþòñÿ (ëåììà �3).
Ò.å. êàê ñëåäñòâèå ñóùåñòâóåò ìíîãî äâóìåðíûõ ïîëèýäðîâ, îáîáùàþùèõ ïðèìåðû
Àäàìñà.

(4) Â ïàðàãðàôå ïðî êâàäðèêè íàéäåíû:
(à) óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû êâàäðèê, ïðè êîòîðûõ ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ

Q3
C = {f1(z1, . . . , z6) = d1, f2(z1, . . . , z6) = d2, f3(z1, . . . , z6) = d3}

íåâûðîæäåíà â C6 (òåîðåìà �4 è çàìå÷àíèå ê íåé),
(á) ÿâíî íàéäåíà ïðÿìàÿ (ëåæàùàÿ â Q3

C ⊂ C6), îïðåäåëÿåìàÿ âåùåñòâåííûì ïà-
ðàìåòðîì λ è êîìïëåêñíûì (äëÿ ïî÷òè âñåõ èñõîäíûõ ìíîãîîáðàçèé Q3

R) ïàðàìåòðîì
µ, íà êîòîðîé íåò òî÷åê ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè.
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Íàéäåííóþ ïðÿìóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Êîëëàðà (ñì.
[Kol]) äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî
â R6 òðåìÿ êâàäðàòè÷íûìè óðàâíåíèÿìè (èíòåãðàëîì ïëîùàäåé f2, ãåîìåòðè÷åñêèì
èíòåãðàëîì f1 è ãàìèëüòîíèàíîì f3 äâèæåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà):

1. x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x2
5 + x2

6 = d1,

2. x1x4 + x2x5 + x3x6 = d2,

3. c1x
2
1 + c2x

2
2 + c3x

2
3 + c4x

2
4 + c5x

2
5 + c6x

2
6 = d3.

(5) Àëãîðèòìû ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðÿìîé.
Äëÿ òðåõ ïîâåðõíîñòåé êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè � ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ëè-

íåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè âûäàâëèâàíèÿ ïðèâåäåíû ÿâíûå àëãîðèòìû,
íàõîäÿùèå âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè è ïðÿìîé. Ïîâåðõíîñòè çàäàíû â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîì âèäå, è ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé äâóõ íåèçâåñòíûõ (îïðåäåëÿþùàÿ
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ) ñâåäåíà ê îäíîìó óðàâíåíèþ îäíîãî íåèçâåñòíîãî.
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1. Ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè ïðÿìûìè.
Ðàññìîòðèì íàáîð ℵ, ñîñòîÿùèé èç n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ

íà âåùåñòâåííîé äâóìåðíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2. Óäàëèì èç ïëîñêîñòè RP2

(ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé) âñå òî÷êè âñåõ ïðÿìûõ íàáîðà ℵ, ïîëó÷èì ïîäìíîæåñòâî
ïëîñêîñòè RP2. Íàäåëèì ïîëó÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èíäóöèðîâàííîé (èç ïëîñêîñòè
RP2) òîïîëîãèåé. Åñëè ïîëó÷èâøååñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ðîâíî f
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð ïðÿìûõ ℵ äåëèò ïëîñêîñòü RP2

íà f îáëàñòåé.
Öåëü ðàçäåëà 1. ñîñòîèò â íàõîæäåíèè (äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n) çíà-

÷åíèé f (êîëè÷åñòâ îáëàñòåé) äëÿ ïëîñêîñòè RP2, ðàçäåëåííîé âñåìè âîçìîæíûìè
íàáîðàìè ïðÿìûõ ℵ.

Ãèïîòåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîëè÷åñòâ îáëàñòåé, ïðèìåðû
íàáîðîâ ïðÿìûõ, ðàçäåëÿþùèõ ïëîñêîñòüRP2 íà ëþáîå çàäàâàåìîå ôîðìóëîé ÷èñëî,
áûëè èçâåñòíû ñ 1993 ãîäà, ñì. [Mar93], ñì. óòâåðæäåíèÿ �3 è �4 ïóíêòà 1.3.

Â ïóíêòå 1.3 äîêàçàíî, ëþáîå ÷èñëî, íå çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (äëÿ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé êîëè÷åñòâ îáëàñòåé), íå ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâîì îáëàñòåé ðàçäåëåííîé
ïëîñêîñòè RP2 (òåîðåìà �1).
Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü èçâåñòíû âñå âîçìîæíûå êîëè÷åñòâà îáëàñòåé è äîêàçàíî, ÷òî
äðóãèå ÷èñëà íå âîçìîæíû.

1.1 Ïðèìåðû, èñòîðèÿ âîïðîñà è åãî ïîñòàíîâêà.
Îïðåäåëåíèå. Òå íàòóðàëüíûå ÷èñëà èç îòðåçêà [n, 1+ n(n−1)

2
], êîòîðûå íå ìîãóò

áûòü êîëè÷åñòâîì îáëàñòåé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, ðàçäåëåííîé íàáîðîì ℵ,
ñîñòîÿùèì èç n ïðÿìûõ, íàçîâåì n�íåäîñòèæèìûìè.

Ïðèìåð 1. Îäíà ïðÿìàÿ äåëèò ïëîñêîñòü RP2 íà îäíó îáëàñòü; äâå ïðÿìûå
äåëÿò íà äâå îáëàñòè; òðè ïðÿìûå äåëÿò íà òðè èëè íà ÷åòûðå îáëàñòè; ÷åòûðå
ïðÿìûå äåëÿò íà 4, 6 èëè 7 îáëàñòåé.

Ïðèìåð 2. Åñëè âñå ïðÿìûå íàáîðà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî ÷èñëî îáëà-
ñòåé ðàâíî n � ÷èñëó ïðÿìûõ íàáîðà.

Ïðèìåð 3. Åñëè âñå ïðÿìûå íàáîðà, êðîìå îäíîé, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå,
òî ÷èñëî îáëàñòåé ðàâíî 2(n− 1).

Ïðèìåð 4. Åñëè âñå ïðÿìûå íàáîðà, êðîìå äâóõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî
÷èñëî îáëàñòåé ðàâíî 3(n− 2) èëè 3n− 5.

Ïðèìåð 5. Åñëè âñå ïðÿìûå íàáîðà, êðîìå òðåõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî
÷èñëî îáëàñòåé ðàâíî 4(n− 3), èëè 4n− 11, èëè 4n− 10, èëè 4n− 9.

Ïðèìåð 6. Åñëè âñå ïðÿìûå íàáîðà, êðîìå i < n
2
, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå,

òî ÷èñëî îáëàñòåé ðàâíî (i + 1)(n − i) + j, ãäå ÷èñëî j � ýòî ëþáîå öåëîå ÷èñëî èç
îòðåçêà [0, i(i−1)

2
].

Ïðèìåð 7. Åñëè ñðåäè ïðÿìûõ íàáîðà ðîâíî n − k ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó,
òî ÷èñëî îáëàñòåé íå ìåíåå (k + 1)(n− k).

Á. Ãðþíáàóì â [Gru72] äîêàçàë n-íåäîñòèæèìîñòü âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èç
îòðåçêîâ

[n + 1, 2n− 3] ïðè n > 4 è [2n− 1, 3n− 7] ïðè n > 6

è âûäâèíóë ãèïîòåçó (2.4) î n-íåäîñòèæèìîñòè âñåõ ÷èñåë èç îòðåçêà
[3n− 4, 4n− 13] ïðè n > 9.
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Ýòó ãèïîòåçó ðåøèëè Í.Ä. Ìàðòèíîâ â [Mar90], à òàêæå Ð. Êîðäîâèë â 1980 ãîäó
è Ã.È. Ïóðäè â 1980 ãîäó.

Ïîçæå Í.Ä. Ìàðòèíîâ â [Mar93] ñôîðìóëèðîâàë òåîðåìó, îïðåäåëÿþùóþ âñå n�
íåäîñòèæèìûõ ÷èñåë (è äîêàçàë åå â îäíó ñòîðîíó). Ïðèâåë ïðèìåðû íàáîðîâ ïðÿ-
ìûõ, äåëÿùèõ ïëîñêîñòü íà ëþáîå ÷èñëî, çàÿâëåííîå èì êàê n�äîñòèæèìîå. Îïóáëè-
êîâàë íåâåðíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âñå çàÿâëåííûå èì n�íåäîñòèæèìûå ÷èñëà
äåéñòâèòåëüíî n�íåäîñòèæèìû.

Èòàê, ìíå îñòàâàëîñü äîêàçàòü n�íåäîñòèæèìîñòü ÷èñåë (çàÿâëåííûõ êàê íåäî-
ñòèæèìûå) (ñì. òåîðåìó �1).

Îäíàêî ÿ íå çíàë ðàáîò Í.Ìàðòèíîâà è Á.Ãðþíáàóìà, ïîýòîìó ÿ ïåðåîòêðûë
òåîðåìó Ìàðòèíîâà è äàë äðóãîå äîêàçàòåëüñâî äîñòèæèìîñòè (ñì. óòâåðæäåíèÿ �3
è �4).

1.2 Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì è ñëåäñòâèÿ èç íèõ.
Îáîçíà÷åíèå. Äëÿ íàáîðà ïðÿìûõ ℵ çà n(ℵ) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ â

íåì, à çà f(ℵ) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî îáëàñòåé ðàçäåëåííîé èì ïëîñêîñòè RP2.

Óòâåðæäåíèå �1. Äëÿ âñåõ íàáîðîâ ïðÿìûõ ℵ âåðíû íåðàâåíñòâà

n(ℵ) 6 f(ℵ) 6 1 +
n(ℵ)(n(ℵ)− 1)

2

¤ Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó n(ℵ) ïðÿìûõ â íàáîðå. Áàçà n(ℵ) = 1 òîãäà f(ℵ) = 1.
Ïåðåõîä: âûðåçàíèå n�é ïðÿìîé (ïðè n > 2) óâåëè÷èâàåò ÷èñëî îáëàñòåé íàñòîëüêî,
ñêîëüêî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ n�ÿ ïðÿìàÿ èìåëà ñ ïðåäûäóùèìè n− 1�é, ò.å. îò 1 äî
n− 1.¥

Îáîçíà÷åíèå.Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n > 4 çà dn îáîçíà÷èì ÷èñëî
[√

2n− 53
4
− 1

2

]

Çàìå÷àíèå ïðî ÷èñëî dn. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > 4 âåðíû íåðàâåíñòâà

d2
n + 3dn

2
+ 3 > n > d2

n + dn

2
+ 3

¤ Ïî îïðåäåëåíèþ öåëîé ÷àñòè ïîëó÷àåì

dn 6
√

2n− 5
3

4
− 1

2
< dn + 1

Ïðèáàâëÿÿ êî âñåì òðåì ÷àñòÿì 1
2
è âîçâîäÿ âñå â êâàäðàò, èìååì

d2
n + dn +

1

4
6 2n− 5

3

4
< d2

n + 3dn +
9

4

Ïðèáàâèì êî âñåì òðåì ÷àñòÿì 53
4
è çàìåòèì ÷åòíîñòü d2

n + 3dn. ¥
Îáîçíà÷åíèå. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > k > 2 çà f(n, k) îáîçíà÷èì ìè-

íèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2, ðàçäåëåííîé n ïðÿìûìè
ñ ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòüþ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðîâíî k, (ò.å. åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
k ïðÿìûõ è íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ õîòÿ áû k + 1 ïðÿìûõ).
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Óòâåðæäåíèå �7. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k > 2 è n > k +1 âåðíî íåðàâåíñòâî

f(n, k) > 2

(
n2 − n + 2k

k + 3

)
(1)

Òåîðåìà �1. (à) Äëÿ âñåõ íàáîðîâ ïðÿìûõ ℵ c n = n(ℵ) âåðíî âêëþ÷åíèå

f(ℵ) ∈
dn−1⊔

k=0

[(k+1)(n−k); (k+1)(n−k)+
k(k − 1)

2
]
⊔

[(dn+1)(n−dn); 1+
n(n− 1)

2
] (∗)

ãäå dn = [
√

2n− 53
4
− 1

2
] ïðè n > 3 è d1 = d2 = 0.

(á) Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìíîæåñòâà
dn−1⊔

k=0

[(k + 1)(n− k); (k + 1)(n− k) +
k(k − 1)

2
]
⊔

[(dn + 1)(n− dn); 1 +
n(n− 1)

2
] (∗)

ÿâëÿþòñÿ n-äîñòèæèìûìè.
Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ ÷èñåë, ïðèâåäåííîå â òåîðåìå �1, îïðå-

äåëåíî êîððåêòíî (ò.å. çíàê
⊔

ñòîèò ìåæäó íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè ÷èñåë
íàòóðàëüíîãî ðÿäà), òàê êàê ïðè n > 4 âåðíî dn > 1 è dn − 1 > i > 0 âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i. Çíàê

⊔
ñòîèò, ïîòîìó ÷òî ïðàâûå ãðàíèöû i-õ îòðåçêîâ ìåíüøå

ëåâûõ ãðàíèö i + 1-õ õîòÿ áû íà äâà, òî åñòü

(i + 1)(n− i) +
i(i− 1)

2
6 (i + 2)(n− i− 1)− 2 ⇔ i(i− 1)

2
+ i + 2 6 n− i− 2, (0)

÷òî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê i 6 dn − 1 è ïîýòîìó
i2 + 3i

2
+ 4 6 d2

n + dn

2
+ 3 6 n

ïî çàìå÷àíèþ ïðî ÷èñëî dn.

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ ÷èñåë, ïðèâåäåííîå â òåîðåìå �1, ñîñòîèò
èç dn + 1 ïîäìíîæåñòâ ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì èç íåðàâåíñòâà
(0) ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ïîäìíî-
æåñòâàìè åñòü õîòÿ áû îäíî n-íåäîñòèæèìîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì n êðèâûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ äåëèò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü RP2 íà îäíó îáëàñòü, è êðèâûå ïîïàðíî ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ â [GPW05] ïñåâäîïðÿìûìè.
Òåîðåìà �1 äëÿ òàêèõ êðèâûõ âåðíà, à åå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

1.3 Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû è âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Îáîçíà÷åíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà n ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè RP2 çà aj îáîçíà÷èì ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè ðîâíî j.

Óòâåðæäåíèå �2. Ïóñòü â íàáîðå èç n > 2 ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ
íå áîëåå k 6 n. Òîãäà ýòîò íàáîð äåëèò ïëîñêîñòü RP2 íà

1 +
k∑

j=2

aj(j − 1) îáëàñòåé.
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¤ Èíäóêöèÿ ïî n, áàçà n = 2, òîãäà k = 2, a2 = 1 è äâå ïðÿìûå äåëÿò ïëîñêîñòü
RP2 íà äâå îáëàñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå �2 âåðíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç
n−1 ïðÿìîé. Óäàëèì èç (îñòàòêà) ïëîñêîñòè RP2 åù¼ îäíó (ïðîèçâîëüíóþ) ïðÿìóþ
ln. Åñëè ïðÿìàÿ ln ïåðåñåêàåò îáúåäèíåíèå ïåðâûõ n − 1 ïðÿìûõ â p > 0 òî÷êàõ, òî
óäàëåíèå ïðÿìîé ln ïðèâåäåò ê ðàçäåëåíèþ p ÷àñòåé îñòàòêà ïëîñêîñòè RP2 íà äâå
êàæäàÿ, âåëè÷èíà 1+

∑k
j=2 aj(j−1) óâåëè÷èòñÿ íà p (ïðè ïåðåõîäå n−1 → n ÷èñëà aj

è k ìîãóò èçìåíèòüñÿ). ×èñëî îáëàñòåé è çíà÷åíèå ôîðìóëû ïðè ïåðåõîäå èíäóêöèè
óâåëè÷èëèñü íà ðàâíûå ÷èñëà p è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëèñü ðàâíûìè. ¥

Óòâåðæäåíèå �3. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 4 âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìíîæå-
ñòâà

n
2⋃

k=0

[(k + 1)(n− k); (k + 1)(n− k) +
k(k − 1)

2
] ÿâëÿþòñÿ n− äîñòèæèìûìè.

¤ Äëÿ âñåõ öåëûõ ÷èñåë 0 6 k 6 n
2
è 0 6 t 6 k(k−1)

2
ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå n

ïðÿìûõ l1, . . . , ln, äåëÿùèõ ïëîñêîñòü RP2 íà (k + 1)(n− k) + t îáëàñòåé.
Ïðåäñòàâèì t â âèäå

t = (k − 1) + (k − 2) + · · ·+ (k − q) + rq,

ãäå 0 6 rq 6 k − q − 1 è 0 6 q 6 k − 1 (âûáåðåì ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå).
Âîçüìåì k − q − 1 ïðÿìûõ l1, l2, . . . , lk−q−1 ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå A, ïðÿ-

ìàÿ lk−l ïåðåñåêàåò èõ â òî÷êàõ A1, A2, . . . , Ak−q−1 (îòëè÷íûõ îò òî÷êè A). Ïðÿìûå
lk−q+1, . . . , lk−q+n−k ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, ïðè÷åì ïðÿìàÿ lk−q+i ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó Ai äëÿ 1 6 i 6 k − q − 1 − rq. Ïðÿìàÿ lk−q+k−q−rq ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A.
Âîçìîæíîñòü ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà n − k > k − q − rq. Òî÷êè O, A,A1, . . . , Ak−q−1

ïîïàðíî ðàçëè÷íû è êàæäàÿ èç íèõ (íàçîâåì å¼ X) ïðèíàäëåæèò òîëüêî òåì ïðÿ-
ìûì, êîòîðûå îïèñàíû âûøå êàê ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó X. Âñå îñòàëüíûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ n ïðÿìûõ äðóã ñ äðóãîì èìåþò êðàòíîñòü 2 (ò.å. êàæäàÿ èç ïðÿìûõ
ln−q+1, . . . , ln íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äðóãèõ ïðÿìûõ).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2 ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå �2, äëÿ
ýòîãî ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì ñóììó êðàòíîñòåé, óìåíüøåííûõ íà 1, äëÿ ãðóïï òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ:

• rq äëÿ òî÷åê Ak−q−rq , . . . , Ak−q−1,

• n− k − 1 äëÿ òî÷êè O,

• (n−k)(k−q) äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1, . . . , lk−q ñ ïðÿìûìè lk−q+1, . . . , ln−q,

• ((n− q) + (n− q + 1) + · · ·+ (n− 1)) äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1, . . . , ln−q+i

ñ ïðÿìîé ln−q+i+1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , q − 1.

À çàòåì ñëîæèì ïîëó÷åííûå ÷èñëà âìåñòå è âìåñòå ñ åäèíèöåé, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
÷èñëà îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2 ñóììå

1 + rq + (n− k − 1) + (n− k)(k − q) + ((n− q) + (n− q + 1) + · · ·+ (n− 1)) =

7



= rq + (n− k)(k − q + 1) + (n− q)q +
q(q − 1)

2
=

= (n− k)(k + 1) + (k − q)q + rq +
q(q − 1)

2
= (n− k)(k + 1) + t.

Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. ¥

Óòâåðæäåíèå �4. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 4 âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìíîæå-
ñòâà

[(dn + 1)(n− dn); 1 + n(n−1)
2

] ÿâëÿþòñÿ n-äîñòèæèìûìè.
¤ Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìíîæåñòâà

[(dn +1)(n−dn); (dn +2)(n−dn−1)−1] ⊂ [(dn +1)(n−dn); (dn +1)(n−dn)+
dn(dn − 1)

2
]

ÿâëÿþòñÿ n-äîñòèæèìûìè ïî óòâåðæäåíèþ �3 è ò.ê. n − 2dn − 3 6 d2
n−dn

2
ïî çàìå-

÷àíèþ ïðî ÷èñëî dn. Çíà÷èò, îñòàëîñü äîêàçàòü n-äîñòèæèìîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ìíîæåñòâà

[(dn + 2)(n− dn − 1); 1 +
n(n− 1)

2
].

Òàê êàê (dn + 2)(n− dn − 1) +
dn(dn + 1)

2
+

(n− dn − 2)(n− dn − 3)

2
=

=
n2

2
− n

(
2dn + 5

2
− (dn + 2)

)
+ 1 = 1 +

n2 − n

2
,

òî

1 +
n2 − n

2
= (dn + 2)(n− dn − 1) + ((n− dn − 3) + · · ·+ 1) + ((dn) + · · ·+ 1) ⇒

ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òàêîå, ÷òî

(dn + 2)(n− dn − 1) 6 m 6 1 +
n(n− 1)

2

ìîæíî ïðåäñòàâèòü õîòÿ áû îäíèì ñïîñîáîì â âèäå

m = (dn +2)(n−dn−1)+((n− dn − 3) + · · ·+ (n− dn − a))+(dn + · · ·+ (dn − p))+rp,

ãäå 2 6 a 6 (n− dn − 1), −1 6 p 6 (dn − 1) è 0 6 rp 6 (dn − p− 1),

(ïðè÷åì a = 2 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñóììèðîâàíèÿ ïåðâîé ãðóïïû ñëàãàåìûõ), ò.ê.
âàðèàíò 1): åñëè m > (dn +2)(n−dn− 1)+ (n−dn−2)(n−dn−3)

2
, òî áåðåì a = n−dn−

1, p = max{q > −1|m− (dn +2)(n−dn−1)− (n−dn−2)(n−dn−3)
2

− (dn + · · ·+ (dn − q)) >
0}, à rp = m− (dn + 2)(n− dn − 1)− (n−dn−2)(n−dn−3)

2
− (dn + · · ·+ (dn − p)) ;
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âàðèàíò 2): åñëè m < (dn +2)(n−dn−1)+ (n−dn−2)(n−dn−3)
2

, òî áåðåì a = max{b >
2|m− (dn + 2)(n− dn − 1)− (n− dn − 3)− · · · − (n− dn − b) > 0},

âàðèàíò 2)à): åñëè m−(dn+2)(n−dn−1)−((n− dn − 3)− · · · − (n− dn − a)) > 0,
òî p = max{q > −1|m − (dn + 2)(n − dn − 1) − (n − dn − 3) − · · · − (n − dn − a) −
(dn + · · ·+ (dn − q)) > 0}, à rp = m−(dn+2)(n−dn−1)−((n− dn − 3)− · · · − (n− dn − a))−
(dn + · · ·+ (dn − q)) ;

âàðèàíò 2)á): åñëè m−(dn+2)(n−dn−1)−((n− dn − 3)− · · · − (n− dn − a)) = 0,
òî p = −1, r−1 = 0.

Òàê êàê n − dn − 4 6 dn + (dn − 1) + · · · + 1 = dn(dn+1)
2

ñëåäóåò èç n 6 4 + d2
n+3dn

2
,

òî p â âàðèàíòå 2)à) íàéäåòñÿ âñåãäà.
Òåïåðü ïîñòðîèì íàáîð n ïðÿìûõ, äåëÿùèõ ïëîñêîñòü RP2 íà m (ñ ïðåæíèìè

îãðàíè÷åíèÿìè) îáëàñòåé:
Ïóñòü dn − p − 1 ïðÿìûõ l1, . . . , ldn−p−1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A, ïðÿìàÿ dn − p

ïåðåñåêàåò èõ â òî÷êàõ A1, . . . , Adn−p−1.
Âûáåðåì òî÷êó O âíå ïðÿìûõ l1, . . . , ldn−p. Ïðÿìûå

ldn−p−1, . . . , ldn−p+(n−dn−1)−(a−2)

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, ïðÿìûå

ldn−p+(n−dn−1)−(a−2)+1, . . . , ldn−p+(n−dn−1)

íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó O è ëþáûå òðè ïðÿìûå èç ïðÿìûõ

ldn−p+1, . . . , ldn−p+(n−dn−1)

èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, èëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
Òàêæå ïðÿìàÿ ldn−p+i+1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ai äëÿ êàæäîãî

i = 1, . . . , dn − p− 1− rp.

Ïðÿìàÿ ldn−p+1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A. Âîçìîæíîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ ïåðâûì íåðà-
âåíñòâîì èç ñëåäóþùèõ:

(dn − p) + 1 + (dn − p− 1− rp) 6 (dn − p) + (n− dn − 1) ⇔

n > 2dn + 2 ⇐ d2
n + dn

2
+ 3 > 2dn + 2 ⇔ (dn − 1)(dn − 2) > 0.

×åðåç òî÷êè O, A,A1, . . . , Adn−p−1 ïðîõîäÿò òîëüêî òå ïðÿìûå, ïðî êîòîðûå èõ
ïðîõîæäåíèå íàïèñàíî, âñå îñòàëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èìåþò êðàòíîñòü 2. Âîç-
ìîæíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A :

l1, . . . , ldn−p−1 è ldn−p+1;

è ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç (òî÷êó O è õîòÿ áû îäíó èç òî÷åê Ai,) âíå òî÷åê
O,A ïî õîòÿ áû òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ, âñå èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé ldn−p �
ýòî òî÷êè Ai, à îñòàëüíûå ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç íå áîëåå ÷åì îäíó èç òî÷åê O, Ai

(÷åðåç òî÷êó A íèêàêàÿ îñòàâøàÿñÿ ïðÿìàÿ íå ïðîõîäèò).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2 ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå �2, äëÿ

ýòîãî ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì ñóììó êðàòíîñòåé, óìåíüøåííûõ íà 1, äëÿ ãðóïï òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ:
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• (n− dn − 1)− a + 1 äëÿ òî÷êè O,

• (dn + 1)(n − dn − 1) äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1, . . . , ldn−p, ln−p, . . . , dn è
îñòàëüíûõ,

• ((n− dn − 1− a + 2) + · · ·+ (n− dn − 1− a + a− 1)) äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ ldn−p+1, . . . , ldn−p+n−dn−1, îòëè÷íûõ îò òî÷êè O,

• ((dn − p) + · · ·+ dn) äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1, . . . , ldn−p, ln−p, . . . , dn, îò-
ëè÷íûõ îò òî÷åê A,A1, . . . , Adn−p,

• rp äëÿ òî÷åê Adn−p−rp . . . , Adn−p−1.

À çàòåì ñëîæèì ïîëó÷åííûå ÷èñëà âìåñòå è âìåñòå ñ åäèíèöåé, ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî
îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2 ðàâíî ñóììå

1+((n−dn−1)−a+1)+(dn+1)(n−dn−1)+((n− dn − 1− a + 2) + · · ·+ (n− dn − 1− a + a− 1)) +

+ ((dn − p) + · · ·+ dn) + rp =

= rp+(dn + · · ·+ (dn − p))+((n− dn − a) + · · ·+ (n− dn − 3))+(dn+2)(n−dn−1) = m.

Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. ¥

Ïðèìåð. Ïåðå÷èñëèì êðàéíèå ñëó÷àè äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ �4:

• åñëè dn − 1 = p, òî òî÷åê A,Ai íåò,

• åñëè a = 2, òî â òî÷êå O ïåðåñåêàþòñÿ n− dn − 1 ïðÿìàÿ,

• åñëè a = n− dn − 1, òî â òî÷êå O ïåðåñåêàþòñÿ äâå ïðÿìûå,

• åñëè p = −1, òî dn + 1 ïðÿìàÿ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A,

• åñëè p = dn − 2, òî òî÷êè A íåò, à òî÷êà A1 åñòü,

• åñëè rp = 0, òî ÷åðåç êàæäóþ èç òî÷åê A1, . . . , Adn−p−1 ïðîõîäèò ïî òðè ïðÿìûå,

• åñëè rp = dn− p− 1, òî ÷åðåç êàæäóþ èç òî÷åê A1, . . . , Adn−p−1 ïðîõîäèò ïî äâå
ïðÿìûå.

Óòâåðæäåíèå �5. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m,n, k, ÷òî ÷èñ-
ëî m ÿâëÿåòñÿ n-äîñòèæèìûì è

(k + 1)(n− k) > m > k(n− k + 1) +
(k − 1)(k − 2)

2
.

Òîãäà â ëþáîì íàáîðå èç n ïðÿìûõ, ðàçáèâàþùèõ ïëîñêîñòü RP2 íà m îáëàñòåé,
êðàòíîñòü ëþáîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íå ïðåâîñõîäèò k.

¤ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò íàáîð ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ A êðàòíîñòè
q > k + 1.

Äëÿ îöåíêè ÷èñëà îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2 ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå �2, äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì ñóììó êðàòíîñòåé, óìåíüøåííûõ íà 1, äëÿ ãðóïï òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ:
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• q − 1 äëÿ òî÷êè A,

• q(n− q) äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ q ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A, ñ îñòàëü-
íûìè n− q ïðÿìûìè.

À çàòåì ñëîæèì ïîëó÷åííûå ÷èñëà âìåñòå è âìåñòå ñ åäèíèöåé, ïîëó÷èì, ÷òî

m > 1 + (q − 1) + q(n− q) = q(n− q + 1).

Ðàçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.
(à) Åñëè q 6 n− k, òî èç k + 1 6 q 6 n− k ñëåäóåò

m > q(n− q + 1) > (k + 1)(n− k) > m, ïðîòèâîðå÷èå.

(á) Åñëè q > n − k + 1, òî äëÿ îöåíêè ÷èñëà îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2 ïðèìåíèì
óòâåðæäåíèå �2, äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì ñóììó êðàòíîñòåé, óìåíüøåííûõ íà
1, äëÿ ãðóïï òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ:

• q − 1 äëÿ òî÷êè A,

• q(n− q) äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ q ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A, ñ îñòàëü-
íûìè n− q ïðÿìûìè.

• (n−q)(n−q−1)
2

äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ n− q ïðÿìûõ äðóã ñ äðóãîì.

À çàòåì ñëîæèì ïîëó÷åííûå ÷èñëà âìåñòå è âìåñòå ñ åäèíèöåé, ïîëó÷èì, ÷òî

m 6 1 + (q − 1) + q(n− q) +
(n− q)(n− q − 1)

2
= q(n− q + 1) +

(n− q)(n− q − 1)

2
.

Èç íåðàâåíñòâà (k + 1)(n− k) > m > k(n− k + 1)

ñëåäóåò (k + 1)(n− k) > k(n− k + 1) + 1,

ñîêðàòèâ íà k(n− k), ïîëó÷èì n− k > k + 1 è n > 2k + 2, ïîýòîìó

l > n− k + 1 > n

2
+ 2,

çíà÷èò

l(n− l + 1) 6 (n− k + 1)k è (n− l)(n− l − 1)

2
6 (k − 1)(k − 2)

2
,

ïîýòîìó m 6 k(n− k + 1) + (k−1)(k−2)
2

. Ïðîòèâîðå÷èå. ¥

Óòâåðæäåíèå �6. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > k > 2 âåðíî íåðàâåíñòâî

f(n, k) > 1 +
n(n− 1)

k
.

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç n ïðÿìûõ, èç êîòîðûõ íå áîëåå k ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå, äåëÿùåãî ïëîñêîñòü RP2 íà f(n, k) îáëàñòåé è èìåþùåãî aj òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
êðàòíîñòè i, âåðíî íåðàâåíñòâî
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f(n, k) > 1 +
n(n− 1)

k
+

k − 2

k
(a2 + · · ·+ ak−1).

¤ Ðàññìîòðèì ëþáîé íàáîð èç n ïðÿìûõ, èç êîòîðûõ íå áîëåå k ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå, è íàáîð ïðÿìûõ äåëèò ïëîñêîñòü RP2 íà f(n, k) îáëàñòåé. Ïî óòâåð-
æäåíèþ �2

f(n, k) = 1 +
k∑

i=2

(i− 1)ai.

×èñëî ïàð ïðÿìûõ ðàâíî
n(n− 1)

2
=

k∑
i=2

ai
i(i− 1)

2
,

òàê êàê íà ïëîñêîñòè RP2 ëþáûå äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
êðàòíîñòè i äàåò i(i−1)

2
ïàðó ïðÿìûõ. Óìíîæèì ðàâåíñòâî ÷èñëà ïàð íà 2

k
è âûäåëèì

âûäåëèì ñóììó èç ðàâåíñòâà óòâåðæäåíèÿ �2, ïîëó÷èì

n(n− 1)

k
=

k∑
i=2

ai
i(i− 1)

k
=

k∑
i=2

ai(i− 1)−
k∑

i=2

ai

(
i− 1− i(i− 1)

k

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëè â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíû
(

i− 1− i(i− 1)

k

)
=

(i− 1)(k − i)

k
> k − 2

k
ïðè 2 6 i 6 k − 1.

Ïîýòîìó n(n− 1)

k
6

k∑
i=2

ai(i− 1)− k − 2

k
(a2 + · · ·+ ak−1)

è f(n, k) > 1 +
n(n− 1)

k
+

k − 2

k
(a2 + · · ·+ ak−1) ¥

Óòâåðæäåíèå �7. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k > 2 è n > k +1 âåðíî íåðàâåíñòâî

f(n, k) > 2

(
n2 − n + 2k

k + 3

)
(1)

¤ Ðàññìîòðèì ëþáîé íàáîð èç n ïðÿìûõ, èç êîòîðûõ íå áîëåå k ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå, äåëÿùèé ïëîñêîñòü RP2 íà f(n, k) îáëàñòåé. Çà aj (êàê è ðàíüøå)
îáîçíà÷èì ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè j. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî Å. Ìåëüõèîðà
èç [Mel41] :

a2 > 3 + a4 + 2a5 + · · ·+ (k − 3)ak (2)

Òàê êàê n > k + 1, òî íà êàæäîé ïðÿìîé åñòü õîòÿ áû äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ
äðóãèìè ïðÿìûìè. Ïîýòîìó êàæäàÿ îáëàñòü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè îãðàíè÷èâàåòñÿ
õîòÿ áû òðåìÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Îáîçíà÷èì çà bj ÷èñëî îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ
ðîâíî j îòðåçêàìè, j = 3, 4, . . . , x. Ïî óòâåðæäåíèþ �2 ÷èñëî îáëàñòåé ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè ðàâíî

f(n, k) = b3 + · · ·+ bx = 1 + a2 + · · ·+ (k − 1)ak (3)
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Äëÿ êàæäîé îáëàñòè ïîñ÷èòàåì ÷èñëî îòðåçêîâ ïðÿìûõ, åå îãðàíè÷èâàþùèõ è ñëî-
æèì ýòè ÷èñëà äëÿ âñåõ îáëàñòåé, ïîëó÷èì 3b3 + 4b4 + · · · + xbx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
êàæäûé îòðåçîê (ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ) êàæäîé ïðÿìîé ïî-
ñ÷èòàåòñÿ äâà ðàçà (äëÿ äâóõ îáëàñòåé, ê íåìó ïðèìûêàþùèõ). Íà êàæäîé ïðÿìîé
îòðåçêîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Ñóììà ïî âñåì ïðÿìûì êîëè÷å-
ñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, íàõîäÿùèõñÿ íà ïðÿìîé (ñóììèðóåìîé) ðàâíà ñóììå êðàò-
íîñòåé âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, òî åñòü ðàâíà

2a2 + 3a3 + · · ·+ kak.

Ïðèðàâíÿâ ïîñ÷èòàííîå äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïîëó÷èì

3b3 + 4b4 + · · ·+ xbx = 2(2a2 + 3a3 + · · ·+ kak) (4)

Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (4) ïðàâîå ðàâåíñòâî (3), óìíîæåííîå íà 3, ïîëó÷èì

b4 + 2b5 + · · ·+ (x− 3)bx = −3 + a2 − a4 − · · · − (k − 3)ak (5)

Íåðàâåíñòâî (2) ñëåäóåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5).
Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (2) â âèäå

−a2 + a4 + 2a5 + · · ·+ (k − 3)ak 6 −3 (6)

Ïî óòâåðæäåíèþ �2 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà ïðÿìûõ âåðíî ðàâåíñòâî:

a2 + 2a3 + · · ·+ (k − 1)ak = f(n, k)− 1 (7)

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî (6) íà k−1
2

, à ðàâåíñòâî (7) íà k+3
2

è ñëîæèì, ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

k∑
i=2

ai

(
k − 1

2
(i− 3) +

k + 3

2
(i− 1)

)
6 −3

(
k − 1

2

)
+ (f(n, k)− 1)

k + 3

2
(8)

Äëÿ óïðîùåíèÿ è îöåíêè ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (8) çàìåòèì
k − 1

2
(i− 3) +

k + 3

2
(i− 1) = ik + i− 2k > i(i− 1) (9)

òàê êàê ïðàâîå íåðàâåíñòâî (9) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (i − 2)(i − k) 6 0, êîòîðîå
âåðíî ïðè èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ 2 6 i 6 k.

Óäâîåííîå ÷èñëî ïàð ïðÿìûõ ðàâíî

2a2 + 6a3 + · · ·+ k(k − 1)ak = n(n− 1) (10)

Èç íåðàâåíñòâà (9), ïðèìåíåííîãî ê ëåâûì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà (8) è ðàâåíñòâà (10)
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ïðàâûõ ÷àñòåé (8) è (10):

−3

(
k − 1

2

)
+ (f(n, k)− 1)

(
k + 3

2

)
> n(n− 1) (11)

Îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

f(n, k) > 2

(
n2 − n + 2k

k + 3

)
(1)¥
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Çàìå÷àíèå ê óòâåðæäåíèþ �7. Íåðàâåíñòâî (2) èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäå-
íèÿ �7 îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè óñëîâèè b4 = b5 = · · · = bx = 0, òî åñòü êîãäà âñå
îáëàñòè òðåóãîëüíûå. Ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð, â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) k > 2, n = k + 1, òîãäà a2 = k, a3 = · · · = ak−1 = 0, ak = 1, ñì. ðèñ. (n = k + 1).
2) k = 4, n = 13, a2 = 12, a3 = 4, a4 = 9, ñì. ðèñ. (n = 13).
3) k = 3, n = 6, a2 = 3, a3 = 4, ñì. ðèñ. (n = 6).
4) k = 3, n = 7, a2 = 3, a3 = 6 ñì. ðèñ. (n = 7).
Â ñëó÷àÿõ 1), 3), 4) îöåíêà (1) óòâåðæäåíèÿ �7 òî÷íà.
Òðåáîâàíèå n > k + 1 íåîáõîäèìî, òàê êàê èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå, è äëÿ

f(n = k, k) = k îöåíêà (1) íåâåðíà.

Óòâåðæäåíèå �8. Âûáåðåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà a > 2 è b > 1. Íà åâêëè-
äîâîé ïëîñêîñòè R2 ðàññìîòðèì ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå l1, . . . , la. Ïðÿìûå
la+1, la+2, . . . , l2a ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðÿìûì l1, . . . , la. Ïðÿìûå
l2a+1, . . . , l2a+b íå ïàðàëåëëüíû ïðÿìûì l1, . . . , la, la+1, . . . , l2a. Çà s =

∑k
j=2 aj(j − 1)

îáîçíà÷èì ñóììó óìåíüøåííûõ íà 1 êðàòíîñòåé òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ (íàõîäÿùèõñÿ íà
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè) âñåõ 2a + b ïðÿìûõ ìåæäó ñîáîé, ãäå aj � ýòî êîëè÷åñòâî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè j (êàê è ðàíüøå). Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî

s > 4ab + 2a2 + 2a− 3

3
(1)

¤ Ïåðåíóìåðóåì (åñëè íàäî) ïðÿìûå l1, . . . , la è (îòäåëüíî) ïðÿìûå la+1, la+2, . . . , l2a

ïî ïîðÿäêó èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Äëÿ êàæäîãî 1 6 i, j 6 a òî÷êîé Aij íà-
çîâåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ li è la+j. Äëÿ êàæäîé ïðÿìîé l2a+m, ãäå 1 6 m 6 b,
çà tm îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ëåæàùèõ íà íåé òî÷åê Aij. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé l2a+m ñ ïðÿìûìè l1, . . . , l2a, îòëè÷íûõ îò òî÷åê Aij, ðàâíî 2a− 2tm. Åñëè
ïðÿìàÿ l2a+m íå ïðîõîäèò ÷åðåç ïàðó òî÷åê A1b, Aa1 èëè ïàðó òî÷åê A11, Aab, òî êî-
ëè÷åñòâî ïàð ëåæàùèõ íà ïðÿìîé l2a+m ðàçëè÷íûõ òî÷åê Aij, ìåæäó êîòîðûìè íåò
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l2a+m ñ ïðÿìûìè l1, . . . , l2a, íå ìåíåå (tm−1)−(2a−2tm−1).
Åñëè ïðÿìàÿ l2a+m ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç äâóõ óêàçàííûõ ïàð òî÷åê, òî êîëè÷åñòâî
ïàð íå ìåíåå (tm− 1)− (2a− 2tm). Îáîçíà÷èì ñóììó ïðî âñåì ïðÿìûì l2a+1, . . . , l2a+b

ýòèõ êîëè÷åñòâ ïàð çà T.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ ïàðà òî÷åê Aij áåç òî÷åê ïðÿìûõ l1, . . . , l2a ìåæäó íèìè

åñòü äèàãîíàëü êàêîãî-òî èç (a− 1)2 ïðÿìîóãîëüíèêîâ AijA(i+1)jA(i+1)(j+1)Ai(j+1) äëÿ
1 6 i, j 6 a − 1. Êàæäàÿ ïàðà òî÷åê ïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì îäíîé èç ïðÿìûõ
l2a+1, . . . , l2a+b, ïîýòîìó, ñêëàäûâàÿ îöåíêè êîëè÷åñòâ ïî âñåì ïðÿìûì l2a+1, . . . , l2a+b,
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

2(a− 1)2 > T > −2 +
b∑

m=1

(3tm − (2a)) (2)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ.
(à) Âåðíî íåðàâåíñòâî T > (a − 1)2. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå õîòÿ áû â T − (a −

1)2 ïðÿìîóãîëüíèêàõ AijA(i+1)jA(i+1)(j+1)Ai(j+1) îáå äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè
êàêèõ-òî èç ïðÿìûõ l2a+1, . . . , l2a+b. Îöåíèì ñóììó s, ïîñ÷èòàâ

• ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1, . . . , la ñ ïðÿìûìè la+1, . . . , l2a êàê a2,
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• ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l2a+1, . . . , l2a+b ñ ïðÿìûìè l1, . . . , l2a êàê
∑b

m=1(2a− tm),

• ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ êàê T − (a− 1)2.

Ñëîæèì ïîñ÷èòàííûå ïåðåñå÷åíèÿ â íåðàâåíñòâî

s > a2 +
b∑

m=1

(2a− tm) + T − (a− 1)2 (3)

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî (3) íà 3 è ñëîæèì ñ ïðàâûì íåðàâåíñòâîì (2), ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

3s > 4ab + 2T − 3(a− 1)2 + 3a2 − 2 (4)

Çàìåíÿÿ â íåðàâåíñòâå (4) T ïî èìåþùåìóñÿ â ñëó÷àå (à) íåðàâåíñòâó T > (a−1)2+1,
è äåëÿ îáå ÷àñòè (4) íà 3, ïîëó÷èì

s > 4ab + 2a2 + 2a− 1

3
(5)

(á) Âåðíî íåðàâåíñòâî T 6 (a−1)2. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (à), òîëüêî áåç äèàãîíàëåé
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îöåíèì

s > a2 +
b∑

m=1

(2a− tm) (6)

Óìíîæèì îöåíêó (6) íà 3 è ñëîæèì ñ íåðàâåíñòâîì (2), ïîëó÷èì

3s > 4ab + 3a2 − 2− T (7)

Çàìåíÿÿ â íåðàâåíñòâå (7) T ïî äàííîìó â ñëó÷àå (á) íåðàâåíñòâó T 6 (a − 1)2, è
äåëÿ îáå ÷àñòè (7) íà 3, ïîëó÷èì

s > 4ab + 2a2 + 2a− 3

3
(8)

Îáà ñëó÷àÿ (à), (á) äàëè îöåíêè (5), (8), äîñòàòî÷íûå äëÿ íåðàâåíñòâà (1). ¥

Óòâåðæäåíèå �9. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k > 5, n > k2+k
2

+ 3 ðàññìàòðè-
âàþòñÿ âñå íàáîðû èç n ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, â êîòîðûõ íå áîëåå
k ïðÿìûõ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è åñòü õîòÿ áû äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ðîâíî
k ïðÿìûõ. Ïðÿìûå êàæäîãî ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà äåëÿò ïëîñêîñòü RP2 õîòÿ áû
íà (k + 1)(n− k) îáëàñòåé.

¤ Âîçüìåì ëþáîé ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð ïðÿìûõ. Îáîçíà÷èì ÷èñëî îáëàñòåé
ïëîñêîñòè RP2, ðàçäåëåííîé ïðÿìûìè ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà, çà f. Âûáåðåì ëþ-
áûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ k ïðÿìûõ (êàæäàÿ) è îáîçíà÷èì èõ çà A è B.
Âîçìîæíû òîëüêî äâà ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé (à). Êàæäàÿ èç ïðÿìûõ ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà íå ñîäåðæèò îäíîâðå-
ìåííî òî÷åê A è B. Âûäåëèì â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 åâêëèäîâó ïëîñêîñòü R2

òàê, ÷òî îáå òî÷êè A è B îêàçàëèñü áû íà áåñêîíå÷íîñòè, à ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
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òî÷êó A, ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó B. Ïðèìåíèì óòâåð-
æäåíèå �8 ñ a = k, b = n− 2k. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A, áóäóò ïðÿìûìè
l1, . . . , la, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó B � ïðÿìûìè la+1, . . . , l2a, îñòàëüíûå ïðÿìûå íà-
áîðà áóäóò ïðÿìûìè l2a+1, . . . , l2a+b. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ �8, òî
åñòü íåðàâåíñòâà

a = k > 2, b = n− 2k > k2 + k

2
+ 3− 2k > 1

ñëåäóþò èç óñëîâèÿ k > 5. Äëÿ îöåíêè f, ïîìèìî îöåíêè íà ñóììó s èç óòâåð-
æäåíèÿ �8, äîáàâèì âêëàä òî÷åê A,B è åäèíèöó, òî åñòü f > s+(k− 1)+ (k− 1)+1
è ïîëó÷èì îöåíêó

f > 4kn− 6k2 + 8k − 6

3
(1)

Îñòàëîñü (â ñëó÷àå (à)) äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (1):

4kn− 6k2 + 8k − 6

3
> (k + 1)(n− k) (2)

Â íåðàâåíñòâå (2) ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñ n â áîëüøóþ, à áåç n â ìåíüøóþ ÷àñòè
íåðàâåíñòâà, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå è äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà 3, ïîëó÷èì

(k − 3)n > 3k2 − 11k + 6 (3)

Çàìåòèì, ÷òî

3k2 − 11k + 6 = (k − 3)(3k − 2) è k − 3 > 0,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (3) ìîæíî ñîêðàòèòü íà k − 3 è ïîëó÷èòü n > 3k − 2, ÷òî
ñëåäóåò èç

n > k2 + k

2
+ 3 è k2 + k

2
+ 3 > 3k − 2 ⇔ k2 − 5k + 10 > 0.

Ñëó÷àé (à) ðàçîáðàí.
Ñëó÷àé (á). Îäíà èç n ïðÿìûõ (íàçîâåì å¼ ln) ïðîõîäèò ÷åðåç îáå òî÷êè A,B.

Âûäåëèì â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 åâêëèäîâó ïëîñêîñòü R2 = RP2\ln òàê, ÷òî
k − 1 ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A, ïåðïåíäèêóëÿðíû k − 1 ïðÿìûì, ïðîõî-
äÿùèì ÷åðåç òî÷êó B. Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå �8 ñ a = k − 1, b = n − 2k + 1 ê
ïðÿìûì l1, . . . , la, la+1, . . . , l2a, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êè A,B è ê îñòàëüíûì ïðÿìûì
l2a+1, . . . , l2a+b, óäàëåííóþ íà áåñêîíå÷íîñòü ïðÿìóþ ln íå èñïîëüçóåì. Âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ �8, òî åñòü íåðàâåíñòâà

a = k − 1 > 2, b = n− 2k + 1 > k2 + k

2
+ 3− 2k > 1

ñëåäóþò èç óñëîâèÿ k > 5. Äëÿ îöåíêè f, ïîìèìî îöåíêè íà ñóììó s èç óòâåð-
æäåíèÿ �8, äîáàâèì âêëàä òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ln ñ îñòàëüíûìè ïðÿìûìè è
åäèíèöó, ïîëó÷èì

f > n(4k − 1)− 6k2 + 10k − 7

3
(4)

16



Îñòàëîñü (â ñëó÷àå (á)) äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (4):

n(4k − 1)− 6k2 + 10k − 7

3
> (k + 1)(n− k) (5)

Â íåðàâåíñòâå (5) ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñ n â áîëüøóþ, à áåç n â ìåíüøóþ ÷àñòè
íåðàâåíñòâà, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå è äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà 3, ïîëó÷èì

(k − 4)n > 3k2 − 13k + 7 (6)

Ïî óñëîâèþ n > k2+k
2

+ 3. Íåðàâåíñòâà

k2 + k

2
+ 3 > 3k + 2 ⇔ k2 − 5k + 2 > 0 è

(k − 4)(3k + 2) = 3k2 − 10k − 8 > 3k2 − 13k + 7

âåðíû ïðè k > 5.

Ïîýòîìó (k − 4)n > (k − 4)(3k + 2) > 3k2 − 13k + 7,

÷òî äîêàçûâàåò (6) è çàâåðøàåò ñëó÷àé (á).
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (à), (á) äîêàçàíî f > (k + 1)(n− k). ¥

Óòâåðæäåíèå �10. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

k > 2, l > k + 1, n > l2 + l

2
+ 2 âåðíî íåðàâåíñòâî

2

(
n2 − n + 2k

k + 3

)
> (l + 1)(n− l + 1) (1)

¤ Äîìíîæèì íåðàâåíñòâî (1) íà k+3
2

è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïî ñòåïåíÿì n :

n2 − n

(
2 + (l + 1)(k + 3)

2

)
+

4k + (l2 − 1)(k + 3)

2
> 0 (2)

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò îòíîñèòåëüíî n, ïåðåíåñåì îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â äðóãóþ
÷àñòü íåðàâåíñòâà:
(

n− 2 + (l + 1)(k + 3)

4

)2

> 1

16

(
(l + 1)2(k2 − 2k − 15) + 20(l + 1)(k + 3) + 4− 32k

)

(3)
Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3) äðóãèì ïîëíûì êâàäðàòîì:

1

16

(
(l + 1)2(k2 − 2k − 15) + 20(l + 1)(k + 3) + 4− 32k

)
6 1

16
((l + 1)(k − 1) + 6)2 (4)

Äëÿ ýòîãî óìíîæèì íåðàâåíñòâî (4) íà 4, ïåðåíåñåì âñå â áîëüøóþ ÷àñòü, ïðèâåäåì
ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ñãðóïïèðîâàííûå ïî ñòåïåíÿì l +1, ðàçëîæèì âñå â ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñîìíîæèòåëåé:

4(l + 1)2 − 2(l + 1)(k + 9) + 8(k + 1) = (2l + 2− (k + 1)) · (2l + 2− 8) > 0 (5)
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òàê êàê èç k > 2 è l > k + 1 ñëåäóåò

2l + 2− 8 > 0 è 2l + 2− (k + 1) > 0.

Äîêàçàâ íåðàâåíñòâî (4), çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåðàâåíñòâà (3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî áîëüøèõ ÷àñòåé (3) è (4), òî åñòü ÷òî

n− 2 + (l + 1)(k + 3)

4
> 1

4
((l + 1)(k − 1) + 6) (6)

Ýòî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó n > (l+1)(k+1)
2

+ 2 è âåðíî, òàê êàê

l > k + 1 è n > (l + 1)l

2
+ 2.

Èòàê, äîêàçàíî íåðàâåíñòâî (3) è ðàâíîñèëüíîå åìó íåðàâåíñòâî (1). ¥

Óòâåðæäåíèå �11. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

k > 5, n > k2 + k

2
+ 3

ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå íàáîðû èç n ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, â êî-
òîðûõ íå áîëåå k ïðÿìûõ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è åñòü ðîâíî îäíà òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ k ïðÿìûõ. Ïðÿìûå êàæäîãî ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà äåëÿò ïëîñêîñòü RP2

õîòÿ áû íà (k + 1)(n− k) îáëàñòåé.
¤ Óäàëèì ëþáóþ èç k ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå. Îñòàíåòñÿ n − 1

ïðÿìûõ, èç êîòîðûõ íå áîëåå k − 1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ïðè÷åì åñòü òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ k − 1 ïðÿìûõ. Ïîñëå óäàëåíèÿ ïðÿìîé ÷èñëî îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2

óìåíüøèëîñü. Ïî óòâåðæäåíèþ �7 äëÿ íàáîðà n− 1 ïðÿìûõ ÷èñëî îáëàñòåé ðàçäå-
ëåííîé èìè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íå ìåíüøå

2

(
(n− 1)2 − (n− 1) + 2(k − 1)

(k − 1) + 3

)

Ïî óòâåðæäåíèþ �10 äëÿ ÷èñåë

k − 1, k(> 5), n− 1(> k2 + k

2
+ 2),

âçÿòûõ âìåñòî ÷èñåë

k(> 4), l(> k + 1), n(> l2 + l

2
+ 2),

âåðíî íåðàâåíñòâî

2
(n− 1)2 − (n− 1) + 2(k − 1)

(k − 1) + 3
> (k + 1)(n− k).

Ïîýòîìó èñõîäíûå n ïðÿìûõ äåëÿò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü áîëåå ÷åì íà (k +
1)(n− k) îáëàñòåé. ¥
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Òåîðåìà �1. (à) Âñå n-äîñòèæèìûå ÷èñëà ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå

dn−1⊔

k=0

[(k + 1)(n− k); (k + 1)(n− k) +
k(k − 1)

2
]
⊔

[(dn + 1)(n− dn); 1 +
n(n− 1)

2
] (∗)

ãäå dn = [
√

2n− 53
4
− 1

2
] ïðè n > 3 è d1 = d2 = 0.

(á) Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìíîæåñòâà

dn−1⊔

k=0

[(k + 1)(n− k); (k + 1)(n− k) +
k(k − 1)

2
]
⊔

[(dn + 1)(n− dn); 1 +
n(n− 1)

2
] (∗)

ÿâëÿþòñÿ n-äîñòèæèìûìè.
¤ Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ ÷èñåë, ïðèâåäåííîå â òåîðåìå, çà Mn.
Ñëó÷àè n = 1, 2, 3 ðàçáèðàþòñÿ íà îñíîâå òîãî, ÷òî:
1) îäíà ïðÿìàÿ ïëîñêîñòü RP2 äåëèò íà îäíó îáëàñòü,
2) äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå,
3) òðè ïðÿìûå èëè âñå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, èëè ïåðåñåêàþòñÿ â òðåõ

òî÷êàõ.
Ïðè n > 4 ïóíêò (á) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé �3 è �4, òàê êàê n

2
> dn − 1 ïî

çàìå÷àíèþ ïðî ÷èñëî dn è ïî íåðàâåíñòâó d2
n + dn + 6 > 4dn − 4.

Äîêàæåì ïóíêò (à) ïðè n > 4. Âîçüìåì ëþáîå n-äîñòèæèìîå ÷èñëî m è âûáåðåì
ëþáîé íàáîð ℵ, ñîñòîÿùèé èç n ïðÿìûõ, äåëÿùèé ïëîñêîñòü RP2 íà m ÷àñòåé. Ïî
óòâåðæäåíèþ �1 âåðíî n > m > 1 + n(n−1)

2
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî m íå ïðè-

íàäëåæèò ìíîæåñòâó Mn. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî j, 1 > j > dn, òàêîå
÷òî

j(n− j + 1) +
(j − 1)(j − 2)

2
< m < (j + 1)(n− j) (1)

Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ �5 íåò j+1 ïðÿìûõ èç âûáðàííîãî íàáîðà ℵ, ïåðåñåêàþùèõñÿ
â îäíîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ (íàáîðà ℵ), ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ â îäíîé òî÷êå, çà k, òîãäà 2 6 k 6 j.

Ðàçáåðåì òðè ñëó÷àÿ.
(à) Âåðíî j > k + 1. Ïî óòâåðæäåíèþ �7 äëÿ íàáîðà ïðÿìûõ ℵ ïîëó÷èì

m > f(n, k) > 2
n2 − n + 2k

k + 3
(2)

Ïî óòâåðæäåíèþ �10 äëÿ ÷èñåë

k, j(> k + 1), n(>
j2 + j

2
+ 2)

âåðíî
2
n2 − n + 2k

k + 3
> (j + 1)(n− j + 1) > (j + 1)(n− j) (3)

Èç íåðàâåíñòâ (2), (3) è îöåíêè m ñâåðõó ïî íåðàâåíñòâó (1) ïîëó÷àåì

m > (j + 1)(n− j) > m, ïðîòèâîðå÷èå.
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(á) Âåðíî j = k > 5. Åñëè ñðåäè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ íàáîðà ℵ åñòü õîòÿ
áû äâå òî÷êè êðàòíîñòè k, òî ïî óòâåðæäåíèþ �9 è ïî ïðàâîìó íåðàâåíñòâó (1)
ïîëó÷àåòñÿ m > (k + 1)(n − k) > m � ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè ñðåäè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ íàáîðà ℵ åñòü òîëüêî îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ k ïðÿìûõ, òî ïî óòâåðæäåíèþ
�10 è îöåíêå m ñâåðõó ïî íåðàâåíñòâó (1) ïîëó÷àåòñÿ m > (k + 1)(n − k) > m �
ïðîòèâîðå÷èå.

(â) Âåðíî j = k = 2, 3, 4. Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà k = 2, k = 3, k = 4 îöåíèì m ïî
óòâåðæäåíèþ �7 (ïðèìåíÿòü ìîæíî, òàê êàê n > k + 1)

m > f(n, k) > 2
n2 − n + 2k

k + 3

Ïîêàæåì äëÿ êàæäîãî k = 2, 3, 4, ÷òî

2
n2 − n + 2k

k + 3
> (k + 1)(n− k) (4)

óìíîæàÿ íåðàâåíñòâî (4) íà k+3
2

è ïîëó÷àÿ êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî n,

íåîòðèöàòåëüíûé ïðè n > k2+k
2

:

k = 2, n > 6,m > f(n, 2) > 2n2−n+4
5

2
n2 − n + 4

5
> 3n− 6 ⇔ n2 − 8.5n + 19 = (n− 4)(n− 4.5) + 1 > 0

k = 3, n > 9,m > f(n, 3) > 2n2−n+6
6

n2 − n + 6

3
> 4n− 12 ⇔ n2 − 13n + 42 = (n− 6)(n− 7) > 0

k = 4, n > 13,m > f(n, 4) > 2n2−n+8
7

2
n2 − n + 8

7
> 5n− 20 ⇔ n2 − 18.5n + 78 = (n− 6)(n− 13) +

n

2
> 0

Âî âñåõ ðàçîáðàííûõ ñëó÷àÿõ (à), (á) è (â) ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî

m > (j + 1)(n− j),

ïðîòèâîðå÷àùåå ïðàâîìó íåðàâåíñòâó (1). Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî n-
äîñòèæèìîå ÷èñëî m íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Mn, íåâåðíî. Ñîâîêóïíîñòü ïóíêòîâ
(à), (á) òåîðåìû �1 äîêàçûâàåò, ÷òî âñå n-äîñòèæèìûå ÷èñëà � ýòî âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà ìíîæåñòâà Mn. ¥

1.4 Îáçîð ðàáîò ïðåäøåñòâåííèêîâ.
Äåëåíèå ïëîñêîñòè R2 íà îáëàñòè m ïðÿìûìè ýêâèâàëåíòíî äåëåíèþ âåùåñòâåí-

íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 íà îáëàñòè n = m+1 ïðÿìûìè, òàê êàê ê íàáîðó m
ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòèR2 ìîæíî äîáàâèòü áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ, è íàîáîðîò,
ëþáóþ ïðÿìóþ èç íàáîðà m + 1 ïðÿìûõ íà RP2 ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ äëÿ íåêîòîðîé ïëîñêîñòè R2 ⊂ RP2.
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Â.È. Àðíîëüä â [Àðí08] ïîñòàâèë çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè êîëè÷åñòâ îáëàñòåé, íà
êîòîðûå íàáîð n ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ (ðàçëè÷íûõ) ìîæåò ðàçäåëèòü ïðîåêòèâíóþ
ïëîñêîñòü RP2. Èìåëèñü â âèäó äâóìåðíûå îáëàñòè, îòðåçêè ïðÿìûõ è òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ íå ó÷èòûâàëèñü. Èì áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå ôàêòû:

1) ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàâíî n;

2) ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàâíî 1 + n(n−1)
2

;
3) íà âñå ÷èñëà èç íåêîòîðûõ îòðåçêîâ ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïëîñ-

êîñòü RP2 ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà (n ïðÿìûìè), ïåðâûé îòðåçîê åñòü ÷èñëî n, âòîðîé
� ÷èñëî 2n− 2, òðåòèé � ïàðà ÷èñåë {3n− 6, 3n− 5});

4) íà ÷èñëà èç ïðîìåæóòêîâ ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì, à òàêæå ìåæäó âòîðûì è
òðåòüèì îòðåçêàìè ïëîñêîñòü RP2 íå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà;

5) íà ÷èñëà èç ïðîìåæóòêîâ ìåæäó íàáîðàìè ñ íîìåðàìè i è i+1 ïðè âñåõ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ n (ïðèìåðíî 2i2 è áîëåå) ïëîñêîñòü RP2 íå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà.

Ïðè ýòîì îòðåçîê âîçìîæíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì íîìåðîì è ÷èñëîì ïðÿ-
ìûõ n. Ðàññìîòðåííûå Â.È. Àðíîëüäîì îòðåçêè ñ íîìåðàìè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
(ïðèìåðíî

√
2n) íà÷èíàëè ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé è íå äîõîäèëè äî âåðõíåé îöåí-

êè 1 + n(n−1)
2

(îòðåçêè äîõîäèëè ïðèìåðíî äî 3n2

8
) Îñòàâàëîñü íåÿñíûì äëÿ êàæäîãî

n > 8 âîçìîæíû ëè äûðû (ìåæäó îòðåçêàìè) ñ íîìåðàìè îò
√

n
2
äî
√

2n. Òî åñòü ïðè-
ìåðíî ïîëîâèíà äûð (äëÿ êàæäîãî n) áûëè íå èññëåäîâàíû. Îãðàíè÷åííîñòü ðåçóëü-
òàòîâ Â.È. Àðíîëüäà (ïåðâûå äâå äûðû è ðåàëèçàöèÿ ÷àñòè âîçìîæíûõ êîëè÷åñòâ)
îáúÿñíÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé áåç ãåîìåòðè÷åñêèõ.

Çàäà÷à (íå î âñåõ, à òîëüêî) î ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ âîçìîæíûõ êîëè-
÷åñòâàõ îáëàñòåé R2 è R3 ïðè äåëåíèè ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè ðàññìàòðèâàëàñü
Ä. Ïîéà â [Ïîé75] è Î.Å. Àêèìîâûì â [Àêè03] (îáçîðíî). Áûëî ñôîðìóëèðîâàíî
îáîáùåíèå äëÿ Rk è ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâ îáëàñòåé Rk ïðè äåëåíèè n
ãèïåðïëîñêîñòÿìè ñ îáëàñòÿìè Rk ïðè äåëåíèè n− 1 ãèïåðïëîñêîñòüþ è îáëàñòÿìè
Rk−1 ïðè äåëåíèè n− 1 ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Ä. Ãèëüáåðò è Ñ. Êîí-Ôîññåí â [ÃÊÔ81] ðàññìàòðèâàþò ïëîñêèå è ïðîñòðàíñòâåí-
íûå êîíôèãóðàöèè. Ïëîñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ýòî íàáîð òî÷åê è ïðÿìûõ (íà R2), êàæ-
äàÿ èç òî÷åê è ïðÿìûõ èíöèíäåíòíà îäèíàêîâîìó äëÿ âñåõ (è òî÷åê è ïðÿìûõ) ÷èñëó
ïðÿìûõ è òî÷åê ýòîãî íàáîðà. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñîñòîèò èç òî÷åê è
ïëîñêîñòåé ñ àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì. Ïðîñòåéøåé ïëîñêîé êîíôèãóðàèåé ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, òî åñòü íàáîð âåðøèí è ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ åãî ñòîðî-
íû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ â [ÃÊÔ81] ïðèâåäåíû âñå êîíôèãóðàöèè ñ íå áîëåå, ÷åì 9
ïðÿìûìè, òåîðåìû Äåçàðãà è Áðèàíøîíà, êðèâûå òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à Ñàõàðîâà. Â Rk åñòü n ãèïåðïëîñêîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñðåäíåå ÷èñëî
i-ìåðíûõ ãðàíåé ó îáëàñòåé â ïðåäåëå ïðè n →∞ òàêîå æå, êàê è ó k-ìåðíîãî êóáà,
òî åñòü Ci

k2
k−i.

1.5 Óòî÷íåíèÿ íåêîòîðûõ äîêàçàííûõ ðàíåå óòâåðæäåíèé.
Îáîçíà÷åíèå: Äëÿ öåëûõ ÷èñåë

k > 2, 0 6 i 6 k − 2 è n > 2k − i− 1

çà f(n, k, k− i) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî îáëàñòåé ïëîñêîñòè RP2,
ðàçäåëåííîé n ïðÿìûìè ñ äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

(à) åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè k,
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(á) âñå îñòàëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èìåþò êðàòíîñòè k − i è ìåíüøå, ïðè÷åì
ñðåäè íèõ åñòü òî÷êà êðàòíîñòè k − i.

Óòâåðæäåíèå �12. Äëÿ âñåõ öåëûõ ÷èñåë

k 6 2, 0 6 i 6 k − 2 è n > 1 + (k + 1)(k − i− 1)

âåðíî íåðàâåíñòâî

f(n, k, k − i) > (k + 1)(n− k).

¤ Ðàññìîòðèì ëþáîé íàáîð n ïðÿìûõ ñî ñâîéñòâàìè èç îáîçíà÷åíèÿ f(n, k, k− i).
Çà aj îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè j äëÿ j = 2, 3, . . . , k.

Åñëè i > 0, òî

ak = 1, ak−1 = · · · = ak−i+1 = 0, ak−i > 1,

ïîýòîìó ÷èñëî ïàð ïðÿìûõ ðàâíî

n(n− 1)

2
=

k∑
j=2

aj
j(j − 1)

2
=

k(k − 1)

2
+

k−i∑
j=2

aj
j(j − 1)

2
.

Ïîýòîìó
k∑

j=2

aj(j − 1) = f(n, k, k − i)− 1 > n(n− 1)

k − i
+ (k − 1)

(
1− k

k − i

)
.

Åñëè i = 0, òî

n(n− 1)

2
=

k∑
j=2

aj
j(j − 1)

2
,

ñëåäîâàòåëüíî

f(n, k, k − i)− 1 > n(n− 1)

k
.

Èç îáåèõ îöåíîê ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 6 i 6 k − 2 âåðíî íåðàâåíñòâî

f(n, k, k − i) > n(n− 1)

k − i
− (k − 1)i

k − i
+ 1.

Îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

n(n− 1)

k − i
− (k − 1)i

k − i
+ 1 > (k + 1)(n− k).

Íåðàâåíñòâî êâàäðàòè÷íîå îòíîñèòåëüíî n, äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà k− i, âûäåëÿÿ
ïîëíûé êâàäðàò è ãðóïïèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

(
n− 1 + (k + 1)(k − i)

2

)2

> (k + 1)2(k − i)(k − i− 4) + 6(k + 1)(k − i)

4
+ k(i− 1),
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êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé

1 + (k + 1)(k − i− 1) âìåñòî n

è ðàñêðûòèåì êâàäðàòà â ëåâîé ÷àñòè ïî ñòåïåíÿì (k + 1) è (k − i). ¥

Óòâåðæäåíèå �13. Âîçüìåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà a > b > 2 è m > 1. Íà åâêëèäî-
âîé ïëîñêîñòè R2 ðàññìîòðèì a ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, b ïðÿìûõ, ïîïàðíî
ïàðàëëåëüíûõ è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âñåì a ïðÿìûì, åùå c ïðÿìûõ, íå ïàðàëëåëüíûõ
íè ïåðâûì a, íè ñëåäóþùèì b ïðÿìûì. Çà

s =
k∑

j=2

aj(j − 1)

îáîçíà÷èì ñóììó óìåíüøåííûõ íà 1 êðàòíîñòåé òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ a + b + c
ïðÿìûõ ìåæäó ñîáîé, ãäå aj � ýòî êîëè÷åñòâî òî÷åê êðàòíîñòè j. Òîãäà âåðíî íåðà-
âåíñòâî

s > 2c(a + b)

3
+

2ab + a + b− 3

3
.

¤ Çàíóìåðóåì a ïðÿìûõ è b ïðÿìûõ ïî ïîðÿäêó èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè
R2 è äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 a è 1 6 j 6 b òî÷êîé Aij íàçîâåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ ñ íîìåðàìè i, j. Äëÿ êàæäîé ïðÿìîé l èç c ïðÿìûõ çà tl îáîçíà÷èì êîëè÷å-
ñòâî ëåæàùèõ íà íåé òî÷åê Aij. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ a + b
ïðÿìûìè, îòëè÷íûõ îò Aij, ðàâíî a+b−2tl. Åñëè ýòà ïðÿìàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç ïàðó
òî÷åê A1b, Aa1 èëè ïàðó A11, Aab, òî êîëè÷åñòâî ïàð ëåæàùèõ íà ïðÿìîé ðàçëè÷íûõ
òî÷åê Aij, ìåæäó êîòîðûìè íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ a + b ïðÿìûìè, íå
ìåíåå

(tl − 1)− (a + b− 2tl − 1).

Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç äâóõ ïàð òî÷åê, òî êîëè÷åñòâî íå ìåíåå

(tl − 1)− (a + b− 2tl).

Îáîçíà÷èì ñóììó ïðî âñåì c ïðÿìûì ýòèõ êîëè÷åñòâ çà T. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ëþáàÿ ïàðà òî÷åê Aij áåç òî÷åê a + b ïðÿìûõ ìåæäó íèìè åñòü äèàãîíàëü êàêîãî-òî
èç (a− 1)(b− 1) ïðÿìîóãîëüíèêîâ

AijA(i+1)jA(i+1)(j+1)Ai(j+1) äëÿ 1 6 i 6 a− 1, 1 6 j 6 b− 1.

Êàæäàÿ ïàðà òî÷åê ïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì îäíîé èç c ïðÿìûõ, ïîýòîìó ñêëà-
äûâàÿ îöåíêè êîëè÷åñòâ ïî âñåì c ïðÿìûì, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

2(a− 1)(b− 1) > T > −2 +
c∑

l=1

(3tl − (a + b)) . (∗)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ.
(1) Âåðíî íåðàâåíñòâî
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T > (a− 1)(b− 1).

Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå õîòÿ áû â T−(a−1)(b−1) ïðÿìîóãîëüíèêàõ AijA(i+1)jA(i+1)(j+1)Ai(j+1)

îáå äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè êàêèõ-òî èç c ïðÿìûõ. Îöåíèì ñóììó s, ïîñ÷èòàâ
ïåðåñå÷åíèÿ a ïðÿìûõ ñ b ïðÿìûìè êàê ab, ïåðåñå÷åíèÿ c ïðÿìûõ ñ a + b ïðÿìûìè
êàê

c∑

l=1

a + b− tl,

è äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ êàê T − (a− 1)(b− 1) è ñëîæèâ â íåðàâåíñòâî

s > ab +
c∑

l=1

(a + b− tl) + T − (a− 1)(b− 1).

Óìíîæèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà 3 è ñëîæèì ñ íåðàâåíñòâîì (∗), ïîëó÷èì

3s > 2c(a + b) + 2T − 3(a− 1)(b− 1) + 3ab− 2.

Çàìåíÿÿ T ïî íåðàâåíñòâó

T > (a− 1)(b− 1) + 1

è äåëÿ îáå ÷àñòè íà 3,
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

s > 2c(a + b)

3
+

2ab + a + b− 1

3
.

(2) Âåðíî íåðàâåíñòâî

T 6 (a− 1)(b− 1).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (1) îöåíèì

s > ab +
c∑

l=1

(a + b− tl),

óìíîæèì îöåíêó íà 3 è ñëîæèì ñ íåðàâåíñòâîì (∗), ïîëó÷èì

3s > 2c(a + b) + 3ab− 2− T.

Çàìåíÿÿ T ïî íåðàâåíñòâó

T 6 (a− 1)(b− 1)

è äåëÿ îáå ÷àñòè íà 3, ïîëó÷èì

s > 2c(a + b)

3
+

2ab + a + b− 3

3
.

Îáà ñëó÷àÿ äàëè òðåáóåìóþ îöåíêó íà s. ¥

Óòâåðæäåíèå �14. Äëÿ âñåõ öåëûõ ÷èñåë
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k > 5, 1 6 j 6 [
k − 2

3
], 0 6 i 6 [

k − 2− 3j

2
] è n > (k + j)(k + j − 1)

2
+ 3

âåðíî íåðàâåíñòâî

f(n, k, k − i) > (k + j)(n− k − j + 1).

¤ Ðàññìîòðèì n ïðÿìûõ ñî ñâîéñòâàìè èç îïðåäåëåíèÿ f(n, k, k − i), äåëÿùèõ
ïëîñêîñòü RP2 íà f(n, k, k− i) îáëàñòåé. Ïî ñâîéñòâàì (à) è (á) ñóùåñòâóþò ðàçëè÷-
íûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ A è B êðàòíîñòåé k è k − i ñîîòâåòñòâåííî. Âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé (1). Êàæäàÿ èç n ïðÿìûõ íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî òî÷åê A è B. Âû-
äåëèì â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 åâêëèäîâó ïëîñêîñòü R2 òàê, ÷òîáû îáå òî÷êè A
è B îêàçàëèñü áû íà áåñêîíå÷íîñòè, à ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A, îêàçàëèñü
áû ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó B. Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå
�13 ñ

a = k, b = k − i, c = n− 2k + i

ê ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êè A,B è ê îñòàëüíûì ïðÿìûì. Âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ �13, òî åñòü íåðàâåíñòâà

a = k > 2, b = k − i > k

2
+ 1 > 2 è c = n− 2k + i > k2 + k

2
+ 3− 2k > 1

ñëåäóþò èç óñëîâèÿ k > 5. Äëÿ îöåíêè f(n, k, k − i) äîáàâèì âêëàä òî÷åê A,B è
åäèíèöó, òî åñòü

f(n, k, k − i) > s + (k − 1) + (k − i− 1) + 1

è ïîëó÷èì îöåíêó

f(n, k, k − i) > n
2

3
(2k − i)− 2k(k − i) +

1

3

(−2i2 + 8k − 4i− 6
)

(1)

Îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (1):

n
2

3
(2k − i)− 2k(k − i) +

1

3

(−2i2 + 8k − 4i− 6
)

> n(k + j)− k2 + k + j(1− j − 2k)

ñîêðàòèì îáå ÷àñòè íà nk − k2 + k, ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñ n â áîëüøóþ, à áåç n â
ìåíüøóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ñäåëàåì çàìåíó

k − 2i = 3j + u

è ïîëó÷èì

nu

3
>

(
k − 2

3

)
u +

2i2

3
+ (j − 1)(k − j − 2).

25



Ïåðåíåñåì (k − 2
3
)u â áîëüøóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà è çàìåòèì, ÷òî

2i = k − 3j − u ⇒ u > 2,

çàìåíèì n íà íå áîëüøåå åãî ÷èñëî

(k + j)(k + j − 1)

2
+ 3,

à u â áîëüøåé ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 2, çàìåíèì 2i2 íà íå ìåíüøåå ÷èñëî (k−3j−2)2

2
,

äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà 3 è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

k2 + 2kj + j2 − 7k − j + 10 > k2 + 3j2

2
− 5k + 3j + 8.

Ïåðåíåñåì âñå â áîëüøóþ ÷àñòü, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå è çàìåòèì, ÷òî

k2 − j2

2
> 2, 2kj − 2k − 4j + 2 > −2.

Ýòî âåðíî ïðè j 6 k
3
, k > 5. Ñëó÷àé (1) ðàññìîòðåí.

Ñëó÷àé (2). Îäíà èç n ïðÿìûõ (íàçîâåì å¼ l1) ïðîõîäèò ÷åðåç îáå òî÷êè A,B.
Âûäåëèì â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 åâêëèäîâó ïëîñêîñòü R2 = RP2\l1 òàê, ÷òî
k− 1 ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A, ïåðïåíäèêóëÿðíû k− i− 1 ïðÿìîé, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó B. Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå �13 ñ

a = k − 1, b = k − i− 1, c = n− 2k + i + 1

ê ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êè A, B è ê îñòàëüíûì ïðÿìûì, êðîìå óäàëåííîé
íà áåñêîíå÷íîñòü ïðÿìîé l1. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ �13, òî åñòü
íåðàâåíñòâà

a = k − 1 > 2, b = k − i− 1 > k

2
> 2 è c = n− 2k + i + 1 > k2 + k

2
+ 3− 2k > 1

ñëåäóþò èç óñëîâèÿ k > 5. Äëÿ îöåíêè çíà÷åíèÿ f(n, k, k−i) äîáàâèì âêëàä òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l1 ñ îñòàëüíûìè ïðÿìûìè è åäèíèöó, ïîëó÷èì

f(n, k, k − i) > n
(4k − 2i− 1)

3
− 2k(k − i) +

1

3

(−2i2 + 10k − 5i− 7
)

(2)

Îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (2):

n
(4k − 2i− 1)

3
− 2k(k− i) +

1

3

(−2i2 + 10k − 5i− 7
)

> n(k + j)− k2 + k + j(1− j− 2k).

Cîêðàòèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà nk − k2 + k, ñäåëàåì çàìåíó

k − 2i− 1 = 3j + u,

äîìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 3 è ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñ n è u â áîëüøóþ,
à îñòàëüíûå â ìåíüøóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà:

26



(n + 7− 3k)u > (2i− 9)i + (3kj − 3j2 − 18j).

Ïîäñòàâèì âìåñòî n íå áîëüøåå åãî ÷èñëî (k+j)(k+j−1)
2

+ 3, âìåñòî i = k−3j−u
2

,
ïåðåíåñåì âñå â áîëüøóþ ÷àñòü, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå è âûäåëèì ìíîæèòåëü
u− 1 :

(u− 1)

(
k2 − 5k

2
+

(
j2

2
+ 4− 2j

)
+

(
kj − 3j + u

2

))
+

(
k(j + 3)− (j + 1)2

)
> 0.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âñå ñãðóïïèðîâàííûå âûðàæåíèÿ íå ìåíüøå íóëÿ:

u− 1 > 0,
k2 − 5k

2
> 0,

j2

2
+ 4− 2j > 0,

kj − 3j + u

2
> 0, k(j + 3)− (j + 1)2 > 0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ (2), à çíà÷èò è óòâåðæäåíèÿ �14. ¥

Óòâåðæäåíèå �15. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k > 4, n > k + 1 âåðíî íåðà-
âåíñòâî

f(n, k) > 2n2 + (2k2 − 4k − 2)n− 2k3 + 6k2

3k − 1
(1)

¤ Ðàññìîòðèì ëþáîé íàáîð èç n ïðÿìûõ, â êîòîðîì íå áîëåå k ïðÿìûõ ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è íàáîð ïðÿìûõ äåëèò ïëîñêîñòü RP2 íà f(n, k) îáëàñòåé.
Âûáåðåì êàêóþ-òî òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè k è îáîçíà÷èì å¼ áóêâîé O, à k
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íå¼, îáîçíà÷èì ïî ïîðÿäêó l1, . . . , lk. Îñòàëüíûå n − k
ïðÿìûõ íàçîâåì îñòàâøèìèñÿ. Ýòè k ïðÿìûõ äåëÿò ïëîñêîñòü RP2 íà k äîëåé, ðàñ-
ñìîòðèì êàæäóþ äîëþ (îãðàíè÷åííóþ ïðÿìûìè li è li+1, ñ÷èòàåì lk+1 = l1.) Êàæäàÿ
èç îñòàâøèõñÿ ïðÿìûõ ïåðåñåêàåò äîëþ ïî îòðåçêó, âûáåðåì èç ýòèõ n− k îòðåçêîâ
ìàêñèìàëüíîå ïî êîëè÷åñòâó (îáîçíà÷èì åãî a) ïîäìíîæåñòâî îòðåçêîâ, ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþùèõñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Ýòî ïîäìíîæåñòâî îòðåçêîâ (ñ èíäóöèðîâàí-
íîé èç ïëîñêîñòèRP2 òîïîëîãèåé) îáðàçóåò ãðàô áåç öèêëîâ (òî åñòü ëåñ � íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå äåðåâüåâ). Äåéñòâèòåëüíî, ÷åðåç òî÷êó O è ÷åðåç äîëþ ìîæíî ïðîâåñòè
(ìûñëåííóþ) ïðÿìóþ è óïîðÿäî÷èòü îòðåçêè ïîäìíîæåñòâà ïî ïîðÿäêó (ëþáîìó èç
äâóõ, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè O) ñëåäîâàíèÿ èõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ (ìûñëåííîé) ïðÿìîé.
Òîãäà îáà êîíöà ïåðâîãî ïî ïîðÿäêó îòðåçêà ïðåäïîëàãàåìîãî öèêëà ñóòü êîíöû äâóõ
äðóãèõ îòðåçêîâ öèêëà, ðàñïîëàãàþùèõñÿ ïî îäíó ñòîðîíó äîëè îò ïåðâîãî îòðåçêà
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñåêàþùèõñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå.

Â ãðàôå áåç öèêëîâ ÷èñëî ðåáåð íå ïðåâîñõîäèò óìåíüøåííîãî íà åäèíèöó ÷èñëà
âåðøèí. Âåðøèíû ãðàôà ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïðÿìûõ li è li+1, ïîýòîìó a+1 íå ïðåâîñ-
õîäèò ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ li è li+1 ñ îñòàâøèìèñÿ (n− k) ïðÿìûìè.

Êàæäûé èç n − k − a îòðåçêîâ, íå âîøåäøèõ â ïîäìíîæåñòâî, ïåðåñåêàåò õîòÿ
áû îäèí èç îòðåçêîâ ïîäìíîæåñòâà âî âíóòðåííåé òî÷êå (èíà÷å äîáàâèëè áû åãî â
ïîäìíîæåñòâî). Ïîýòîìó n − k − a íå ïðåâîñõîäèò ñóììû (ïî òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè äîëè) óìåíüøåííûõ íà åäèíèöó êðàòíîñòåé,
òî åñòü
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n− k − a 6
k∑

j=2

ai
j(j − 1) (2)

ãäå çà ai
j îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè j â äîëè ìåæäó

ïðÿìûìè li è li+1.
Çà cj äëÿ j = 2, . . . , k îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè j, ðàñ-

ïîëîæåííûõ íà ïðÿìûõ l1, . . . , lk, êðîìå òî÷êè O. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ �2 âåðíî
ðàâåíñòâî

f(n, k) =
k∑

i=1

k∑
j=2

ai
j(j − 1) +

k∑
j=2

cj(j − 1) + k (3)

òàê êàê cj +
∑k

i=1 ai
j � ýòî êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè RP2 êðàò-

íîñòè j, îòëè÷íûõ îò òî÷êè O. Çàìåòèì, ÷òî

k∑
j=2

cj(j − 1) = k(n− k) (4)

òàê êàê êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ ïðÿìûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç k ïðÿìûõ l1 . . . , lk.
Èç ðàâåíñòâ (3) è (4) ñëåäóåò:

f(n, k)− k(n− k + 1) =
k∑

i=1

k∑
j=2

ai
j(j − 1) (5)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (1) è (2) è ñëîæèì ðåçóëüòàòû ïî âñåì i = 1, . . . , k, ïîëó÷èì

k(n− k + 1) 6
k∑

i=1

k∑
j=2

ai
j(j − 1) + 2(c2 + · · ·+ ck) (6)

Ïîäñòàâèì â (6) ðàâåíñòâî (5) è âûðàçèì f(n, k) :

f(n, k) > 2k(n− k + 1)− 2(c2 + · · ·+ ck) (7)

Îáîçíà÷èì ñóììó c2 + · · ·+ ck−1 áóêâîé s. Èç ðàâåíñòâà (4) è íåðàâåíñòâà

c2 + 2c3 + · · ·+ (k − 2)ck−1 > s

èìååì íåðàâåíñòâî:

ck 6 k(n− k)− s

k − 1
(8)

Ïîäñòàâèì (8) â (7), èñïîëüçóÿ ñóììó s :

f(n, k) > 2k(n−k+1)−2s− 2k(n− k)

k − 1
+

2s

k − 1
=

2k(n− k)(k − 2)

k − 1
+2k−2s

k − 2

k − 1
(9)

Ïî óòâåðæäåíèþ �6 âåðíî íåðàâåíñòâî
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f(n, k) > 1 +
n(n− 1)

k
+

k − 2

k
s (10)

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî (9) íà k−1, íåðàâåíñòâî (10) íà 2k è ñëîæèì, ÷òîáû ïîëó÷èòü
íåðàâåíñòâî íà f(n, k) áåç ñóììû s :

(3k − 1)f(n, k) > 2k(n− k)(k − 2) + 2k2 + 2n(n− 1) (11)

Îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

f(n, k) > 2n2 + (2k2 − 4k − 2)n− 2k3 + 6k2

3k − 1
¥

Îáîçíà÷åíèå. Çà Fm(n) (è çà fm(n)) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå (è ìèíèìàëüíîå)
÷èñëî îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà Rm ïðè äåëåíèè n ãèïåðïëîñêîñòÿìè (ðàçìåðíîñòè ãè-
ïåðïëîñêîñòåé m− 1, ðàçìåðíîñòè ÷àñòåé m.)

Ôîðìóëèðîâêà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ �16 ïðèíàäëåæèò Î.Å. Àêèìîâó (ñì.
[Àêè03], §4.1, òàáëèöà 4.6)

Óòâåðæäåíèå �16.




m > 1 =⇒ fm(n) = n + 1

m = 1 =⇒ Fm(n) = n + 1

m = 2 =⇒ Fm(n) = 1 + n(n−1)
2

n = 1 =⇒ Fm(1) = 2

n = 2, m > 2 =⇒ Fm(2) = 4

m > 2, n > 2 =⇒ Fm(n) = Fm(n− 1) + Fm−1(n− 1)

¤ Äîêàæåì íåðàâåíñòâî Fm(n) 6 Fm(n−1)+Fm−1(n−1). Èç äàííûõ n ãèïåðïëîñ-
êîñòåé âîçüìåì n−1, îíè äåëÿò ïðîñòðàíñòâîRm íå áîëåå, ÷åì íà Fm(n−1) îáëàñòåé.
Ïðîâåäåì îñòàâøóþñÿ ãèïåðïëîñêîñòü, îíà ðàçäåëèò íà äâå òå m-ìåðíûå îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà Rm (îò äåëåíèÿ n−1 ãèïåðïëîñêîñòüþ), ÷åðåç êîòîðûå îíà ïðîõîäèò. Êàæ-
äàÿ m-ìåðíàÿ îáëàñòü ïîðñòðàíñòâà Rm (îò äåëåíèÿ n−1 ãèïåðïëîñêîñòüþ), ïåðåñå-
êàþùàÿñÿ ñ îñòàâøåéñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ, âûñåêàåò íà ãèïåðïëîñêîñòè m−1-ìåðíóþ
îáëàñòü, ïðè÷åì ÷èñëî òàêèõ îáëàñòåé íå ïðåâîñõîäèò Fm−1(n − 1), òàê êàê îíè îá-
ðàçóþòñÿ ïðè äåëåíèè îñòàâøåéñÿ ãèïåðïëîñêîñòè íå áîëåå ÷åì n − 1 ïëîñêîñòüþ
ðàçìåðíîñòè n−2, îáðàçîâàííûìè ïåðåñå÷åíèåì n−1 ãèïåðïëîñêîñòüþ ñ îñòàâøåéñÿ
ãèïåðïëîñêîñòüþ. Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçäâîåííûõ îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà Rm íå ïðåâîñ-
õîäèò Fm−1(n− 1), ÷òî è äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî Fm(n) 6 Fm(n− 1) + Fm−1(n− 1).¥
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2. Ìîùíîñòü îòäåëÿåìîãî ìíîæåñòâà âåðøèí ìíîãîìåðíîãî êóáà.
2.1 Ôîðìóëèðîâêà è ìîòèâàöèÿ ãèïîòåçû.

Îáîçíà÷åíèå. Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé êóá è âïèñàííóþ â íåãî n−1-ìåðíóþ ñôåðó
ω. Áóäåì ïèñàòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü α ê ñôåðå ω îòäåëÿåò âåðøèíó
êóáà A, åñëè âåðøèíà A è öåíòð ñôåðû ω íàõîäÿòñÿ ñòðîãî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ãèïåðïëîñêîñòè α.

Ãèïîòåçà (À.Áåí-Òààë, À.Íåìèðîâñêèé, Ê.Ðîñ, [BNR02], (À.2)). Ëþáàÿ
êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê âïèñàííîé ñôåðå îòäåëÿåò íå áîëåå ÷åì 2n−2 âåðøèí
n-ìåðíîãî êóáà.

Ïðèìåð �1. Ïóñòü êîîðäèíàòû âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà áóäóò ðàâíû

(±1,±1, . . . ,±1) ∈ Rn.

Òîãäà âïèñàííàÿ ñôåðà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n = 1. Ãèïåðïëîñêîñòü

y1 + y2 =
√

2 êàñàåòñÿ âïèñàííîé ñôåðû â òî÷êå (
√

2
2

,
√

2
2

, 0, . . . , 0). Êàñàòåëüíàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü îòäåëÿåò 2n−2 âåðøèí êóáà, â òî÷íîñòè òå, ó êîòîðûõ ïåðâûå äâå êîîðäè-
íàòû ðàâíû +1.

Àâòîðû [BNR02] äîêàçàëè (ëåììà À.1), ÷òî ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê
âïèñàííîé ñôåðå îòäåëÿåò íå áîëåå ÷åì 1

3
2n âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà. Îöåíêè 1

3
2n èì

áûëî äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ñëåäóþùåé îáëàñòè.
Ìåòîäîëîãèÿ Robust îïòèìèçàöèè (ðàçâèòàÿ àâòîðàìè [BN98]) ñâîäèò NP �

òðóäíûå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà âûïóêëûõ
ìíîæåñòâàõ ïðè íåÿâíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñâîäèò ê ðàçðåøèìûì çàäà÷àì, óâåëè÷èâàÿ
êîëè÷åñòâî íåÿâíûõ îãðàíè÷åíèé. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà

min
x∈Rn

{cT x : Ax− b ∈ LN ,∀(A, b, c) ∈ Uρ}, (∗)

ãäå LN � ýòî N−ìåðíûé êîíóñ LN = {z ∈ RN : zN >
√

z2
1 + · · ·+ z2

N−1},
à ìàòðèöû A ∈ RN×n, âåêòîðû b ∈ RN , c ∈ Rn áåðóòñÿ èç ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ

Uρ =

{
(A, b, c) = (A0, b0, c0) + ρ

L∑

l=1

yl(A
l, bl, cl) : yT Qky 6 1, k = 1, . . . , K

}

äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö Qk ∈ RL×L, âåê-
òîðà y = (y1, . . . , yL) ∈ RL, ëåæàùåãî â ïåðåñå÷åíèè K ýëëèïñîèäîâ è âåùåñòâåííîãî
÷èñëà ρ ∈ R.

Çàäà÷à (*) äëÿ ρ = 1 NP � òðóäíà (ñì. [BN98]), íî îíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ (ñì.
[BNR02]) çàäà÷åé (*) äëÿ ρ′ > 1, êîòîðàÿ óæå âû÷èñëèìà. Ñîãëàñíî [BNR02], óðî-
âåíü àïïðîêñèìàöèè ρ′ îãðàíè÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

ρ′ 6

√√√√2ln

(
2

1− 2r

(
K∑

k=1

Rank(Qk)

))
.

30



Êîíñòàíòà r � ýòî ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí n-ìåðíîãî êó-
áà, îòäåëÿåìûõ êàñàòåëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè ê âïèñàííîé ñôåðå. Òî åñòü ëþáàÿ
êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü îòäåëÿåò íå áîëåå, ÷åì r2n âåðøèí êóáà.

2.2 Äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãèïîòåçû.
Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà çà

(a1, . . . , an), ãäå |ai| = 1, i = 1, . . . , n.

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ ãèïåðïëîñêîñòè è âïèñàííîé ñôåðû çà (x1, . . . , xn).
Ðàäèóñ âïèñàííîé ñôåðû ðàâåí 1, ïîýòîìó x2

1 + · · ·+ x2
n = 1. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

ãèïåðïëîñêîñòè èìååò âèä

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = 1,

ãäå ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ y1, . . . , yn. Êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü îòäåëÿåò âåðøèíó
êóáà ñ êîîðäèíàòàìè (a1, . . . , an) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

n∑
i=1

a1x1 + · · ·+ anxn > 1.

Ïðèìåð �2. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k 6 n
2
ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü

3k − 2

3k − 1
y1 +

√
3

3k − 1
y2 + · · ·+

√
3

3k − 1
y2k = 1.

Òî÷êà êàñàíèÿ ãèïåðïëîñêîñòè è ñôåðû èìååò êîîðäèíàòû:
(

3k − 2

3k − 1
,

√
3

3k − 1
, . . . ,

√
3

3k − 1
, 0, . . . , 0

)
.

Âåðøèíà êóáà ñ êîîðäèíàòàìè (a1, . . . , an) îòäåëåíà ãèïåðïëîñêîñòüþ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a1 = 1 è ñðåäè ÷èñåë a2, a3, . . . , a2k åñòü íå ìåíåå k åäèíèö. ”Òîëüêî
òîãäà” ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

√
3

3k − 1
a2 + · · ·+

√
3

3k − 1
a2k >

√
3

3k − 1
è 3k − 2

3k − 1
+

√
3

3k − 1
> 1.

”Òîãäà” ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ
√

3

3k − 1
a2 + · · ·+

√
3

3k − 1
a2k 6

√
3(2k − 1)

3k − 1
6 1 +

3k − 2

3k − 1
,

òî åñòü ó îòäåëåííîé âåðøèíû ïåðâàÿ êîîðäèíàòà a1 = 1 è ñðåäè ÷èñåë a2, . . . , a2k

áîëåå ïîëîâèíû ïîëîæèòåëüíûõ.
Âñåãî ýòà ãèïåðïëîñêîñòü îòäåëÿåò 2n−2 âåðøèí êóáà.

Òåîðåìà �2. Äëÿ n-ìåðíîãî êóáà ïðè n 6 6 ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
ê âïèñàííîé ñôåðå îòäåëÿåò íå áîëåå 2n−2 âåðøèí êóáà. Òî åñòü äëÿ âñÿêèõ n 6 6
÷èñåë x1, x2, . . . , xn ñî ñâîéñòâîì x2

1+x2
2+· · ·+x2

n = 1 êîëè÷åñòâî N(x) íàáîðîâ n ÷èñåë
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a1, a2, . . . , an, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî +1 èëè −1, òàêèõ, ÷òî a1x1+a2x2+· · ·+anxn >
1, íå ïðåâîñõîäèò 2n−2.

¤ Ïðè n 6 5 äîáàâèì ôèêòèâíûå ÷èñëà xn+1 = xn+2 = · · · = x6 = 0 è ñâåäåì
òåîðåìó �2 ê ñëó÷àþ n = 6. Ïðè çàìåíå çíàêîâ ó ÷èñåë xi êîëè÷åñòâî N(x) íàáîðîâ
6 ÷èñåë a1, . . . , a6, êàæäîå èç êîòîðûõ +1 èëè −1, òàêèõ, ÷òî a1x1 + a2x2 + a3x3 +
a4x4 + a5x5 + a6x6 > 1, íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì x1, . . . , x6 > 0.

Ôèêñèðóåì è óïîðÿäî÷èì ÷èñëà x1 > x2 > x3 > x4 > x5 > x6 > 0. Íàçîâåì íàáîð
6 ÷èñåë a1, . . . , a6 èñêîìûì, åñëè êàæäîå èç íèõ ðàâíî +1 èëè −1 è âåðíî íåðàâåíñòâî
a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + a6x6 > 1. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé (à). Âåðíî íåðàâåíñòâî

−x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 6 1.

Äëÿ âñÿêîãî èñêîìîãî íàáîðà a1, . . . , a6 èìååì a1 = 1. Âåðíî íåðàâåíñòâî

x1 +
6∑

i=2

(−ai)xi < 1, òàê êàê èíà÷å ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå:

2 > 2x1 = (a1 + 1)x1 =

(
6∑

i=1

aixi

)
+

(
x1 +

6∑
i=2

(−ai)xi

)
> 1 + 1 = 2.

Ïîýòîìó ÷èñëî èñêîìûõ íàáîðîâ N(x) íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû îò êîëè÷åñòâà âñå-
âîçìîæíûõ íàáîðîâ èç 5 ÷èñåë a2, . . . , a6 +1 èëè −1 êàæäîå, ò.å. N(x) 6 16. Ñëó÷àé
(à) ðàçîáðàí.

Òåïåðü, èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà

−x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1,

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà (èñïîëüçóåìûå â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ). Ïðèìåíèì
íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ê ÷èñëàì x1, x2, x3, x4 è ïîëó÷èì

x1 + x2 + x3 + x4

4
6

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

4
6 1

2
,

ïîýòîìó âåðíû íåðàâåíñòâà:

x1 + x2 + x3 + x4 6 2 è x2 + x4 6 1.

Ïðåäïîëîæèâ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

x1 + x2 − x3 + x4 − x5 − x6 > 1

è ñëîæèâ åãî ñ èñõîäíûì (äëÿ ñëó÷àåâ (á) è (â)) íåðàâåíñòâîì

−x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1,

ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì x2 + x4 6 1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

x1 + x2 − x3 + x4 − x5 − x6 < 1
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è ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî èñêîìîãî íàáîðà, ñîäåðæàùåãî íå ìåíåå ÷åì òðè
−1. Ýòîò (ãèïîòåòè÷åñêè âîçìîæíûé) íàáîð a1 = a2 = a3 = 1, a4 = a5 = a6 = −1.
Îòìåòèì, ÷òî èñêîìûõ íàáîðîâ ñ íå áîëåå, ÷åì îäíîé −1, ðîâíî 7 (òàê êàê âñåãî
íàáîðîâ 6 ÷èñåë ñ íå áîëåå, ÷åì îäíîé −1, ðîâíî 7), è äëÿ îöåíêè ÷èñëà èñêîìûõ
íàáîðîâ N(x) îñòàëîñü ðàññìîòðåòü èñêîìûå íàáîðû ñ äâóìÿ −1.

Ñëó÷àé (á). Âåðíû íåðàâåíñòâà

−x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1 è − x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − x6 6 1.

Ïðåäïîëîæèâ äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

x1 − x2 + x3 − x4 + x5 + x6 > 1

è îãðóáèâ ïðåäïîëîæåííîå äî x1 + x6 > 1, ïåðåìíîæèì äâà ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâà,

x6 > 1− x1 è x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1 + x1, ïîëó÷èì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

1− x2
1 = x2

2 + · · ·+ x2
6 > x6(x2 + · · ·+ x6) > 1− x2

1.

Ïðîòèâîðå÷èå ïðèâåëî ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:

−x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − x6 6 1 è x1 − x2 + x3 − x4 + x5 + x6 6 1,

îòêóäà èñêîìûõ íàáîðîâ ñ äâóìÿ −1 íå áîëåå 8. Ïåðå÷èñëèì âñå (ãèïîòåòè÷åñêè
âîçìîæíûå) èñêîìûå íàáîðû ñ äâóìÿ −1 :

a2 = a5 = −1; a2 = a6 = −1; a3 = a4 = −1; a3 = a5 = −1;

a3 = a6 = −1; a4 = a5 = −1; a4 = a6 = −1; a5 = a6 = −1.

Ñëîæèì îöåíêè êîëè÷åñòâ èñêîìûõ íàáîðîâ, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå îäíîé, ðîâíî äâå
è õîòÿ áû òðè −1, ïîëó÷èì N(x) 6 7 + 8 + 1 = 16.

Ñëó÷àé (â). Âåðíû íåðàâåíñòâà

−x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1 è − x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − x6 > 1.

Ïðåäïîëîæèâ äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

x1 + x2 − x3 + x4 − x5 + x6 > 1

è ñëîæèâ åãî ñ èñõîäíûì â ñëó÷àå (â) íåðàâåíñòâîì

−x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − x6 > 1,

ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì x2+x4 6 1. Ïîýòîìó èñêîìûõ íàáîðîâ ñ äâóìÿ
−1 íå áîëåå 6. Ïåðå÷èñëèì âñå (ãèïîòåòè÷åñêè âîçìîæíûå) èñêîìûå íàáîðû ñ äâóìÿ
−1:

a1 = a6 = −1; a2 = a6 = −1; a3 = a6 = −1;

a4 = a5 = −1; a4 = a6 = −1; a5 = a6 = −1.
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Ñëîæèì îöåíêè êîëè÷åñòâ èñêîìûõ íàáîðîâ, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå îäíîé, ðîâíî äâå
è õîòÿ áû òðè −1, ïîëó÷èì N(x) 6 7 + 6 + 1 = 14. ¥

Çàìå÷àíèå. Ãèïåðïëîñêîñòü 1√
n
y1 + 1√

n
y2 + · · ·+ 1√

n
yn = 1, êàñàþùàÿñÿ ñôåðû â

òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè ( 1√
n
, 1√

n
, . . . , 1√

n
), îòäåëÿåò ðîâíî

∑
i< n−√n

2

Ci
n âåðøèí êóáà.

¤ Ïóñòü êîîðäèíàòû îòäåëÿåìîé âåðøèíû êóáà ñîñòîÿò èç k åäèíèö è n − k
ìèíóñ åäèíèö, òîãäà k− (n− k) >

√
n, òî åñòü n− k < n−√n

2
. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò Cn−k
n âåðøèí êóáà ñ ðîâíî n− k îòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. ¥

Òåîðåìà �3. Äëÿ n > 3 ãèïåðïëîñêîñòü 1√
n
y1 + 1√

n
y2 + · · ·+ 1√

n
yn = 1 îòäåëÿåò

ìåíåå, ÷åì 2n−2 âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà. Òî åñòü (èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå) äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > 3 âåðíî íåðàâåíñòâî:

∑

06i< n−√n
2

Ci
n < 2n−2.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà: äëÿ 3 6 n 6 15 âû÷èñëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ÿâíî.
Äëÿ n > 16 ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî ÷åðåç ñóììó ”öåíòðàëüíûõ” Ck

n, îöåíèì ïîñëåä-
íèå ïî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà, à èõ ñóììó ÷åðåç

∫
e−

t2

2 dt.

Øàã 1. Ñîñòàâèì òàáëèöó èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà è ÷èñëà dn−√n
2
e � êîëè-

÷åñòâà ó÷àñòâóþùèõ â ñóììèðîâàíèè Ci
n äëÿ 3 6 n 6 15 :




n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

dn−√n
2
e 1 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 6 6∑

Ci
n 1 1 6 7 29 37 46 176 232 794 1093 3473 4944

2n−2 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192




Çà dxe è bxc îáîçíà÷èì âåðõíþþ è íèæíþþ öåëûå ÷àñòè ÷èñëà x ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ n > 16, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè Ci

n = Cn−i
n è n−dn−√n

2
e = bn+

√
n

2
c, ïåðåïèøåì

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî:
bn+

√
n

2
c∑

i=dn−√n
2

e

Ci
n > 2n−1.

Øàã 2. Îöåíèì Ci
n ñíèçó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà n! = (n

e
)n · (√2πn e

θn

12n ),
ãäå 0 6 θn 6 1, è ôóíêöèþ ýíòðîïèè H(x) = −x log2 x− (1− x) log2 (1− x) :

Ci
n =

n!

i!(n− i)!
=

ni · nn−i

ii · (n− i)n−i
·
(√

2πn

2πi 2π(n− i)
· e

θn

12n
− θi

12i
− θn−i

12(n−i)

)
>

> 2nH(
i
n

) ·
(√

2

π
·
√

n

4i(n− i)
· e−

1
3
· n
4i(n−i)

)
.

Ââåäåì âåëè÷èíó t = i
n
− 1

2
, âûðàçèì ÷åðåç íåå äðîáü
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4i(n− i)

n
=

4
(

n
2

+ nt
) (

n
2
− nt

)

n
= n(1−4t2) è îöåíêó Ci

n > 2nH(t+
1
2
)

√
2

π
· e

− 1
3n(1−4t2)

√
n(1− 4t2)

.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(t) := 2nH(t+
1
2
)−n · e

2nt2− 1
3n(1−4t2)

√
1− 4t2

íà îòðåçêå |t| 6 1

2
√

n
,

îòðåçîê ïîëó÷èëñÿ èç íåðàâåíñòâà |i− n
2
| 6

√
n

2
. Ïðåîáðàçóåì îñíîâàíèå è ïîêàçàòåëü

ñòåïåíè

2nH(t+
1
2
)−n = 2n(−(

1
2
+t)log2(1+2t)−(

1
2
−t)log2(1−2t)) = e

−n
2

ln(1−4t2)−nt ln(
1+2t
1−2t

)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

h(t) := ln(f(t)) = 2nt2− 1

3n(1− 4t2)
−nt ln

(
1 + 2t

1− 2t

)
−n + 1

2
ln(1−4t2) ïðè |t| 6 1

2
√

n
.

Ôóíêöèÿ h(t) ÷åòíàÿ è h(0) = − 1
3n

. Ïîêàæåì, ÷òî h′(t) > 0 ïðè 0 6 t 6 1
2
√

n
. Ïðî-

äèôôåðåíöèðóåì âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ h(t), ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå
è ðàçëîæèì âòîðóþ ãðóïïó ñëàãàåìûõ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 2t :

h′(t) =

(
2t

1− 4t2
− 8t

3n(1− 4t2)2

)
+

(
2t

1− 4t2
+ 4nt− n ln(

1 + 2t

1− 2t
)

)

=
2t

1− 4t2

(
1− 4

3n(1− 4t2)

)
+

( ∞∑

k=0

(2t)2k+1 − 2n
∞∑

l=1

(2t)2l+1

2l + 1

)

>
(

2t

1− 4t2
41

45

)
+

( ∞∑

k=0

(2t)2k+1

(
1− 2n(2t)2

2k + 3

))
> 0.

Íåðàâåíñòâà âåðíû, òàê êàê

n > 16, 0 6 t 6 1

8
è n(2t)2 6 1.

Èç ÷åòíîñòè ôóíêöèè h(t) è íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè h′(t) äëÿ 0 6 t 6 1
2
√

n

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà:

h(t) > h(0) = − 1

3n
è f(t) > f(0) = e−

1
3n äëÿ |t| 6 1

2
√

n
.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà Ci
n ñíèçó:

Ci
n > f(t)2n

√
2

πn
e−2nt2 > 2n

√
2

πn
e−2nt2− 1

3n , ïðè n|t| = |i− n

2
| 6

√
n

2
.
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Øàã 3. Èç ðàâåíñòâà âòîðîé ïðîèçâîäíîé (e−
x2

2 )′′ = (x2−1)e−
x2

2 ïîëó÷èì âûïóê-
ëîñòü ââåðõ ôóíêöèè e−

x2

2 ïðè |x| < 1. Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a, b], ãäå −1 6 a < b 6 1,
âåðíî íåðàâåíñòâî

b∫

a

e−
x2

2 dx 6 (b− a)e−
(a+b)2

8 ,

ïîñêîëüêó êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ
{

(x, y)|a 6 x 6 b, 0 6 y 6 e−
x2

2

}

â ñèëó âûïóêëîñòè ñîäåðæèòñÿ â òðàïåöèè, îòñåêàåìîé êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó y =

e−
x2

2 â òî÷êå
(

a+b
2

, e−
(a+b)2

8

)
îò ïîëóïîëîñû {(x, y)|a 6 x 6 b, 0 6 y} . Àíàëîãè÷íî

(ïðè b < 2 ñîäåðæàùàÿ òðàïåöèÿ íå âûðîæäàåòñÿ â ëîìàíóþ) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∫ 1

a

e−
x2

2 dx 6 (b− a)e−
(a+b)2

8 äëÿ ëþáûõ ÷èñåë − 1 6 a <
a + b

2
< 1 < b < 2.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îòðåçêà
(
dn−√n

2
e, bn+

√
n

2
c
)
çà In. Äëÿ êàæäîãî

èíäåêñà i ∈ In îáîçíà÷èì ÷èñëî 2
√

n( i
n
− 1

2
) çà xi, òîãäà èç îöåíêè Ci

n ñíèçó â øàãå 2
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

∑
i∈In

Ci
n > 2n

√
2

πn
e−

1
3n

∑
i∈In

e−
x2

i

2 .

Îöåíèì e−
x2

i

2 ñíèçó: e−
x2

i

2 >
√

n

2

min{xi+
1√
n

,1}∫

max{xi− 1√
n

,−1}

e−
x2

2 dx.

Çàìåòèì, ÷òî maxi∈In{xi} > 1− 2√
n

, mini∈In{xi} < −1+
2√
n

, è îöåíèì ñíèçó ñóììó èíòåãðàëîì:

∑
i∈In

Ci
n > 2n

√
1

2π
e−

1
3n

1− 1√
n∫

−1+ 1√
n

e−
x2

2 dx.

Øàã 4. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà

e−x > 1− x ïðè 0 > x > 1, π <
22

7
è n > 16,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà:

e−
1
3n > 1− 1

3n
> 44

45
,

1√
2π

>
1

2

√
7

11
è
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1− 1√
n∫

−1+ 1√
n

e−
x2

2 dx >

3
4∫

−3
4

(
1− x2

2

)
dx =

87

64
.

Ïîýòîìó
∑
i∈In

Ci
n > 2n−1

√
77

81

87

80
> 2n−1. ¥

Êîììåíòàðèé 1. Â ïðåäåëå n →∞ ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîôôèöèåíòîâ, äåëåí-
íàÿ íà 2n, ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîìó (ãàóññîâîìó) ðàñïðåäåëåíèþ, òî åñòü:

2−n
∑

06i< n−√n
2

Ci
n →

1√
2π

−1∫

−∞

e−
t2

2 dt ≈ 0.158 < 0.25

Êîììåíòàðèé 2. Â êíèãå À.Í. Øèðÿåâà [3], ãë. 3, ïàð. 11, ñòð. 475, ñôîðìóëè-
ðîâàíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à (�2). Ïóñòü ak � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ôèêñèðîâàííîé äèñïåð-
ñèåé è êîíå÷íûì òðåòüèì ìîìåíòîì, òî åñòü Eak = 0, Dak = σ2, E|ak|3 < ∞. Òîãäà
âåðíà îöåíêà îòêëîíåíèÿ âåðîÿòíîñòè P îò èíòåãðàëà ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

∣∣∣∣∣∣
P (

a1 + · · ·+ an

σ
√

n
< x)− 1√

2π

x∫

−∞

e−
t2

2 dt

∣∣∣∣∣∣
6 cE|a1|3

σ3
√

n(1 + |x|)3
.

Äîêàçàâ ýòó çàäà÷ó ñ ìàëîé êîíñòàíòîé c è ïðèìåíèâ åå ñ x = −1, ìîæíî ïîëó÷èòü
åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �3.
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3. Ñåðèè ñïåöèàëüíûõ è ðåòðàãèðóåìûõ ñïàéíîâ.
Ñïàéí � ýòî äâóìåðíûé ïîëèýäð ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà ìûëüíîé ïëåíêè, ïîëó-

÷àåìûé èç òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ îïåðàöèåé, ïîõîæåé íà äåôîðìàöèîííóþ ðå-
òðàêöèþ.

Ñóùåñòâóþò ðàçíûå âèäû ñïàéíîâ � ïðîñòûå, ëîæíûå ïîâåðõíîñòè, ñïåöèàëüíûå.
Êàêîé-íèáóäü ñïàéí äîâîëüíî ëåãêî ïîëó÷èòü èç òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ ïóòåì
êîëëàïñèðîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ òåòðàýäðîâ. Îäíàêî ó âñÿêîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ (èç çàìêíóòûõ íàäî óäàëèòü äèñê) ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé ñïàéí. Îñîáåííîñòè
ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà îáðàçóþò ãðàô ñòåïåíè 4, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì îñòî-
âîì ñïàéíà (êàê êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà).

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò îïðåäåëåíû è ðàññìîòðåíû òîëüêî ñïåöèàëüíûå ñïàéíû.
Îñîáåííî èíòåðåñíû ñïåöèàëüíûå ñïàéíû ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé (â ïðåäñòàâëå-
íèè ïîëèýäðà â âèäå êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà). Âîçìîæíîñòü óòîëùåíèÿ òàêîãî ñïàéíà
äî îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè â ìíîãîîáðàçèè (ñ êðàåì) ìåòðèêó
ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, òî åñòü ïîëó÷èòü ãèïåðáîëè÷åñêîå íåçàìêíóòîå ìíîãî-
îáðàçèå (ñì [FMP03]).

Óäàëèì äèñê èç äâóìåðíîé êëåòêè, îñòàíåòñÿ ïîëèýäð, ðåòðàãèðóþùèéñÿ íà ñâîþ
ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü � îêðóæíîñòü óäàëåííîãî äèñêà (ñì. ëåììó �3 ýòîãî ïàðà-
ãðàôà). Ñóùåñòâóåò ìíîãî òàêèõ ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé
� êàê ìèíèìóì 3(6

√
2)n−4, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå îñîáåííîñòåé ñïàéíà (ñì.

ëåììó �2).
Îêðåñòíîñòü êàæäîé âåðøèíû ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà ãîìåîìîðôíà êîíóñó íàä ïîë-

íûì ãðàôîì èç 4 âåðøèí. Îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè ðåáåð ãðàôà îñîáåííîñòåé ñïå-
öèàëüíîãî ñïàéíà ãîìåîìîðôíà êîíóñó íàä îêðóæíîñòüþ ñ äèàìåòðîì.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû ðàññìîòðåíèåì îêðåñòíîñòè ãðàôà îñî-
áåííîñòåé ñ ñïåöèàëüíîì ñïàéíå. Ïðè ýòîì ãðàíèöû äâóìåðíûõ êëåòîê (ñåìåéñòâî
îêðóæíîñòåé) îòîáðàæàþòñÿ íà ãðàô îñîáåííîñòåé (ïðè ïîñòðîåíèè êëåòî÷íîãî êîì-
ïëåêñà) òàê, ÷òî ó êàæäîãî ðåáðà ãðàôà ïðîîáðàç ñîñòîèò èç òðåõ îòðåçêîâ (íå îáÿ-
çàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ íà ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòÿõ).

Ëåììà �1 äàåò òî÷íóþ îöåíêó (ñ ïðèìåðîì) íà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äâó-
ìåðíûõ êëåòîê (òî åñòü íà êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé) ïðè ôèêñèðîâàííîì
÷èñëå âåðøèí ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà.

Ëåììà �2 ñòðîèò 3(6
√

2)n−4 ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ ñ îäíîé äâóìåðíîé
êëåòêîé è n âåðøèíàìè äëÿ ÷åòíîãî n. Â ëåììå (2) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí ãðàô
îñîáåííîñòåé.

Ëåììà �3 äîêàçûâàåò ïðåäïîëîæåíèå À.Ò. Ôîìåíêî î òîì, ÷òî îêðåñòíîñòè ãðà-
ôîâ îñîáåííîñòåé ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ ðåòðàãèðóþòñÿ íà ñâîþ ãðàíèöó (ãðàíèöó
îêðåñòíîñòè).

3.1 Îöåíêà êîëè÷åñòâà äâóìåðíûõ êëåòîê ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ.
Ëåììà �1. Äàí ñâÿçíûé ãðàô G ñ n âåðøèíàìè ñòåïåíè 4 êàæäàÿ (âîçìîæíî

ñ ïåòëÿìè è êðàòíûìè ðåáðàìè). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî öèêëîâ C íà ãðàôå ñ
ñâîéñòâîì:
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Êàæäîå ðåáðî ãðàôà ïðèíàäëåæèò ðîâíî òðåì öèêëàì è ýòè òðè öèêëà ïðè ïîä-
õîäå ê âåðøèíå ïåðåõîäÿò íà òðè âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà, òî åñòü êàæäûé öèêë
ïåðåõîäèò íà ñâîå ðåáðî, ñì. ðèñ. 1. Òîãäà

(à) ÷èñëî öèêëîâ â ëþáîì ñåìåéñòâå íå ïðåâîñõîäèò 2n+1 ïðè n > 3 è íå ïðåâîñ-
õîäèò 2n + 2 ïðè n = 1, 2.

(á) Äëÿ ãðàôîâ ñ ðèñ. 2(à) åñòü ñåìåéñòâî èç 2n + 1 öèêëà ïðè n > 3 è èç 2n + 2
öèêëà ïðè n = 1, 2.

¤ Ðèñ. 2(á) åñòü äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (á) ëåììû.
Äîêàæåì ïóíêò (à):
Ðàññìîòðèì îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G è åãî îêðåñòíîñòü D â ãðàôå G, ñì. ðèñ. 3.

Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà öèêëîâ ñ ãðàôîì D � ýòî ñåìåéñòâî I èç 3n + 3
îòðåçêà. Ðàññìîòðèì òðîéêó öèêëîâ, èìåþùèõ îáùóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó îñòîâíîãî
äåðåâà. Õîòÿ áû 2 èç íèõ ñîäåðæàò ïî êðàéíåé ìåðå ïî 2 îòðåçêà èç ñåìåéñòâà I. Ïóñòü
a � ÷èñëî öèêëîâ, ñîäåðæàùèõ ðîâíî îäèí îòðåçîê èç ñåìåéñòâà I, òîãäà a 6 n + 1.
Îöåíèì îáùåå ÷èñëî öèêëîâ:

a +
3n + 3− a

2
=

3n + 3 + a

2
≤ 2n + 2.

Ïåðåáðàâ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ïîëó÷èì, ÷òî ïðè n > 3 ÷èñëî öèêëîâ íå ïðåâîñ-
õîäèò 2n + 1. ¥

Îïðåäåëåíèå.Äâóìåðíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ P íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñïàé-
íîì íåçàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M3, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ.

(à) Êîìïëåêñ P âëîæåí â ìíîãîîáðàçèå M3 è ãîìåîìîðôíû ïðîñòðàíñòâà:

M3 \ P ≈ ∂M3 × [0, 1),

(á) Äëÿ êàæäîé òî÷êè èç êîìïëåêñà P ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü â êîìïëåêñå P ,
ãîìåîìîðôíàÿ êîíóñó èëè íàä îêðóæíîñòüþ, èëè íàä îêðóæíîñòüþ ñ äèàìåòðîì, èëè
íàä îêðóæíîñòüþ ñ 3 ðàäèóñàìè, ñì. ðèñ. 4. Òî÷êè òðåòüåãî òèïà íàçîâåì âåðøèíàìè
ïîëèýäðà P . Òî÷êè âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ íàçîâåì îñîáûì ãðàôîì ïîëèýäðà P .

(â) Êîìïëåêñ P áåç îñîáîãî ãðàôà ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äèñêîâ.
Îñîáûé ãðàô áåç ñâîèõ âåðøèí ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ èíòåðâàëîâ.

Ñëåäñòâèå ëåììû �1. Ïóñòü êðàé êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî íåçàìêíóòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M3 ñîñòîèò èç N ñôåð ñ gi ðó÷êàìè, òî åñòü ∂M3 ≈

⊔N
i=1 S2

gi
. Òîãäà

÷èñëî âåðøèí n â ñïåöèàëüíîì ñïàéíå M3 (åñëè îíî íå ðàâíî 1 èëè 2) îöåíèâàåòñÿ
ñíèçó:

n > |
N∑

i=1

(1− gi)− 1|.

¤ Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç ïðèìåíåíèÿ ëåììû 1 è ïîäñ÷åòà ýéëåðîâîé õàðàê-
òåðèñòèêè χ(M).

Ðàññìîòðèì ïîëíûå ñôåðû ñ gi ðó÷êàìè S3
gi

(ïîëíîòîðèÿ). Òàê êàê ñôåðà S3 äî-
ïóñêàåò ðàçáèåíèå Õåãîðà ëþáîãî ðîäà, òî

χ(S3
gi
) =

χ(S2
gi
)

2
= 1− gi.
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Çàêëåèì ãðàíèöó ìíîãîîáðàçèÿ M3 ïîëíûìè ñôåðàìè ñ gi ðó÷êàìè S3
gi
, ïîëó÷èòñÿ

çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå

M3

N⋃
i=1

S3
gi
.

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà òðåõìåðíîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà íóëþ, ïî-
ýòîìó

χ(M3) =
N∑

i=1

(1− gi).

Ñïåöèàëüíûé ñïàéí M3 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí M3, à çíà÷èò ó íèõ îäèíà-
êîâûå ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè, òî åñòü

χ(M3) = n− 2n + c,

ãäå c � ýòî êîëè÷åñòâî äâóìåðíûõ ãðàíåé ó ñïàéíà, îíî æå êîëè÷åñòâî öèêëîâ è
ïî ëåììå �1 âåðíû íåðàâåíñòâà

1 6 c 6 2n + 1 ïîýòîìó 1− n 6 χ(M3) 6 n + 1 ¥

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé (íàïðèìåð,
ïîëó÷àåìûõ â ñëåäóþùåé ëåììå �2) êîëè÷åñòâî ãðàíåé c = 1, ïîýòîìó îöåíêà â
ñëåäñòâèè ëåììû �1 äëÿ òàêèõ ñïàéíîâ òî÷íà.

3.2 Ñåðèÿ ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé.
Äëÿ ÷åòíîãî n > 2 ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè R2 ãðàô Gn èç n âåðøèí ñòåïåíè 4,

ñì. ðèñ. 5. Ðàññìîòðèì n
2

+ 2 îêðóæíîñòåé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
(2k, 0), ãäå k = 1, 2, . . . , n

2
+ 2 è n

2
− 1 îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1

2
ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ

(2k + 4, 3
2
), ãäå k = 1, 2, . . . , n

2
− 1.

Ëåììà �2. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî n > 4 ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì 3 · (6√2)n−4

îðèåíòèðóåìûõ ñïàéíîâ ñ îñîáûì ãðàôîì Gn è ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé.
¤ Äîêàæåì ëåììó �2 èíäóêöèåé ïî n. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ñàìè ñïàéíû, à

îêðåñòíîñòè èõ îñîáîãî ãðàôà Gn, ò.å. ïðîêîëåì äâóìåðíóþ êëåòêó. Íà ðèñ. 6 èçîá-
ðàæåíà îêðåñòíîñòü G2. Äëÿ G2 âîçüìåì ïîëó÷åííóþ ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü è åå
òðè îòðåçêà, ïðîõîäÿùèõ âäîëü äóãè (5, 0) → (6,−1) → (7, 0). Ïåðåéäåì ê n = 4,
òî åñòü äîáàâèì ê G2 åùå 2 îêðóæíîñòè. Ïðîäîëæèì ýòè òðè îòðåçêà ãðàíè÷íîé S1

âäîëü äîáàâëåííûõ îêðóæíîñòåé: íà êàæäóþ èç íèõ îäèí ïðîäîëæåííûé îòðåçîê
íàìîòàåòñÿ 2 ðàçà, è åùå îäèí íàìîòàåòñÿ 1 ðàç, ñì. ðèñ. 7. Íà êàæäóþ äîáàâëåííóþ
îêðóæíîñòü îêðåñòíîñòü ãðàôà ïðîäîëæàåòñÿ 6 ñïîñîáàìè (ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòè-
ðóåìîñòè). Âûáîð òðåõ îòðåçêîâ íåîäíîçíà÷åí (èõ ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåæäó ñîáîé 6
ñïîñîáàìè, è äóãó (5, 0) → (6,−1) → (7, 0) ìîæíî ïåðåïóòàòü ñ äóãîé (5, 0) → (6, 1)),
ïîýòîìó äëÿ n = 4 íàéäåíî 6·6

6·2 = 3 ñïàéíà. Ïîëó÷åííûå ñïàéíû íå ãîìåîìîðôíû
äðóã äðóãó, òàê êàê åñëè ó ãîìåîìîðôíûõ ñïàéíîâ âûäåëåííûå îòðåçêè ñîâïàäóò, òî
äàëüøå âñå ïðîäîëæåíèÿ ñîâïàäóò.
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Ïåðåéäåì òåïåðü îò n ê n + 2: äîáàâëåíèå åùå äâóõ îêðóæíîñòåé äàåò 6 · 6 âà-
ðèàíòîâ ïðîäîëæåíèÿ îêðåñòíîñòè áûâøåãî îñîáîãî ãðàôà íà íîâûé îñîáûé ãðàô
(àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó G2 → G4). Îäíàêî íà ïðîøëîì øàãå n − 2 → n äîáàâëÿåìûå
îêðóæíîñòè áûëè îäèíàêîâû, à òåïåðü íà îäíîé èç íèõ âèñÿò åùå 2 îêðóæíîñòè,
çíà÷èò íà øàãå n − 2 → n ïîëó÷àåì óäâîåíèå ÷èñëà âàðèàíòîâ îò òîãî, íà êàêóþ
èç 2 íåñèììåòðè÷íûõ îêðóæíîñòåé áóäåò íà÷àòî ïðîäîëæåíèå îêðåñòíîñòè îñîáîãî
ãðàôà. ¥

Îïðåäåëåíèå. Ñëîæíîñòü òðåõìåðíîãî íåçàìêíóòîãî îðèåíòèðóåìîãî ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó âåðøèí åãî ñïåöèàëü-
íîãî ñïàéíà.

Ñëåäñòâèå ëåììû �2 è òåîðåì èç [FMP03]. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî ÷èñëà n >
4 ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì 3 · (6

√
2)n−4 êîìïàêòíûõ íåçàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ

ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè n ñ ãåîäåçè÷åñêîé ãðàíèöåé.

3.3 Ñïåöèàëüíûå ñïàéíû ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé �
� àíàëîãè ïðèìåðîâ Àäàìñà.

Ëåììà �3. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè îñîáûõ ãðàôîâ G ñïåöèàëüíûõ
ñïàéíîâ, èìåþùèõ îäíó äâóìåðíóþ êëåòêó. Âñå ýòè îêðåñòíîñòè ðåòðàãèðóþòñÿ íà
ñâîþ ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1

0 (òî åñòü íà ãðàíèöó äèñêà, âûáðîøåííîãî èç äâó-
ìåðíîé êëåòêè ñïàéíà).

¤ Èñïîëüçóåì òåîðèþ ïðåïÿòñòâèé: åñëè ãðàíèöà äèñêà îòîáðàæàåòñÿ íà îêðóæ-
íîñòü S1

0 ñî ñòåïåíüþ 0, òî îòîáðàæåíèå ãðàíèöû ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ âñåãî
äèñêà íà îêðóæíîñòü S1

0 .
Ñæèìàÿ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü P îñîáîãî ãðàôà G, ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå ãðà-

íèöû îêðåñòíîñòè íà îñîáûé ãðàô f : S1
0 → G.

Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó ãðàôà G, òîãäà íà õîòÿ áû îäíî èç 4 âûõîäÿùèõ
èç íåå ðåáåð (ïóñòü íà ðåáðî e) ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü S1

0 îòîáðàæàåòñÿ ñî ñòåïåíüþ
+1 èëè -1, ñì. ðèñ. 8. Òåïåðü âåñü îñîáûé ãðàô áåç ðåáðà e (ò.å. G \ e) îòîáðàæàåì
â ïðîèçâîëüíóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó x0 ∈ S1

0 íà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè, à ðåáðî e
îòîáðàæàåì íà ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñî ñòåïåíüþ +1 èëè -1 ñîîòâåòñòâåííî (îòîá-
ðàæåíèþ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè íà ýòî ðåáðî e). À ñàìó îêðóæíîñòü S1

0 êàê ÷àñòü
îäíîìåðíîãî îñòîâà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè îòîáðàçèì íà ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü
S1

0 òîæäåñòâåííî.
Ñîåäèíèì òî÷êó x0 ñ òî÷êîé (íåâàæíî êàêîé) èç îñòàòêà îñîáîãî ãðàôà G\e ïóòåì

m (îòðåçêîì, íåïåðåñåêàþùèì îñîáûé ãðàô G) è îòîáðàçèì ïóòü m â òî÷êó x0, ñì.
ðèñ. 9.

Ïðåäñòàâèì ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü P â âèäå êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà ñ îäíîìåð-
íûì îñòîâîì

G ∪ S1
0 ∪m.

Òîãäà ãðàíèöà äâóìåðíîé êëåòêè ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè P

∂(P \ (G ∪ S1
0 ∪m))

îòîáðàæàåòñÿ ñî ñòåïåíüþ 0 íà ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1
0 . Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå

ãðàíèöû ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ âñåé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè P, ñîõðà-
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íèâ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè íà ñåáÿ. Òî åñòü ïîëó÷èëàñü
ðåòðàêöèÿ ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè íà ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü. ¥

Àäàìñ ðàññìàòðèâàë òðîéíîé ëèñò Ìåáèóñà, ñîåäèíåííûé ëåíòî÷êîé ñ îáû÷íûì
ëèñòîì è ðåòðàãèðîâàë åå íà ãðàíèöó.
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4. Ïðèìåð ïðÿìîé áåç âåùåñòâåííûõ òî÷åê, ëåæàùåé
â ïåðåñå÷åíèè òðåõ êîìïëåêñíûõ êâàäðèê.
4.1 Âîçíèêíîâåíèå çàäà÷è èç òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì î÷åíü âàæíûì îêàçàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèÿ,
âîçíèêàþùèå èç äâèæåíèÿ òðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà (íàïðèìåð, ñ çàêðåïëåííîé
òî÷êîé, â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñâÿçêè äâóõ òåë, òî åñòü òåëà ñ âñòðîåííûì ãèðî-
ñêîïîì) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ãàìèëüòîíîâîì âèäå ẋi = {xi, H} íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé àëãåáðå Ëè (îáû÷íî e(3) èëè so(4)) ñ ïîäõîäÿùèì ãàìèëüòîíèàíîì H (îáû÷íî
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé îò êîîðäèíàò íà àëãåáðe). Äëÿ îñíîâíûõ ñëó÷àåâ èíòåãðè-
ðóåìîñòè, êðîìå ÷åòûðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà, (è ÷àñòè÷íî, ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà) â
ðàáîòàõ À.Ò. Ôîìåíêî, À.À. Îøåìêîâà, À.Â. Áîëñèíîâà, Õ. Öèøàíãà, ÿâíî âû÷èñ-
ëåíû ìåòêè è íàéäåíû èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè (òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ
ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ äâóõ èíòåãðàëîâ - èíâàðèàíòîâ àëãåáðû Ëè è ãàìèëüòîíèàíà,
çàäàþùåãî äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.) Åñòü ïðèìåðû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé
äëÿ ïîñëåäíåãî îñòàâøåãîñÿ ñëó÷àÿ, íî íåò äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé
íå áûâàåò. Â ñëó÷àå ÷åòûðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà íà àëãåáðå so(4), ðåàëèçîâàííîé
êàê êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû ñ îáû÷íûì êîììóòàòîðîì è ïîëó÷åííîé ïî íåìó
ñêîáêîé, çàäàíû 2 èíòåãðàëà

f1 = X2
1 + X2

2 + X2
3 + X2

4 + X2
5 + X2

6 è f2 = X1X4 + X2X5 + X3X6.

Ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ f1 = d1, f2 = d2 ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé ïðèñîåäèíåííî-
ãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè SO(4), ïðè d1 > 2|d2| ýòà îðáèòà íåîñîáà, ñêîáêà íà íåé çàäàåò
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, è ñàìà îðáèòà äèôôåîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ S2 × S2.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí âèäà f3 = c1X
2
1 + c2X

2
2 + c3X

2
3 + c4X

2
4 + c5X

2
5 + c6X

2
6 äëÿ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë c1, . . . , c6. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-
øåíèþ

c1c4(c2 + c5 − c3 − c6) + c2c5(c3 + c6 − c1 − c4) + c3c6(c1 + c4 − c2 − c5) = 0,

òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ (òî åñòü ñóùåñòâóåò åùå îäèí
èíòåãðàë, ïîñòîÿííûé âäîëü òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradH). Ïîýòîìó ðàçóìíî
èñêàòü òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå óðîâíÿ è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ãäå
íè÷åãî áîëüøåãî óçíàòü íåëüçÿ.

À.Á. Æåãëîâ ïðåäëîæèë ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèÿ íà òîïîëîãèþ âîçìîæíûõ èçî-
ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êîëëàðà [Kol], Theorem 1.1, â åå
ñèëüíîé ôîðìóëèðîâêå.

4.2 Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðåì àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Äëÿ ýòîãî èñõîäíîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê âåùåñòâåííàÿ

÷àñòü îò ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ êâàäðèê Q3
c = Q1∩Q2∩Q3 ∈ CP6, íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ íà ïà-

ðàìåòðû ci, dj, ïðè êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
CP6 (è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì), ïî ôîðìóëå äëÿ ðàçìåðíîñòè ìíî-
æåñòâà îäíîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ñì. [ÕîÏ]) ïîëó÷àåì, ÷òî â Q3

c åñòü
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ (êîìïëåêñíûõ). Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü
ïðîåêöèþ èç Q3

c íà CP2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôèêñèðóåì ïðÿìóþ m, ëåæàùóþ â Q3
c ,
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ðàññìàòðèâàåì CP2 êàê ìíîæåñòâî êâàäðèê, ñîäåðæàùèõ Q3
c , è òî÷êå x ñòàâèì â ñî-

îòâåòñòâèå êâàäðèêó, ñîäåðæàùóþ ïëîñêîñòü (x,m). Ýòî îòîáðàæåíèå íå îïðåäåëåíî
íà ñàìîé ïðÿìîé m è íà ïðÿìûõ, åå ïåðåñåêàþùèõ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ðàçäóòèå Q̃3

c

è ïðèìåíèì ê íåìó (òî÷íåå ê îòîáðàæåíèþ Q̃3
c → CP2) òåîðåìó Êîëëàðà, ïîëó÷èì,

÷òî âåùåñòâåííûå òî÷êè Q̃3
c åñòü îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîãîîáðàçèé: RP3, S3, S2×S1,

èõ ñâÿçíûå ñóììû, ìíîãîîáðàçèÿ Çåéôåðòà ñ íå áîëåå 6 îñîáûìè ñëîÿìè, ëèíçû
ñ p, q ≤ 6. Îäíàêî äëÿ íàõîæäåíèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íóæíî, ÷òîáû
âåùåñòâåííûå òî÷êè ó ìíîãîîáðàçèé Q̃3

c è Q3
c ñîâïàëè, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû ðàçäóòèå íå êàñàëîñü âåùåñòâåííûõ òî÷åê, òî åñòü ïðÿìàÿ ïðîåêöèè è âñå
ïðÿìûå, åå ïåðåñåêàþùèå, íå èìåëè áû âåùåñòâåííûõ òî÷åê. Â äàííîì ïà-
ðàãðàôå íàéäåíû óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû êâàäðèê, ïðè êîòîðûõ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ
f1 = d1, f2 = d2, f3 = d3 íåâûðîæäåíà â C6 (òåîðåìà �4 è çàìå÷àíèå ê íåé),
ÿâíî íàéäåíà ïðÿìàÿ (îïðåäåëÿåìàÿ âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì λ è êîìïëåêñíûì
(äëÿ ïî÷òè âñåõ èñõîäíûõ ìíîãîîáðàçèé Q3

R) ïàðàìåòðîì µ), âäîëü êîòîðîé ìîæíî
ïðîåöèðîâàòü è âäîëü êîòîðîé ðàçäóâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå (íà íåé íåò âåùåñòâåííûõ
òî÷åê). Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Êîëëàðà íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî íè îäíà
ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ íàéäåííóþ è ëåæàùàÿ öåëèêîì â àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîáðà-
çèè Q3

c ∈ CP6, íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå Q3
R ∈ R6. Ñ ïîìîùüþ

íàéäåííîé ïðÿìîé ìîæíî áóäåò ïîñòðîèòü ðàçäóòèå Q̃3
c ìíîãîîáðàçèÿ Q3

c è óñèëèòü
îöåíêó òåîðåìû Êîëëàðà.

4.3 Íåâûðîæäåííîñòü â R6 è â C6.
Òåîðåìà �4. Ìíîæåñòâî óðîâíÿ òðåõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé Q3

R = {f1 =
d1, f2 = d2, f3 = d3} ∈ R6 ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì âåùåñòâåííûì ìíîãîîáðàçèåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(à) d1 > 2|d2| è
(á) íå ñóùåñòâóåò òàêîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà b, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿëî áû âñåì

òðåì óðàâíåíèÿì:

1) (c1 − a)(c4 − a) = b2,

2) (c2 − a)(c5 − a) = b2,

3) (c3 − a)(c6 − a) = b2,

è õîòÿ áû îäíîìó íåðàâåíñòâó:

1)
c1 − a

bd2

>
1 + ( c1−a

b
)2

d1

,

2)
c2 − a

bd2

>
1 + ( c2−a

b
)2

d1

,

3)
c3 − a

bd2

>
1 + ( c3−a

b
)2

d1

,

ãäå a = d3−2bd2

d1
.

¤ Ýòè óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿ êàê óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà ßêîáè ïðîèçâîä-
íûõ ôóíêöèé f1, f2, f3 ïî ïåðåìåííûì X1, . . . , X6 ðàçìåðà 3× 6 íåâûðîæäåíà âî
âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà Q3

R.
Îáðàòíî, åñëè óñëîâèå (à) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî â ìàòðèöå ßêîáè ïåðâûå 2 ñòðî÷êè

çàâèñèìû èëè ìíîæåñòâî Q3
R � ïóñòîå.
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Åñëè óñëîâèå (á) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè ðàâåí 2 â òî÷êå ñ êîîð-
äèíàòàìè x1, . . . , x6, ãäå

x4 = (
c4 − a

b
)x1, x5 = (

c4 − a

b
)x2, x6 = (

c4 − a

b
)x3,

à ÷èñëà x1, x2, x3 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû:

d1 = x2
1

(
1 +

(c1 − a)2

b2

)
+ x2

2

(
1 +

(c2 − a)2

b2

)
+ x2

3

(
1 +

(c3 − a)2

b2

)
,

d2 = x2
1

(
(c1 − a)

b

)
+ x2

2

(
(c2 − a)

b

)
+ x2

3

(
(c3 − a)

b

)
,

d3 = x2
1

(
c1 + c4

(c1 − a)2

b2

)
+ x2

2

(
c2 + c5

(c2 − a)2

b2

)
+ x2

3

(
c3 + c6

(c3 − a)2

b2

)
.

Çàìå÷àíèå. Íåâûðîæäåííîñòü â C6 àíàëîãè÷íà:
Ìíîæåñòâî óðîâíÿ òðåõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé Q3

C = {f1 = d1, f2 = d2, f3 =
d3} ∈ C6 ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

(à) d1 6= 2|d2| è
(á) íå ñóùåñòâóåò òàêîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà b, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿëî áû âñåì

òðåì óðàâíåíèÿì:

1) (c1 − a)(c4 − a) = b2,

2) (c2 − a)(c5 − a) = b2,

3) (c3 − a)(c6 − a) = b2,

Çàìå÷àíèå. Íåâûðîæäåííîñòü â CP6 ïîëó÷àåòñÿ ðàñìîòðåíèåì 7 àôôèííûõ
êàðò, â êàæäîé èç êîòîðûõ óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè áóäóò àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì
íåâûðîæäåííîñòè â C6.

4.4 Ïðÿìàÿ áåç âåùåñòâåííûõ òî÷åê.
Íà ìíîãîîáðàçèè Q3

c áóäåì èñêàòü ïðÿìóþ ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè è íàé-
äåì åå äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ â âèäå

xi = ai + tbi äëÿ i = 1, 2, . . . 6,

ãäå êîýôôèöèåíòû ai, bi � ýòî êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à t � ýòî êîìïëåêñíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ. Íàëîæèì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðÿìîé:

a4 = λa1, a5 = λa2, a6 = λa3 è b4 = µb1, b5 = µb2, b6 = µb3.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ïðÿìîé â òðè óðàâíåíèÿ, çàäàþ-
ùèå ìíîãîîáðàçèå Q3

c , ïîëó÷èì äåâÿòü óðàâíåíèé (ïðè t2, t è ñâîáîäíîì ÷ëåíå äëÿ
êàæäîãî èç òðåõ óðàâíåíèÿ fj = dj), íî èç-çà äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèè, âîçíèêà-
þùåé èç íàëîæåííûõ óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû ïðÿìîé, íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé
áóäåò ñåìü, ïåðåìåííûõ æå âîñåìü: a1, a2, a3, b1, b2, b3, λ, µ; ïîýòîìó ïîëîæèì ÷èñëî λ
ðàâíûì êîðíþ óðàâíåíèÿ x + 1

x
= d1

d2
, è ÷èñëî µ ðàâíûì êîðíþ óðàâíåíèÿ
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√
c2 − c3 + µ2(c5 − c6)

√
c3 − c1 + µ2(c6 − c4)(d3 − d2

λ
(c1 + λ2c4))(c2 − c3 + λ2(c5 − c6))+

+ (c1 − c3 + λ2(c4 − c6))(
d2

λ
(c2 + λ2c5)− d3)(c1 − c2 + λµ(c4 − c5))+

+
√

c2 − c3 + µ2(c5 − c6)
√

c1 − c2 + µ2(c4 − c5)(
d2

λ
(c2 + λ2c5)− d3)(c1 − c3 + λµ(c4 − c6))+

+
√

c3 − c1 + µ2(c6 − c4)
√

c1 − c2 + µ2(c4 − c5)(d3 − d2

λ
(c1 + λ2c4))(c2 − c3 + λµ(c5 − c6)) =

= 0.

Òåïåðü íàõîäÿòñÿ ÷èñëà

b1 =
√

c2 − c3 + µ2(c5 − c6),

b2 =
√

c3 − c1 + µ2(c6 − c4),

b3 =
√

c1 − c2 + µ2(c4 − c5),

è íàõîäÿòñÿ ÷èñëà a1, a2, a3 ïî ãðîìîçäêèì ôîðìóëàì.

Ëåììà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (d2

λ
(c2 +λ2c5)−d3) 6= 0, íå âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî

ïàðà óñëîâèé c1 = c2 è c4 = c5, íå âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïàðà óñëîâèé c1 = c3 è
c4 = c6, ó óðàâíåíèÿ íà µ åñòü êîðåíü, îòëè÷íûé îò λ è îò −λ, íå âñå ÷èñëà a1, a2, a3

âåùåñòâåííû.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà t øåñòü ÷èñåë aj + tbj íå ìîãóò áûòü îäíî-

âðåìåííî âåùåñòâåííûìè.
¤ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ÷èñëà ai + tbi è λai + tµbi îäíîâðåìåííî

âåùåñòâåííû, òîãäà òðè ÷èñëà λ(ai + tbi) âåùåñòâåííû. Âû÷òåì âòîðûå ÷èñëà èç òðå-
òüèõ (äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3), ïîëó÷èì âåùåñòâåííîñòü ÷èñåë t(λ−µ)bi. Äåëÿ ïîëó÷åííûå
÷èñëà îäíî íà äðóãîå (îíè íå ðàâíû íóëþ ïî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì), ïîëó÷èì
âåùåñòâåííîñòü ÷èñåë b2

b1
è b3

b1
.

×èñëà bi óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ b2
1 + b2

2 + b2
3 = 0. Èç âåùåñòâåííîñòè ÷èñåë b2

b1

è b3
b1

ñëåäóåò, ÷òî b1 = b2 = b3 = 0. Îäíàêî ïîäñòàíîâêà b1 = b2 = b3 = 0 â óðàâíåíèå
íà µ äàñò óðàâíåíèå

(c1 − c3 + λ2(c4 − c6))(
d2

λ
(c2 + λ2c5)− d3)(c1 − c2 + λµ(c4 − c5)) = 0

Êàæäûé èç òðåõ ìíîæèòåëåé íå ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ ïî ñäåëàííûì ïðåäïî-
ëîæåíèÿì. ¥

Èòîã:Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íà Q3
c ñóùåñòâó-

åò âåùåñòâåííî îäíîìåðíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ òî÷åê, ñêâîçü êîòîðûå ïðîõîäÿò
ïðÿìûå m ∈ Q3

c . Ìíîæåñòâî æå ñàìèõ ïðÿìûõ âåùåñòâåííî äâóìåðíî, îäíàêî ïðÿ-
ìûå ìîãóò ãóñòî ïåðåñåêàòüñÿ, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êîëëàðà íåòðèâèàëüíî,
è áóäåò îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ íàéäåííîé ÿâíî ïðÿìîé.
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5. Àëãîðèòìû ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðÿìîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Íàéòè ïî âîçìîæíîñòè ÿâíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâó-
ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè (ñì. ñïèñîê íèæå) ñ ïó÷êàìè ïðÿìûõ
ñëåäóþùèõ òèïîâ: ðàâíîìåðíûì, öèëèíäðè÷åñêèì, ñôåðè÷åñêèì.

Ïðèìåíåíèå çàäà÷è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ íåðåãóëÿðíûõ ñåòîê.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â òåëå ñëîæíîé

êîíñòðóêöèè, òåëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íàáîðîì ïîâåðõíîñòåé ðàçëè÷íûõ
òèïîâ. Äàëåå ñòðîèòñÿ ïîäõîäÿùàÿ (äëÿ ôèç. ïðîöåññà) íåðåãóëÿðíàÿ ñåòêà íà ïî-
âåðõíîñòè òåëà è ïðîäîëæàåòñÿ âíóòðü òåëà (ïî çàäàííîìó íàáîðó îãðàíè÷èâàþ-
ùèõ ïîâåðõíîñòåé). Ïîñòðîåíèå ñåòêè íà ïîâåðõíîñòè òåëà ëàáîðàòîðèÿ 0805 ÈÒÌÔ
ÂÍÈÈÝÔ ïðåäëàãàåò ïîëó÷èòü, ïîñòðîèâ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ îãðàíè÷èâàþùèõ
òåëî ïîâåðõíîñòåé ñ ïó÷êàìè ïðÿìûõ (ðàâíîìåðíûì, öèëèíäðè÷åñêèì, ñôåðè÷åñêèì).
Êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû îãðàíè÷èâàþò òåëî ñëåäóþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè.

1) Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ.
2) Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü.
3) Ïîâåðõíîñòü âûäàâëèâàíèÿ.
4) Ïîâåðõíîñòü ñêðóãëåíèÿ.
5) Áèêóáè÷åñêàÿ ñïëàéíîâàÿ ïîâåðõíîñòü.
6) NURBS ïîâåðõíîñòü.
7) Ïîâåðõíîñòü Êóíñà.
8) Öèëèíäðè÷åñêàÿ áèêóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ êðèâûõ äëÿ ïîâåðõíîñòåé áåðóòñÿ êóáè÷åñêèå ñïëàéíû,

äóãè îêðóæíîñòåé è ýëëèïñîâ, îòðåçêè ïðÿìûõ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ òðåõ ïîâåðõíîñòåé � ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ëèíåé÷àòîé

ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè âûäàâëèâàíèÿ ïðèâåäåíû ÿâíûå àëãîðèòìû, íàõîäÿùèå
âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (ïî ìîäóëþ ðåøåíèÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ îäíîãî íåèçâåñòíîãî
äëÿ êàæäîé ïðÿìîé è íåêîòîðûõ òèïîâ ïîâåðõíîñòåé è ïðîâåðêå íàéäåííûõ ðåøå-
íèé).

Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àëãîðèòìîâ.
Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 ïåðåñå÷åíèå ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ïîâåðõíî-

ñòè −→s (u, v) è ïðÿìîé −→r (t) ðàâíîñèëüíî âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ
−→s (u, v) = −→r (t) (1)

íà òðè ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðà u, v, t. Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîâåðõíîñòè ñòðîÿòñÿ ïî îáðàçóþùåé êðèâîé −→c (u) (íåêîòîðûå
ñòðîÿòñÿ ïî äâóì îáðàçóþùèì êðèâûì −→c1 (u),−→c2 (u)). Ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ −→r (t) ïàðàìåò-
ðèçóåòñÿ

−→r (t) =
−→
k + t−→n .

ñ ïðîèçâîëüíîé ïðèíàäëåæàùåé åé òî÷êîé −→k = (k1, k2, k3) è íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì −→n = (n1, n2, n3).
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Äëÿ êàæäîé èç òðåõ ðàññìîòðåííûõ ïîâåðõíîñòåé, âåêòîðíîå óðàâíåíèå (1) ñâå-
äåíî ê óðàâíåíèÿì âòîðîé ñòåïåíè íà êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè x(u), y(u), z(u) îáðà-
çóþùèõ êðèâûõ −→c (u) (ïðè ýòîì êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè x(u), y(u), z(u) ïàðàìåòðà u
îáðàçóþùèõ êðèâûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå x, y, z). Ïîä ýê-
âèâàëåíòíîñòüþ óðàâíåíèé â ïðåäëîæåíèÿõ �1, �2 è �3 èìååòñÿ â âèäó ñîâïàäåíèå
ìíîæåñòâà ðåøåíèé u ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ è ìíîæåñòâà ïåðâûõ êîìïîíåíò ðåøåíèé
(u, v, t) âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1). Ðàññìîòðåíû âñå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
ïðÿìîé è ïîâåðõíîñòè, â òîì ÷èñëå âûðîæäåííûå. Â êàæäîì ñëó÷àå ïîëó÷åíî ñâîå
ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå ïåðåìåííîé u è ïðèâåäåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ äâóõ äðóãèõ
êîìïîíåíò v, t âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1). Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè âñå
ðåøåíèÿ (u, v, t) âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì

umin 6 u 6 umax è vmin 6 v 6 vmax.

Ïîýòîìó àëãîðèòìû âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðîâåðêó ïðèíàäëåæíîñòè íàéäåííûõ ðå-
øåíèé u, v îòðåçêàì [umin, umax], [vmin, vmax] è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðêó òîãî,
÷òî íàéäåííàÿ òðîéêà ÷èñåë (u, v, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1).

Ïðåäëîæåíèå �1. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ è
ñåêóùåé ïðÿìîé

x(u)cos(v)−→e1 + x(u)sin(v)−→e2 + z(u)−→e3 =
−→
k + t−→n

ýêâèâàëåíòíî (â îáùåì ñëó÷àå) óðàâíåíèþ âòîðîé ñòåïåíè (óðàâíåíèþ ãèïåðáî-
ëû):

x2(u)−
(

n2
1 + n2

2

n2
3

)
(z(u)− γ)2 = k2

1 + k2
2 −

(n1k1 + n2k2)
2

n2
1 + n2

2

,

ãäå êîíñòàíòà γ = k3 − n3(n1k1+n2k2)

n2
1+n2

2
.

Ïðåäëîæåíèå �2. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè
è ñåêóùåé ïðÿìîé

v−→c1 (u) + (1− v)−→c2 (u) =
−→
k + t−→n

ýêâèâàëåíòíî (â îáùåì ñëó÷àå) ðàâåíñòâó íóëþ îïðåäåëèòåëÿ

det



−→c1 (u)−−→k
−→c2 (u)−−→k−→n


 = 0.

Ïðåäëîæåíèå �3. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè âûäàâëèâà-
íèÿ è ñåêóùåé ïðÿìîé

x(u)−→e1 + y(u)−→e2 + v−→e3 =
−→
k + t−→n

ýêâèâàëåíòíî (â îáùåì ñëó÷àå) ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

n2(x(u)− k1) = n1(y(u)− k2).
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Ïîäñòàíîâêà ÿâíîé (âûäàâàåìîé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé) çàâèñèìîñòè êîîð-
äèíàòíûõ ôóíêöèé x(u), y(u), z(u) îò ïàðàìåòðà u â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äàåò óðàâ-
íåíèå îäíîé ïåðåìåííîé u. (Äëÿ èñïîëüçóåìûõ ñåé÷àñ ïðîãðàìì ýòî óðàâíåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ ñòåïåíè íå âûøå 6). Ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì áûñòðîãî (ïîðÿäêà const · ln(1

ε
),

ãäå ε � ýòî òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 6 ñòåïåíè âûäàåò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà u âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ (äëÿ êàæäîãî ñåãìåíòà îáðàçóþùåé êðèâîé).

5.1 Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå �1. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ è

ñåêóùåé ïðÿìîé

x(u)cos(v)−→e1 + x(u)sin(v)−→e2 + z(u)−→e3 =
−→
k + t−→n (1)

ýêâèâàëåíòíî (â îáùåì ñëó÷àå) óðàâíåíèþ âòîðîé ñòåïåíè:

x2(u)−
(

n2
1 + n2

2

n2
3

)
(z(u)− γ)2 = k2

1 + k2
2 −

(n1k1 + n2k2)
2

n2
1 + n2

2

, (2)

ãäå êîíñòàíòà γ = k3 − n3(n1k1+n2k2)

n2
1+n2

2
.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé
íà ïåðâûé è òðåòèé êîîðäèíàòíûå âåêòîðà −→e1 ,

−→e3 çàäàíà îáðàçóþùàÿ êðèâàÿ
−→c (u) = x(u)−→e1 + z(u)−→e3 , ãäå u ∈ [umin, umax]. (3)

Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì îáðàçóþùåé êðèâîé âîêðóã îñè
òðåòüåãî êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà −→e3 . Òî÷êè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïàðàìåòðèçóåò-
ñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, ïàðàìåòðîì u îáðàçóþùåé êðèâîé è óãëîì ïîâîðîòà v ∈
[vmin, vmax]. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ èìååò âèä

−→s (u, v) = x(u)cos(v)−→e1 + x(u)sin(v)−→e2 + z(u)−→e3 . (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ �1.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â êîîðäèíàòàõ:

x(u)cos(v) = n1t + k1

x(u)sin(v) = n2t + k2 (5)

z(u) = n3t + k3

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
Ñëó÷àé (à), (îáùèé), âåðíî n3 6= 0 è n2

1 + n2
2 6= 0.

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) âûðàçèì t = z−k3

n3
. Âîçâåäåì ïåðâûå äâà óðàâ-

íåíèÿ ñèñòåìû (5) â êâàäðàò è ñëîæèì èõ:

x2 = (n2
1 + n2

2)t
2 + 2(n1k1 + n2k2)t + k2

1 + k2
2 (6)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6) âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò îòíîñèòåëüíî t :

x2 = (n2
1 + n2

2)(t +
(n1k1 + n2k2)

(n2
1 + n2

2)
)2 + k2

1 + k2
2 −

(n1k1 + n2k2)
2

(n2
1 + n2

2)
(7)
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Ó÷èòûâàÿ t = z−k3

n3
, ïðåîáðàçóåì âîçâîäèìîå â êâàäðàò â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

(7) âûðàæåíèå

t +
(n1k1 + n2k2)

(n2
1 + n2

2)
=

z − k3 + n3(n1k1+n2k2)

(n2
1+n2

2)

n3

=
z − γ

n3

(8)

Ïåðåíîñÿ â ðàâåíñòâå (7) ïîëíûé êâàäðàò â ëåâóþ ÷àñòü è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
(8), ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå:

x2 −
(

n2
1 + n2

2

n2
3

)
(z − γ)2 = k2

1 + k2
2 −

(n1k1 + n2k2)
2

(n2
1 + n2

2)
, (2)

ãäå êîíñòàíòà γ = k3 − n3(n1k1+n2k2)

n2
1+n2

2
.

Ïîäñòàâèì â âûâåäåííîå óðàâíåíèå (2) ÿâíóþ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòíûõ ôóíê-
öèé x(u) è z(u) îò ïàðàìåòðà u (íàïðèìåð, åñëè îáðàçóþùàÿ êðèâàÿ ýòî êóáè÷åñêèé
ñïëàéí, òî ôóíêöèè x(u) è z(u) áóäóò ìíîãî÷ëåíàìè òðåòüåé ñòåïåíè). Ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå íà u :

x(u)2 −
(

n2
1 + n2

2

n2
3

)
(z(u)− γ)2 = k2

1 + k2
2 −

(n1k1 + n2k2)
2

(n2
1 + n2

2)
(2′)

Åñëè îáðàçóþùàÿ êðèâàÿ ýòî êóáè÷åñêèé ñïëàéí, òî óðàâíåíèå (2′) áóäåò øåñòîé
ñòåïåíè, åñëè äóãà ýëëèïñà, òî ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.

Îáîçíà÷èì çà u1, . . . , uk òå êîðíè óðàâíåíèÿ (2′), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îòðåçêó
[umin, umax].

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïî òðåòüåìó óðàâíåíèþ ñè-
ñòåìû (5):

ti =
z(ui)− k3

n3

, i = 1, . . . , k.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà v â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (5):

vi,1 = arcsin

(
n2ti + k2

x(ui)

)
, vi,2 = π − arcsin

(
n2ti + k2

x(ui)

)
, i = 1, . . . , k.

Ïðîâåðèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ vi,1, vi,2 íà ñîâïàäåíèå çíàêîâ â ïåðâîì óðàâíåíèè
ñèñòåìû (5):

x(ui)cos(vi,j) = n1ti + k1, i = 1, . . . , k, j = 1, 2.

Ïðîâåðèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ vi,1, vi,2 íà ïðèíàäëåæíîñòü çàäàííîìó îòðåçêó
[vmin, vmax] ⊆ [−π

2
, 3π

2
].

Ñëó÷àé (á), âåðíî n3 6= 0 è n1 = n2 = 0.
Ýòî ñëó÷àé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ïàðàëåëüíîé îñè âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòè.
Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) ïðèíèìàþò âèä

xcos(v) = k1, xsin(v) = k2.

Âîçâîäÿ èõ â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì x2 = k2
1 + k2

2.
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Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïàðû ïðÿìûõ x = ±
√

k2
1 + k2

2 ÿâíóþ çàâèñè-
ìîñòü x(u), ïîëó÷èì óðàâíåíèå (òî÷íåå ïàðó óðàâíåíèé):

x(u) = ±
√

k2
1 + k2

2. (9)

Åñëè îáðàçóþùàÿ êðèâàÿ ýòî êóáè÷åñêèé ñïëàéí, òî óðàâíåíèÿ (9) áóäåò òðåòüåé
ñòåïåíè, åñëè äóãà ýëëèïñà, òî âòîðîé ñòåïåíè.

Îáîçíà÷èì çà u1, . . . , uk òå êîðíè óðàâíåíèé (9), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îòðåçêó
[umin, umax].

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà v â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (5):

vi,1 = arcsin

(
k2

x(ui)

)
, vi,2 = π − arcsin

(
k2

x(ui)

)
, i = 1, . . . , k.

Ïðîâåðèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ vi,1, vi,2 íà ñîâïàäåíèå çíàêîâ â ïåðâîì óðàâíåíèè
ñèñòåìû (5):

x(ui)cos(vi,j) = k1, i = 1, . . . , k, j = 1, 2.

Ïðîâåðèì çíà÷åíèÿ vi,1, vi,2 íà ïðèíàäëåæíîñòü çàäàííîìó îòðåçêó [vmin, vmax] ⊆
[−π

2
, 3π

2
].

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïî òðåòüåìó óðàâíåíèþ ñè-
ñòåìû (5):

ti =
z(ui)− k3

n3

, i = 1, . . . , k.

Ñëó÷àé (â), âåðíî n3 = 0.

Ýòî ñëó÷àé, êîãäà ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòè.

Òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5) èìååò âèä z(u) = k3. Åñëè îáðàçóþùàÿ êðèâàÿ ýòî
êóáè÷åñêèé ñïëàéí, òî óðàâíåíèå z(u) = k3 áóäåò òðåòüåé ñòåïåíè, åñëè äóãà ýëëèïñà,
òî âòîðîé ñòåïåíè. Îáîçíà÷èì çà u1, . . . , uk òå êîðíè óðàâíåíèÿ z(u) = k3, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [umin, umax].

Ïîäñòàâèâ êîðíè ui â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5), ïîëó÷èì (äëÿ êàæäîãî
i = 1, . . . , k) äâà óðàâíåíèÿ íà äâå íåèçâåñòíûõ t, v :

x(ui)cos(v) = n1t + k1, x(ui)sin(v) = n2t + k2 (10)

Âîçâîäÿ îáà óðàâíåíèÿ èç (10) â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâ-
íåíèå (äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k) íà t :

x2(ui) = (n2
1 + n2

2)t
2 + 2(n1k1 + n2k2)t + k2

1 + k2
2

Îáîçíà÷èì åãî êîðíè çà ti,1 è ti,2.
Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà v â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-

ìû (5):

vi,j,1 = arcsin

(
n2ti,j + k2

x(ui)

)
, vi,j,2 = π − arcsin

(
n2ti,j + k2

x(ui)

)
,
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ãäå i = 1, . . . , k, j = 1, 2.
Ïðîâåðèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ vi,j,1, vi,j,2, ti,j íà îáîèõ óðàâíåíèÿõ (10):

x(ui)cos(vi,j,h) = n1ti,j + k1, x(ui)sin(vi,j,h) = n2ti,j + k2,

ãäå i = 1, . . . , k, j = 1, 2, è h = 1, 2.
Ïðîâåðèì çíà÷åíèÿ vi,j,h íà ïðèíàäëåæíîñòü çàäàííîìó îòðåçêó [vmin, vmax] ⊆

[−π
2
, 3π

2
].

5.2 Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü.
Ïðåäëîæåíèå �2. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè

è ñåêóùåé ïðÿìîé

v−→c1 (u) + (1− v)−→c2 (u) =
−→
k + t−→n (1)

ýêâèâàëåíòíî (â îáùåì ñëó÷àå) ðàâåíñòâó íóëþ îïðåäåëèòåëÿ

det



−→c1 (u)−−→k
−→c2 (u)−−→k−→n


 = 0. (2)

Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè.
Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 çàäàíû äâå îáðàçóþùèå êðèâûå

−→c1 (u), −→c2 (u), ãäå u ∈ [umin, umax]. (3)

Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëó÷àåòñÿ ñîåäèíåíèåì îòðåçêàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ òî-
÷åê îáðàçóþùèõ êðèâûõ è ïàðàìåòðèçóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè (u è v):

−→s (u, v) = v−→c1 (u) + (1− v)−→c2 (u), ãäå v ∈ [0, 1]. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ �2.
Âåêòîðíîå óðàâíåíèå (1) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

−→
k −−→c2 (u) = v (−→c1 (u)−−→c2 (u))− t−→n . (5)

íà òðè ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðà u, v, t.
Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé u è íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïðÿ-

ìîé ñ îòðåçêîì ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìûì ôèêñèðîâàííûì u.
Ðàññìîòðèì 6 ñëó÷àåâ ïàðàëåëëüíîñòè èëè ðàâåíñòâà íóëþ âåêòîðîâ

−→
k −−→c2 (u), −→c1 (u)−−→c2 (u), −→n . (6)

Ñëó÷àé (à) (îáùèé), íèêàêàÿ ïàðà âåêòîðîâ èç (6) íå ïàðàëåëëüíà è
íèêàêîé âåêòîð èç (6) íå ðàâåí íóëþ.

Ýòîò ñëó÷àé âîçìîæåí, êîãäà ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ëèíåé÷àòóþ ïîâåðõ-
íîñòü âî âíóòðåííåé òî÷êå.
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Óðàâíåíèå (5) îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà −→k − −→c2 (u) ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé âåêòîðîâ −→c1 (u)−−→c2 (u) è −→n , ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî âñå âåêòîðà
èç íàáîðà (6) ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî åñòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé
èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ íàáîðà (6), ðàâåí íóëþ:

det




−→
k −−→c2 (u)−→c1 (u)−−→c2 (u)−→n


 = 0. (7)

Çàìåíÿÿ âòîðóþ ñòðîêó ðàâåíñòâà (7) íà ðàçíîñòü ìåæäó âòîðîé è ïåðâîé, ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå (2).

Îáðàòíî, óðàâíåíèå (2) âëå÷åò ðàâåíñòâî (7), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî òðè âåê-
òîðà èç íàáîðà (6) ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ðàâåíñòâî (5) áóäåò âûïîëíåíî
äëÿ êàêèõ-òî çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ v, t, òî åñòü ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ,
ñîäåðæàùóþ îòðåçîê ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìûé ôèêñèðîâàííûì çíà-
÷åíèåì ïåðåìåííîé u.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ v, t, óìíîæèì óðàâíåíèå (5) ñêàëÿð-
íî íà âåêòîð −→c1 (u)−−→c2 (u) è íà âåêòîð −→n , ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
íà äâå íåèçâåñòíûå v, t :

(−→
k −−→c2 (u)

)
· (−→c1 (u)−−→c2 (u)) = v ‖−→c1 (u)−−→c2 (u)‖2 − t−→n · (−→c1 (u)−−→c2 (u)) (8)

(−→
k −−→c2 (u)

)
· −→n = v (−→c1 (u)−−→c2 (u)) · −→n − t‖−→n ‖2

Ó ñèñòåìû (8) ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, òàê êàê (â îáùåì ñëó÷àå (à))
âåêòîðà −→c1 (u)−−→c2 (u) è −→n ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ñëó÷àé (á), âåðíî ðàâåíñòâî −→c1 (u) = −→c2 (u).
Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþùèå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà −→c1 (u) = −→c2 (u) ïðèíàäëåæèò
ñåêóùåé ïðÿìîé −→k + t−→n .

Ñëó÷àé (â), âåêòîð −→k −−→c2 (u) ðàâåí íóëþ èëè ïàðàëåëëåí âåêòîðó −→n .
Â ýòîì ñëó÷àå ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó −→c2 (u) îáðàçóþùåé êðèâîé.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íàõîäèòñÿ ñðàçó � ýòî òî÷êà −→c2 (u). Ïàðàìåòð v ýòîé òî÷êè êàê
òî÷êè ïîâåðõíîñòè ðàâåí íóëþ: v = 0.

Ñëó÷àé (ã), âñå âåêòîðà èç (6) ïàðàëåëëüíû è îòëè÷íû îò íóëÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îòðåçîê ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè,

îïðåäåëÿåìûé ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé u äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé ïåðåìåííîé v ∈ [0, 1].

Ñëó÷àé (ä), âåêòîðà −→k −−→c2 (u) è −→c1 (u)−−→c2 (u) ïàðàëåëëüíû.
Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà −→k ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îòðåçîê ëèíåé÷àòîé ïî-

âåðõíîñòè ñ ôèêñèðîâàííûì u. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé v îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà
−→
k −−→c2 (u) = v(−→c1 (u)−−→c2 (u)).

Ñëó÷àé (å), âåêòîðà −→n è −→c1 (u)−−→c2 (u) ïàðàëåëëüíû. Âåêòîðà −→n è −→k −−→c2 (u)
íå ïàðàëåëëüíû.
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Â ýòîì ñëó÷àå ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëåëëüíà è íå ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ
îòðåçîê ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ñ ôèêñèðîâàííûì u.

Ñîáåðåì òåïåðü âñå ñëó÷àè âìåñòå. ×òîáû íàéòè âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåé÷à-
òîé ïîâåðõíîñòè è ïðÿìîé, íóæíî:

• Íàéòè âñå ðåøåíèÿ ui (èíäåêñ i íóìåðóåò ðåøåíèÿ) óðàâíåíèÿ (2), ïðèíàäëå-
æàùèå îòðåçêó [umin, umax].

• Äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ui ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñëó÷àé
èç ñëó÷àåâ (à)-(å). Â ñëó÷àÿõ (â), (ã) ìîæíî ñðàçó óêàçàòü îòâåò; â ñëó÷àå (å)
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåò. Â ñëó÷àå (á) íóæíà ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè
(ïîâåðõíîñòè) ñåêóùåé ïðÿìîé.

• Â ñëó÷àÿõ (à), (ä) íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå vi ïåðåìåííîé v è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðî-
âåðêà vi ∈ [0, 1].

5.3 Ïîâåðõíîñòü âûäàâëèâàíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå �3. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè âûäàâëèâà-

íèÿ ñ ñåêóùåé ïðÿìîé

x(u)−→e1 + y(u)−→e2 + v−→e3 =
−→
k + t−→n (1)

ýêâèâàëåíòíî (â îáùåì ñëó÷àå) ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

n2(x(u)− k1) = n1(y(u)− k2). (2)

Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïîâåðõíîñòè âûäàâëèâàíèÿ.
Â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà ïåðâûå äâà áàçèñíûõ âåêòîðà −→e1 ,

−→e2 çàäàíà îáðàçóþ-
ùàÿ êðèâàÿ

−→c (u) = x(u)−→e1 + y(u)−→e2 , ãäå u ∈ [umin, umax]. (3)

Ïîâåðõíîñòü âûäàâëèâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïàðàëåëëüíûì ïåðåíîñîì îáðàçóþùåé êðè-
âîé ïî íàïðàâëåíèþ òðåòüåãî áàçèñíîãî âåêòîðà −→e3 . Òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè âûäàâëè-
âàíèÿ ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì u îáðàçóþùåé êðèâîé è ïàðàìåòðîì v � äàëü-
íîñòüþ ïåðåíîñà, òî åñòü

−→s (u, v) = x(u)−→e1 + y(u)−→e2 + v−→e3 . (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ �3.
Ñëó÷àé (à) îáùèé, n2

1 + n2
2 > 0.

Ïðîåêöèè óðàâíåíèÿ (1) íà îñè âåêòîðîâ −→e1 è −→e2 èìåþò âèä

x(u) = k1 + tn1

y(u) = k2 + tn2
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Èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííóþ t, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (2).
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) äàþò ïàðàìåòðû u òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Ïàðàìåòð v íàõî-

äèòñÿ èç ïðîåêöèé óðàâíåíèÿ (1) íà îñè −→e1 è −→e3 :

v = k3 + n3

(
x(u)− k1

n1

)

Ñëó÷àé (á), n1 = n2 = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëåëüíà ïîâåðõíîñòè âûäàâëèâàíèÿ.
Åñëè òî÷êà k1

−→e1 + k2
−→e2 ïðèíàäëåæèò îáðàçóþùåé êðèâîé −→c (u), òî ñåêóùàÿ ïðÿ-

ìàÿ ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü ïî îòðåçêó, åñëè òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò îáðàçóþùåé êðè-
âîé, òî ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü.
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