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1 Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîðîæäåííîå
ñêðó÷èâàíèÿìè Äýíà âîêðóã ïðîñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ.
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû 2.1 è 3.2.

Òåîðåìà 2.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îáùèõ óñëîâèÿõ ñêðó÷èâàíèÿ
Äýíà âäîëü ïðîñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä Z . Ýòà òåîðåìà, ïî âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì. Ê ñîæàëåíèþ,
àâòîðó íå óäàëîñü íàéòè ññûëêó íà åå äîêàçàòåëüñòâî â ëèòåðàòóðå. Â [1],
ëåììà 2.1(1) ýòà òåîðåìà óïîìèíàåòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà è áåç ññûëîê.
Àâòîð òàêæå âñòðå÷àë ïàðó ñòàòåé, â êîòîðûõ ýòà òåîðåìà óïîìèíàåòñÿ
ñî ññûëêîé íà [1].

Òåîðåìà 3.2 óòâåðæäàåò, ÷òî ýëåìåíòû íåêîòîðîãî øèðîêîãî êëàññà
äèôôåîìîðôèçìîâ ãîìîòîïíû êîìïîçèöèÿì ñêðó÷èâàíèé Äýíà âäîëü
ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ.

Àâòîð áëàãîäàðåí Å.À. Êóäðÿâöåâîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ ïðè íàïèñàíèè ðàáîòû.

2 Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñêðó÷èâàíèé Äýíà
Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü (ñ êðàåì èëè áåç),
âíóòðè êîòîðîé çàäàíî êîíå÷íîå (âîçìîæíî, ïóñòîå) ìíîæåñòâî òî÷åê
{yj} . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diff(M ; {yj}∪∂M) ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ
ïîâåðõíîñòè M , òîæäåñòâåííûõ íà ∂M è ñîõðàíÿþùèõ êàæäóþ òî÷êó
yj , à ÷åðåç Diff0(M ; {yj} ∪ ∂M) ⊂ Diff(M ; {yj} ∪ ∂M) � êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè òîæäåñòâåííîãî äèôôåîìîðôèçìà â Diff(M ; {yj}∪∂M) . Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà, âèäèìîìî, ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé, íî àâòîðó íå óäàëîñü íàéòè åå
îïóáëèêîâàííîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü (ñ
êðàåì èëè áåç), âíóòðè êîòîðîé çàäàíî êîíå÷íîå (âîçìîæíî, ïóñòîå)
ìíîæåñòâî òî÷åê {yj} . Ïóñòü {γ`} � êîíå÷íûé íàáîð ïðîñòûõ çàìêíóòûõ
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ â int (M)\{yj} , ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà int (M \(∪γ`∪{yj})) íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì
äèñêîì, íè îòêðûòûì öèëèíäðîì. Ïóñòü h` ∈ Diff(M ; {yj} ∪ ∂M) �
ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà âîêðóã êðèâûõ γ` . Òîãäà êëàññû [h`] ∈ Diff(M ; {yj} ∪
∂M)/Diff0(M ; {yj}∪∂M) ýòèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîïàðíî êîììóòèðóþò
è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z .

Åñëè åñòü òî÷êè yj , òî ïðîêàëûâàÿ â íèõ ïîâåðõíîñòü M , à çàòåì
êîìïàêòèôèöèðóÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, â êîòîðîé
âìåñòî òî÷åê yj âûêèíóòû äèñêè. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ
ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
{yj} ïóñòî.
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Åñëè M � ñôåðà èëè öèëèíäð, òî ëåììà òðèâèàëüíà. Ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ γi , ãîìîòîïíàÿ êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè êðàÿ, âñÿ ïðîõîäèò
ïî êðàþ. Íàáîð êðèâûõ γi ìîæíî äîïîëíèòü äî òàêîãî íàáîðà, ÷òî
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ ∪iγi ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé ñ
òðåìÿ âûêèíóòûìè çàìêíóòûìè äèñêàìè. Ëåììó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
äëÿ ïîïîëíåííîãî íàáîðà.

Ïîñòðîèì ãðàô Θ = ΘM,{γi} . Êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
M\∪iγi áóäåò îòâå÷àòü âåðøèíà ñòåïåíè 3, êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà ∂M áóäåò îòâå÷àòü âåðøèíà ñòåïåíè 1. Äâå âåðøèíû ñîåäèíèì
ðåáðîì, åñëè îòâå÷àþùèå âåðøèíàì ìíîæåñòâà èìåþò ïåðåñåêàþùèåñÿ
ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå âûøå ïåðåñå÷åíèÿ
ìíîæåñòâ ãðàíè÷íûõ òî÷åê áóäóò ñîâïàäàòü ñ êàêîé-íèáóäü îêðóæíîñòüþ
γi . Òåì ñàìûì îêðóæíîñòè γi íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè
ñ ðåáðàìè ãðàôà Θ . Ïîñòðîèì ïðîåêöèþ ξ : M → Θ . Â êàæäîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \∪iγi ìîæíî âûäåëèòü ïî ãðàôó, äîïîëíåíèå äî
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì òðåõ îòêðûòûõ öèëèíäðîâ.
Îòîáðàæåíèå ξ ïåðåâîäèò òàêîé ãðàô â ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíó ñòåïåíè
3, à êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ∂M â îòâå÷àþùóþ åé âåðøèíó ñòåïåíè
1, áîëüøå ïðîîáðàçîâ ó âåðøèí íåò. Ïîâåðõíîñòü M áåç ïðîîáðàçîâ
âñåõ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ öèëèíäðîâ,
çàìûêàíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîé îêðóæíîñòè
γi . Îòîáðàæåíèå ξ ïåðåâîäèò öèëèíäð â ðåáðî, îòâå÷àþùåå îêðóæíîñòè
γi , ñîäåðæàùåéñÿ â åãî çàìûêàíèè, ÷òîáû ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè ÿâëÿëñÿ
îêðóæíîñòüþ. Åñëè γi ñîäåðæèòñÿ â öèëèíäðå, òî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ξ
îòîáðàæàëî γi â òî÷êó.

Ãðàô ΘM,{γi} è ïðîåêöèÿ ξ : M → Θ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà îêðóæíîñòåé {γi} , äîïîëíåíèå äî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ ñôåð ñ äûðêàìè. Â îáùåì ñëó÷àå ñòåïåíè âåðøèí
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò 1 è 3.

Åñëè âçÿòü ãðàíèöó òðåõìåðíîé îêðåñòíîñòè ãðàôà Θ è âûêèíóòü èç
íåå ïî äèñêó â îêðåñòíîñòè êàæäîé âåðøèíû ñòåïåíè 1, òî ïîëó÷åííàÿ
ïîâåðõíîñòü ñíîâà áóäåò ãîìåîìîðôíà M .

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 ãðàôà Θ îêðàøåíû
â áåëûé öâåò. Äëÿ êàæäîãî ãðàôà Θ′ (íàïðèìåð, ïîäãðàôà ãðàôà Θ ),
ó êîòîðîãî ÷àñòü âåðøèí ñòåïåíè 1 îêðàøåíû â áåëûé öâåò, îáîçíà÷èì
÷åðåç MΘ′ ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíèöåé òðåõìåðíîãî óòîëùåíèÿ
ãðàôà Θ′ , èç êîòîðîé âûêèíóòî ïî äèñêó â îêðåñòíîñòè êàæäîé áåëîé
âåðøèíû. ßñíî, ÷òî MΘM,{γi}

= M .
Ïóñòü Θ0 � ñâÿçíûé ïîäãðàô â Θ . Â ξ−1(Θ0) ñòÿíåì â òî÷êó êàæäóþ

êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïîäìíîæåñòâà ξ−1(Θ0) ⊂
M , íå ÿâëÿþùóþñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ãðàíèöû äëÿ M . Ïîëó÷åííàÿ
ïîâåðõíîñòü áóäåò ñîâïàäàòü ñ MΘ0 . Îáîçíà÷èì M̃Θ0 ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííóþ
èç ξ−1(Θ0) âûêèäûâàíèåì âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ
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òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîìïîíåíòàìè ãðàíèöû äëÿ M . ßñíî, ÷òî M̃Θ0 ⊂
MΘ0 , è M̃Θ0 ïîëó÷àåòñÿ èç MΘ0 âûêàëûâàíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.
Íà MΘ0 îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ ξΘ0 , ñîâïàäàþùàÿ íà M̃Θ0 ñ ïðîåêöèåé
ξ|M̃Θ0

= ξΘ|M̃Θ0
.

Ëåììà 2.2. Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå λΘ0 : M → MΘ0 , ÷òî
1. îòîáðàæåíèå λΘ0 |M̃Θ0

ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì M̃Θ0 ⊂
MΘ0 ;

2. åñëè òî÷êè x, y ∈ M \ M̃Θ0 è ξ(x) = ξ(y) , òî λΘ0(x) = λΘ0(y) .
Çàìåòèì, ÷òî èç Ëåììû 2.2 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñîâàííîñòü

îòîáðàæåíèÿ λΘ0 ñ ïðîåêöèåé íà ïðèâåäåííûé ãðàô Ðèáà: ξ|ξ−1
M (Θ0) =

ξΘ0 ◦
(
λΘ0 |ξ−1

M (Θ0)

)
: ξ−1(Θ0) → Θ0 .

Ïóñòü Θ0 � ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà Θ . Ïóñòü ha1
γ1
◦ . . . ◦ han

γn
∼ id .

Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè MΘ0 , ÿâëÿþùèéñÿ êîìïîçèöèåé
ñêðó÷èâàíèé Äýíà hai

MΘ0
,i âäîëü âñåõ êðèâûõ λΘ0(γi) , äëÿ êîòîðûõ ξ(γi) ∈

Θ0 è λΘ0(γi) îòëè÷íî îò òî÷êè. Èç Ëåììû 2.2, ñ ó÷åòîì êîììóòèðîâàíèÿ
ñêðó÷èâàíèé Äýíà è îòîáðàæåíèÿ λΘ0 , ñëåäóåò, ÷òî ýòîò äèôôåîìîðôèçì
èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 2.2 íàì ïîíàäîáèòñÿ
Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïóñòü Θ0 � ñâÿçíûé ïîäãðàô ñâÿçíîãî ãðàôà Θ ,
îòëè÷íûé îò âñåãî Θ . Òîãäà íàéäåòñÿ îòêðûòîå ðåáðî e â Θ \ Θ0 ,
÷òî ëèáî e � íå ìîñò, ò.å. ãðàô Θ \ e ñâÿçåí, ëèáî e âåäåò â âåðøèíó
ñòåïåíè 1 ãðàôà Θ . Çäåñü è äàëåå ïîä ðåáðîì ïîíèìàåòñÿ îòêðûòîå
ðåáðî.

Ðàññòîÿíèåì îò âåðøèíû ãðàôà Θ äî ïîäãðàôà Θ0 íàçîâåì ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ðåáåð, íóæíîå ÷òîáû äîáðàòüñÿ îò âåðøèíû äî Θ0 . Åñëè
ñâÿçíûé ïîäãðàô Θ0 ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà Θ , òî ðåáðî âíå
Θ0 íå ìîæåò áûòü ìîñòîì. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî íàéäåòñÿ âåðøèíà âíå
Θ0 . Ïóñòü v � ëþáàÿ èç íàèáîëåå äàëåêèõ îò Θ0 âåðøèí ãðàôà Θ ,
e � ëþáîå èç âûõîäÿùèõ èç v ðåáåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e ìîñò. Åñëè
âåðøèíà v ëåæèò â òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà Θ \ e , ÷òî è
ïîäãðàô Θ0 , òî â ãðàôå Θ ðàññòîÿíèå îò âòîðîé âåðøèíû v′ ðåáðà e äî
ãðàôà Θ0 íà îäèí áîëüøå, ÷åì îò âåðøèíû v , òàê êàê ëþáîé ïóòü îò v′

äî Θ0 ïðîõîäèò ÷åðåç ðåáðî e . Çíà÷èò, âåðøèíà v ëåæèò â êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ãðàôà Θ \ e , íå ñîäåðæàùåé ïîäãðàô Θ0 . Åñëè âåðøèíà v
èìååò ñòåïåíü áîëüøå 1, òî îíà ñîåäèíåíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé v′′

ðåáðîì, îòëè÷íûì îò e . Ëþáîé ïóòü îò v′′ äî Θ0 ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó
v , ïîýòîìó v′′ äàëüøå îò Θ0 , ÷åì v , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó âåðøèíû
v .

Òåïåðü äîêàæåì Ëåììó 2.2. Èç Óòâåðæäåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî
äîêàçûâàòü äëÿ ñëó÷àåâ
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1. Θ0 = Θ \ e , ãäå e íå ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì,

2. Θ0 = Θ \ {e, v} , ãäå v � âåðøèíà ñòåïåíè 1, ðåáðî e âûõîäèò èç
v .

Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ïåðâûé ñëó÷àé. Ââåäåì íà e ïðîèçâîëüíî ïàðàìåòð
t ∈ (0; 1) . Ïîâåðõíîñòü ξ−1(e) ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó öèëèíäðó S1 ×
(0; 1) . Ñòÿíåì â òî÷êó êàæäóþ îêðóæíîñòü ξ−1(e(t)) , à òàêæå êàæäóþ
èç äâóõ îêðóæíîñòåé â ∂(ξ−1(e)) . Ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü MΘ\e ñ ïðèêëååííûì
çà êîíöû îòðåçêîì ē . Ïîñêîëüêó åñòü ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè ðåáðà e
ïî ãðàôó Θ \ e , òî íàéäåòñÿ è ïóòü ìåæäó òî÷êàìè ∂ē ïî ïîâåðõíîñòè
MΘ\e . Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå âñåãî îòðåçêà ē â ïîâåðõíîñòü
MΘ\e , ñîõðàíÿþùåå êîíöû îòðåçêà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òðåáóåìîå
îòîáðàæåíèå λΘ\e : M → MΘ\e .

Òåïåðü ðàçáåðåì âòîðîé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå ξ−1(e ∪ v) � ëèáî
öèëèíäð, ëèáî äèñê. Ïîýòîìó MΘ\(e∪v) = M/ξ−1(e∪v) . Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå
λΘ\{e,v} ìîæíî âçÿòü ðàâíûì åñòåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ M → M/ξ−1(e∪
v) .

Äàëåå ÷åðåç hγi îáîçíà÷àåòñÿ ñêðó÷èâàíèå Äýíà âîêðóã êðèâîé γi .

Ëåììà 2.4. Ïóñòü íàéäåòñÿ ïóòü α : [0; 1] → M , ÷òî α(0), α(1) ∈
∂M è ïóòü ξα â Θ íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè
ξ(γi) , 1 ≤ i ≤ m . Òîãäà çàìêíóòûé ïóòü β := (ha1

γ1
. . . ham

γm
α) · α−1 ñ

çàêðåïëåííûìè êîíöàìè ñòÿãèâàåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
ai = 0 , 1 ≤ i ≤ m .

Åñëè âñå ai ðàâíû íóëþ, òî β = α−1 ·α î÷åâèäíî ñòÿãèâàåì. Çíà÷èò,
íóæíî äîêàçàòü òîëüêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ai îòëè÷íû
îò íóëÿ. Ïóñòü γ1 � ïåðâàÿ âäîëü ïóòè α îêðóæíîñòü ñðåäè γi . Åñëè
a1 � åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå ÷èñëî ñðåäè ai , 1 ≤ i ≤ m , òî β ∼ γa1

1 ,
è ïîòîìó ïóòü β íåñòÿãèâàåì. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî åñòü åùå íåíóëåâûå
÷èñëà ñðåäè ai , à ïîòîìó γ1 � íå ïîñëåäíÿÿ âäîëü ïóòè α îêðóæíîñòü
ñðåäè γi , è íàéäåòñÿ îêðóæíîñòü γ2 , ñëåäóþùàÿ çà γ1 âäîëü ïóòè α .
Èç íåýêâèâàëåíòíîñòè êðèâûõ γ1 è γ2 ñëåäóåò, ÷òî íà èíòåðâàëå ïóòè
ξα ìåæäó òî÷êàìè ξ(γ1) è ξ(γ2) íàéäåòñÿ âåðøèíà ãðàôà Θ . Âûéäåì
èç ýòîé âåðøèíû ïî ðåáðó, íå ïðèíàäëåæàùåìó ïóòè ξ(α) , è áóäåì èäòè
ïðîèçâîëüíî, ïîêà íå ïðîèçîéäåò îäíî èç ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: à) ïðèäåì
â âåðøèíó ñòåïåíè 1, á) ïðèäåì â âåðøèíó ïóòè ξ(α) , â) ïðèäåì â óæå
ïðîéäåííóþ âåðøèíó. Ïîëó÷åííûé ïóòü îáîçíà÷èì δ̃′ .

Ñíà÷àëà ðàçáåðåì ñëó÷àé (à) è ÷àñòü ñëó÷àÿ (á). Ïóñòü ïóòü δ̃′ íå
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ξ(γ1) è, åñëè îí ïåðåñåêàåò ïóòü ξα â ìîìåíò,
îòëè÷íûé îò íà÷àëüíîãî, òî âòîðàÿ âäîëü ïóòè δ̃′ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ëåæèò âûøå, âäîëü ïóòè ξα , òî÷êè ξ(γ1) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ̃′′ íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ
ïóòü â ãðàôå Θ îò ξ(α(0)) äî íà÷àëà ïóòè δ̃′ , èäóùèé âäîëü ïóòè ξα .
Åñëè δ̃′ è δ̃′′ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ íà÷àëîì
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ïóòè δ̃′ , òî ïîëîæèì δ̃ := δ̃′′ ·δ̃′ . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì δ̃ ðàâíûì
çàìêíóòîìó ïóòè, èäóùåìó ñíà÷àëà âäîëü ïóòè δ̃′ îò åãî íà÷àëà äî
ïåðâîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïóòåì δ̃′′ , à çàòåì âîçâðàùàþùèìñÿ âäîëü
ïóòè δ̃′′ .

Íåñàìîïåðåñåêàþùåìóñÿ ïóòè δ̃ â ãðàôå Θ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé
íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ïóòü δ íà ïîâåðõíîñòè M , ÷òî ξδ = δ̃ , ïðè÷åì
åñëè δ̃ çàìêíóò, òî δ òîæå ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûì. Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
ïóòåé δ è β ðàâåí ±a1 . Íî ïóòü β ñòÿãèâàåì, çíà÷èò a1 = 0 .

Äîðàçáåðåì ñëó÷àé (á). Ïóñòü òåïåðü âòîðàÿ âäîëü ïóòè δ̃′ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïóòåé δ̃′ è ξα íèæå, âäîëü ïóòè ξα , òî÷êè ξ(γ1) . Ðàññìîòðèì
ïîäãðàô Θ0 ⊂ Θ , ñîñòîÿùèé èç îòðåçêà ïóòè δ̃′ äî âòîðîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñ ïóòåì ξα è îòðåçêà ïóòè ξα îò íà÷àëà, äî íèæíåé èç óïîìÿíóòîé
âûøå òî÷êè è òî÷êè δ̃′(0) . Â ãðàôå Θ0 íà îòðåçêå îò ξα(0) äî åäèíñòâåííîãî
öèêëà ëåæèò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ξ(γi) � ñàìà ξ(γ1) . Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå
ïðèâåäåííûì âûøå, ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâó òî÷åê ξ(γi) , ëåæàùèõ
íà öèêëå â ãðàôå Θ0 , ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ÷èñåë ai , ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà 0. Ïîâåðõíîñòü MΘ0 ãîìåîìîðôíà òîðó ñ äûðêîé. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå λΘ0 , ïîñòðîåííîå â Ëåììå 2.2. Èç Ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî
ïóòü λΘ0β ãîìîòîïåí λΘ0γ

a1
1 , ò.å. êðàþ äûðêè â òîðå, ïðîéäåííîìó a1

ðàç. Çíà÷èò, ïóòü λΘ0β íåñòÿãèâàåì, à ïîòîìó è ïóòü β íåñòÿãèâàåì.
Ñëó÷àé (â) àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, òîëüêî ïîäãðàô Θ0 òåïåðü

ñîñòîèò èç ïóòè δ̃′ è ÷àñòè ïóòè ξ(α) îò ξ(α(0)) äî δ̃′(0) .

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü a1, . . . , an � íàáîð öåëûõ ÷èñåë, ÷òî ha1
γ1

. . . han
γn
∼

id . Åñëè íàéäåòñÿ ïóòü α : [0; 1] → M , ÷òî α(0), α(1) ∈ ∂M è ïóòü
ξα â Θ íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ξ(γi) , 1 ≤ i ≤
m ≤ n , òî âñå ai = 0 , 1 ≤ i ≤ m .

Ïóñòü äàí ñâÿçíûé ãðàô Θ̄ , âñå âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 1
èëè 3, è âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 êîòîðîãî îêðàøåíû â áåëûé öâåò. Ïóñòü
íà êàæäîì åãî ðåáðå e ñòîèò öåëî÷èñëåííàÿ ìåòêà m(e) ∈ Z . Òàêîé
ãðàô áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñ ìåòêàìè. Îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèÿ íà
ãðàôå ñ ìåòêàìè Θ̄ :

1 Åñëè â ãðàôå Θ̄ íàéäåòñÿ ïîäãðàô Θ̄′ , ãîìåîìîðôíûé ãðàôe Θ1

èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 1, ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà % : Θ̄′ →
Θj , òî âñå ìåòêè m(e) òåõ ðåáåð e ⊂ Θ̄ , ÷òî %(e) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
âûäåëåííîãî ðåáðà, ðàâíà íóëþ.

2,3,4 Åñëè â ãðàôå Θ̄ íàéäåòñÿ ïîäãðàô Θ̄′ , ãîìåîìîðôíûé îäíîìó èç
îäíîìó èç ãðàôîâ Θj , j = 2, 3, 4 , èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1, ïðè
ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà % : Θ̄′ → Θj , òî ñóììà ìåòîê m(e) òåõ
ðåáåð e ⊂ Θ̄ , ÷òî %(e) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âûäåëåííîãî ðåáðà, ðàâíà
íóëþ.
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Óòâåðæäåíèå 2.6. Ïóñòü a1, . . . , an � íàáîð öåëûõ ÷èñåë, ÷òî ha1
γ1

. . . han
γn
∼

id . Â ãðàôå Θ íà êàæäîì ðåáðå e , ñîîòâåòñòâóþùåìó îêðóæíîñòè
γi , ïîñòàâèì ìåòêó m(e) := ai . Òîãäà ïîëó÷åííûé ãðàô ñ ìåòêàìè
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì.

Çàìå÷àíèå 2.7. Äëÿ çàäàíèÿ ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà hγi íå íóæíî çíàòü
îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòè γi , äîñòàòî÷íî çàôèêñèðîâàòü îðèåíòàöèþ âñåé
ïîâåðõíîñòè. Âûáåðåì íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòè γi . Áóäåì
ïðîâîäèòü ñêðó÷èâàíèå Äýíà ïðàâåå îêðóæíîñòè (åñëè ñìîòðåòü âäîëü
íàïðàâëåíèÿ), íàïðàâëåíèå ñêðó÷èâàíèÿ âûáåðåì ñîâïàäàþùèì ñ íàïðàâëåíèåì
íà îêðóæíîñòè. Òåïåðü åñëè èçìåíèòü îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòè, ïîëó÷èòñÿ
òàêîå æå ñêðó÷èâàíèå, ñäâèíóòîå ïàðàëëåëüíî âäîëü öèëèíäðà - îêðåñòíîñòè
γi . Ïîýòîìó ýòè ñðó÷èâàíèÿ ãîìîòîïíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòêè m(e)
íà ðåáðàõ çàäàíû íåçàâèñèìî îò îðèåíòàöèé îêðóæíîñòåé è ïî íèì
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçì.

Ïóñòü â ãðàôå Θ íàøåëñÿ ïîäãðàô Θ′ , ãîìåîìîðôíûé îäíîìó èç
èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1. Áóäåì èñïîëüçîâàòü èçîòîïíîñòü êîìïîçèöèè
âñåõ ñêðó÷èâàíèé Äýíà âäîëü îêðóæíîñòåé λΘ′(γi) â ñòåïåíÿõ ai òîæäåñòâåííîìó
äèôôåîìîðôèçìó ïîâåðõíîñòè MΘ′ , ñì. çàìå÷àíèå ê Ëåììå 2.2.

Ïóñòü ïîäãðàô Θ′ ãîìåîìîðôåí ãðàôó Θ1 . Ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ai ñëåäóåò èç Ñëåäñòâèÿ 2.5.

Ïóñòü ïîäãðàô Θ′ ãîìåîìîðôåí ãðàôó Θ2 . Òîãäà ïîâåðõíîñòü MΘ′

ÿâëÿåòñÿ òîðîì. Ðàññìîòðèì íà òîðå êðèâóþ β ñ íåíóëåâûì èíäåêñîì
ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé λΘ′(γ1) . Òîãäà èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ β è
ha1

λΘ′ (γ1) . . . han

λΘ′ (γn) · β ðàâåí (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ñóììå òåõ ÷èñåë ai ,
÷òî òî÷êà ξ(γi) ëåæèò â ïîäãðàôå Θ′ è òî÷êà ξΘ′(λΘ′(γi)) ëåæèò íà
çàìêíóòîì ðåáðå, îòìå÷åííîì íà ðèñóíêå æèðíûì. Íî ha1

λΘ′ (γ1) ∼ id ,
îòêóäà ha1

λΘ′ (γ1) · β ∼ β . Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé β ñ ñîáîé ðàâåí
íóëþ, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü ïîäãðàô Θ′ ãîìåîìîðôåí ãðàôó Θ3 . Åñëè ñóììà ai îòëè÷íà
îò íóëÿ, òî íåèçîòîïíîñòü êîìïîçèöèè ñêðó÷èâàíèé Äýíà âäîëü îêðóæíîñòåé
λΘ′(γi) â ñòåïåíÿõ ai òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìó ïîâåðõíîñòè
MΘ′ ñëåäóåò èç íåãîìîòîïíîñòè êðèâûõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2.

Ïóñòü ïîäãðàô Θ′ ãîìåîìîðôåí ãðàôó Θ4 . Åñëè ñóììà ai îòëè÷íà
îò íóëÿ, òî íåèçîòîïíîñòü êîìïîçèöèè ñêðó÷èâàíèé Äýíà âäîëü îêðóæíîñòåé
λΘ′(γi) â ñòåïåíÿõ ai òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìó ïîâåðõíîñòè
MΘ′ ñëåäóåò èç íåãîìîòîïíîñòè êðèâûõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 3.

Ïîêàæåì íåãîìîòîïíîñòü êðèâûõ íà ðèñ. 2. Îòíîñèòåëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ãðóïïà ïîâåðõíîñòè π1(M ; ∂M) =< a1, a2 > . Êðèâûå çàäàþò ðàçëè÷íûå
ýëåìåíòû [a2, a

−1
1 ]ka2[a2, a

−1
1 ]−k è a2 .

Ïîêàæåì íåãîìîòîïíîñòü êðèâûõ íà ðèñ. 3. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
ïîâåðõíîñòè π1(M) =< a1, a2, a3, a4 | [a1, a2] = [a4, a

−1
3 ]−1 > . Êðèâûå

çàäàþò ýëåìåíòû a2a4 è [a1, a2]ka2
2[a1, a2]−ka4 . Åñëè ýòè ýëåìåíòû ñîïðÿæåíû,
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òî èç óòâåðæäåíèÿ ?? ñëåäóåò a2 = u−1
1 [a1, a2]ka2

2[a1, a2]−ku2 è a4 =
u−1

2 a4u1 , ãäå u1 = [a1, a2]m = [a4, a
−1
3 ]−m è u2 = [a1, a2]n = [a4, a

−1
3 ]−n .

Îòñþäà è èç òåîðåìû 2.6 èç [2] ïîëó÷àåì m = k , n = k , m = 0 , n = 0 ,
îòêóäà k = 0 .

Â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 2.6, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.1 îñòàëîñü
äîêàçàòü ñëåäóþùóþ Ëåììó.

Ëåììà 2.8. Åñëè ãðàô ñ ìåòêàìè Θ̄ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì,
òî âñå ìåòêè ðàâíû íóëþ.

Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå Θ̄ åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà
ñòåïåíè 1. Ïîêàæåì, ÷òî â ãðàôå Θ̄ íàéäåòñÿ ïîäãðàô Θ′ , ãîìåîìîðôíûé
îäíîìó èç ãðàôîâ Θj ⊂ Θ , j = 1, 2, 3, 5, 6, 7 ñì. ðèñ. 1, ïðè ïîìîùè
ãîìåîìîðôèçìà % : Θ′ → Θj . Îò êàæäîãî èç ïîäãðàôîâ Θj , j = 2, 3, 5, 6, 7 ,
ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåáðî e áûëî åäèíñòâåííûì ðåáðîì ñ íåíóëåâîé ìåòêîé,
äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî %(e) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì âûäåëåííîãî ðåáðà
ãðàôà Θj . Îò ãðàôà Θ1 ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìíîæåñòâî %(e) ÿâëÿëîñü
ïîäìíîæåñòâîì âûäåëåííîãî ðåáðà ãðàôà Θ1 .

Åñëè íàéäåòñÿ íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ïóòü α : [0; 1] → Θ̄ , ÷òî òî÷êè
α(0) è α(1) ÿâëÿþòñÿ áåëûìè âåðøèíàìè, è ïóòü α ïðîõîäèò ÷åðåç
ðåáðî e , òî íàõîäèì ïîäãðàô Θ1 . Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî òàêîãî ïóòè íå
íàéäåòñÿ.

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 1. Ïóñòü ðåáðî e íà ãðàôå
Θ̄ � áëèæàéøåå ê âåðøèíå x ñðåäè ðåáåð ñ íåíóëåâîé ìåòêîé. Ðàññìîòðèì
êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû x , ñîäåðæàùèé ðåáðî e . Îáîçíà÷èì ýòîò
ïóòü δ̃′′ : [0; 1] → Θ̄ , A := δ̃′′(1) .

Åñëè A ∈ δ̃′′(0; 1) , òî îòðåçîê ïóòè δ̃′′ ìåæäó äâóìÿ ïðîõîæäåíèÿìè
òî÷êè A îáðàçóåò ïîäãðàô Θ2 . Ïóñòü äàëåå A /∈ δ̃′′(0; 1) .

Èç âåðøèíû A âûõîäèò õîòÿ áû 2 îòêðûòûõ ðåáðà e1 è e2 , íå
ñîäåðæàùèõñÿ â δ̃′′ . Åñëè ìåæäó ýòèìè ðåáðàìè åñòü ïóòü, íå ïåðåñåêàþùèé
δ̃′′ , â òîì ÷èñëå âåðøèíó A , òî ìû íàøëè ïîäãðàô Θ3 . Ïóñòü òàêîãî
ïóòè íåò, ò.å. â Θ̄ \ δ̃′′[0; 1] ðåáðà e1 è e2 ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ
ñâÿçíîñòè. Åñëè ìåæäó ðåáðàìè e1 è e2 åñòü ïóòü, ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ
δ̃′′(0; 1) , òî ìû íàõîäèì ïîäãðàô Θ5 . Åñëè íè îò e1 , íè îò e2 íåëüçÿ
äîéòè äî δ̃′′(0; 1) êðîìå êàê ÷åðåç âåðøèíó A , òî íàéäåòñÿ ïîäãðàô Θ6 .
Åñëè îò ðåáðà e1 ìîæíî äîáðàòüñÿ äî δ̃′′(0; 1) íå ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó
A , îò ðåáðà e2 íåëüçÿ, òî íàéäåòñÿ ïîäãðàô Θ7 .

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ðàâåíñòâî íóëþ ìåòêè íà ðåáðå e ñëåäóåò èç
ñîîòíîøåíèé.

Ñëó÷àé 2. Òåïåðü äîêàæåì ëåììó â ñëó÷àå, êîãäà â ãðàôå Θ̄ íåò
âåðøèí ñòåïåíè 1. Ïóñòü e � íåêîòîðîå ðåáðî ãðàôà Θ̄ ñ íåíóëåâîé
ìåòêîé. Ïîêàæåì, ÷òî â ãðàôå Θ̄ íàéäåòñÿ ïîäãðàô Θ′ , ãîìåîìîðôíûé
îäíîìó èç ãðàôîâ Θj ⊂ Θ , j = 2, 4, 5, 8, 9, 10, 11 ñì. ðèñ. 1, ïðè ïîìîùè
ãîìåîìîðôèçìà % : Θ′ → Θj . Îò êàæäîãî èç ïîäãðàôîâ Θj , j = 2, 4, 5, 8, 9, 10, 11 ,
ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåáðî e áûëî åäèíñòâåííûì ðåáðîì ñ íåíóëåâîé ìåòêîé,

7



äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî %(e) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì âûäåëåííîãî ðåáðà
ãðàôà Θj (áîëåå òîãî, äëÿ j 6= 2 ìíîæåñòâî %(e) ñîâïàäàåò ñ âûäåëåííûì
ðåáðîì).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1 è v2 êîíöû ðåáðà e . Åñëè v1 = v2 , ò.e. ðåáðî
e ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, òî íàøåëñÿ ïîäãðàô Θ2 . Ïóñòü äàëåå v1 6= v2 .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç v′i è v′′i , i = 1, 2 , � âåðøèíû ñìåæíûå ñ âåðøèíîé
vi ïî ðåáðàì, îòëè÷íûì îò e .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïóòü ` ìåæäó âåðøèíàìè v′1 è v′′1 ,
íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû v1 è v2 . Åñëè íàéäåòñÿ àíàëîãè÷íûé
ïóòü äëÿ âåðøèí v′2 è v′′2 , òî ìû íàõîäèì ïîäãðàô Θ4 èëè Θ5 , åñëè
óêàçàííûå ïóòè íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ïåðåñåêàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü
òàêîãî ïóòè ìåæäó v′2 è v′′2 íå íàéäåòñÿ. Åñëè îò êàæäîé èç âåðøèí v′2
è v′′2 ìîæíî äîáðàòüñÿ äî âåðøèíû v1 , íå ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó v2 , òî
íàõîäèì ïîäãðàô Θ5 . Åñëè îò v′2 ìîæíî äîáðàòüñÿ äî v1 , íå ïðîõîäÿ
÷åðåç âåðøèíó v2 , à îò v′′2 òàê äîáðàòüñÿ íåëüçÿ, òî íàõîäèì ïîäãðàô
Θ8 . Åñëè äîáðàòüñÿ äî v1 , íå ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó v2 , íåëüçÿ íè îò
v′2 , íè îò v′′2 , òî íàõîäèì ïîäãðàô Θ9 .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íåò ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè v′i è v′′i , íå
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âåðøèíû v1 è v2 , äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 . Áîëåå
òîãî, ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âîâñå íåò öèêëîâ â Θ̄ , ñîäåðæàùèõ
îäíó èç âåðøèí vi , i = 1, 2 , è íå ñîäåðæàùèõ äðóãóþ. Åñëè îò v1

íåâîçìîæíî äîáðàòüñÿ äî v2 êðîìå êàê ïî ðåáðó e , òî íàõîäèì ïîäãðàô
Θ10 . Ïóñòü íàéäåòñÿ íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ïóòü ` , èäóùèé îò v′1 äî
v′2 è íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v1 è v2 . Îò êàæäîé èç âåðøèí v′′1 è v′′2
íåâîçìîæíî äîáðàòüñÿ äî l , íå ïðîõîäÿ ÷åðåç v1 è v2 . Åñëè åñòü ïóòü
îò v′′1 äî v′′2 , íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v1 è v2 , òî ìû íàõîäèì ïîäãðàô
Θ5 . Åñëè òàêîãî ïóòè íåò, òî íàéäåòñÿ ïîäãðàô Θ11 .

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ðàâåíñòâî íóëþ ìåòêè íà ðåáðå e ñëåäóåò èç
ñîîòíîøåíèé.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.

3 Ãîìîòîïíîñòü äèôôåîìîðôèçìîâ ñêðó÷èâàíèÿì
Äýíà

Ïóñòü ñíîâà M � êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü. Îáîçíà÷èì
÷åðåç F ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Ìîðñà íà ïîâåðõíîñòè M , ó êîòîðûõ p
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, q ñåäëîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è r ëîêàëüíûõ
ìàêñèìóìîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü M̄ � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç
M ñòÿãèâàíèåì â òî÷êó êàæäîé ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì
ïîâåðõíîñòè M èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè M̄ , à ïîòîìó
èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû ãîìîëîãèé H1(M̄) . Ðàññìîòðèì â ãðóïïå
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Diff(M) íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó T ⊂ Diff(M) , ñîñòîÿùóþ èç äèôôåîìîðôèçìîâ
h ∈ Diff(M) , èíäóöèðóþùèõ òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû H1(M̄) .
Ïîäãðóïïó T íàçîâåì ãðóïïîé Òîðåëëè ïîâåðõíîñòè M .

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ F îáîçíà÷èì ÷åðåç Gf ïîäãðàô êðèòè÷åñêîãî
ãðàôà ôóíêöèè f , ñîñòîÿùèé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùèõ ñåäëîâûå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Äîïîëíåíèå M \Gf ñîñòîèò èç îòêðûòûõ öèëèíäðîâ
Z` , 1 ≤ ` ≤ k , ïîëóîòêðûòûõ öèëèíäðîâ è îòêðûòûõ äèñêîâ. Â êàæäîì
öèëèíäðå Z` âûáåðåì ïðîñòóþ êðèâóþ γ` , ãîìîòîïíóþ îñíîâàíèþ öèëèíäðà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç hγ`

ñêðó÷èâàíèå Äýíà âîêðóã êðèâîé γ` .

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f ∈ F � ôóíêöèÿ Ìîðñà, {xi} , {yj} , {zk} �
ìíîæåñòâà åå òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ñåäëîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
è òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ñîîòâåòñòâåííî, à äèôôåîìîðôèçì h ∈
T , ïðè÷åì f ◦h = f è h|{xi}∪{zk} = id{xi}∪{zk} . Òîãäà h|{yj} = id{yj} è h
ãîìîòîïåí â ïðîñòðàíñòâå ãîìåîìîðôèçìîâ (M \ ({xi} ∪ {zk}), {yk}) →
(M \ ({xi} ∪ {zk}), {yk}) ýëåìåíòó ðåøåòêè < hγ1 , . . . , hγk

> .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pf : M → Wf åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ
ïîâåðõíîñòè M íà ãðàô Ðèáà Wf . Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èíäóöèðîâàííûé
äèôôåîìîðôèçìîì h àâòîìîðôèçì pf◦h◦p−1

f ãðàôà Ðèáà Wf ñîõðàíÿåò
âñå âåðøèíû è âñå ðåáðà ãðàôà Wf . Âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 ñîõðàíÿþòñÿ,
òàê êàê h ñîõðàíÿåò âñå êîìïîíåíòû êðàÿ è êðèòè÷åñêèå òî÷êè ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ âåðøèíû ãðàôà
Wf , íå ñîõðàíÿåìûå îòîáðàæåíèåì pf ◦h◦p−1

f . Ñðåäè âñåõ òàêèõ âåðøèí
îáîçíà÷èì ÷åðåç v′ òó, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî áëèæàéøåé ê íåé
âåðøèíå ñòåïåíè 1 ìèíèìàëüíî, à ÷åðåç v′′ åå îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè
pf ◦h◦p−1

f . Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé ïóòü îò âåðøèíû v′ äî áëèæàéøåé
ê íåé âåðøèíû ñòåïåíè 1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç v âåðøèíó, ñëåäóþùóþ çà v′

âäîëü ýòîãî ïóòè. Òîãäà v ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè îòîáðàæåíèè pf ◦h◦p−1
f ,

à ðåáðî v′v ïåðåõîäèò â ðåáðî v′′v .
Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ïðîñòîé ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè v′ è v′′ ,

íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v . Ðàññìîòðèì ãðàô Wf\v , ïîëó÷åííûé èç Wf

óäàëåíèåì âåðøèíû v è âñåõ âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð, è ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó
Wf\v(v′) âåðøèíû v′ â Wf\v . Åñëè ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Wf\v(v′) ñîñòîèò
òîëüêî èç âåðøèíû v′ , òî v′ ïðè îòîáðàæåíèè pf ◦ h ◦ p−1

f ïåðåõîäèò â
ñåáÿ, òàê êàê â ãðàôå Wf îíà ëèáî ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ñòåïåíè 1, ëèáî
ñîåäèíåíà ñ v õîòÿ áû äâóìÿ ðåáðàìè, îáðàçóþùèìè ïðîñòîé öèêë. Åñëè
Wf\v(v′) ñîäåðæèò öèêë èëè âåðøèíó ñòåïåíè 1 ãðàôà Wf , òî ñâÿçíàÿ
êîìïîíåíòà Wf\v(v′) ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè îòîáðàæåíèè pf ◦ h ◦ p−1

f , è
ïîòîìó ìåæäó v′ è v′′ åñòü ïóòü, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v . Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå Wf\v(v′) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, è ïîòîìó â íåé íàéäåòñÿ âåðøèíà
v′′′ , îòëè÷íàÿ îò v′ è ñìåæíàÿ òîëüêî ñ îäíîé âåðøèíîé èç Wf\v(v′) .
Òîãäà v′′′ ñìåæíà ñ âåðøèíîé v . Öèêë, ñîñòîÿùèé èç ïóòè îò v′ äî v′′′

ïî ñâÿçíîé êîìïîíåíòå Wf\v(v′) è ðåáåð v′′′v è vv′ , ïåðåõîäèò â ñåáÿ

9



ïðè îòîáðàæåíèè pf ◦ h ◦ p−1
f . Ïîýòîìó ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Wf\v(v′)

ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè pf ◦ h ◦ p−1
f , è ïîòîìó ìåæäó v′ è v′′ åñòü ïóòü,

íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v .
Ïðîñòîé ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè v′ è v′′ , íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó

v , âìåñòå ñ ðåáðàìè v′′v è vv′ îáðàçóåò ïðîñòîé öèêë. Â ñèëó h ∈
T êàæäûé ïðîñòîé öèêë íà ãðàôå Wf ïåðåõîäèò ïðè îòîáðàæåíèè
pf ◦ h ◦ p−1

f â ñåáÿ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî ðåáðî vv′ ïðîñòîãî öèêëà ïåðåõîäèò â ðåáðî vv′′ , è âåðøèíà v
ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Òàêèì îáðàçîì, âñå âåðøèíû ãðàôà Wf ñîõðàíÿþòñÿ
îòîðáàæåíèåì pf ◦ h ◦ p−1

f . Åñëè íåêîòîðîå ðåáðî íå ñîõðàíÿåòñÿ ýòèì
îòîáðàæåíèåì, òî îíî ïåðåõîäèò â ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå òó æå ïàðó âåðøèí.
Òîãäà ðåáðî è åãî îáðàç îáðàçóþò öèêë, ïåðåõîäÿùèé ïðè îòîáðàæåíèè
pf ◦ h ◦ p−1

f â ñåáÿ ñî ñìåíîé îðèåíòàöèè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò h ∈ T .
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì h ñîõðàíÿåò âñå âåðøèíû

è ðåáðà ãðàôà Gf . Èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå pf ◦ h ◦ p−1
f ñîõðàíÿåò

âñå âåðøèíû ãðàôà Wf ñëåäóåò, ÷òî h ïåðåâîäèò êàæäóþ ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó ãðàôà Gf â ñåáÿ. Åñëè äèôôåîìîðôèçì h ïåðåâîäèò â
ñåáÿ íåêîòîðóþ âåðøèíó ãðàôà Gf , ò.å. ñåäëîâóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó
ôóíêöèè f , òî îí ëèáî ïåðåâîäèò âñå èíöèäåíòíûå åé ïîëóðåáðà â ñåáÿ,
ëèáî ïåðåñòàâëÿåò êàæäîå ïîëóðåáðî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì åìó ïîëóðåáðîì.
Çíà÷èò, åñëè äèôôåîìîðôèçì h ñîõðàíÿåò íåêîòîðîå îðèåíòèðîâàííîå
ðåáðî ãðàôà Gf , òî îí ñîõðàíÿåò âñå âåðøèíû è ðåáðà ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà G′
f ãðàôà Gf , â

êîòîðîé äèôôåîìîðôèçì h ïåðåñòàâëÿåò âñå ðåáðà. Ïîêàæåì, ÷òî â
ïîâåðõíîñòè M åñòü íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé êîìïîíåíòû, â êîòîðîé
íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà h , îòëè÷íûõ îò âåðøèí ãðàôà
Gf . Çàôèêñèðóåì íà ïîâåðõíîñòè M íåêîòîðóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó. Ïóñòü
÷èñëî ε ìåíüøå âñåõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè
ãðàôà Gf è äëèí âñåõ ðåáåð ãðàôà Gf . Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε′ < ε

3 ,
÷òî îáðàç ε′ -îêðåñòíîñòè V ′

j êàæäîé âåðøèíû yj ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
G′

f ñîäåðæèòñÿ â ε
3 -îêðåñòíîñòè Vk âåðøèíû yk = h(yj) òîé æå êîìïîíåíòû.

Åñëè âåðøèíà yj ñâÿçíîé êîìïîíåíòû G′
f ïåðåõîäèò â ñåáÿ, òî h ïåðåñòàâëÿåò

êàæäîå èíöèäåíòíîå åé ïîëóðåáðî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì åìó ïîëóðåáðîì,
à ïîòîìó â V ′

j íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò ñàìîé âåðøèíû yj .
Åñëè âåðøèíà yj ïåðåõîäèò â äðóãóþ âåðøèíó yk , òî V ′

j íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñî ñâîèì îáðàçîì, ñîäåðæàùèìñÿ â Vk , à ïîòîìó â V ′

j íåò íåïîäâèæíûõ
òî÷åê. Ðàññìîòðèì íà M íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ρ(x) := ρ(x, h(x)) : M →
R , ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîé òî÷êå ðàññòîÿíèå äî åå îáðàçà ïðè äåéñòâèè
h . Íà ÷àñòè êàæäîãî ðåáðà yj1yj2 ñâÿçíîé êîìïîíåíòû G′

f âíå îêðåñòíîñòåé
V ′

j1
è V ′

j2
êîíöîâ ðåáðà ôóíêöèÿ ρ(x) ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó ìîæíî

âûáðàòü ÷èñëî ε′′ , ÷òî íà ε′′ -îêðåñòíîñòè òàêîé ÷àñòè êàæäîãî ðåáðà
â ïîâåðõíîñòè M ôóíêöèÿ ρ(x) áóäåò ïîëîæèòåëüíà, à ïîòîìó â ýòîé
îêðåñòíîñòè íå áóäåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà h . Âûáåðåì

10



òåïåðü ε′′′ , ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà M ′ ïîâåðõíîñòè f−1[f(G′
f )−ε′′′; f(G′

f )+
ε′′′] , ñîäåðæàùàÿ G′

f , ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè îêðåñòíîñòåé V ′
j âåðøèí

è ε′′ -îêðåñòíîñòåé ÷àñòåé ðåáåð, ëåæàùèõ âíå V ′
j .

Îòîáðàæåíèå h|M ′ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ïîâåðõíîñòè M ′ è
íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòëè÷íûõ îò âåðøèí ãðàôà Gf . Ïóñòü
M̄ ′ � ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç M ′ ñòÿãèâàíèåì êàæäîé ãðàíè÷íîé
îêðóæíîñòè â òî÷êó. Ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà êàæäîé ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè
ïîâåðõíîñòè M ′ , ïîýòîìó îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f̄ : M̄ ′ → R , ñîâïàäàþùàÿ
ñ f âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè M ′ . Òàê êàê h äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî
íà ãðàôå Ðèáà Wf , òî h|M ′ ïåðåâîäèò â ñåáÿ âñå ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè
ïîâåðõíîñòè M ′ . Ïîýòîìó îïðåäåëåí ãîìåîìîðôèçì h̄ ïîâåðõíîñòè M̄ ′

â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèé ôóíêöèþ f̄ è ïåðåâîäÿùèé êàæäóþ òî÷êó ìèíèìóìà
èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè f̄ â ñåáÿ. Ïî âûáîðó ïîâåðõíîñòè M ′ , ó ýòîãî
ãîìåîìîðôèçìà íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòëè÷íûõ îò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ôóíêöèè f̄ .

Âû÷èñëèì èíäåêñû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãîìåîìîðôèçìà h̄ . Ïóñòü
x ∈ M̄ ′ � òî÷êà ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè f̄ . Ðàññìîòðèì â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ìåòðèêó è åâêëèäîâû êîîðäèíàòû, â
êîòîðûõ íåêîòîðàÿ ëèíèþ óðîâíÿ ôóíêöèè f̄ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ñ
öåíòðîì â òî÷êå x . Äëÿ êàæäîé òî÷êè x′ ýòîé îêðóæíîñòè âåêòîð èç
òî÷êè x′ â òî÷êó h̄(x′) ýòîé îêðóæíîñòè íå ìîæåò áûòü ñîíàïðàâëåí ñ
âåêòîðîì èç òî÷êè x â òî÷êó x′ . Ïîýòîìó ind xh̄ = 1 .

Ïóñòü y � ñåäëîâàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè f̄ . Â êîîðäèíàòàõ
Ìîðñà èìååì d2f̄ |y = (1, 0, 0,−1) . Òàê êàê ãîìåîìîðôèçì h̄ ñîõðàíÿåò
ôóíêöèþ f̄ , òî h̄∗|yd2f̄ |y = d2f̄ |y . Ïóñòü â êîîðäèíàòàõ Ìîðñà dh̄|y =(

a b

c d

)
=: A . Òîãäà A

(
1 0
0 −1

)
AT =

(
a2 − b2 ac− bd

ac− bd c2 − d2

)
=

(
1 0
0 −1

)
,

îòêóäà A = ±
(

chχ sh χ

shχ ch χ

)
. Òàê êàê h̄ ïåðåñòàâëÿåò èíöèäåíòíûå

âåðøèíå y ïîëóðåáðà ãðàôà Gf , òî ó dh̄|y îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ
îòðèöàòåëüíû, îòêóäà A = −

(
ch χ shχ

shχ ch χ

)
. Çíà÷èò

ind yh̄ = sgn det(A−E) = sgn det
( − ch χ− 1 − shχ

− shχ − chχ− 1

)
= sgn (2+2 chχ) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãîìåîìîðôèçìà h̄ ðàâíÿåòñÿ
ñóììå èíäåêñîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, è ïî òåîðåìå Ëåôøèöà ðàâíÿåòñÿ∑2

k=0(−1)ktr h̄k , ãäå h̄k : Hk(M̄ ′;R) → Hk(M̄ ′;R) � èíäóöèðîâàííûé
ãîìåîìîðôèçìîì h̄ ãîìîìîðôèçì ãîìîëîãèé. Â ñèëó h̄0 = id èìååì
tr h̄0 = 1 . Òàê êàê h̄ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîì,
òî h̄2 = 1 . Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå µ : M →
M̄ ′ , ÷òî µ◦h = h̄◦µ , ïðè÷åì h ∈ T , ïîýòîìó h̄ ëåæèò â ãðóïïå Òîðåëëè
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äëÿ M̄ ′ . Çíà÷èò, tr h̄1 = dimH1(M̄ ′;R) . Ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ≤ |Fix h̄| =
∑

x∈Fix h̄

ind xh̄ = χ(M̄ ′) = 2− 2g′.

Åñëè g′ = 0 , òî M̄ ′ � ñôåðà, è ó ãîìåîìîðôèçìà h̄ ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå
òî÷êè. Òàê êàê h̄ ñîõðàíÿåò âñå òî÷êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ôóíêöèè
f̄ , òî ó ôóíêöèè f̄ íà ñôåðå ðîâíî îäèí ìàêñèìóì è ðîâíî îäèí ìèíèìóì,
à çíà÷èò íåò ñåäëîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
ïîâåðõíîñòè M ′ . Åñëè g′ = 1 , òî ó ãîìåîìîðôèçìà h̄ íåò íåïîäâèæíûõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîõðàíåíèþ ãîìåîìîðôèçìîì h
âñåõ òî÷åê ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ôóíêöèè f̄ . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì h ñîõðàíÿåò âñå âåðøèíû è ðåáðà
ãðàôà Gf .

Òåïåðü ïîêàæåì ãîìîòîïíîñòü äèôôåîìîðôèçìà h â ïðîñòðàíñòâå
ãîìåîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ ôóíêöèþ f , ýëåìåíòó ðåøåòêè < hγ1 , . . . , hγ1 > .
Áóäåì ñòðîèòü ãîìîòîïèþ îòäåëüíî â êàæäîì äèñêå Qj , ÿâëÿþùèìñÿ
êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè òî÷êè wj ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà
â ìíîæåñòâå M\Gf , ïîëóîòêðûòîì öèëèíäðå Q̂j , ÿâëÿþùåìñÿ êîìïîíåíòîé
ñâÿçíîñòè ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè δj ⊂ ∂M â ìíîæåñòâå M \ Gf , è
êàæäîì öèëèíäðå Z` , ÿâëÿþùåìñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà M\Gf . Â öèëèíäðå Z` âûáåðåì ïóòü γ èç ñåäëîâîé òî÷êè íà
íèæíåì îñíîâàíèè öèëèíäðà â ñåäëîâóþ òî÷êó íà âåðõíåì îñíîâàíèè,
âäîëü êîòîðîãî ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà. Çàìêíóòûé ïóòü γ−1 · (h ◦ γ)
ãîìîòîïåí íåêîòîðîé ñòåïåíè k ∈ Z ïóòè γ` . Íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ãîìîòîïèþ äèôôåîìîðôèçìà h′ := h−k

γ`
◦ h|Z`

â òîæäåñòâåííûé idZ`
.

Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå Z̃`
∼= [f(γ(0)); f(γ(1))]×R öèëèíäðà

Z` è êîîðäèíàòû (f, ϕ) íà íåì, ÷òîáû ïîäíÿòèå γ̃ ïóòè γ ñîâïàäàëî
ñ (f, 0) . Ïîäíèìåì äèôôåîìîðôèçì h′ äî äèôôåîìîðôèçìà h̃′ : Z̃` →
Z̃` è áóäåì ãîìîòîïèðîâàòü åãî â òîæäåñòâåííûé. Äèôôåîìîðôèçì h′ ,
à çíà÷èò è äèôôåîìîðôèçì h̃′ , ñîõðàíàåò ôóíêöèþ f . Ðàññìîòðèì
ãîìîòîïèþ, ïåðåâîäÿùóþ h̃′ â idZ̃`

, â ïðîöåññå êîòîðîé ó êàæäîé òî÷êè
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà ϕ . Êîìïîçèöèÿ ýòîé ãîìîòîïèè
ñ ïðîåêöèåé Z̃` → Z` è äèôôåîìîðôèçìîì hk

γ`
äàåò ãîìîòîïèþ, ïåðåâîäÿùóþ

h|Z`
â hk

γ`
. Ïîñòðîåííûå ãîìîòîïèè íà öèëèíäðàõ Z` ñîâïàäàþò íà

ãðàíèöàõ öèëèíäðîâ, ò.ê. ñòðîÿòñÿ â ïåðåñå÷åíèÿõ öèëèíäðîâ ïî åäèíîìó
ïðàâèëó. Îñòàëîñü ïðîèçâîëüíî ïðîäîëæèòü ïîñòðîåííóþ ãîìîòîïèþ äî
ãîìîòîïèè â äèñêàõ Qj è öèëèíäðàõ Q̂j , ïåðåâîäÿùåé äèôôåîìîðôèçìû
h|Qj è h|Q̂j

â òîæäåñòâåííûå.
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