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1 Ââåäåíèå
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà ñ ïîñòîÿííûì
ãèðîñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì, â ïîñòàíîâêå êîòîðîé âàæíûå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò
Í.Å.Æóêîâñêîìó, Ï.Â.Õàðëàìîâó è äðóãèì êëàññèêàì îòå÷åñòâåííîé è ìèðîâîé
ìåõàíèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî-ïðåæíåìó íå îñëàáåâàåò èíòåðåñ ê ýòîé ïðîáëåìå.
Ïðåæäå âñåãî ýòî ñâÿçàíî ñ ñîâðåìåííûìè ìåòîäàìè ÿâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé, ñ êà÷åñòâåííûìè èññëåäîâàíèÿìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñ èíòåãðèðóåìîñòüþ
ïî Ëèóâèëëþ.

Ãèðîñòàòó Ñ.Â.Êîâàëåâñêîé ïîñâÿùåíî íå òàê ìíîãî ðàáîò. Ï.Â.Õàðëàìîâ
ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü ãèðîñòàò, ðàñïðåäåëåíèå ìàññ êîòîðîãî ïîä÷èíåíî óñëîâèÿì
Ñ.Â.Êîâàëåâñêîé, à ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò íàïðàâëåí ïî îñè äèíàìè÷åñêîé
ñèììåòðèè. Èì óêàçàíî èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå â ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèÿõ ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé. Êàê ïîêàçàë Õ.Ì.ßõüÿ, èíòåãðàë
Ñ.Â.Êîâàëåâñêîé ìîæåò áûòü îáîáù¼í íà ãèðîñòàò ïðè óñëîâèÿõ, óêàçàííûõ
Ï.Â.Õàðëàìîâûì. Ï.Å.Ðÿáîâûì áûëè âû÷èñëåíû áèôóðêàöèîííûå ìíîæåñòâà
èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è ïëîùàäåé, è äàíà èõ êëàññèôèêàöèÿ. Òàêæå èì áûëè
ïîñòðîåíû äèàãðàììû ñëó÷àÿ ßõüè (íóëåâàÿ ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé) ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ï.Â.Ìîðîçîâ â ñâîåé ðàáîòå èññëåäîâàë
ãëîáàëüíûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ (èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-
Öèøàíãà) èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-ßõüè (äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîé ïîñòîÿííîé
ïëîùàäåé).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñäåëàíî ïî÷òè ïîëíîå ïðîäîëæåíèå ãðóáîé Ëèóâèëëåâîé
êëàññèôèêàöèè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé è ãèðîñòàòè÷åñêèé
ìîìåíò). À èìåííî, ïðîäîëæåíû âñå ñåìåéñòâà òîðîâ è âñå, êðîìå ÷åòûðåõ, òèïû
èõ ïåðåñòðîåê.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì -
àêàäåìèêó À.Ò.Ôîìåíêî, äîöåíòó À.À.Îøåìêîâó, êàíäèäàòó ô/ì íàóê Ï.Å.Ðÿáîâó,
êàíäèäàòó ô/ì íàóê Ï.Â.Ìîðîçîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ìíîæåñòâî
öåííûõ çàìå÷àíèé è êîíñóëüòàöèé.

Ðàáîòà áûëà ïðîâåäåíà ñîâìåñòíî ñ Ï.Ï.Àíäðåÿíîâûì è Í.Ñ.Ëîãà÷¼âîé.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîâàëåâñêîé-ßõüè
Ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-ßõüè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî
âîë÷êà Êîâàëåâñêîé íà ñëó÷àé çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæåëîãî ãèðîñòàòà. Ïðèâåäåì
êîíêðåòíûé âèä óðàâíåíèé è ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ýòîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè e(3) ãðóïïû Ëè E(3) äâèæåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà. Íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå e(3)∗ îïðåäåëåíà ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà
äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f è g:

{f, g}(x) = x([dxf, dxg]),

ãäå x ∈ e(3)∗, à [, ] - êîììóòàòîð â àëãåáðå Ëè e(3).
Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (s1, s2, s3, r1, r2, r3) íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

e(3)∗ ýòà ñêîáêà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{si, sj} = εijksk, {ri, sj} = εijkrk, {ri, rj} = 0, (1)

ãäå
1 6 i, j, k 6 3, εijk =

1

1
(i− j)(j − k)(k − i).

À ìàòðèöà Ω(s,r) ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà âûãëÿäèò òàê:

Ω(s,r) =




0 s3 −s2 0 r3 −r2

−s3 0 s1 −r3 0 r1

s2 −s1 0 r2 −r1 0
0 r3 −r2 0 0 0
−r3 0 r1 0 0 0
r2 −r1 0 0 0 0




Ïóñòü íà e(3)∗ çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H(s, r). Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ṡi = {si, H}, ṙi = {ri, H} (2)

Ôóíêöèè f1 = r2
1 + r2

2 + r2
3 è f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3 ëåæàò â ÿäðå ñêîáêè Ëè-

Ïóàññîíà è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé (2). Íà ñîâìåñòíûõ
÷åòûðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ ôóíêöèé f1 è f2:

M4
g = {f1 = r2

1 + r2
2 + r2

3 = 1, f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3 = g},
îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîâåðõíîñòè M4

g ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè ãëàäêèìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â e(3)∗, äèôôåîìîðôíûìè TS2. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà èç îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà e(3)∗.
Ñèñòåìà áóäåò èíòåãðèðóåìîé íà ïîâåðõíîñòè M4

g , åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìàÿ ñ H ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ K(s, r), òàêàÿ ÷òî {H, K} = 0. Åñëè òàêàÿ
ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî íà âñåì e(3)∗, òî íà êàæäîì M4

g âîçíèêàåò
èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïàðàìåòð
g èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ãàìèëüòîíèàíà Êîâàëåâñêîé:

H =
s2
1

A1

+
s2
2

A2

+
(s3 + λ)2

A3

+ a1r1 + a2r2

Êàê âïåðâûå óêàçàë Õ.Ì.ßõüÿ [1, 2] äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé
èíòåãðàë ÷åòâåðòîé ñòåïåíè:

K = (
s2
1 − s2

2

2A
+ a2r2 − a1r1)

2 + (
s1s2

A
− a1r2 − a2r1)

2−

2λ

A2
(s3 + 2λ)(s2

1 + s2
2)−

4λr3

A
(a1s1 + a2s2)

Â íàøåì ñëó÷àå, ãèðîñòàò ïîä÷èí¼í ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ãëàâíûå ìîìåíòû
èíåðöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì A1 = A2 = 2A3 := 2A (∗), ãèðîñòàòè÷åñêèé
ìîìåíò ïîñòîÿíåí è íàïðàâëåí ïî îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè âîë÷êà λ1 =
λ2 = 0, λ := λ3 6= 0 (∗∗), ïàðàìåòðû a1 è a2 çàäàþò ïîëîæåíèå òî÷êè ïîäâåñà
âîë÷êà â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ýëëèïñîèäà èíåðöèè, öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ
òàêæå â ýòîé ïëîñêîñòè. Ïðè λ = 0 ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé.

Ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò íà e(3)∗





s1 =
√

A
2ζ

(−a1s̃1 + a2s̃2),

s2 =
√

A
2ζ

(−a2s̃1 − a1s̃2),

s3 =
√

A
2
s̃3,

r1 = −a1

ζ
r̃1 + a2

ζ
r̃2,

r2 = −a2

ζ
r̃1 − a1

ζ
r̃2,

r3 = r̃3,

λ =
√

A
2
λ̃

(3)

ãäå ζ = a2
1+a2

2, äîáèâàþòñÿ èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ A, a1, a2. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ
(s̃1, s̃2, s̃3, r̃1, r̃2, r̃3), ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà, áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà èñõîäíîé:

Ω(s̃,r̃) =

√
2

A
Ω(s,r)

Èíòåãðàëû f1, f2 îñòàíóòñÿ òî÷íî òàêèìè æå, à ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé
èíòåãðàë K ïðèìóò óïðîùåííûé âèä:

H =
s2
1

4
+

s2
2

4
+

(s3 + λ)2

2
− r1,

K = (
s2
1 − s2

2

4
+ r1)

2 + (
s1s2

2
+ r2)

2 − λ

2
(s3 + 2λ)(s2

1 + s2
2)− 2λr3s1.

Çäåñü è äàëåå ìû äëÿ ïðîñòîòû èñïîëüçóåì ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íîâûõ
ïåðåìåííûõ.
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Óðàâíåíèÿ (2) â êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

ṡ1 = −s2

2
(s3 + 2λ), ṙ1 =

s2r3

2
− r2(s3 + λ),

ṡ2 = −s1

2
(s3 + 2λ) + r3, ṙ2 = −s1r3

2
+ r1(s3 + λ),

ṡ3 = −r2, ṙ3 =
s1r2

2
− s2r1

2
.

Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé íàì áóäåò òàêæå óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êîîðäèíàòàìè
(ω, ν), â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà (äâèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî òâåðäîãî
òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé) èìåþò âèä:





dω1

dt
+ (A3 − A2)ω2ω3 + ω2λ3 − ω3λ2 = (e2ν3 − e3ν2)γ,

dν1

dt
= ω3ν2 − ω2ν3.

dω3

dt
+ (A2 − A1)ω1ω2 + ω1λ2 − ω2λ1 = (e1ν2 − e2ν1)γ,

dν3

dt
= ω2ν1 − ω1ν2.

dω2

dt
+ (A1 − A3)ω3ω1 + ω3λ1 − ω1λ3 = (e3ν1 − e1ν3)γ,

dν2

dt
= ω1ν3 − ω3ν1.

(4)

Çäåñü ω - âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà-íîñèòåëÿ; e - åäèíè÷íûé âåêòîð, êîòîðûé
íàïðàâëåí èç íåïîäâèæíîé òî÷êè ê öåíòðó ìàññ; γ - ïàðàìåòð Ïóàíêàðå, ðàâíûé
ïðîèçâåäåíèþ âåñà ãèðîñòàòà íà ðàññòîÿíèå îò åãî öåíòðà ìàññ äî íåïîäâèæíîé
òî÷êè.

Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè (s, r) è (ω, ν) óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà:
Ëåììà. (À.Î.Îøåìêîâ [3]) Îòîáðàæåíèå ϕ : R6(s, r) → R6(ω, ν) çàäàâàåìîå
ôîðìóëàìè {

si = −(Aiωi + λi),

ri = νi,
(5)

óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ñèñòåìû (2) è ñèñòåìû (4).
Ïðè ýòîì ãàìèëüòîíèàí è ôóíêöèè f1 è f2 â êîîðäèíàòàõ (ω, ν) ñ ó÷åòîì

ñîîòíîøåíèé (∗), (∗∗) ïðèìóò âèä:

H = Aω2
1 + Aω2

2 +
Aω2

3

2
+ a1ν1 + a2ν2,

f1 = ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 , f2 = 2Aω1ν1 + 2Aω2ν2 + (Aω3 + λ)ν3.

À ìàòðèöà Ω(ω,ν) ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

Ω(ω,ν) =
1

A




0 −Aω3−λ
4A

ω2 0 −ν3

2
ν2

2
Aω3+λ

4A
0 −ω1

ν3

2
0 −ν1

2

−ω2 ω1 0 −ν2 ν1 0
0 −ν3

2
ν2 0 0 0

ν3

2
0 −ν1 0 0 0

−ν2

2
ν1

2
0 0 0 0
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Âûáåðåì ïîäâèæíûå îñè òàê, ÷òîáû öåíòð ìàññ íàõîäèëñÿ íà ïåðâîé èç íèõ:
(e1, e2, e3) := (1, 0, 0) è ñäåëàåì çàìåíó (îí ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ïàðàìåòðîâ
A, a1, a2): 




ωi =
√

γ
A
(ω̃i),

νi = ν̃i,

λ = λ̃
√

γA,

τ = t
√

γ
A
,

(6)

çäåñü
√

γ
A

- åäèíèöà èçìåðåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè. Îáðàòíàÿ âåëè÷èíà
√

A
γ

-
åäèíèöà èçìåðåíèÿ âðåìåíè.

Ìàòðèöà ôîðìû Ω(ω̃,ν̃) èìååò âèä:

Ω(ω̃,ν̃) =
1√
γA




0 −ω̃3−λ̃
4

ω̃2 0 − ν̃3

2
ν̃2

2
ω̃3+λ̃

4
0 −ω̃1

ν̃3

2
0 − ν̃1

2

−ω̃2 ω̃1 0 −ν̃2 ν̃1 0
0 − ν̃3

2
ν̃2 0 0 0

ν̃3

2
0 −ν̃1 0 0 0

− ν̃2

2
ν̃1

2
0 0 0 0




Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãèðîñòàòà â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ (ω̃, ν̃),
è âåðíåì äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ (óáåðåì òèëüäî÷êè):





2ω̇1 = (ω3 − λ)ω2,

2ω̇2 = −(ω3 − λ)ω1 − ν3,

ω̇3 = ν2,

ν̇1 = ν2ω3 − ν3ω2,

ν̇2 = ν3ω1 − ν1ω3,

ν̇3 = ν1ω2 − ν2ω1,

(7)

ãäå òî÷êà - äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî áåçðàçìåðíîìó ïàðàìåòðó τ =
√

γ
A
t.

Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû ïåðåéäóò â ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

f1 ≡ ν1
2 + ν2

2 + ν3
2 = 1.

f2 ≡ ω1ν1 + ω2ν2 +
(ω3 + λ)ν3

2
= g,

H ≡ ω1
2 + ω2

2 +
ω3

2

2
− ν1 = h,

K ≡ (ω1
2 − ω2

2 + ν1)
2 + (2ω1ω2 + ν2)

2+

+2λ(ω3 − λ)(ω1
2 + ω2

2) + 4λω1ν3 = k,
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Òàêèì îáðàçîì ó íàñ åñòü ÷åòûðå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìåæäó êîòîðûìè ìû
ìîæåì ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ, ïîëüçóÿñü ïðèâåäåííûìè âûøå çàìåíàìè:

(s, r)
(5)−−−→ (ω, ν)y(3)

y(6)

(s̃, r̃) (ω̃, ν̃)

Íà âñÿêîì ÷åòûðåõìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M4
g äëÿ çàäàííûõ

çíà÷åíèé λ, g ìû ïîëó÷àåì èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, çàäàâàåìóþ ïàðîé (Hg,λ, Kg,λ).Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, êîòîðàÿ ïîäðîáíî
îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð, â [4, ò.1. 1.5], âñÿêàÿ íåîñîáàÿ êîìïàêòíàÿ ñîâìåñòíàÿ
ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî ÷èñëà äâóìåðíûõ
òîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå,
íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M4

g íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ
ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ H, K.

3 Âû÷èñëåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì
Â ýòîì ïóíêòå ìû èçëàãàåì ðåçóëüòàòû Ì.Ï.Õàðëàìîâà è Ï.Å.Ðÿáîâà, êîòîðûå
áóäóò èñïîëüçîâàíû íàìè â äàëüíåéøåì, à òàêæå ââîäèì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ
è îáîçíà÷åíèÿ.

Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H ×K : M4
g → R2(h, k) (8)

Îïðåäåëåíèå. Îáðàç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà íàçûâàåòñÿ
áèôóðêóöèîííîé äèàãðàììîé Σλ,g

h,k.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ïàðàìåòðû λ è g çàôèêñèðîâàíû.
Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ãëàäêèõ êðèâûõ, èìåþùèõ

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êàñàíèÿ è âîçâðàòà.
Â [5] óêàçàíû êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2(g, λ), ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè

òèïàìè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì. À òàêæå íàéäåí ÿâíûé âèä áèôóðêàöèîííûõ
êðèâûõ íà ïëîñêîñòè R2(h, k).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ(g, λ) ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç òåõ çíà÷åíèé (g, λ) ∈
R2(g, λ), ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå ìåíÿåòñÿ âèä ñå÷åíèÿ Σλ,g

h,k ïëîñêîñòüþ
{g = const, λ = const}. Òîãäà ýòî ìíîæåñòâî óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Òåîðåìà 1. (Ï.Å.Ðÿáîâ) Θ(g, λ) =
⋃5

i=1 Γi, ãäå

Γ1(g, λ) = 1− 4λg = 0,

Γ2(t) =

{
−2t3,

√
−4t4 − 1

4t2

}
, t ∈

[
− 1√

2
, 0

]
,

Γ3(s) =

{√
s2 − 1

4s
,
√−s3

}
, s ∈ [−1, 0), ,

Γ4(t) =

{√
−(3t2 − 1)2

4t3
,

√
(t2 − 1)3

t3

}
,

Γ5(t) =

{√
(t2 − 1)3

2t3
,

√
−(3t2 − 1)2

2t3

}
, t ∈ [−1, 0).

Áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî Σλ,g
h,k, ñîãëàñíî ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèÿì, âûãëÿäèò

òàê:

Òåîðåìà 2. (Ï.Å.Ðÿáîâ) Âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà
(8) â çàäà÷å Ñ.Â.Êîâàëåâñêîé-Õ.Ì.ßõüè ïðèíàäëåæàò χ1 ∪ χ2, ò.å.

Σλ,g
h,k ⊂ χ1 ∪ χ2,

ãäå

χ1 :

{
k = 1,

h ≥ −1,

{
k = 1 + (h− λ2

2
)2,

h ≥ λ2

2
,

g = 0;

{
h = ω2

1 + λ2

2
− g

ω1
,

k = 1 + ω4
1 + 2gω1,

g 6= 0,

χ2 :

{
h ≥ 0,

k = 0,
λ = 0;

{
h = 2g2 − λ2

2
− s + λ2

2s2 ,

k = −4λ2g2 + (s + λ2)2 − λ2(λ2+2s2)
s2 ,

λ 6= 0.

Òåîðåìà 3. (Ï.Å.Ðÿáîâ) Â ñëó÷àå 1− 4λg > 0 äëÿ s ∈ (−∞, s1) íà êðèâîé χ2

îòñóòñòâóþò êðèòè÷åñêèå äâèæåíèÿ. Â ñëó÷àå 1− 4λg < 0 äëÿ s ∈ (−∞, s∗)
íà êðèâîé χ2 îòñóòñòâóþò êðèòè÷åñêèå äâèæåíèÿ. ×åðåç s∗ îáîçíà÷àåòñÿ
îäíî èç çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íà êðèâîé χ2, äëÿ êîòîðîãî χi ïåðåñåêàþòñÿ, s1 =
−1−

√
1−16λ2g2

8g2 .

4 Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ
Âûøå ó íàñ îïèñàíî áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 18
îáëàñòåé, â êîòîðûõ áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.
Ýòè îáëàñòè íàáçîâåì öèôðàìè 1−9, è 1′−9′. Òàê æå áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå
èì äèàãðàììû. Äèàãðàììû, ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêàì îñåé â ïëîñêîñòè R2

g,λ

áóäåì íàçûâàòü 1k, 2k, 6k, 7k äëÿ ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé (λ = 0) è 1m, 2m, 6m, 7m
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äëÿ ñëó÷àÿ Ìîðîçîâà (g = 0). Äèàãðàììó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íà÷àëó êîîðäèíàò
â R2

g,λ íàçîâåì 0 (ñì. ðèñ.1):

Ñãîâîðèìñÿ íàçûâàòü îáëàñòè, íà êîòîðûå äåëèò ïëîñêîñòü R2
g,λ ìíîæåcòâî

Θ(g, λ) îáëàñòÿìè, à îáëàñòè, íà êîòîðûå äåëèò ïëîñêîñòü R2
h,k áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà - êàìåðàìè. Ãëàäêèå êóñêè äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (áèôóðêàöèîííûå
êðèâûå äåëÿòñÿ íà òàêèå êóñêè òî÷êàìè êàñàíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è âîçâðàòà) áóäåì
èíîãäà íàçûâàòü ñòåíêàìè.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà ïîäðàçóìåâàåò ãðóáóþ
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(à çàòåì è òîíêóþ) Ëèóâèëëåâó êëàññèôèêàöèþ. Îíà óæå áûëà ÷àñòè÷íî ïðîâåäåíà.
À èìåííî íà äâóõ îñÿõ:

λ = 0 − ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé (À.Ò.Ôîìåíêî è À.Â.Áîëñèíîâ [4]) è
g = 0 − (Ï.Â.Ìîðîçîâ [9]).

Ïðèâåäåì åå çäåñü. Âñå êóñêè ãëàäêèõ äóãè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ìû
îáîçíà÷èì ìàëûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè. Â èõ ïðîîáðàçàõ ëåæàò
áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ 3-àòîìàìè. Èõ
òèïû óêàçàíû íèæå â òàáë.2. Ðåãóëÿðíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà R2(h, k)
ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà íåñâÿçíûõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Ýòè
òîðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà ñåìåéñòâà. Ìû îáîçíà÷èëè èõ ðèìñêèìè
öèôðàìè I − V III (ñì òàáë.1).

ñåìåéñòâî ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ
I 1
II 2
III 1
IV 1
V 1
VI 1
VII 2
VIII 2

Òàáëèöà 1.

êðèâàÿ χ2 êðèâàÿ χ1

α1 − A β1 − A
α2 −B β2 −B
α3 − A β3 − A
α4 −B β4 −B
α5 − C2 β5 − 2A∗

α6 - íåò ïåðåñòðîéêè β6 − 2A
α7 − 2A β7 − 2A
δ1 − 2A γ1 − 2A
δ2 − 2B γ2 − 2B
δ6 − 2B γ6 − 2B

α7δ5 − 4A β7γ5 − 4A
α1α3 − 2A β1γ3 − 2A

Òàáëèöà 2.

Çàìå÷àíèå. Çäåñü âñòðå÷àþòñÿ àòîìû ñëåäóþùèõ òèïîâ: A, A∗, B, C2.
Â ñëó÷àÿõ, êîãäà gλ 6= 0 íå ïîÿâèòñÿ íîâûõ ïåðåñòðîåê. Òàêæå íå ïîÿâÿòñÿ
íîâûå ñåìåéñòâà òîðîâ.
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Â ñëó÷àÿõ Êîâàëåâñêîé è Ìîðîçîâà ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ïî 4 áèôóðêàöèîííûõ
äèàãðàììû, òàêæå îñîáûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé g = λ = 0. Íèæå ïðèâåäåíû èçîáðàæåíèÿ
ýòèõ äåâÿòè äèàãðàìì ñ ðàññòàâëåííûìè íà íèõ ñåìåéñòâàìè è ïåðåñòðîéêàìè
òîðîâ.
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5 Ïðîäîëæåíèå ãðóáîé Ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè
ñ îñåé íà âñþ ïëîñêîñòü

Òåîðåìà. Â ïðåäïîëîæåíèè áîòòîâîñòè íàøåé ñèñòåìû, ìîæíî óçíàòü ñåìåéñòâà
è ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ íà âñåì êâàäðàíòå {g > 0, λ > 0}, çà èñêëþ÷åíèåì
÷åòûðåõ ïåðåñòðîåê (δ3, δ5, γ3, γ5), äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè, èìåþùåéñÿ
â óæå èçó÷åííûõ ñëó÷àÿõ Êîâàëåâñêîé è Ìîðîçîâà. Âñå äàííûå îòìå÷åíû íà
ñõåìàòè÷åñêèõ ðèñóíêàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (ñì. íèæå).

¤ Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîêàæåì çäåñü íàãëÿäíî, êàê ðàññòàâèòü íà äèàãðàììàõ ñåìåéñòâà è ïåðåñòðîéêè.
I. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå êàìåðû è ñòåíêè íà áèôóðêàöèîííûõ

äèàãðàììàõ èç ðàçíûõ îáëàñòåé ñîâïàäàþò (òî åñòü íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü
îäèíàêîâûå áóêâû). Ïðè ïåðåõîäå èç ëþáîé îáëàñòè (íà êîòîðûå R2

λ,g äåëèòñÿ
ðàçäåëÿþùèìè êðèâûìè Γi) â ñîñåäíþþ ñ íåé, áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû
èçìåíÿþòñÿ ëèøü ëîêàëüíî. Òî åñòü áîëüøèíñòâî êàìåð è ñòåíîê â ïàðå ñîñåäíèõ
äèàãðàìì îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ïåðåõîäà îò äèàãðàììû
1' ê äèàãðàììå 9 (ñì. òàêæå ðèñ.1):

Âèäèì, ÷òî ïðîèçîøëè òîëüêî ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ - êëþâ γ3β2 ïðîòêíóë
ñòåíêó α1. Àíàëîãè÷íûå ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ, êàê ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî
óáåäèòüñÿ, ïðîèñõîäÿò è âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Ïî÷åìó ýòè ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ äèàãðàìì íå âëåêóò ãëîáàëüíûõ èçìåíåíèé
â èõ ëèóâèëëåâîì óñòðîéñòâå? (∗)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Σλ,g
h,k, êàê ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â R4

λ,g,h,k. Îäèíàêîâûå
êàìåðû íà ñîñåäíèõ äèàãðàììàõ ÿâëÿþòñÿ îäíîé êàìåðîé â Σλ,g

h,k (èç îäíîé
êàìåðû ìîæíî ïîïàñòü â äðóãóþ ïðè ïîìîùè ãëàäêîé êðèâîé, çàâèñÿùåé îò
ïàðàìåòðîâ g è λ). Äëÿ òîãî ÷òîáû (∗) áûëî âåðíî, íóæíà áîòòîâîñòü (íåâûðîæäåííîñòü)
íàøåé ñèñòåìû.
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II. Ïîäðîáíåå ðàçáåðåì ïðîäîëæåíèå ïåðåñòðîåê è ñåìåéñòâ òîðîâ â äèàãðàììó
4, çíàÿ óñòðîéñòâî äèàãðàìì 1m, 1k è 2k. Äëÿ ýòîãî ìû ïåðåéäåì â äèàãðàììó
1 (1k → 1 ← 1m), ïîòîì â äèàãðàììó 2 (1 → 2 ← 2k), ïîòîì â äèàãðàììó 3
(2 → 3, è, íàêîíåö, â äèàãðàììó 4 (ñì. ðèñ.)

Cíà÷àëà ìû äîëæíû ñîâåðøèòü ïåðåõîä îò 1m è 1k ê 1. Îí çàìå÷àòåëåí òåì,
÷òî çíàÿ îòäåëüíî êëàññèôèêàöèþ 1m èëè 1k, ïîëíîñòüþ ïðîäîëæèòü âñå â 1
íå óäàëîñü áû. Íî ýòè äâà ñëó÷àÿ òàê çàìå÷àòåëüíî äðóã äðóãà äîïîëíÿþò, ÷òî
ïðîäîëæåíèå âîçìîæíî!

Ïåðåõîä îò 1k ê 1: Ýòè äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî êðàéíÿÿ ëåâàÿ
ñòåíêà α1α3 ðàçäåëèëàñü íà äâå - α1 è α3 (êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ äëÿ ýòîé
äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, íî, êàê ìû óâèäèì ïîòîì, îíè ïðèäóò èç äèàãðàììû
1m) è ïîÿâèëàñü òî÷êà êàñàíèÿ ñòåíîê β5 ñ α3, îáðàçîâàâ äâå íîâûå - α2 è β6

(êîòîðûå òàêæå èìåþòñÿ â äèàãðàììå 1m). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò 1 ê 1k,
ýòà òî÷êà êàñàíèÿ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü. Äàëåå, â òðåùèíó ìåæäó ñòåíêàìè
α1 è α3 çàòåêëî ñåìåéñòâî òîðîâ I, à âñå îñòàëüíûå ñåìåéñòâà è ïåðåñòðîéêè íå
èçìåíÿþòñÿ â ñèëó áîòòîâîñòè ñèñòåìû.

Ïåðåõîä îò 1m ê 1: Ýòè äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ñòåíêà β1β3 ðàçäåëèëàñü
íà äâå - β1 è β3 (êîòîðûå óæå åñòü â 1k) è ïîÿâèëàñü òî÷êà êàñàíèÿ ñòåíêè α5

ñ β3, îáðàçîâàâ äâå íîâûå - β2 è α6 (êîòîðûå òàêæå èìåþòñÿ â äèàãðàììå 1k).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò 1 ê 1m, ýòà òî÷êà êàñàíèÿ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü.
Äàëåå, â òðåùèíó ìåæäó ñòåíêàìè β1 è β3 çàòåêëî ñåìåéñòâî òîðîâ I (âñå î÷åíü
ïîõîæå íà ïåðåõîä îò 1k ê 1).

Èòàê, ìû ïðîäîëæèëè êëàññèôèêàöèþ â íàøó ïåðâóþ êàìåðó.
Ïåðåéäåì òåïåðü îò 1 ê 2. Ýòè äèàãðàììû ïðåâðàùàþòñÿ äðóã â äðóãà

òàê: òî÷êè N1, B1, X1 ñõëîïûâàþòñÿ â îäíó òî÷êó â ìîìåíò ïåðåõîäà ÷åðåç
ðàçäåëÿþùóþ êðèâóþ â R2

λ,g, à çàòåì ðàñõîäÿòñÿ îáðàòíî, ïðåâðàùàÿñü â òî÷êè
N2, B2, X2. Íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå: îñîáûå
òî÷êè áûëè â ïîðÿäêå "ïåðåñå÷åíèå-âîçâðàò-êàñàíèå à ñòàíîâÿòñÿ - "êàñàíèå-
âîçâðàò-ïåðåñå÷åíèå". Êëþâ β4β3 çàâîðà÷èâàåòñÿ âíóòðü êëþâà α3α4, èñ÷åçàåò
ñòåíêà α5, ïîÿâëÿþòñÿ δ6, γ1 è γ2 (ìû èõ óçíàåì èç 2k). Îáëàñòü II èñ÷åçàåò, è
ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü I,VI,VIII (êîòîðàÿ òàêæå åñòü â 2k). Âñå îñòàëüíîå íåèçìåííî.

Ïåðåõîä îò 2k ê 2: Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó îò 1k ê 1. Òî åñòü ýòà
ëîêàëüíàÿ ïåðåñòðîéêà äèàãðàìì íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïåðåñòðîéêîé ìåæäó 1 è 2.
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Ïåðåõîä îò 2 ê 3 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êëþâ γ1γ2 ïåðåñåêàåò ñòåíêó α3. Ïðè
ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ òðè íîâûõ êàìåðû (îãðàíè÷åííûõ ñîîòâåòñòâåííî ñòåíêàìè
(γ3, β2, δ5), (α3, β5, γ1) è (α3, α4, γ2)), è äâå íîâûõ ïåðåñòðîéêè (γ3, β5). Êàìåðà ñ
ñåìåéñòâàìè I,VI ïðè ïåðåõîäå îò 2 ê 3 ðàçäåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè (äâå ïîñëåäíèõ
íîâûõ êàìåðû), íî â êàæäîé èç íèõ ýòè ñåìåéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ (èç-çà òîãî,
÷òî èç îäíîé ÷àñòè ìîæíî ïîïàñòü â äðóãóþ ïðè ïîìîùè ãëàäêîé êðèâîé,
çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ g è λ). Êàìåðà, îãðàíè÷åííàÿ ñòåíêàìè (γ3, β2, δ5)
áóäåò ñîäåðæàòü ñåìåéñòâà V,IV (ýòî áóäåò âèäíî ïðè ïåðåõîäå îò 3 ê 4). Òàêèì
îáðàçîì, âî âñåõ êàìåðàõ íàì ñòàëè èçâåñòíû ñåìåéñòâà òîðîâ. Ñ ïåðåñòðîéêàìè
íà ýòîé äèàãðàììå, ê ñîæàëåíèþ, ìåòîä íå ïîìîãàåò. Ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ñòåíêè
γ3 è β5, òèïû êîòîðûõ ìû íå ìîæåì ïîêà óçíàòü (ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
ñì. ãèïîòåçó íà ýòîò ñ÷åò).

Ïåðåõîä îò 3 ê 4. Îáúÿñíèì, ïî÷åìó â ïåðâîé íîâîé êàìåðå (äëÿ ïåðåõîäà
îò 2 ê 3) áóäóò ñåìåéñòâà V,IV. Ïðè ïåðåõîäå èç 3 â 4, êëþâ δ5α3α4δ6 ïåðåñòàåò
ïåðåñåêàòü ñòåíêó β2γ2β2 è íàøà íîâàÿ êàìåðà ñîåäèíÿåòñÿ ñ êàìåðîé, îãðàíè÷åííîé
α6, δ6 è β6, â êîòîðîé êàê ðàç è æèâóò ýòè äâà ñåìåéñòâà òîðîâ. Äèàãðàììà 4
ìåíåå èíòåðåñíà, ÷åì äèàãðàììà 3, ïîòîìó ÷òî 3 ñîäåðæèò âñå, ÷òî åñòü â 4.

Èòàê, öåëü íàøåãî ïóòåøåñòâèÿ äîñòèãíóòà. Ìû ïîïàëè â äèàãðàììó 4.
III. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè áûëè ïðîäîëæåíû ïåðåñòðîéêè è ñåìåéñòâà

òîðîâ íà âñå 18 äèàãðàìì. Ïîÿâèëèñü ÷åòûðå íîâûõ ñòåíêè, êîòîðûì íå óäàëîñü
ïðèïèñàòü êàêóþ-ëèáî èçâåñòíóþ ïåðåñòðîéêó èç ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé èëè Ìîðîçîâà.
Íîâûõ ñåìåéñòâ òîðîâ íå ïîÿâèëîñü. Îáõîä êàìåð óäîáíî äåëàòü â ñëåäóþùåì
ïîðÿäêå, çà äâà ïðîõîäà:

0 → 1 → 2′ → 3′ → 4′ → 5′ → 1′ → 9′ → 8′ → 7′ → 6′,

0 → 1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 1′ → 9 → 8 → 7 → 6.

Ýòî íàãëÿäíî ïîêàçàíî íà ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ. Íà ïåðâîì íàðèñîâàíû ïóòè
îáõîæäåíèÿ äèàãðàìì ïî ïëîñêîñòè R2

λ,g, äâà ñëåäóþùèõ èëëþñòðèðóþò ñâÿçü
ìåæäó ñîñåäíèìè äèàãðàììàìè - êàðòèíî÷êè ñ äèàãðàììàìè èìåþò îáùóþ
ñòîðîíó, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè â R2

λ,g ãðàíè÷àò ìåæäó ñîáîé. Íà ýòèõ
ðèñóíêàõ õîðîøî âèäíà ëîêàëüíîñòü â ðàçëè÷èÿõ ìåæäó ñîñåäíèìè äèàãðàììàìè,
çàòåì ïðèâåäåí 21 ðèñóíîê, íà êîòîðîì â îïèñàííîì âûøå ïîðÿäêå ðàñïîëîæåíû
íàøè äèàãðàììû ñ ðàññòàâëåííûìè íà íèõ ñåìåéñòâàìè è ïåðåñòðîéêàìè òîðîâ
Ëèóâèëëÿ.

Ïðîâåðêà ïðîäîëæåíèÿ â îñòàëüíûå îáëàñòè ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. ¥
Çàìå÷àíèå. Ãèïîòåçà íàñ÷åò ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ ïåðåñòðîåê.

Â ðàáîòå Í.Ñ.Ëîãà÷åâîé áûëè âû÷èñëåíû èíäåêñû è òèïû êðèòè÷åêèõ òî÷åê,
ÿâëÿþùèõñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ
áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ). Êàæäàÿ ñòåíêà, îòâå÷àþùàÿ íåèçâåñòíîé ïåðåñòðîéêå,
âõîäèò îäíèì êîíöîì â òàêóþ òî÷êó. È êàæäàÿ èç ýòèõ ïåðåñòðîåê îêàçûâàåòñÿ
öåíòðîâîé, òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èëè íåñêîëüêî àòîìîâ A.

Åñëè òèïà êðèòè÷åñêîé òî÷êè äåéñòâèòåëüíî äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïåðåñòðîéêè, òî òîãäà ãðóáàÿ Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-
ßõüè ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ çàâåðøåííîé.
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