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1.Ââåäåíèå. Ìåòîäîëîãèÿ Robust îïòèìèçàöèè (ðàçâèòàÿ àâòîðàìè [2]) ïîëó÷àåò âûïóêëûå çàäà÷è
âèäà

min
x∈Rn

{cT x : Ax− b ∈ LN ,∀(A, b, c) ∈ Uρ (∗)}

ãäå

LN = {x ∈ Rn : xN >
√

x2
1 + · · ·+ x2

N−1},

ìàòðèöû A ∈ RN×n, âåêòîðû b ∈ RN , c ∈ Rn èç ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ

Uρ =

{
(A, b, c) = (A0, b0, c0) + ρ

L∑
l=1

yl(Al, bl, cl) : yT Qky 6 1, k = 1, . . . ,K

}
äëÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö Qk.

Çàäà÷à (*) äëÿ ρ = 1 NP òðóäíà (ñì. [2]), íî îíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ (ñì. [1]) çàäà÷åé (*) äëÿ ρ′ > 1,
êîòîðàÿ óæå âû÷èñëèìà.

Óðîâåíü àïïðîêñèìàöèè ρ′ îãðàíè÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

ρ′ 6

√√√√2ln

(
2

1− 2r

(
K∑

k=1

RankQk

))
Êîíñòàíòà r � ýòî ìàêèñìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà, îòñåêàåìûõ êàñà-
òåëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè ê âïèñàííîé ñôåðå. Òî åñòü äëÿ êàæäîãî íàáîðà (α1, . . . , αn) : α2

1 +
· · · + α2

n = 1 ñóùåñòâóåò íå áîëåå r2n íàáîðîâ (a1, . . . , an) : |ai| = 1, i = 1, . . . , n, òàêèõ ÷òî∑n
i=1 a1α1 + · · ·+ anαn > 1.
Â [1] äîêàçàíî (ëåììà À.1) ÷òî r 6 1

3 è âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî r 6 1
4 .

Ïåðåôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó r 6 1
4 (è äîêàçàííîå â [1] íåðàâåíñòâî r 6 1

3) â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ.
Ïóñòü Bn - ìíîæåñòâî âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà ñ ðåáðîì äëèíû äâà è öåíòðîì â íà÷àëå äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàò Rn, à Sn−1 - âïèñàííàÿ â íåãî n − 1-ìåðíàÿ ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò:

x = (x1, . . . , xn) ∈ Bn : ∀i | xi |= 1

y = (y1, . . . , yn) ∈ Sn−1 :
n∑

i=1

y2
i = 1
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Ãèïîòåçà 1. (Íåìèðîâñêèé, Áåí-Òààë, Ðîñ.) Äëÿ ëþáîé òî÷êè N ∈ Sn−1 ìíîæåñòâî òàêèõ X ∈ Bn,

÷òî (OX,ON) > 1 èìååò ìîùíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 2n−2, ò.å. ÷åòâåðòè êîëè÷åñòâà âåðøèí êóáà.

Èíà÷å ãîâîðÿ, êîëè÷åñòâî âåðøèí êóáà, îòñå÷åííûõ ãèïåðïëîñêîñòüþ, êàñàþùåéñÿ âïèñàííîé ñôåðû
(ò.å. ëåæàùèõ ñòðîãî ïî ðàçíûå ñòîðîíû ñ öåíòðîì) íå ïðåâîñõîäèò ÷åòâåðòè îáùåãî êîëè÷åñòâà âåðøèí
êóáà

Ãèïîòåçà âûäâèíóòà â 2001 ãîäó.

Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áåç ïîÿñíåíèé ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

1). n-ìåðíûé êóá � ìíîæåñòâî òî÷åê, ìàêñèìóì ìîäóëÿ êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàâåí 1.
2). Bn � ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà (±1, . . . ,±1), ò.å. âåðøèí êóáà
3). N(A) � êîëè÷åñòâî âåðøèí êóáà, îòñåêàåìûõ ãèïåðïëîñêîñòüþ, êàñàþùåéñÿ ñôåðû â òî÷êå A.
4). Nn

0 � êîëè÷åñòâî âåðøèí, îòñåêàåìûõ ïëîñêîñòüþ, êàñàòåëüíîé êî âïèñàííîé ñôåðå â òî÷êå, ëåæàùåé
íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì öåíòð êóáà è âåðøèíó. Òî åñòü Nn

0 = N(±1/
√

n, . . . ,±1/
√

n)
5). Òî÷êà êóáà ñîîòâåòñâóåò òî÷êå ñôåðû, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íà÷àëà êîîðäèíàò.
6). Sn

K(r) � ñôåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå K è ðàäèóñîì r. Íàì ïîíàäîáèòñÿ åäèíè÷íàÿ ñôåðà Sn
0 (1) ñ öåíòðîì

â íóëå.
7). γ(X) � ãèïåðïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó X.
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2.Îáùèå ôàêòû. Ýòîò ðàçäåë ñîäåðæèò îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è íåêîòðûå íåñëîæíûå, íî âàæíûå
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò A ∈ Sn−1
0 (1), òàêîå ÷òî N(A) = 2n−2, ò.å. ïðåäïîëàãàåìàÿ îöåíêà íåóëó÷øàå-

ìà.

Äîêàçàòåëüñòâî
� Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ãèïåðïëîñêîñòü, êàñàþùóþñÿ íàøåé ñôåðû â òî÷êå (1/

√
2, 1/

√
2, 0, . . . , 0)

Òîãäà îòðåçàííûìè áóäóò âåðøèíû âèäà (1, 1,±1, . . . ,±1), à èõ êàê ðàç 2n−2 øòóê.�

Îïðåäåëåíèå 1. Îòñåêàåìîå ìíîæåñòâî äëÿ òî÷êè N ∈ Sn−1 - ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ X ∈ Bn, ÷òî

(OX,ON) > 1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ïîäìíîæåñòâî âåðøèí êóáà, êîòîðûå îêàçàëèñü ñ öåíòðîì ñôåðû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè, êàñàþùåéñÿ ñôåðû â òî÷êå N .

Îïðåäåëåíèå 2. Îáëàñòü ïîñòîÿíñòâà � ìíîæåñòâî òî÷åê ñôåðû, îòñåêàåìûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ

ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 1. Êàæäàÿ îáëàñòü ïîñòîÿíñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à êàñàòåëüíàÿ ãè-

ïåðïëîñêîñòü ê ëþáîé òî÷êå íà åãî ãðàíèöå ïðîõîäèò õîòÿ áû ÷åðåç îäíó âåðøèíó êóáà.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñôåðîé âëèÿíèÿ èëè øàïî÷êîé âåðøèíû X êóáà íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ñôåðû,

äëÿ êîòîðûõ òî÷êà X ëåæèò â îòñåêàåìîì ìíîæåñòâå

Âñå ñôåðû âëèÿíèÿ óñòðîåíû î÷åíü ïðîñòî è îäíîîáðàçíî. Ýòîìó ïîñâÿùåíà

Ëåììà 2. Êàæäàÿ ñôåðà âëèÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì èñõîäíîé ñôåðû è ïîëóïëîñêîñòè. Ãðàíèöåé

ñôåðû âëèÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ (n− 2)-ìåðíàÿ ñôåðà ñ ðàäèóñîì
√

(n−1)√
(n)

Äîêàçàòåëüñòâî
� Ðàññìîòðèì òî÷êó ãðàíèöû èññëåäóåìîé îáëàñòè � ñôåðû âëèÿíèÿ. Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó êóáà. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó âåðøèíó
êóáà, öåíòð êóáà (è ñôåðû) è òî÷êó êàñàíèÿ ãèïåðïëîñêîñòè. Ñì. Ðèñ.1. Êðîìå òîãî, âåêòîð èç öåíòðà
êóáà â öåíòð ãðàíè÷íîé ñôåðû ñîíîïðàâëåí ñ âåêòîðîì, èäóùèì â âåðøèíó è èìååò äëèíó 1/

√
n �

Çàìå÷àíèå 2. N(A) � ýòî êîëè÷åñòâî øàïî÷åê, íàêðûâàþùèõ A.

Çàìå÷àíèå 3. Îáëàñòü ïîñòîÿíñòâà - ýòî ïåðåñå÷åíèå ñôåð âëèÿíèÿ îòñå÷åííûõ âåðøèí è âíóòðåí-

íîñòåé äîïîëíåíèé äî ñôåð âëèÿíèé âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí.

Ëåììà 3. (î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ñôåð âëèÿíèÿ) Ðàññìîòðèì äâå âåðøèíû è èõ ñôåðû âëèÿíèÿ.

Ñëó÷àé 1. Â ñëó÷àå, åñëè ðàçëè÷íû âñå êîîðäèíàòû, ñôåðû âëèÿíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî öåí-

òðà ñôåðû è îáùèõ òî÷åê íå èìåþò

Ñëó÷àé 2. Ñôåðû âëèÿíèÿ êàñàþòñÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòâå÷àþò âåðøèíàì, ó êîòðîûõ

(n− 1) êîîðäèíàòà ðàçëè÷íû.
Äîêàçàòåëüñòâî

�
Ñëó÷àé 1: Ñôåðû âëèÿíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíòðà êóáà, ïàðàëëåëüíû è îáùèõ òî÷åê íå èìå-
þò. Ñëó÷àé 2: Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äâå ðàññìàòðèâàåìûõ âåðøèíû èìåþò âèä:
B1(1, 1, . . . , 1) è B2(1,−1, . . . ,−1). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà òî÷êà X íà ñôåðå, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî äâà íåðàâåíñòâà:

(OX,OB1) ≥ 1

(OX,OB2) ≥ 1

Ïðè÷åì, îáà íåðàâåíñòâà â íåé îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.
Èòàê, ñëîæèì íàøè íåðàâåíñòâà è ïîëó÷èì, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòàOX äîëæíà áûòü íå ìåíüøå åäèíèöû.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàâíà åäèíèöû è îáà íåðàâíåñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Êðîìå òîãî, îñòàëüíûå
êîîðäèíàòû OX îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è âñå ðàâíû íóëþ. Ëåììà äîêàçàíà.

3



Ñëåäóþùàÿ ëåììà èíòóèòèâíî î÷åâèäíà, íî ìû ïðèâåäåì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî. Â íåé ãîâîðèòüñÿ
î òîì, ÷òî ëþáóþ êðèâóþ ìîæíî íåìíîãî ïîøåâåëèòü, ÷òîáû îíà íå ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êè, êàñàòåëüíûå
ãèïåðïëîñêîñòè â êîòîðûõ ïðîõîäÿò íå ìåíåå ÷åì ÷åðåç äâå âåðøèíû.

Ëåììà 4. (ëåììà î õîðîøåé êðèâîé) Ïóñòü åñòü äâå òî÷êè A è B íà ñôåðå. Òîãäà ñóùåñòâóåò êðèâàÿ

AB, òàêàÿ, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè N(A) âäîëü êðèâîé èìååò ñêà÷êè âäîëü êðèâîé íå áîëüøå, ÷åì íà 1.
Äîêàçàòåëüñòâî�
1). Ñîåäèíèì íàøè òî÷êè êðàò÷àéøåé êðèâîé α(t), t ∈ [0, 1], α(0) = A,α(1) = B. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

N ′(t) = N(α(t)). Â ñèëó ëåìì 2 è 4, ãðàíèöó êàæäîé ñôåðû âëèÿíèÿ ýòà êðèâàÿ ïåðåñåêàåò ëèøü êî-

íå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáúåäèíåíèå ãðàíèö ñôåð âëèÿíèÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ íàøåé êðèâîé

ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ N ′(t) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ. Íà

âñåõ ó÷àñòêàõ íåïðåðûâíîñòè îíà ïîñòîÿííà è íåîòðèöàòåëüíà.

2). N ′(t) ïðèíèìàåò òîëüêî íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ èëè íîëü è ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé. Êàæäàÿ

òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè ñîîòâåòñâóåò òî÷êå N(α(t)) ñôåðû, êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â êîòîðîé

ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó êóáà. Èòàê, ïóñòü â α(t0) èìååòñÿ ðàçðûâ áîëüøå ÷åì íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ýòîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ êàê ìèíèìóì äâå ãðàíèöû ñôåð âëèÿíèÿ. Ðàññìîòðèì ìàëåíüêóþ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè N ′(t0) íà ñôåðå. Îíà âûñåêàåò íà êðèâîé α íåêîòîðûé ó÷àñòîê [t1, t2]. Îêðåñòíîñòü
âûáåðåì òàê, ÷òîáû N ′(t) èìåëà íà [t1, t2] åäèíñòâåííûé ðàçðûâ â òî÷êå t0. Ýòà îêðåñòíîñòü ãî-

ìåîìîðôíà (n − 1)-ìåðíîìó äèñêó. Ãðàíèöû ñôåð âëèÿíèÿ ãîìåîìîðôíû (n − 2)-ìåðíûì äèñêàì, à èõ

ïåðåñå÷åíèå ãîìåîìîðôíî (n − 1 − k)-ìåðíîìó äèñêó, ãäå k � êîëè÷åñòâî ãðàíèö ñôåð âëèÿíèÿ. Ïðè-

ìåíèì ãîìåîìîðôèçì, êîòîðûé íàøó îêðåñòíîñòü ïåðåâîäèò â äèñê x2
1 + · · · + x2

n−1 = 1 ñ öåíòðîì

â íóëå, à ïåðåñå÷åíèå ãðàíèö ñôåð âëèÿíèÿ â äèñê ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, çàäàâàåìûé óðàâíåíèÿìè

x1 = 0, . . . , xk = 0, x2
k+1 + · · · + x2

n−1 = 1. Êðèâàÿ α ïåðåøëà â êðèâóþ α′. Ïóñòü êðèâàÿ ïåðåñåêàåò

ãðàíèöó äèñêà â òî÷êàõ A′ è B′. Îêðåñòíîñòü áûëà âûáðàíà òàê, ÷òîáû ýòè òî÷êè íå ëåæàëè íà

îáðàçàõ ñôåð âëèÿíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íè îäíà èç ýòèõ òî÷åê íå ëåæèò íà âòîðîì äèñêå. Ñåé÷àñ ìû íà-

ó÷èìñÿ ñîåäèíÿòü ëîìàííîé òî÷êó A′ ñ òî÷êîé B′ íå ïðîõîäÿ ÷åðåç ìàëåíüêèé äèñê. Ïðîâåäåì îòðåçîê

èç A′ â A1, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ A′ âî âñåõ íåíóëåâûõ ðàçðÿäàõ A′ è íå èìååò ñâîèõ íåíóëåâûõ ðàçðÿäîâ.

Ýòîò îòðåçîê ëåæèò âíóòðè áîëüøåãî äèñêà è íå ïåðåñåêàåò ìàëåíüêèé äèñê. Òî÷êó B′ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ñîåäèíèì ñ òî÷êîé B1. Òî÷êó A1 áóäåì èçìåíÿòü ïî îäíîé êîîðäèíàòå, ïîñòåïåííî ïðåâðàùàÿ

â B1. �

Îïðåäåëåíèå 4. Îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èõ ãðàíèöû èìåþò ïåðåñå÷åíèå

ðàçìåðíîñòè n− 2, òî åñòü íàèáîëüøåé âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè.

Çàìå÷àíèå 4. Êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â òî÷êàõ òàêîãî ìíîæåñòâà ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç îäíó

âåðøèíó.

Îïðåäåëåíèå 5. Îáëàñòü ïîñòîÿíñòâà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîé, åñëè âñå ñîñåäíèå ïî

ó÷àñòêó ãðàíèöû ìàêñèàëüíîé ðàçìåðíîñòè îáëàñòè èìåþò ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè N .

Ëåììà 5. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ èç öåíòðà ñôåðû â öåíòð (n− 2)-ìåðíîé ãðàíè êóáà. Îíà ïåðåñå÷�åò ñôåðó

â òî÷êå A (N(A) = 2n−2 � ñì. Ëåììó 1). Òîãäà îáëàñòü, â êîòîðîé ëåæèò òî÷êå A ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî

ìàêñèìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî

� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ïåðåéäåì â ñîñåäíþþ îáëàñòü ïîñòîÿíñòâà, ãäå ôóíêöèÿ N èìååò
áîëüøåå çíà÷åíèå. Â ýòîé îáëàñòè îòðåçàííûìè ÿâëÿþòñÿ âñå âåðøèíû (n−2)-ìåðíîãî êóáà è åù�å êàêàÿ-
òî âåðøèíà X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè âåðøèí (n−2)-ìåðíîãî êóáà íàéä¸òñÿ âåðøèíà Y , îòëè÷àþùàÿñÿ
îò íàøåé êàê ìèíèìóì â n − 1 êîîðäèíàòå. Êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü äåëèò êóá íà äâå âûïóêëûõ
ôèãóðû, çíà÷èò îòðåçîê XY öåëèêîì ëåæèò âíóòðè îòðåçàííîé ôèãóðû. Ñåðåäèíà îòðåçêà XY òàê æå
îòðåçàíà è èìååò êàê ìèíèìóì n − 1 íóëåâóþ êîîðäèíàòó, çíà÷èò ýòî öåíòð (n − 1)-ìåðíîé ãðàíè èëè
öåíòð êóáà. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 6. (Î ìíîæåñòâå çíà÷åíèé.)

Åñëè â êàêèõ-òî òî÷êàõ X è Y äîñòèãàþòñÿ çíà÷åíèÿ n è m, n > m ,òî äëÿ ëþáîãî n > k > m
ñóùåñòâóåò òî÷êà H, òàêàÿ ÷òî N(H) = k
Äîêàçàòåëüñòâî
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� Èç ëåììû î õîðîøåé êðèâîé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ , íà êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè �

Çàìå÷àíèå 5. Ñôåðà âëèÿíèÿ âûïóêëà âî âíóòðåííåé ìåòðèêå ñôåðû.

Ëåììà 7. îáëàñòü ïîñòîÿíñòâà âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ N äîñòèãàåò íà ýòîé

îáëàñòè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà

Äîêàçàòåëüñòâî

� Âñÿêàÿ îáëàñòü ïîñòîÿíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà ñôåð âëèÿíèé è äî-
ïîëíåíèé ñôåð âëèÿíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðåñå÷åíèå ñôåð âëèÿíèÿ α, ñîîòâåñòâóþùèõ íàøåé îáëàñòè è
ïåðåñå÷åíèå äîïîëíåíèé ñôåð âëèÿíèÿ, ñîîòâåòñâóþùèõ íàùåé îáëàñòè ω. Òîãäà íàøà îáëàñòü - ýòî
α
⋂

ω. α - ïåðåñå÷åíèå íåñêîëüêèõ ñôåð âëèÿíèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè. Çíà÷èò è α -
âûïóêëî.

1).Ïóñòü ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà íà îáëàñòè. Ðàññìîòðèì X ∈ (α \ ω). Òîãäà
êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê X Ëþáàÿ òî÷êà èç ýòîãî ìíîæåñòâà Òîãäà α ∈ ω, òî åñòü α

⋂
ω = α.

2). Ïóñòü îáëàñòü âûïóêëà. Åå ãðàíèöà - ýòî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ ñôåð âëèÿíèÿ
è èõ äîïîëíåíèé. Íî åñëè åñòü õîòÿ áû îäíî ïîäìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååéñÿ ýäåìåíòîì äîïîëíåíèÿ, òî åñòü
äâå òî÷êè, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ îòðåçêîì, ëåæàùèì âíå íàøåé îáëàñòè.�

3.Ãðàôîâûé ïîäõîä, ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ðàçìåðíîñòè 4,5,6. Ïóñòü γ(X) íå ïðîõîäèò íè
÷åðåç îäíó âåðøèíó êóáà è îòñåêàåò ìíîæåñòâî âåðøèí E. Ïîñòðîèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò
ÿâëÿòüñÿ âåðøèíû E, ðåáðà ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè áóäåì ïðîâîäèòü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ñîîòâåòñÿâþùèå âåðøèíû êóáà ñîåäèíåíû ðåáðîì êóáà. Ôàêòè÷åñêè, ìû îòðåçàëè ÷àñòü êóáà è
ñîõðàíèëè òîëüêî òå ðåáðà, êîòîðûå îêàçàëèñü îòñå÷åíû öåëèêîì.

Îïðåäåëåíèå 6. Íàçîâ�åì ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè A è B â ãðàôå - ýòî ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-

ñòâî ðåáåð â ïóòè, ñîåäèíÿþùåì èõ. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç dist(A,B)

Çàìå÷àíèå 6. Ýòà ôóíêöèÿ dist(A,B), çàäàåò ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà. Ïðîâåðêó àê-
ñèîì ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Îïðåäåëåíèå 7. Äèàìåòðîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ max(dist(A,B)), ãäå A,B ∈ G

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà P (p1, . . . , pn) ìåíüøå ëèáî ðàâíà âåðøèíå Q(q1, . . . , qn),
åñëè ∀i : pi ≤ qi

Ëåììà 8. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü γ(X) ñ åäèíè÷íûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì X îòðåçàëà ãðàô G. Ïóñòü
ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû âåðøèí A(a1, . . . , an) è B(b1, . . . , bn) îòëè÷àþòñÿ â k ðàçðÿäàõ (A,B ∈
G). Òîãäà â G ñóùåñòâóåò ïóòü èç A â B, êîòîðûé èìååò äëèíó k.

� Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîîðäèíàòû X(x1, . . . , xn) � ïîëîæèòåëüíû.
Âåðøèíà R(r1, . . . , rn) ëåæèò â ãðàôå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑n
i=1(rixi) > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

âåðøèíà ëåæèò â G, òî âñÿêàÿ âåðøèíà, áîëüøå ëèáî ðàâíàÿ åé òîæå ëåæèò â G. Ðàññìîòðèì âåðøèíó
M(max(a1, b1), . . . ,max(an, bn)). A ≤ M è B ≤ M , òàê ÷òî M òîæå îòðåçàíà. Ðàññìîòðèì ïóòü èç A â M ,
êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ âåðøèíà êîòîðîãî áîëüøå ïðåäûäóùåé (ñì. Ðèñ.2). Âñå âåðøèíû ýòîãî ïóòè áóäóò
ëåæàòü â G. Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé ïóòü èç B â M . Îáúåäèíåíèå ýòèõ ïóòåé áóäåò ñîñòîÿòü èç k ðåáåð
è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïóòåì èç A â B.�

Ëåììà 9. Äèàìåòð ãðàôà G, îòðåçàííîãî ãèïåðïëîñêîñòüþ γ(X) íå ïðåâîñõîäèò (n− 2)

� Ïóñòü íàøëèñü äâå âåðøèíû M è N íà ðàññòîÿíèè êàê ìèíèìóì (n − 1). Èç ïðåäûäóùåé ëåììû
ñëåäóåò, ÷òî ýòè äâå âåðøèíû îòëè÷àþòñÿ â (n−1) ðàçðÿäå. Ôèãóðà, êîòîðóþ îòðåçàåò γ(X) - âûïóêëà, òàê
êàê ýòî ïåðåñå÷åèíå äâóõ âûïóêëûõ ôèãóð: ïîëóïðîñòðàíñòâà è êóáà. Èòàê, âåñü îòðåçîê MN îòðåçàí.
Ñåðåäèíà îòðåçêà MN îòðåçàíà è èìååò ïî êðàéíåé ìåðå (n− 1) íóëåâóþ êîîðäèíàòó. Çíà÷èò ýòî öåíòð
êóáà èëè öåíòð (n− 1)-ìåðíîé ãðàíè. Íè îäíà èç ýòèõ òî÷åê îòðåçàíà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ëåæèò íà
ñôåðå èëè âíóòðè íåå. �
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Òåîðåìà 1. Â ðàçìåðíîñòè 4 ãèïîòåçà âåðíà. Òî åñòü êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü êî âïèñàííîé â

÷åòûðåõìåðíûé êóá ñôåðå îòñåêàåò íå áîëåå 4 âåðøèí.

� Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû îòðåçàííîãî ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò 4. Êðîìå òîãî, â òàêîì ãðàôå
íå äîëæíî áûòü òðåóãîëüíèêîâ, ò.ê. ýòî ïîäãàô êóáà. Ïî òîé æå ïðè÷èíå ó ëþáîé ïàðû âåðøèí íå
äîëæíî áûòü áîëüøå äâóõ îáùèõ ñìåæíûõ âåðøèí. Åäèíñòâåííûé ñâÿçíûé ãðàô, óäîâëåòâîðÿþùèé
ýòèì ñâîéñòâàì, ñîäåðæàùèé êàê ìèíèìóì 5 âåðøèí è èìåþùèé äèàìåòð n − 2 = 2 ñîñòîèò èç îäíîé
âåðøèíû ñòåïåíè ÷åòðûå è è ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí ñòåïåíè îäèí. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îòðåçàííûé ãðàô -
ýòî âåðøèíà è âñå åå ñîñåäè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòðåçàíà âåðøèíà (1, 1, 1, 1) è ÷åòûðå ñìåæíûõ ñ íåé:
A,B, C, D. Òàê êàê îòðåçàííàÿ ôèãóðà - âûïóêëà, òî M - öåíòð ìàññ òî÷åê A,B, C, D òîæå îòðåçàí. M
èìååò êîîðäèíàòû (1/2, 1/2, 1/2, 1/2). Ýòà òî÷êà óäàëåíà îò öåíòðà íà ðàññòîÿíèå 1 � òî åñòü ëåæèò íà
âïèñàííîé ñôåðå, à íå âíóòðè îòðåçàííîé ãèïåðñôåðû è îòðåçàííîé áûòü íå ìîæåò. �
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Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ ãèïîòåçû â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîîðäèíàòû òî÷êè ñôåðû â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ
êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïîëîæèòåëüíû.

Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì íàçûâàòü äâîéêîé âåðøèíó êóáà ó êîòîðîé äâå îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû.

Àíàëîãè÷íî, òðîéêîé áóäåì íàçûâàòü âåðøèíó ñ òðåìÿ îòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè è ò.ä. Áóäåì

òàê æå îáîçíà÷àòü âåðøèíó ñ n îòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè ÷åðåç ”n”.

Ëåììà 10. Åñëè íàáîð âåðøèí îòðåçàí, òî ëþáàÿ òî÷êà åãî âûïóêëîé îáîëî÷êè îòðåçàíà. Â ÷àñòíî-

ñòè, îòðåçàí öåíòð ìàññ.

� Îòðåçàííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîëóïðîñòðàíñòâà è êóáà, òî åñòü äâóõ âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ñàìî âûïóêëî. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íåñêîëüêèõ òî÷åê âûïóêëîãî ìíîæåñòâà
ñîäåðæèòñÿ â íåì. �

Ëåììà 11. Åñëè â ðàçìåðíîñòè n õîòÿ áû îäíà âåðøèíà âèäà ”1” íå îòðåçàíà, òî N(A) ≤ 2n−2

� Åñëè, íàïðèìåð, âåðøèíà (−1, 1, . . . , 1) íå îòðåçàíà, òî ëþáàÿ âåðøèíà ó êîòîðîé ïåðâàÿ êîîðäèíàòà
îòðèöàòåëüíà òîæå íå ìîæåò áûòü îòðåçàííîé. Èç îñòàëüíûõ âåðøèí îòðåçàíî íå áîëåå ïîëîâèíû, òàê
êàê äâå âåðøèíû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè êîîðäèíàòàìè íå ìîãóò áûòü îáå îòðåçàíû.
�

Ëåììà 12. Åñëè â ðàçìåðíîñòè n > 4 îòðåçàíà õîòÿ áû îäíà âåðøèíà âèäà ”n− 2”, òî N(A) ≤ 2n−2

� Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âåðøèíà (−1, . . . ,−1, 1, 1). Òî÷êè
(1, . . . , 1,−1, 1), (1, . . . , 1, 1,−1) îòðåçàíû. Òîãäà òî÷êà ((−1, . . . ,−1, 1, 1) + (−1, . . . ,−1, 1, 1) +
(1, . . . , 1,−1, 1) + (1, . . . , 1, 1,−1))/4 = (0, . . . , 0, 1/2, 1/2) îòðåçàíà. Íî îíà ëåæèò âíóòðè ñôåðû.
�

Ëåììà 13. Åñëè â ðàçìåðíîñòè n îòðåçàíî õîòÿ áû äâå âåðøèíû âèäà ”n− 3”, òî N(A) ≤ 2n−3

� Ïîéä�åì îòïðîòèâíîãî. Ïóñòü îòðåçàíû òàêèå âåðøèíû B′, B′′

1. Åñëè ìíîæåñòâà îòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò ýòèõ âåðøèí äàþò â îáúåäèíåíèè âñå ìíîæåñòâî êîîðäèíàò,
òî ñåðåäèíà îòðåçêà B′B′′ èìååò âñå íåïëîæèòåëüíûå êîîðäèíàòû è íå ìîæåò áûòü îòðåçàíà ãèïåðïëîñ-
êîñòüþ, êàñàþùåéñÿ ñôåðû â òî÷êå, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîé íåîòðèöàòåëüíû. Ïðîòèâîðå÷èå.
2. Åñëè ìíîæåñòâà îòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàòû äàþò â îáúåäèíåíèè âñå ìíîæåñòâî êîîðäèíàò, êðîìå îä-
íîé, òî îòðåçàíà òî÷êà ((−1,−1,−1, . . . ,−1, 1, 1, 1)+(−1,−1,−1, . . . ,−1, 1, 1, 1)+(1, 1,−1, . . . ,−1,−1, 1)+
(1, . . . , 1,−1))/4 = (0, 0,−1/2, . . . ,−1/2, 1/2, 1/2, 1/2) îòðåçàíà. Çíà÷èò òî÷êà (0, . . . , 0, 1/2, 1/2, 1/2) òîæå
îòðåçàíà. Íî îíà ëåæèò âíóòðè ñôåðû. Ïðîòèâîðå÷èå.
3. Åñëè ìíîæåñòâà îòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò äàþò â îáúåäèíåíèè âñå ìíîæåñòâî êîîäèíàò, êðîìå äâóõ,
òî îòðåçàíà òî÷êà ((−1, . . . ,−1, 1, 1, 1) + (−1, . . . ,−1, 1,−1, 1, 1) + (1, . . . , 1,−1, 1) + (1, . . . , 1, 1,−1)) =
(0, . . . , 0, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2). Íî ýòà òî÷êà, êàê óæå îòìå÷àëîñü, îòðåçàíà áûòü íå ìîæåò. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 2. Â ðàçìåðíîñòè 6 ãèïîòåçà âåðíà, òî åñòü N(A) ≤ 16
�
Áóäåì ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, óäàëîñü îòðåçàòü ïî êðàéíåé ìåðå 17
âåðøèí.
1. Îòðåçàííûõ ÷åòâåðîê íåò. Â ñèëó ëåììû 11.
2. Îòðåçàííûõ òðîåê íå áîëåå îäíîé. Â ñèëó ëåììû 12
3. Îòðåçàííûõ òðîåê íåò.
Äåéñòâèòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòðåçàííàÿ òðîéêà � ýòî âåðøèíà
B3(−1,−1,−1, 1, 1, 1).
3.1. Åñëè åñòü äâîéêà, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ïî îòðèöàòåëüíûì êîîðäèíàòàì ñ B3,
íàïðèìåð (1, 1, 1,−1,−1, 1), òîãäà òî÷êà ((−1,−1,−1, 1, 1, 1) + (−1,−1,−1, 1, 1, 1) +
(1, 1, 1,−1,−1, 1)(1, 1, 1, 1, 1,−1))/4 = (0, 0, 0, 1/2, 1/2, 1/2) òîæå îòðåçàíà. Íî ýòà òî÷êà ëåæèò âíóòðè
ñôåðû. Ïðîòèâîðå÷èå.
3.2. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, âñåãî îòðåçàíî, êàê ìèíèìóì, 17 âåðøèí. Èç íèõ äâîåê íå ìåíüøå, ÷åì
17− 1− 6− 1 = 9. Èç ýòèõ äâîåê òîëüêî òðè èìåþò îáå îòðèöàòåëüíûå êîîðäèíàòû íà òåõ ïîçèöèÿõ, íà
êîòîðûõ ó B3 îòðèöàòåëüíûå êîîðäèíàòû. Çíà÷èò, ïî ìåíüøåé ìåðå, øåñòü èìåþò îòëè÷íûå îò ïåðâûõ
òðåõ îòðèöàòåëüíûå êîîðäèíàòû. Ýòè âåðøèíû è áóäóò íàñ èíòåðåñîâàòü. Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ áóäåì ñ÷èòàòü êîîðäèíàòíûå îñè, à ðåáðà áóäåì ïðîâîäèòü â òîì ñëó÷àå, åñëè èç
èíòåðåñóþùèõ íàñ øåñòè âåðøèí åñòü òàêàÿ, ó êîòîðîé ïî ýòîé ïàðå êîîðäèíàòíûõ îñåé îòðèöàòåëüíàÿ
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êîîðäèíàòà. Ïîëó÷èòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô íà 6 âåðøèíûõ ñ ðàâíûìè äîëÿìè. Â íåì 6 ðåáåð. Î÷åâèäíî,
ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâà ðåáðà íå èìåþùèõ îáùåãî êîíöà. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñâóþùèå ýòèì ðåáðàì
âåðøèíû êóáà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ êîîðäèíàòû (−1, 1, 1,−1, 1, 1), (1,−1, 1, 1,−1, 1). Òîãäà òî÷êà
((−1,−1,−1, 1, 1, 1) + (−1, 1, 1,−1, 1, 1) + (1,−1, 1, 1,−1, 1) + (1, 1, 1, 1, 1,−1))/4 = (0, 0, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2)
òîæå îòðåçàíà. Íî îíà ëåæèò íà ñôåðå. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî òðîåê íåò.
4. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷èñëî îòðåçàííûõ âåðøèí íå ìåíüøå 17. Ïî äîêàçàííîìó, âñå ýòè âåðøèíû
èìåþò íå áîëåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò. Çíà÷èò ñðåäè íèõ, êàê ìèíèìóì, 17− 1− 6 = 10 äâîåê.
Ïîñòðîèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå îñè, ðåáðî áóäåì ïðîâîäèòü â òîì ñëó÷àå,
åñëè îòðåçàíà âåðøèíà, ó êîòîðîé âñå çàäàííûå êîîðäèíàòû îòðèöàòåëüíû. Ïîëó÷èòñÿ ãðàô ñ øåñòüþ
âåðøèíàìè è äåñÿòüþ ðåáðàìè. Òåïåðü äîêàæåì ëåììó:

Ëåììà 14. Â ëþáîì ãðàôå ñ øåñòüþ âåðøèíàìè è äåñÿòüþ ðåáðàìè âåðøèíû âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ

óñëîâèé:

1). Ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ïàðû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäèíåíà ðåáðîì.

2). Èìååòñÿ äâå ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû, îäíà èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû, à âòîðàÿ

îáðàçóåò ïîëíûé ãðàô íà ïÿòè âåðøèíàõ.

�
Îáîçíà÷èì âåðøèíû íàøåãî ãðàôà A,B, C, D, E, F .
Ñëó÷àé 1: Åñòü âåðøèíà ñòïåíè íîëü. Òîãäà íà îñòàëüíûõ ïÿòè âåðøèíàõ íå áîëåå äåñÿòè ðåáåð. Ñëåäî-
âàòåëüíî, èõ ðîâíî äåñÿòü. Ïîëó÷àåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ èç âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû.
Ñëó÷àé 2: Åñòü âåðøèíà ñòåïåíè ïÿòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âåðøèíà A. Íà îñòàëüíûõ âåðøèíàõ ïÿòü
ðåáåð. Áóäåì èñêàòü èç ýòèõ ð�åáåð ïàðó, íå èìåþùóþ îáùèõ âåðøèí. Åñëè ìû å�å íàéäåì, òî òàêàÿ ïàðà
âìåñòå ñ îñòàâøèìèìñÿ äâóìÿ âåðøèíàìè îáðàçóåò íóæíûé íàáîð (òàê êàê ñðåäè îñòàâøèõ äâóõ âåðøè
îäíà âåðøèíà A, ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè).
Èòàê, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî â ãðàôå ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè è ïÿòòüþ ð�åáðàìè åñòü äâà ðåáðà, íå èìåþùèå
îáùèõ âåðøèí. Ãðàô ó êîòîðãî êîëè÷åñòâà ð�åáåð è âåðøèí ñîâïàäàþò èìååò öèêë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
òðè èç ïÿòè ð�åáåð îáðàçóþò öèêë (òðåóãîëüíèê). Òîãäà ëþáîå äðóãîå ðåáðî èìååò ñ òðåóãîëüíèêîì íå
áîëåå îäíîé îáùåé âåðøèíû è îáðàçåò òðåáóåìóþ ïàðó âìåñòå ñ îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Åñëè æå
òðåóãîëüíèêà íåò, òî åñòü öèêë äëèíû ÷åòðûå èëè ïÿòü. Â êàæäîì èç æòèõ öèêëîâ ÿâíî óêàçûâàåòñÿ
òðåáóåìàÿ ïàðà.
Ñëó÷àé 2 ðàçîáðàí. Ñëó÷àé 3: Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíüøå îäíãî è íå áîëüøå ÷åòûðåõ. Ðàñ-
ñìîòðèì âåðøèíó íàèìåíüøåé ñòåïåíè. Ñóììó ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó ð�åáåð, òî
åñòü äâàäöàòè. Ïî ïðèíèöèïó Äèðèõëå, íàéäåòñÿ âåðøèíà, ñòåïåíè íå áîëüøå òð�åõ. Ïóñòü, ýòî âåðøèíà
A, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé B. Òîãäà ãðàô, îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè B,C,D,E, F èìååò íå ìåíåå 10−3 = 7
ð�åáåð. Ñòåïåíü B íå ìàêñèìàëüíà, ïîýòîìó B íå ñìåæíà ñ êàêîé-òî èç âåðøèí C,D,E, F è ó ýòîãî ÷åò-
ðûåõâåðøèííîãî ãðàôà ïî ìåíüøåé ìåðå 7−3 = 4 ðåáðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàêîé-òî èç òðåõ ïàð ðåáåð
EF è CD, AE è FD, ED è FC ïðèñóòñòâóþò îáà ðåáðà. Ýòè äâà ðåáðà âìåñòå ñ ðåáðîì AB îáðàçóþò
òðåáóåìóþ òðîéêó ðåáåð. �
Åñëè ðåáåð â øåñòèâåðøèííîì ãðàôå äåâÿòü, òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå óæå íåâåðíî.
Èòàê, â ñèëó ëåììû 13, ìû èìååì òðè îòðåçàííûõ äâîéêè, ìíîæåñòâà îòðèöàòåëüíûõ êîîðäè-
íàò êîòîðûõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïÿòü êîîðäèíàò, êàæäàÿ äâîéêà èç êîòîðûõ îòðåçà-
íà. Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ïåðâûé ñëó÷àé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âåðøèíû
(−1,−1, 1, 1, 1, 1), (1, 1,−1,−1, 1, 1), (1, 1, 1, 1,−1,−1).
Òîãäà òî÷êà (2(−1,−1, 1, 1, 1, 1) + (1, 1,−1,−1, 1, 1) + (1, 1, 1, 1,−1,−1))/4 = (0, 0, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2) òîæå
îòðåçàíà. Íî ýòà òî÷êà ëåæèò íà ñôåðå. Ïðîòèâîðå÷èå.
Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñî ñëó÷àåì, êîãäà åñòü ïÿòü êîîðäèíàò è ëþáàÿ ïàðà èç íèõ îáðàçóåò äâîé-
êó. Ðàññìîòðèì öåíòð ìàññ ýòèõ äåñÿòè äâîåê. Îí èìååò êîîðäèíàòû ((−1,−1, 1, 1, 1, 1) + · · · +
(1, 1, 1,−1,−1, 1))/10 = (1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1). Â òî æå âðåìÿ âåðøèíà (1, 1, 1, 1, 1,−1) ÿâëÿåòñÿ îòðåçí-
íîé, òàê êàê âñå âåðøèíû ñ îäíîé îòðèöàòåëüíîé êîîðäèíàòîé îòðåçàíû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà
ñ êîîðäèíàòàìè α(1, 1, 1, 1, 1,−1) + (1 − α)(1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1) òàê æå îòðåçàíà. Âîçüìåì α = 1/6 è
ïîëó÷èì òî÷êó (1/3, 1/3, 1/3, 1/3, 1/3, 2/3), êîòîðàÿ ëåæèò íà ñôåðå (ò.ê. 5 · (1

3)2 + (2
3)2 = 1.) è, ñëåäîâà-

òåëüíî, íå ìîæåò áûòü îòðåçàíà. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �
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