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1 Ââåäåíèå

Ïóñòü G � àëãåáðà Ëè. Äëÿ ôóíêöèé íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå G∗

ìîæíî îïðåäåëèòü åñòåñòâåííóþ Ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó, íàçûâàåìóþ ñêîá-
êîé Ïóàññîíà�Ëè. Ãðàäèåíò ôóíêöèè f : G∗ → R ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ýëåìåíò èç G è çàäàâàòü ñêîáêó Ïóàññîíà ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

{f, g}(x) = 〈x, [df, dg]〉. (1)

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèè f è g íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, åñëè èõ ñêîáêà
Ïóàññîíà ðàâíà 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàáîð ôóíêöèé {fk : G → R} íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èíâî-
ëþòèâíûì íàáîðîì, åñëè âñå ïîïàðíûå ñêîáêè Ïóàññîíà {fi, fj} = 0 è â
íàáîðå ñîäåðæèòñÿ 1

2(ind G + dim G) íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü âòîðîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íàáîð íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè íà ãðàäèåíòû ôóíêöèé èç ýòîãî
íàáîðà íàòÿíóòî ìàêñèìàëüíîå èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ãèïîòåçà 1 (À.Ñ. Ìèùåíêî, À.Ò. Ôîìåíêî ([1])). Ïóñòü G � âåùå-
ñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè. Òîãäà íà G∗ ñóùåñòâóåò ïîëíûé
êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ.

À.Ñ. Ìèùåíêî è À.Ò. Ôîìåíêî äîêàçàëè ýòó ãèïîòåçó äëÿ ïîëóïðîñòûõ
àëãåáð Ëè, çàòåì â ðÿäå ðàáîò ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ áûëè ïðèâåäåíû äîêàçà-
òåëüñòâà äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àåâ. Â îáùåì âèäå ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà
Ñ.Ò. Ñàäýòîâûì [5], ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïîäðîáíî ðàçîáðàíî â ðàáîòå [4].

Öåëü ýòîé ðàáîòû � èçëîæèòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïî-
ñòðîåíèåì èíâàðèàíòîâ è ïîëíûõ êîììóòàòèâíûé íàáîðîâ äëÿ àëãåáð Ëè,
èìåþùèõ âèä ïîëóïðÿìîé ñóììû ñ êîììóòàòèâíîì èäåàëîì. Â ðàçäåëå
3 ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ïîëíûå êîì-
ìóòàòèâíûå íàáîðû äëÿ Ëè èìåþùèõ âèä ïîëóïðÿìîé ñóììû, â ðàçäåëå
7 îïèñàíû èíâàðèàíòû äëÿ àëãåáð Ëè, èìåþùèõ âèä ïîëóïðÿìîé ñóììû
êëàññè÷åñêîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè è êîììóòàòèâíîãî èäåàëà ïî ïðåä-
ñòàâëåíèþ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
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2 Îáîçíà÷åíèÿ. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ ad∗ . Ôîðìóëà
Ðàèñà

Ðå÷ü ïîéäåò î ïîñòðîåíèè ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ íàáîðîâ è èíâàðèàíòîâ
äëÿ àëãåáð Ëè, èìåþùèõ âèä ïîëóïðÿìîé ñóììû ñ êîììóòàòèâíûì èäåà-
ëîì. Ýòó àëãåáðó áóäåì îáîçíà÷àòü

R = G +ϕ V. (2)

Ýëåìåíòû àëãåáðû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê ïàðû ýëåìåíòîâ (ξ, v), ξ ∈ G, v ∈
V , ëèáî â âèäå ñóììû ξ + v.

Êîììóòàòîð äëÿ òàêîé àëãåáðû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ad(ξ1,v1)(ξ2, v2) = [(ξ1, v1), (ξ2, v2)] = ([ξ1, ξ2], ϕ(ξ1)v2 − ϕ(ξ2)v1). (3)

Äëÿ äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà R∗ èìååì åñòåñòâåííîå ðàçëîæåíèå â ïðÿ-
ìóþ ñóììó R∗ = G∗ + V ∗, G∗ = V ⊥, V ∗ = G⊥. Â äàëüíåéøåì áóäåò âñòðå-
÷àòüñÿ àííóëÿòîð ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà èç V â ñìûñëå ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ.
Çàôèêñèðóåì äëÿ íåãî îáîçíà÷åíèå

Ha = Annϕ(a) = {ξ ∈ G|ϕ(ξ)a = 0}. (4)

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ad íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ad∗:

ad∗(ξ,v)(x, a) = (adξx + A(a, v), ϕ∗(ξ)a). (5)

Çäåñü A � îòîáðàæåíèå A : V × V ∗ → G∗, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

〈A(a, v), ξ〉 = 〈ϕ(ξ)v, a〉. (6)

Èíîãäà óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó Ëè G×Φ V , äëÿ êîòîðîé àëãåáðà
Ëè R ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì â åäèíèöå. Óìíîæåíèå â ýòîé
ãðóïïå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(g1, v1) ◦ (g2, v2) = (g1g2, v1 + Φ(g1)v2). (7)

Ïîëåçíà áóäåò òàêæå ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ Ad∗:

Ad∗(g,v)(x, a) = (Ad∗gx + A(a, v), Φ∗(ξ)a). (8)

Êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòîâ êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ðàâíî êîðàçìåð-
íîñòè îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R∗ (òî åñòü èíäåêñó àëãåáðû R). Ïîñ÷è-
òàòü èíäåêñ äëÿ ïîëóïðÿìîé ñóììû àëãåáðû Ëè ñ êîììóòàòèâíûì èäåàëîì
ïîçâîëÿåò òåîðåìà Ðàèñà
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Òåîðåìà 1 (Rais). Ïóñòü a � ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ a ∈ V (â
ñìûñëå ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ). Òîãäà

ind R = ind Ha + ind ϕ∗. (9)

Ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ∗ � ýòî ïðåäñòàâëåíèå G â V ∗, äâîéñòâåííîå ïðåäñòàâ-
ëåíèþ ϕ, òî åñòü òàêîå, ÷òî

〈ϕ(ξ)v, a〉 = −〈v, ϕ∗(ξ)a〉. (10)
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3 Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ íàáî-
ðîâ

Íèæå áóäóò îáñóæäàòüñÿ äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ
íàáîðîâ: ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà è ìåòîä öåïî÷åê ïîäàëãåáð.

3.1 Ìåòîä öåïî÷åê ïîäàëãåáð

Ìåòîä öåïî÷åê ïîäàëãåáð îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ëåììå [2].

Ëåììà 1. Ïóñòü H ⊂ G � ïîäàëãåáðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå π : G∗ → H∗. Åñëè ôóíêöèè f1 è f2 íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè
íà H∗, òî π∗f1 è π∗f2 íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè íà G∗.

Åñëè ìû óìååì êàêèì ëèáî îáðàçîì ñòðîèòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íà-
áîð h1, . . . , hk íà H, òî ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà G∗ ìîæíî ïûòàòü-
ñÿ ñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: �ïîäíÿòü� ôóíêöèè gi íà G∗ è äîïîëíèòü
íàáîð èíâàðèàíòàìè êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîëó÷åííûé íà-
áîð çàâåäîìî áóäåò êîììóòàòèâíûì (ôóíêöèè π∗gi íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè
ñîãëàñíî ëåììå, a èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ëåæàò â
ÿäðå ñêîáêè Ïóàññîíà) íî ìîæåò íå áûòü ïîëíûì.

Â ñëó÷àå ïîëóïðÿìîé ñóììû

R = G +ϕ V (11)

èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ åñòåñòâåííàÿ öåïî÷êà: G ⊂ R. Ñôîðìóëèðóåì êðèòå-
ðèé, ïîêàçûâàþùèé, â êàêîì ñëó÷àå íàáîð ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ òàêîé
öåïî÷êè áóäåò ïîëíûì.

Òåîðåìà 2. Íàáîð ôóíêöèé íà R∗, ïîëó÷àåìûé ñ ïîìîùüþ öåïî÷êè G ⊂
R, áóäåò ïîëíûì, åñëè ïîëíûì áóäåò íàáîð ôóíêöèé íà G∗, ïîëó÷àåìûé
èç öåïî÷êè Ha ⊂ G (Ha � ñòàáèëèçàòîð ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà a ∈ V ∗ â
ñìûñëå ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ).

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðàèñà è âû÷èñëÿÿ
êîëè÷åñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå âîéäóò â íàáîð, íî ýòîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíî çàáîòèòüñÿ îá èõ íåçàâèñèìîñòè. Âìåñòî ýòîãî ìû ïðèâåäåì
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â äðóãèõ, áîëåå èíâàðèàíòíûõ òåðìè-
íàõ.
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Ðàññìîòðèì ïîëíûé íàáîð ôóíêöèé íà G∗ è ïîäíèìåì èõ íà R∗. Â êàæ-
äîé òî÷êå R∗ ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî P , íàòÿíóòîå íà ãðàäèåíòû ýòèõ
ôóíêöèé. Åãî êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â ñìûñëå ñêîáêè Ïóàññîíà íà
R∗ ñîäåðæèò â ñåáå ïîäïðîñòðàíñòâî P è ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà
ãðàäèåíòû èíâàðèàíòîâ àëãåáðû R, òî åñòü ÿäðî ñêîáêè Ïóàññîíà. Íåîá-
õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáîð, ïîëó÷àåìûé äî-
áàâëåíèåì ê èñõîäíîìó íàáîðó áûë ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå ðàâåíñòâî

P⊥ = P + Ker({, }). (12)

Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â êàæäîé òî÷êå R∗.
Ìîæíî çàìåíèòü ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóþùèì âêëþ÷åíèåì:

G⊥ ⊆ G + Ker({, }). (13)

Çäåñü G îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ãðàäèåíòû êîîðäèíàò-
íûõ ôóíêöèé íà G. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó 12 â ñëåäóþùåì
ñìûñëå. Åñëè ìû âûáåðåì â G ïîëíûé íàáîð ôóíêöèé è îáîçíà÷èì ïðî-
ñòðàíñòâî, ïîðîæäàåìîå èõ ãðàäèåíòàìè P , òî èç 13 áóäåò ñëåäîâàòü 12.
Îáðàòíîå (13 èç 12) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ G⊥ ⊆ P⊥

è P ⊆ G. Âêëþ÷åíèå 13 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ R∗.
Â ýòèõ òåðìèíàõ òåîðåìà ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü R = G +ρ V . Îáîçíà÷èì Ha � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåí-
òà îáùåãî ïîëîæåíèÿ èç V . Åñëè äëÿ Ha ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå H⊥

a ⊆
Ha + G⊥ (çäåñü êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå áåðåòñÿ â ñìûñëå ñêîáêè
Ïóàññîíà íà G), òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå G⊥ ⊆ G + R⊥ (çäåñü êîñîîð-
òîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå áåðåòñÿ â ñìûñëå ñêîáêè Ïóàññîíà íà R∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà â R â òî÷êå
(x, a):

{(ξ, u), (η, v)} = 〈[ξ, η], x〉+ 〈ρ(ξ)v − ρ(η)u, a〉. (14)

Âîçüìåì ôóíêöèþ èç êîñîîðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê G â R è îáî-
çíà÷èì åå ãðàäèåíò (η, v). Äëÿ åå ãðàäèåíòà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

{(ξ, 0), (η, v)} = 〈[ξ, η], x〉+ 〈ρ(ξ)v, a〉 = 0 ∀ξ. (15)
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Âûáèðàÿ ξ ∈ Ann a ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ ξ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå

〈[ξ, η], x〉 = 0. (16)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî η ïðèíàäëåæèò ê êîñîîðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ
(Ann a)⊥. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî η ∈ Ann a

ëèáî η � ëåæèò â ÿäðå ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ àëãåáðû G.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èç 15 è η ∈ Ann a ñëåäóåò, ÷òî

{(ξ, u), (η, v)} = 0, (17)

òî åñòü (η, v) ëåæèò â ÿäðå ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ R. Âî âòîðîì ñëó÷àå èç
15 ïîëó÷àåì

〈ρ(ξ)v, a〉 = 0. (18)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (0, v) ëåæèò â ÿäðå ñêîáêè Ïóàññîíà, îòêóäà ñëåäóåò
âêëþ÷åíèå G⊥ ⊆ G + R⊥.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà
äëÿ àëãåáð Ëè so(n)+Rn, sl(n)+Rn è sp(n)+R2n. Äëÿ àëãåáð Ëè âèäà G+ϕk

V k, k ≥ 2 (ãäå G � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ àëãåáð Ëè, à ϕ � ïðåäñòàâëåíèå
ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè) ýòà êîíñòðóêöèÿ íå ðàáîòàåò.

3.2 Ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ íà-
áîðîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà. Åãî ïðèìåíåíèå îñíîâàíî íà ñëå-
äóþùåé ëåììå [2]

Ëåììà 2. Ïóñòü f è g èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû G. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ G∗ ôóíêöèè fλ = f(x + λa) è
gµ = g(x + µa) íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîëíûé
êîììóòàòèâíûé íàáîð. Â ÷àñòíîñòè èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [2]

Òåîðåìà 4 (À.Â. Áîëñèíîâ). Ïóñòü R = G +ϕ V , è a � ðåãóëÿðíûé
ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè 1) G = sl(n), ϕ = ρk

0, ãäå ρ � ïðåäñòàâ-
ëåíèå ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, n 6= 0modp; 2) G = so(n), ϕ = ρk

0; 3)
G = sp(n,C), ϕ = ρk

0 è k íå÷åòíî, ëèáî k > n, òî ñåìåéñòâî ñäâèãîâ

6



èíâàðèàíòîâ íà êîâåêòîð a ïîëíîå. Åñëè îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî ñëàãàåìûõ
íå âûïîëíåíû, òî ñåìåéñòâî ñäâèãîâ íå ïîëíîå.

Êðîìå òîãî èìååòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ðàñøèðèòü
ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà [3]:

Òåîðåìà 5 (Áðàèëîâ). Ïóñòü R = G +ϕ V � ïîëóïðÿìàÿ ñóììà. Òî-
ãäà ñäâèãè èíâàðèàíòîâ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû R íà
ýëåìåíò y ∈ G∗ êîììóòèðóþò ñ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè íà èäåàëå
G.s

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fλ = f((x, a) + λ(y, 0)), à g � ôóíêöèÿ íà èäåàëå,
òî åñòü dg ∈ V . Çàïèøåì ïî îïðåäåëåíèþ ñêîáêó Ïóàññîíà ýòèõ ôóíêöèé:

{fλ, g} = 〈(x, a), [d(x+λy,a)f, dg]〉 = 〈(x+λy, a), [d(x+λy,a)f, dg]〉−〈(λy, 0), [df, dg]〉.
(19)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó f ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, à
âòîðîå � ïîñêîëüêó V èäåàë è ñëåäîâàòåëüíî [df, dg] ∈ V . Çàìåòèì, ÷òî â
äîêàçàòåëüñòâå íèãäå íå èñïîëüçóåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü V .

Ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ìåòîäà ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
[3].

Òåîðåìà 6 (Áðàèëîâ). Íàáîð, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé íà èäåàëå ê ñäâèãàì èíâàðèàíòîâ íà ýëåìåíò èç G áóäåò ïîë-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñäâèãè èíâàðèàíòîâ îáðàçóþò ïîëíîå
ñåìåéñòâî â Ha.

Íàêîíåö, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ìåòîä, ÿâëÿþùèéñÿ íåêîòî-
ðîé êîìáèíàöèåé ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà è ìåòîäà öåïî÷åê ïîäàëãåáð [2].

Ëåììà 3. Ïóñòü h � ôóíêöèÿ íà H∗
a , π∗h � åå ïîäíÿòèå äî ôóíêöèè íà

R. Òîãäà ñäâèãè èíâàðèàíòîâ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû
R íà ýëåìåíò a êîììóòèðóþò ñ π∗h.
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4 Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ êîììóòàòèâíûõ íà-
áîðîâ

Ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìåòîäû äàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå
ðåçóëüòàòû. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì
àëãåáðó Ëè e(3) = so(3) + R3. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû íà so(3) (a, b, c),
à êîîðäèíàòû íà R3 (x, y, z). Èíâàðèàíòû äëÿ ýòîé àëãåáðû Ëè õîðîøî
èçâåñòíû:

I1 = x2 + y2 + z2,

I2 = ax + by + cz.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íóæíî âûáðàòü
åùå äâå ôóíêöèè. Åñëè ñëåäîâàòü ìåòîäó öåïî÷åê ïîäàëãåáð ìû äîëæíû
âçÿòü ïîëíûé íàáîð ôóíêöèé íà so(3). Îäíèì èç âîçìîæíûõ íàáîðîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: f1 = a, f2 = a2 + b2 + c2.

Ìåòîä Áðàèëîâà äàåò äðóãîé ðåçóëüòàò. Â äàííîì ñëó÷àå íàì íå íóæíî
äàæå ðàññìàòðèâàòü ñäâèãè èíâàðèàíòîâ, äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ê íèì êîîð-
äèíàòû íà êîììóòàòèâíîì èäåàëå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíûé êîììóòàòèâíûé
íàáîð áóäåò ñîñòîÿòü èç ôóíêöèé

I1 = x2 + y2 + z2,

I2 = ax + by + cz,

f1 = x,

f2 = y.

Ñëåäóÿ ìåòîäó ñäâèãà èíâàðèàíòîâ ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü ñäâèãè èí-
âàðèàíòîâ íà ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê âû-
áèðàòü ýëåìåíò, íà êîòîðûé áóäóò ñäâèãàòüñÿ èíâàðèàíòû ìîæíî ïîëó÷èòü
(ñäâèãàÿ íà ýëåìåíò ex + ea) íàáîð

I1 = x2 + y2 + z2,

I2 = ax + by + cz,

f1 = x,

f2 = a,
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ëèáî (ñäâèãàÿ íà ýëåìåíò ex + eb) íàáîð

I1 = x2 + y2 + z2,

I2 = ax + by + cz,

f1 = x,

f2 = a + y.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä öåïî÷åê ïîäàëãåáð, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíåå óíèâåðñàëüíûì, äàåò íàèáîëåå èíòåðåñíûé ôèçè÷åñêè íàáîð. Îðáèòà
êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû e(3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîêàñà-
òåëüíîå ðàññëîåíèå ê ñôåðå, íà êîòîðîì âìåñòî êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû çàäàíà ñòðóêòóðà ω = dp∧dq+εω0, ãäå ω0 � ôîðìà îáúåì
íà ñôåðå, à ε � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç I1 è
I2.

Èíâàðèàíò I1 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë, èíòåãðàë
I2 êàê èíòåãðàë ïëîùàäåé. Ôóíêöèÿ f2 = a2 + b2 + c2 � êâàäðàò èìïóëüñà,
èìåííî åå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Íàáîðû,
ïîñòðîåííûé ïî ìåòîäó Ñàäýòîâà (èëè ìåòîäó Áðàèëîâà) âêëþ÷àò â ñåáÿ
òîëüêî ëèíåéíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íå çàäàþò íèêàêîé èíòåðåñíîé äèíà-
ìèêè íà îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ.

Ýòà ñèòóàöèÿ äîñòàòî÷íî îáùàÿ. Äëÿ ëþáîé àëãåáðû Ëè âèäà 2 åå îð-
áèòà îáùåãî èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê îðáèòå
äåéñòâèÿ Φ è îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ â àííóëÿòîðå ðåãóëÿðíî-
ãî ýëåìåíòà. Â ìåòîäå Ñàäýòîâà â êà÷åñòâå îñíîâû êîììóòàòèâíîãî íàáîðà
èñïîëüçóþòñÿ êîîðäèíàòû íà îðáèòå, ëåæàùåé â V . Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå,
êîãäà àííóëÿòîð ýëåìåíòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ñìûñëå ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ

êîììóòàòèâåí, ýòèõ êîîðäèíàò îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîñòðîèòü ïîëíûé íàáîð è ìû ïîëó÷àåì íàáîð ñîñòîÿùèé èç èíâàðèàíòîâ
êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íà èäåàëå.
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5 Èíâàðèàíòû

Âñå ìåòîäû, îïèñàííûå â ðàçäåëå 3 äëÿ ïðèìåíåíèÿ òðåáóþò çíàíèÿ èí-
âàðèàíòîâ. Íèæå áóäóò îïèñàíû èíâàðèàíòû äëÿ àëãåáð âèäà G +ϕk V k,
ãäå G � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè, à ϕ � ïðåäñòàâëåíèå
ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

5.1 Ãðóïïû sp +ϕ R2n è so(n) +ϕ Rn (îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ)

Ïðèâåäåì îáùóþ êîíñòðóêöèþ, èç êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü èíâàðèàíòû
äëÿ sp +ϕ R2n è so(n) +ϕ Rn.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçìåðíîñòè n è íåâûðîæäåííóþ
áèëèíåéíóþ ôîðìó Λ íà íåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñèììåò-
ðè÷íîé ëèáî êîñîñèììåòðè÷íîé.

Îáîçíà÷èì G ãðóïïó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà V , ñîõðà-
íÿþùèõ ôîðìó Λ. Ýòó ãðóïïó ìîæíî ñ÷èòàòü âëîæåííîé â SL(n). Äëÿ G

îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå äåéñòâèå íà V , ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîëó-
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå R = G⊗ V , îïåðàöèÿ â êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(g, u) ◦ (h, v) = (gh, u + gv). (20)

Çäåñü gv îáîçíà÷àåò äåéñòâèå g íà âåêòîð v.
Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ìàòè÷íóþ ðåàëèçàöèþ òàêî-

ãî ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ:



C

u1

...
un

0 . . . 0 1




, C ∈ G, u ∈ V. (21)

Ýëåìåíòû àëãåáðû Ëè R ãðóïïû R â ìàòðè÷íîì âèäå èìåþò âèä



ξ

u1

...
un

0 . . . 0 0




, ξ ∈ G, u ∈ V. (22)
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Ýëåìåíòû êîàëãåáðû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ìàòðèö



X

0
...
0

a1 . . . an 0




, X ∈ G∗, a ∈ V ∗. (23)

Çäåñü G∗ îáîçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê V , à V ∗ � îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå ê G. Ñïàðèâàíèå ýëåìåíòîâ àëãåáðû è êîàëãåáðû � ñëåä
ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàáîòàòü â êîîðäèíàòàõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü òåíçîðíûå
îáîçíà÷åíèÿ. Ýëåìåíòû V � âåêòîðû, ýëåìåíòû V �êîâåêòîðû, ýëåìåíòû
G è G∗ � ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà V , òî åñòü òåíçîðû òèïà (1, 1). Äåéñòâèå
ýëåìåíòà C ∈ G íà âåêòîð u ∈ V � ïðîñòî ñâåðòêà Cj

i u
i.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ íåòðóäíî óñòàíîâèòü, êàêèì óñëîâèÿì óäîâëåòâî-
ðÿþò ìàòðèöû èç G è G. Óñëîâèå, ÷òî îïåðàòîðû èç G ñîõðàíÿþò ôîðìó
Λ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ΛijC
i
αCj

β = Λαβ. (24)

ßñíî, ÷òî äëÿ àëãåáðû G ýòî óñëîâèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

Λiβξ
i
α + Λαiξ

i
β = 0. (25)

Íàøà öåëü � îïèñàòü èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû
Ëè R â èíâàðèàíòíûõ òåðìèíàõ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíîå âûðàæå-
íèå äëÿ Ad∗ â âûáðàííûõ íàìè êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé
áóäåì ìàòðèöó 21 çàïèñûâàòü â âèäå ïàðû ýëåìåíòîâ (C, u). (Ñîîòâåòñòâåí-
íî ìàòðèöû è 23 â âèäå ïàð (ξ, u) è (X, a)).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü Λij � òåíçîð îáðàòíûé ê Λij, òî åñòü òàêîé, ÷òî
ΛijΛ

jk = δk
i . Òîãäà

Ad∗(C,u)(X, a) = (CXC−1 +
1

2
(aiu

j − ΛjαaαΛiβu
β), Cj

i aj) (26)

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû âûïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ Ad∗ ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ îáùåé ôîðìóëîé äëÿ Ad∗ äëÿ ïîëóïðÿìûõ ñóìì âèäà G+ϕ V

(ñì. [2]):
Ad∗(C,u)(X, a) = (Ad∗CX + A(u, a), ϕ(C)a). (27)
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A â ýòîé ôîðìóëå îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå A : V ×V ∗ → G∗, îïðåäåëÿåìîå
ðàâåíñòâîì

〈A(u, a), ξ〉 = 〈ϕ(ξ)u, a〉. (28)

Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

〈A(u, a), ξ〉 = ξj
i u

iaj = 〈ξ, uiaj〉. (29)

Ìàòðèöà uiaj âîîáùå ãîâîðÿ íå ëåæèò â G∗. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
âûðàæåíèå äëÿ A(u, v) íóæíî ñïðîåêòèðîâàòü ýòó ìàòðèöó íà G∗ îðòîãî-
íàëüíî G.

Ëåììà 4. Ìàòðèöà Y1 = uiaj−ΛiαaαΛβju
β ëåæèò â G∗, à ìàòðèöà âèäà

Y2 = uiaj + ΛiαaαΛβju
β ëåæèò â G⊥.

Îáà óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðî-
âåðèòü, ÷òî Y1 ëåæèò â G∗ íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû Ȳ1 ∈ G,
êîòîðàÿ èìååò òå æå êîîðäèíàòû, ÷òî è Y1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 25:

Λik(Y1)
i
j = Λik(u

iaj − ΛiαaαΛβju
β). (30)

Åñëè ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíäåêñîâ ó Λik è ó Λβj âûðàæåíèå íå èçìåíèòñÿ,
íî ïîñëå âñåõ ñâåðòîê ïîëó÷èì

Λik(Y1)
i
j = Λkiu

iaj − akΛjβu
β. (31)

Àíàëîãè÷íî äëÿ Λji(Y1)
i
k ïîëó÷àåì

Λji(Y1)
i
k = Λiju

iak − ajΛkβu
β, (32)

à çíà÷èò Λik(Y1)
i
j + Λji(Y1)

i
k = 0.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî Y2 îðòîãîíàëåí G. Ïóñòü ξ ∈ G. Òîãäà

〈Y2, ξ〉 = ξj
i (u

iaj + ΛiαaαΛβju
β). (33)

Ïîëüçóÿñü 25 ïîëó÷àåì

〈Y2, ξ〉 = ξj
i u

iaj − ΛiαaαΛjiξ
j
βu

β = 0. (34)

Äîêàçàííàÿ ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèþ aiu
j íà G ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå 1
2(aiu

j − ΛjαaαΛiβu
β), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ èíâàðèàíòîâ Ad∗ ñîïîñòàâèì
êàæäîìó ýëåìåíòó (X, a) ∈ G∗ ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà:

M(X,a) =




X

Λ1iai
...

Λniai

a1 . . . an 0




. (35)

Òî åñòü â ïîñëåäíåé ñòðîêå çàïèøåì êîîðäèíàòû a, à â ïîñëåäíåì ñòîëáöå
çàïèøåì êîîðäèíàòû âåêòîðà, êîòîðûé ïîëó÷èòñÿ, åñëè ó a ïîäíÿòü èíäåêñ
ñ ïîìîùüþ Λ.

Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ìàòðèöåé M(X,a) åñëè ìû äåéñòâóåì íà
(X, a) ñ ïîìîùüþ Ad∗. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

MAd∗(C,0)(X,a) = C̄MC̄−1, (36)

ãäå Ñ̄ îáîçíà÷àåò ìàòðèöó

C̄ =




C

0
...
0

0 . . . 0 1




. (37)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äåéñòâèè ýëåìåíòîâ âèäà (C, 0) èíâàðèàíòû ìàòðèöû
M íå ìåíÿþòñÿ. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè äåéñòâèè ýëåìåíòîâ âèäà
(E, u). Èç ÿâíîãî âèäà äëÿ Ad∗ ÿñíî, ÷òî ïîñëåäíèå ñòðîêà è ñòîëáåö îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè, à ê êàæäîé ñòðîêå (ñòîëáöó) ìàòðèöû X ïðèáàâëÿåòñÿ
ñ íåêîòîðûì âåñîì ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà (ñòîëáåö).

ßñíî, ÷òî ïðè òàêîé îïåðàöèè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè äèàãîíàëüíûå ìè-
íîðû ìàòðèöû M , ñîäåðæàùèå ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ïîñëåäíèé ñòîëáåö. Íà-
ïîìíèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ëþáîé ìàò-
ðèöû ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê ñóììû åå äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü ñóììó äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû M , ñîäåðæàùèõ
ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ñòîëáåö íóæíî èç ñóììû âñåõ åå äèàãîíàëüíûõ ìèíî-
ðîâ âû÷åñòü ñóììó ìèíîðîâ ìàòðèöû X ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíî-
ãî÷ëåíà

det(M − λE) + λ det(X − λE) (38)
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ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû R.
Èç äîêàçàòåëüñòâà ÿñíî, ÷òî îòâåò íå ñèëüíî èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî

äåéñòâèÿ G íà V ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî åãî �êîïèé�:

Rk = G +ϕk V k. (39)

Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó âåêòîðîâ a è êîâåêòîðîâ u åñòü äîïîë-
íèòåëüíûé èíäåêñ ζ, ìåíÿþùèéñÿ îò 1 äî k. Äåéñòâèå 〈a, u〉 òåïåðü áóäåò
çàïèñûâàòüñÿ â âèäå uiζaiζ . Ñîîòâåòñòâåííî â ôîðìóëå äëÿ A(u, v) (29) ïî-
ëó÷èì

〈A(u, a), ξ〉 = ξj
i u

iζajζ = 〈ξ, uiζajζ〉. (40)
Äàëåå íóæíî îïèñàòü ïðîåêöèþ ïîñëåäíåé ìàòðèöû íà G, íî ïîñêîëüêó
ïðèâåäåííûå âûøå âûêëàäêè ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ñóì-
ìå ïî ζ, òî îíè ñïðàâåäëèâû è äëÿ âñåé ñóììû â öåëîì.

ßñíî, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü ìàòðèöó

M(X,a),k =




X

Λ1iai1
...

Λniai1

. . .

Λ1iaik
...

Λniaik

a11 an1

. . . . . . . . .

a1k ank

0




(41)

äëÿ íåå áóäóò ñïðàâåäëèâû òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ ìàòðèöû M(X,a), à
èìåííî, ñóììû åå äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ, ñîäåðæàùèõ ïîñëåäíèå k ñòîëá-
öîâ áóäóò èíâàðèàíòàìè.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ èíâàðèàíòîâ
Rk:

Òåîðåìà 8. Èíâàðèàíòàìè ãðóïïû Rk ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî-
÷ëåíà

det(M − λE)− (−1)kλk det(X − λE) (42)

Îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ íà ôîðìó Λ íå óäàåòñÿ. Åñëè ãðóïïà G ñîõðàíÿåò
ïðîèçâîëüíóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó Λ íà V , òî îíà ñîõðàíÿåò îäíîâðåìåííî
åå ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü è êîñîñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè, ïîñêîëüêó îíè âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç Λ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåñå÷åíèåì äâóõ ãðóïï è ïðîåêöèÿ íà åå àëãåáðó óñòðîåíà, âîîáùå ãîâîðÿ,
áîëåå ñëîæíî.
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Ìîæíî çàïèñàòü ýòè æå èíâàðèàíòû â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ìàòðèöû X :

Ik =
∑

σ

(−1)σai0Λ
iσ(0)αaαX

iσ(1)

i1
. . . X

iσ(k)

ik
(43)

Çäåñü ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì âåðõíèõ èíäåêñîâ ñ ó÷åòîì èõ
çíàêà, ïî êàæäîìó èíäåêñó ik ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Òàêàÿ ôîðìà
çàïèñè óäîáíà, íàïðèìåð, åñëè íóæíî çàïèñàòü ñäâèãè èíâàðèàíòîâ.

15



6
È
íä

åê
ñû

íå
êî

òî
ðû

õ
àë

ãå
áð

Ë
è

Ä
ëÿ

òî
ãî
,÷

òî
áû

îï
ðå
äå
ëè

òü
,ÿ

âë
ÿþ

òñ
ÿ
ëè

íà
éä

åí
íû

å
íà

ìè
íà

áî
ðû

ïî
ëí

ûì
è,

íó
æ
íî

çí
àò
ü
èí

äå
êñ
û

ñî
îò
âå
òñ
òâ
óþ

-
ù
èõ

àë
ãå
áð

Ë
è.

Ýò
î
ëå
ãê
î
ñä
åë
àò
ü
ñ
ïî

ìî
ù
üþ

òå
îð

åì
û

Ðà
èñ
à.

Âî
âñ
åõ

ñë
ó÷

àÿ
õ,

ðà
ññ
ìî

òð
åí
íû

õ
íè

æ
å,

âû
÷è

ñë
åí
èå

àí
íó

ëÿ
òî
ðà

ðå
ãó
ëÿ

ðí
îã
î
ýë
åì

åí
òà

íå
ïð

åä
ñò
àâ
ëÿ

åò
áî
ëü

ø
îé

ñë
îæ

íî
ñò
è,

ïî
ýò
îì

ó
òå
îð

åì
à
Ðà

èñ
à
äà

åò
îò
âå
ò.

À
ëã

åá
ðà

R
in

d
ϕ
∗

H
a

in
d

H
a

in
d

R

so
(n

)
+

ϕ
R

n
1

so
(n
−

1)
[ n
−1 2

]
1

+
[ n
−1 2

]

sl
(n

)
+

ϕ
R

n
0

sl
(n
−

1)
+

ϕ
R

n
−1

1
1

sp
(n

)
+

ϕ
R

2
n

0
sp

(n
−

1)
+

h
2
m

n
n

g
l(

n
)
+

ϕ
R

n
0

g
l(

n
−

1)
+

ϕ
R

n
−1

0
0

so
(n

)
+

ϕ
k

(R
n
)k

k
(k

+
1
)

2
ïð

è
k
≤

n

k
n
−

n
(n
−1

)
2

,å
ñë

è
k

>
n

so
(n
−

k
)
ïð

è
k
≤

n

0
ïð

è
k

>
n

[ n
−k 2

]
ïð

è
k
≤

n

0
ïð

è
k

>
n

k
(k

+
1
)

2
+

[ n
−k 2

] ,
ïð

è
k
≤

n

k
n
,
ïð

è
k

>
n

sl
(n

)
+

ϕ
k

(R
n
)k

0,
ïð

è
k

<
n

k
n
−

n
2
+

1,
ïð

è
k
≥

n

sl
(n
−

k
)
+

ϕ
R

n
−k

ïð
è

k
<

n

0
ïð

è
k
≥

n
âû

÷è
ñë

ÿå
òñ
ÿ
ïî

èí
äó

êö
èè

k
r
−

r2
+

1,
ãä
år

=
n
m

od
k

sp
(n

)
+

ϕ
2
k

(R
2
n
)2

k
k
(2

k
−

1)
ïð

è
k

<
n

4k
n
−

n
(2

n
+

1)
ïð

è
k
≥

n

sp
(n
−

k
)
ïð

è
k

<
n

0
ïð

è
k
≥

n

(n
−

k
)
ïð

è
k

<
n

0
ïð

è
k
≥

n

2k
2
−

2k
+

n
ïð

è
k

<
n

4k
n
−

2n
2
−

n
ïð

è
k
≥

n

sp
(n

)
+

ϕ
2
k
−

1
(R

2
n
)2

k
−1

(k
−

1)
(2

k
−

1)
ïð

è
k
≤

n

4k
n
−

2n
2
−

3n
ïð

è
k

>
n

sp
(n
−

k
)
+

h
2
(n
−k

)
ïð

è
k

<
n

R
ïð

è
k

=
n

0
ïð

è
k

>
n

(n
−

k
+

1)
ïð

è
k
≤

n

0
ïð

è
k

>
n

2k
2
−

4k
+

n
+

1
ïð

è
k
≤

n

4k
n
−

2n
−

n
(2

n
+

1)
ïð

è
k

>
n

g
l(

n
)
+

ϕ
k

(R
n
)k

0
ïð

è
k
≤

n

k
n
−

n
2
ïð

è
k

>
n

g
l(

n
−

k
)
+

ϕ
k

(R
n
−k

)k
ïð

è
k

<
n

0
ïð

è
k
≥

n

0
ïð

è
k
≤

n

k
n
−

n
2
ïð

è
k

>
n

k
r
−

r2
,ã
äå

r
=

n
m

od
k

16



7 Èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

7.1 Àëãåáðà so(n) +ϕk (Rn)k

Ïîñìîòðèì, êàêîé ðåçóëüòàò äàåò ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàç-
äåëå. Èíâàðèàíòû äëÿ ýòèõ àëãåáð ýòîãî âèäà áûëè îïèñàíû â ðàáîòå [6].

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëîâèíà èç èíâàðèàíòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå äëÿ àëãåáðû so(n) + Rn ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà M

êîñîñèììåòðè÷íà:

M(X, a) =




X

−ai
...

−an

a1 . . . an 0




, (44)

à êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè λk ðàâíû íóëþ, åñëè
(n − k) íå÷åòíî. Êðîìå òîãî ÿñíî, ÷òî âñå ìèíîðû ðàçìåðà ìåíüøå 2k,
ñîäåðæàùèå ïîñëåäíèå k ñòðîê ðàâíû 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîëó÷àåì[

n−k
2

]
èíâàðèàíòîâ. Äîáàâëÿÿ ê íèì òðèâèàëüíûå èíâàðèàíòû � ïîïàðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ai ïîëó÷àåì íàáîð èç
[

n−k
2

]
+ k(k+1)

2 èíâàðèàíòîâ,
÷òî ðàâíî èíäåêñó àëãåáðû.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûå íàáîðû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
ýòèõ èíâàðèàíòîâ. Âûïèøåì íåñêîëüêî èíâàðèàíòîâ so(n) +ϕ Rn:

I0 = (a, a),

I2 = 2(a,X2a)− trX2(a, a)

I4 = 4(a,X4a)− 2trX2(a,X2a) + (trX2)2(a, a)− trX4(a, a).

Ñëåäóÿ ìåòîäó Áðàèëîâà 6, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñäâèãè ýòèõ èíâà-
ðèàíòîâ íà ýëåìåíò M ∈ G∗ è ïîëó÷èòü ïîëíûå íàáîðû äëÿ äëÿ àëãåáðû.
Íàïðèìåð, äëÿ so(4) + R4 ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð:

I0 = 2(a,X2a)− trX2(a, a)

f0 = −2(Xa, Na)− trNX(a, a)fi = xi, i = 1, . . . , 4

Èíòåðåñíî, ÷òî èìåííî òàêîé íàáîð ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñëåäîâàòü ìåòî-
äó Ñàäýòîâà. Â ðàáîòå Ì.Ì. Æäàíîâîé [7] â ÿâíîì âèäå ïîñòðîåí ìåòîäîì
Ñàäýòîâà ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äëÿ àëãåáðû Ëè so(4)+R4. Îí òàê-
æå ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì, ïîëó÷àåìûì ìåòîäîì Áðàèëîâà. Åñòü ñëåäóþùàÿ
ãèïîòåçà:
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Ãèïîòåçà 2. Äëÿ âñåõ àëãåáð Ëè so(n) +ϕRn ïîëíûé íàáîð, ïîñòðîåííûé
ìåòîäîì Ñàäýòîâà ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì, ïîñòðîåííûì ìåòîäîì Áðàèëî-
âà.

7.2 Àëãåáðà Ëè sp(n) +ϕ R2n

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñðåäè èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå äàåò ôîðìóëà
42 ìíîãèå îáðàùàþòñÿ â 0. Ìîæíî ïðîâåðèòü (íàïðèìåð äëÿ ôîðìóëû 43),
÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè λk ðàâíû íóëþ, åñëè 2n− k ÷åòíî. Òàêèì îáðàçîì
ìû ïîëó÷àåì ðîâíî n èíâàðèàíòîâ.

ßâíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ:

I1 = ω(a, aX),

I3 = 2ω(a, aX3)− ω(a, aX)trX2,

I5 = 4ω(a, aX5)− 2ω(a, aX3)trX2 + ω(a, aX)((trx2)2 − trX4).

Òåïåðü íåòðóäíî âûïèñàòü ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû. Ñäåëàåì ýòî,
íàïðèìåð, äëÿ àëãåáðû Sp(2)+R4. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì öåïî÷åê
ïîäàëãåáð ïîëó÷èì

I1 = ω(a, aX),

I3 = 2ω(a, aX3)− ω(a, aX)trX2,

f1 = trX2, f2 = trX4, f3 = trXN,

f4 = trX3N, f5 = 2trX2N 2 + tr(XN)2, f6 = trXN 3

Ìåòîä Áðàèëîâà äàåò ñëåäóþùèé îòâåò:

I1 = ω(a, aX),

I3 = 2ω(a, aX3)− ω(a, aX)trX2,

f1 = a1, f2 = a2, f3 = a3, f4 = a4, f5 = (a, aN),

f6 = 2ω(a, a(X2N + XNX + NX2))− 2ω(a, aX)trXN − ω(a, aN)trX2.

7.3 Àëãåáðà sl(n) +ϕk (Rn)k

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü èíâàðèàíòû äëÿ àëãåáðû sl(n) +ϕk (Rn)k íóæíî
íàéòè ÿâíûé âèä Ad∗ äëÿ ýòîé àëãåáðû Ëè. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ
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áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà SL(n) +ϕ (Rn)k âëîæåíà â sl(n + k) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: (

C u1 . . . uk

0, . . . , 0 E

)
, (45)

C ∈ SL(n), ui ∈ Rn. Êîàëãåáðó óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå



X 0 . . . 0

a1

. . .

ak

0




. (46)

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

Ad∗(C,u)(X, a) = (Ad∗CX + ua− 1

n
tr(ua)E, aC−1). (47)

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ôîðìóëû íóæíî ïðîñòî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöa λE

îðòîãîíàëüíà sl(n):

〈λE, X〉 = trλEX = λtrX = 0. (48)

Òåîðåìà 9. Åäèíñòâåííûì èíâàðèàíòîì êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû SL(n) +φ Rn ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M , ñîñòàâëåííîé èç
ñòðîê a, aX, aX2, . . . , aXn−1, òî åñòü îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíó-
òîãî íà ýòè âåêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî det M íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñîïðÿæå-
íèè ýëåìåíòîì (C, 0). Ïðè ñîïðÿæåíèè ýòèì ýëåìåíòîì ýëåìåíò êîàëãåáðû
(X, a) ïåðåõîäèò â ýëåìåíò (CXC−1, aC−1). Ïðè ýòîì â ìàòðèöå M êàæäàÿ
ñòðîêà óìíîæàåòñÿ ñïðàâà íà C−1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà M ïåðåõîäèò
â MC−1, íî det MC−1 = det M det C−1 = det M .

Òåïåðü ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ñîïðÿæåíèè ýëåìåíòîì (0, u).
Êîâåêòîð (X, a) ïðè ýòîì ïåðåõîäèò â (X + va − tr(va)E). Ïîñìîòðèì,
êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ìàòðèöà M . Ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû îñòàåòñÿ
íåèçìåííîé. Âòîðàÿ ñòðîêà èìååò âèä a(X+va−tr(va)E). Óäîáíî çàïèñàòü
ýòî âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ:

ai(X
i
j + viaj − 1

n
viaiδ

i
j) = aiX

i
j +

n− 1

n
aiv

iaj. (49)
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Äàëåå íå òðóäíî ïî èíäóêöèè ïðîâåðèòü, ÷òî â k-îé ñòðîêå ìàòðèöû
M áóäåò ñòîÿòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ k ñòðîê ïðåäûäóùåé ìàò-
ðèöû, è ïðè ýòîì k-àÿ ñòðîêà èñõîäíîé ìàòðèöû âõîäèò â ýòó ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ñ êîýôôèöèåíòîì 1.

a(X + va− tr(va)E)k = a(X + va− tr(va)E)k−1(X + va− tr(va)E). (50)

Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî a(X+va−tr(va)E)k−1 =

aXk−1 + b, ãäå b � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ k − 2 ñòðîê. Îòñþäà

a(X + va− tr(va)E)k = (aXk−1 + b)(X + va− tr(va)E) = aXk + c, (51)

ãäå c � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ k − 1 ñòðîê èñõîäíîé ìàòðèöû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ.

Òî, ÷òî èíâàðèàíò åäèíñòâåíåí ëåãêî ïîêàçàòü èç òåîðåìû Ðàèñà.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü n = kd+r, r < k. Òîãäà äëÿ ãðóïïû SL(n)+ϕ(Rn)k èí-
âàðèàíòàìè êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäóò îïðåäåëèòåëè ìàò-
ðèö Mi1...ir, ñîñòàâëåííûõ èç ñëåäóþùèõ ñòðîê: a1, . . . , ak, a1X, . . . akX, . . . , a1X

d−1, . . . akX
d−1

è r ñòðîê âèäà airX
d. Ýòè èíâàðèàíòû íå áóäóò íåçàâèñèìû, íî èç íèõ

ìîæíî âûáðàòü ïîëíûé íàáîð íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
ñëó÷àÿ SL(n) + Rn. Ïðè äåéñòâèè ýëåìåíòà âèäà (C, 0) ìàòðèöà Mī óìíî-
æàåòñÿ ñïðàâà íà C−1, ÷òî íå ìåíÿåò åå îïðåäåëèòåëÿ.

Ïðè äåéñòâèè ýëåìåíòà âèäà (0, u) ñòðîêè âèäà aiX
q çàìåíÿþòñÿ íà ñòðî-

êè aiX
q+

∑
. . . , ãäå ïîä ñóììîé ñòîèò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ akX

s,
0 ≤ s < q. Òàêàÿ çàìåíà íå ìåíÿåò îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû.

8 Ðåçóëüòàòû

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà öåïî÷åê ïîäàëãåáð äëÿ
àëãåáð, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïîëóïðÿìîé ñóììû ñ êîììóòàòèâíûì èäåà-
ëîì. Ýòîò êðèòåðèé ñâîäèò âîïðîñ ïîëíîòû íàáîðà, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì
öåïî÷åê ïîäàëãåáð ê àíàëîãè÷íîìó âîïðîñó äëÿ àëãåáð ìåíüøåé ðàçìåðíî-
ñòè.

Ïðåäëîæåíà îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïèñàòü èíâàðèàí-
òû äëÿ àëãåáð G +φk V k, ãäå G � îäíà èç àëãåáð so(n), so(p, q), sp(n), à φ

� ïðåäñòàâëåíèå ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
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Îïèñàíû èíâàðèàíòû äëÿ àëãåáð sl(n)+φk (Rn)k, sp(n)+R2n. ßâíûé âèä
èíâàðèàíòîâ ïîçâîëÿåò â ÿâíîì âèäå ïðåäúÿâèòü ïîëíûå êîììóòàòèâíûå
íàáîðû äëÿ ýòèõ àëãåáð Ëè.
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