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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.Ïóñòü G � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ñ áàçèñîì e1, . . . , en, à G
? � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîàëãåáðà ñ äóàëüíûìáàçèñîì ε1, . . . , εn, òî åñòü εi(ej) = δi

j . Ïóñòü x1, . . . , xn � êîîðäèíàòû íà G
?, à ck

ij � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòûàëãåáðû Ëè G: [ei, ej ] = ck
ijek.Îïðåäåëåíèå 1. Ñêîáêà Ïóàññîíà-Ëè íà ïðîñòðàíñòâå G

? çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:
{f, g}(x) = ck

ijxk

∂f

∂xi

∂g

∂xj

,ãäå f è g - ãëàäêèå ôóíêöèè íà G
?.Îïðåäåëåíèå 2. Óðàâíåíèÿ

ẋi = {xi, H},çàäàþùèå äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà G
?, ãäå H � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (ãàìèëüòîíèàí) íà G

?, íàçûâàþòñÿóðàâíåíèÿìè Ýéëåðà íà àëãåáðå Ëè G. Îíè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ìåõàíèêå è ôèçèêå. Íàïðèìåð, ðàçëè÷íûåçàäà÷è î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà íà àëãåáðå Ëè e(3).Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ñêîáîê Ïóàññîíà-Ëè:
{Si, Sj} = εijkSk, {Si, Rj} = εijkRk, {Ri, Rj} = κεijkSk, ãäå Si è Ri � êîìïîíåíòû òðåõìåðíûõâåêòîðîâ S è R, εijk � ïîëíîñòüþ êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð, à κ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî κ ðàâíà 1, −1 èëè 0. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíà R′ = 1√

|κ|
R è α′ = α√

|κ|
ñâîäèò íàñ êýòîìó ñëó÷àþ. Ïðè κ > 0 (κ = 1) ïîëó÷àåì, ÷òî ñêîáêà ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðå Ëè so(4), ïðè κ = 0 � e(3),à ïðè κ < 0 (κ = −1) � so(3, 1).Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè íà ýòîì ñåìåéñòâå àëãåáð Ëè âêëþ÷àþò ñëó÷àé Ýéëåðà � H =

1

2
(AS, S), Ëàãðàíæà � H = 1

2
(S2

1 + S2
2 + βS2

3) + V (R3), Êîâàëåâñêîé � H = 1

2
(S2

1 + S2
2 + 2S2

3) + αR1.Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàíû âèäà
H = (AS, S) + (b, S × R),ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, b 6= 0 � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Ïîäîáíûå ãàìèëüòîíèàíûìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ, íàïðèìåð, â ðàìêàõ ìîäåëè Ïóàíêàðå-Æóêîâñêîãî, îïèñûâàþùåé äâèæåíèåòâåðäîãî òåëà ñ ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé âèõðåâîé æèäêîñòüþ [1]. Äðóãèå âîçìîæíûåïðèëîæåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ îáñóæäàþòñÿ â êíèãå [3].Íîâûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ êâàäðàòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì è èíòåãðàëîì ÷åòâåðòîéñòåïåíè íà ýòîì ñåìåéñòâå àëãåáð Ëè áûëè íàéäåíû À.Â.Áîðèñîâûì, È.Ñ.Ìàìàåâûì è Â.Â.Ñîêîëîâûìâ ðàáîòàõ [4, 6, 7]. Ñëó÷àé Ñîêîëîâà:

H1 = −κ

α
S2

1 + αS2
2 + S1R2 − S2R1

K1 = αQ3(κS2 − R2) + κ(Q2
3 + Q2

2) − α2(Q2
3 + Q2

1)Ñëó÷àé Áîðèñîâà-Ìàìàåâà:
H2 = (α − κ

4α
)S2

1 + 2αS2
2 + αS2

3 + S1R2 − S2R1

K2 = 4α2S2
2S2 + 4αS2(S2Q3 − S3Q2) + Q2

2 + Q2
3 − S2

1R2 , ãäå Q = S × R.Ôóíêöèè Êàçèìèðà: f1 = κS2 + R2, f2 = 〈S, R〉. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [8]), îãðàíè÷åíèå ñêîáêèÏóàññîíà-Ëè íà îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû1



Ëè çàäàåò ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó íà M4
c,g = { (S, R) | f1(S, R) = c, f2(S, R) = g }. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c = 1. Ñðàçó æå ââåäåì ïîëåçíîå îáîçíà÷åíèå M5

1 = { (S, R) | f1(S, R) = 1 }.Ëèóâèëëåâî ñëîåíèå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà àëãåáðå Ëè so(4) îïèñàíî â ðàáîòå [9]. Ïîýòîìó âíàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü ñòðîåíèå èíòåãðèðóìûõ ñèñòåì íà àëãåáðàõ Ëè so(3, 1) è e(3). Âýòîé ðàáîòå ìû íå èññëåäóåì ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, òàê êàê äëÿ ýòèõ àëãåáð èìåþòñÿ íåêîìïàêòíûå ñëîè.Ìû îïèøåì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ f2 × H : M5
1 → R

2(g, h) äëÿ øèðîêîãî êëàññàêâàäðàòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, îõâàòûâàþùåãî cëó÷àè Ñîêîëîâà è Áîðèñîâà-Ìàìàåâà íà àëãåáðàõ Ëè e(3)è so(3, 1), à òàêæå òîïîëîãèþ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè è áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèÿìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3) è so(3, 1).Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé Áîðèñîâà-Ìàìàåâà íà àëãåáðå Ëè e(3) ðàçîáðàí â ðàáîòå [5]. Äåéñòâèòåëüíî,çàìåíà S1 = S2−αR3, S2 = S3+αR2, S3 = S1, R1 = 2α2R2, R2 = 2α2R3, R3 = 2α2R1, ñîõðàíÿþùàÿ ñêîáêó,è ïîñëåäóþùàÿ çàìåíà âðåìåíè ñâîäèò íàñ ê ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîìH = 1

2
(S

2

1+S
2

2+2S
2

3)+αS3R2− 1

2
α2R

2

3,èññëåäîâàííîé â ýòîé ñòàòüå. Íèæå ìû íåçàâèñèìî ïîëó÷àåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ, à èìåííî áèôóðêàöèîííóþäèàãðàììó äëÿ îòîáðàæåíèÿ f2×H |M5

1

äëÿ ñëó÷àÿ Áîðèñîâà-Ìàìàåâà íà e(3), âõîäÿùåãî â áîëåå øèðîêîåñåìåéñòâî ãàìèëüòîíèàíîâ, êîòîðîå ìû èññëåäóåì. Îíà ñîâïàäàåò ñ íàéäåííîé â ðàáîòå [5] (ñì. Çàìå÷àíèå1).2 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ f2 × H|M5
1
.Ðàññìîòðèì êëàññ ãàìèëüòîíèàíîâ Ha,b,c = aS2

1 +bS2
2 +cS2

3 +S1R2−S2R1. Îí îõâàòûâàåò ñëó÷àè Ñîêîëîâàè Áîðèñîâà-Ìàìàåâà. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå èç ðàáîòû [6], êðîìå îïèñàííûõ âûøå ñëó÷àåâ äëÿãàìèëüòîíèàíà êëàññà Ha,b,c ìîæåò ñóùåñòâîâàòü åùå òîëüêî îäíî ñåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñèíòåãðàëîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Ìû åãî íå ïðèâîäèì ââèäó êðàéíåé ãðîìîçäêîñòè.Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f2 × H |M5

1

: M5
1 = { (S, R) | f1(S, R) = 1 } → R

2(g, h), çàäàííîå ôîðìóëîé
(f2 × H |M5

1

)(S, R) = (f2(S, R), H(S, R)).Îïðåäåëåíèå 3. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f2 × H |M5

1

� ýòî òî÷êè, ãäå ãðàäèåíòû f1, f2 è Hëèíåéíî çàâèñèìû, à çíà÷åíèå f1 ðàâíî 1.Îïðåäåëåíèå 4. Áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé íàçûâàåòñÿ îáðàç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè
f2 × H |M5

1

.Ìû ïîñòðîèì áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ êëàññà Ha,b,c, a 6= b.Óòâåðæäåíèå 1. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ âèäàHa,b,c = aS2
1+bS2

2+cS2
3+S1R2−S2R1äëÿ ïðîèçâîëüíîãî κ 6 0 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êðèâûõ:1) κh2 − ah + (κ + a2)g2 =

1

4
;2) κh2 − bh + (κ + b2)g2 =

1

4
;3) h =

1

4(c − a)
(1 + 2

√

κ + 4c(a − c)g), −√κ + 4c(a − c)

2(κ + 2c(a − c)
6 g 6 −

√

κ + 4c(a − c)

2(κ + 2a(a − c))
,

h =
1

4(c − a)
(1 − 2

√

κ + 4c(a − c)g), √κ + 4c(a − c)

2(κ + 2a(a − c))
6 g 6

√

κ + 4c(a − c)

2(κ + 2c(a − c)
;4) h =

1

4(c − b)
(1 + 2

√

κ + 4c(b − c)g), −√κ + 4c(b − c)

2(κ + 2c(b − c)
6 g 6 −

√

κ + 4c(b − c)

2(κ + 2b(b − c))
,

h =
1

4(c − b)
(1 − 2

√

κ + 4c(b − c)g), √κ + 4c(b − c)

2(κ + 2b(b − c))
6 g 6

√

κ + 4c(b − c)

2(κ + 2c(b − c)
;2



5) κh2 − ch + c2g2 = 0.Ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå îòäåëüíî äëÿ κ = 0 è κ = −1. Ìû ïîêàçàëè âûøå, ÷òî òàêîå ñâåäåíèåâñåãäà âîçìîæíî.Óòâåðæäåíèå 2. à) Ïðè a 6= b äëÿ so(3, 1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âèäû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì:I. Ïðè c 6= 0 ïîëó÷àåì îäíó èç âåòâåé ãèïåðáîëû Γc: (h +
c

2
)2 − c2g2 =

c2

4
(òó, ãäå h · c > 0), a èìåííî

h = c

(

√

1

4
+ g2 − 1

2

). Ïðè c = 0 ïîëó÷àåì ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ h = 0.II. Åñëè |a| > 1, òî ïîëó÷àåì âåðõíþþ, à ïðè |a| < 1 � íèæíþþ âåòâü âåòâü ãèïåðáîëû Γa : { (g, h) |
(h +

a

2
)2 + (1 − a2)g2 =

a2 − 1

4
}.III. Åñëè 1 + 4c(c − a) 6 0, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:1) 1 + 2c(c − a) < 0. Ïîëó÷àåì äâà îòðåçêà Oa1 è Oa2, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé g = 0:

h =
1

4(c − a)
[ 1 + 2

√

−1 − 4c(c − a)g ], g ∈
[

√

−1 − 4c(c − a)

2[1 + 2c(c − a)]
,

√

−1 − 4c(c − a)

2[1 + 2a(c − a)]

],
h =

1

4(c − a)
[ 1 − 2

√

−1 − 4c(c − a)g ], g ∈
[

−
√

−1 − 4c(c − a)

2[1 + 2a(c − a)]
,−
√

−1 − 4c(c − a)

2[1 + 2c(c − a)]

].2) 1 + 2c(c − a) = 0. Äâà ëó÷à La1 è La2: h = − c

2
− cg, g ∈ (−∞,−c2 ], è h = − c

2
+ cg, g ∈ [ c2,∞ ).3) 1 + 2c(c − a) > 0 è 1 + 2a(c − a) < 0. Äâà ëó÷à La3 è La4:

h =
1

4(c − a)
[ 1 + 2

√

−1 − 4c(c − a)g ], g ∈
[

−∞,

√

−1 − 4c(c − a)

2[1 + 2a(c − a)]

],
h =

1

4(c − a)
[ 1 − 2

√

−1 − 4c(c − a)g ], g ∈
[

−
√

−1 − 4c(c − a)

2[1 + 2a(c − a)]
,∞
).IV è V ïîëó÷àþòñÿ èç II è III çàìåíîé a íà b.á) Ïðè a 6= b äëÿ e(3) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âèäû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì:I.Ïðè c 6= 0 ïîëó÷àåì ïàðàáîëó h = cg2, à ïðè c = 0 âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ h = 0.II. Åñëè a 6= 0, òî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò ïàðàáîëó h =

4a2g2 − 1

4a
.III. Ïðè c(a − c) > 0 ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ:1) Åñëè a− c < 0 è c 6 0, òî äèàãðàììà ñîäåðæèò äâà îòðåçêà Oa1 è Oa2, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíîïðÿìîé g = 0:

h =
1

4(c − a)
+

√

c

a − c
g, g ∈

[

− 1

2
√

c(a − c)
,

1

2a

√

c

a − c

],
h =

1

4(c − a)
−
√

c

a − c
g, g ∈

[

− 1

2a

√

c

a − c
,

1

2
√

c(a − c)

].2) a − c > 0, c > 0. Ïîëó÷àåì äâà îòðåçêà Oa1 è Oa2, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé g = 0:
h =

1

4(c − a)
+

√

c

a − c
g, g ∈

[

1

2a

√

c

a − c
,

1

2
√

c(a − c)

],
h =

1

4(c − a)
−
√

c

a − c
g, g ∈

[

− 1

2
√

c(a − c)
,− 1

2a

√

c

a − c

].IV è V ïîëó÷àþòñÿ èç II è III çàìåíîé a íà b. 3



Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå Áîðèñîâà-Ìàìàåâà íà àëãåáðå Ëè e(3) áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîâïàäàåòñ íàéäåííîé â ðàáîòå [5].Äîêàçàòåëüñòâî. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
gradH = λgrad f1 + µgrad f2èëè
λgrad f1 + µgrad f2 = 0.Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãðàäèåíòû f1 è f2 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî âñåìèíîðû ìàòðèöû (2κS1 2κS2 2κS3 2R1 2R2 2R3

R1 R2 R3 S1 S2 S3

) äîëæíû áûòü ðàâíû 0. Îòñþäà Si = Ri = 0, ÷òîíåâîçìîæíî, òàê êàê κS2 + R2 = 1.Ðàññìîòðèì ìàòðèöó
G = GH − λGf1

− µGf2
=

















2a− 2κλ 0 0 −µ 1 0
0 2b − 2κλ 0 −1 −µ 0
0 0 2c − 2κλ 0 0 −µ
−µ −1 0 −2λ 0 0
1 −µ 0 0 −2λ 0
0 0 −µ 0 0 −2λ

















.Êðèòè÷åñêèå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ G

(

S
R

)

= 0. Ïîìåíÿâ 3 è 5 ñòðîêè, à çàòåì 3 è 5 ñòîëáöû(îäíîâðåìåííî ïîìåíÿâ S3 è R2), ïîëó÷àåì: 






2a − 2κλ 0 1 −µ 0 0
0 2b − 2κλ −µ −1 0 0
1 −µ −2λ 0 0 0
−µ −1 0 −2λ 0 0
0 0 0 0 2c− 2κλ −µ
0 0 0 0 −µ −2λ

































S1

S2

R2

R1

S3

R3

















.

Áóäåì ïðèâîäèòü ìàòðèöó ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó:


1 −µ −2λ 0
0 2b − 2κλ −µ −1
0 −1 − µ2 −2λµ −2λ
0 2µ(a − κλ) 1 + 4λ(a − κλ) −µ

















S1

S2

R2

R1









−→









1 0 −2λ −µ
0 −1 −µ 2b − 2κλ
0 −2λ −2λµ −1 − µ2

0 −µ 1 + 4λ(a − κλ) 2µ(a − κλ)

















S1

R1

R2

S2









−→









1 0 −2λ −µ
0 1 µ −2b + 2κλ
0 0 1 + µ2 − 4κλ2 + 4aλ 2µ(a − b)
0 0 0 −1 − µ2 + 4κλ2 − 4bλ

















S1

R1

R2

S2









.Îáîçíà÷èì ∆a = 1 + µ2 − 4κλ2 + 4aλ, ∆b = 1 + µ2 − 4κλ2 + 4bλ, ∆c = µ2 − 4κλ2 + 4cλ.Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà a 6= b è c 6= 0:I. ∆c = 0, ∆a · ∆b 6= 0. Ïîëó÷àåì âåêòîð (0, 0, S3, 0, 0, R3), ãäå S3 = −2λ

µ
R3.à)f1 = −S2

3 + R2
3 = 1, ∆c = µ2 + 4λ2 + 4cλ = 0 ⇒ (1 − 4λ2

µ2
)R2

3 = 1, R2
3 =

µ2

µ2 − 4λ2
.

h = H = cS2
3 = c

4λ2

µ2

µ2

µ2 − 4λ2
=

4cλ2

−8λ2 − 4cλ
= − cλ

2λ + c

g = f2 = −2λ

µ
R2

3 = −2λ

µ

µ2

µ2 − 4λ2
=

−2λµ

−8λ2 − 4cλ
=

µ

4λ + 2c4



h2 + ch − c2g2 =
4c2λ2 − 4c2λ2(2λ + c) + c2(4λ2 + 4cλ)

4(2λ + c)2
= 0.

(h +
c

2
)2 − c2g2 =

c2

4
, ãäå h · c > 0.á)f1 = R2

3 = 1, g = S3R3 = −2λ

µ
R2

3 = −2λ

µ
, h = cS2

3 =
4cλ2

µ2
R2

3 =
4cλ2

µ2
= cg2.II. ∆a = 0, ∆b · ∆c 6= 0. S2 = 0, òàê êàê ∆b 6= 0, ∆c 6= 0 ⇒ S3 = R3 = 0. S1 − 2λR2 = 0, R1 + µR2 = 0Ïîëó÷àåì âåêòîð (2λR2, 0, 0,−µR2, R2, 0).a)∆a = 1 + µ2 + 4λ2 + 4aλ = 0 ⇒ |a| > 1. Íî ïðè |a| = 1 ïîëó÷àåì âåêòîð (±R2, 0, 0, 0, R2, 0) è

f1 = 0 ⇒ |a| > 1.
f1 = (1 + µ2 − 4λ2)R2

2 = 1 ⇒ R2
2 =

1

1 + µ2 − 4λ2
=

1

−8λ2 − 4aλ
.Ïóñòü a > 1. R2

2 = − 1

8λ2 + 4aλ
> 0 ⇒ λ ∈ (−a

2
, 0 ). Ïðè a < −1 λ ∈ ( 0,−a

2
).

g = f2 = −2λµR2
2 =

2λµ

8λ2 + 4aλ
=

µ

4λ + 2a

h = H = (4aλ2 + 2λ)R2
2 = −4aλ2 + 2λ

8λ2 + 4aλ
= −2aλ + 1

4λ + 2aÏðè a > 1 h ∈ (− 1

2a
,∞), ïðè a < −1 h ∈ (−∞,− 1

2a
).

h2 + ah + (1 − a2)g2 =
(2a + 1)2 − 2a(2λ + a)(2aλ + 1) − (1 − a2)(4λ2 + 4aλ + 1)

4(2λ + a)2
=

=
4a2λ2 + 4aλ + 1 − 8a2λ2 − 4aλ − 2a2 − 4a3λ − 4λ2 − 4aλ + 4a2λ2 + 4a3λ

4(4λ2 + 4aλ + a2)
= −1

4

(h +
a

2
)2 + (1 − a2)g2 =

a2 − 1

4
.á) f1 = (1 + µ2)R2

2 = 1 ⇒ R2
2 =

1

1 + µ2
= − 1

4aλ
, g = −2λµR2

2 =
µ

2a
, h = (4aλ2 + 2λ)R2

2 = −4aλ2 + 2λ

4aλ
=

−2aλ + 1

2a
, 4a2g2 = µ2 = −1 − 4aλ = 4ah + 1.

4a2g2 = 4ah + 1.III. ∆b = 0, ∆a · ∆c 6= 0. ∆b = 0 ⇒ |b| > 1, ∆a = 4λ(a − b) 6= 0. S3 = R3 = 0, òàê êàê ∆c 6= 0.








1 0 −2λ −µ
0 1 µ −2b + 2κλ
0 0 4λ(a − b) 2µ(a − b)
0 0 0 0

















S1

R1

R2

S2









−→









1 0 0 0
0 2λ 0 1
0 0 2λ µ
0 0 0 0

















S1

R1

R2

S2









.
⇒ Ïîëó÷àåì âåêòîð (0,−2λR1, 0, R1, µR1, 0).
f1 = (1 +µ2 − 4λ2)R2

1 = 1, ∆b = 1 +µ2 + 4λ2 +4bλ = 0 ⇒ R2
1 =

1

1 + µ2 − 4λ2
= − 1

8λ2 + 4bλ
. Àíàëîãè÷íîâòîðîìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì:

(h +
b

2
)2 + (1 − b2)g2 =

b2 − 1

4
.5



IV. ∆a = ∆c = 0. S3 = − 2λ
µ

R3, òàê êàê ∆c = 0. S1 = −2λR2, S2 = 0, R1 = −µR2 àíàëîãè÷íî I.Èìååì âåêòîð (2λR2, 0,− 2λ
µ

R3,−µR2, R2, R3).à) ∆a = 1 + µ2 + 4λ2 + 4aλ = 0 ⇒ |a| > 1, ∆c = µ2 + 4λ2 + 4cλ = 0 ⇒ 1 + 4aλ − 4cλ = 0, λ =
1

4(c − a)
,

µ2 = −4λ2 − 4cλ = − 1

4(c− a)2
− c

c − a
= −1 + 4c(c − a)

4(c − a)2
⇒ 1 + 4c(c − a) 6 0.Èç óñëîâèÿ f1 = 1 ïîëó÷àåì:

(1 + µ2 − 4λ2)R2
2 +

µ2 − 4λ2

µ2
R2

3 = 1 ⇒ R2
3 =

[1 − (1 + µ2 − 4λ)R2
2]µ

2

µ2 − 4λ2
.

g = f2 = −2λµR2
2 −

2λ

µ
R2

3 = −2λµR2
2 −

2λµ

µ2 − 4λ2
[1 − (1 + µ2 − 4λ2)R2

2] = − 2λµ

µ2 − 4λ2
+

2λµ

µ2 − 4λ2
R2

2

h = H = (4aλ2 + 2λ)R2
2 +

4cλ2

µ2
R2

3 = (4aλ2 + 2λ)R2
2 +

4cλ2µ2

(µ2 − 4λ2)µ2
[1 − (1 + µ2 − 4λ2)R2

2] =

=
(4aλ2 + 2λ) − 4cλ2(µ2 − 4λ2 + 1)

µ2 − 4λ2
R2

2 +
4cλ2

µ2 − 4λ2
=

4λ2(µ2 − 4λ2)(a − c) + 2λ(µ2 − 4λ2) − 4cλ2

µ2 − 4λ2
R2

2 +
4cλ2

µ2 − 4λ2
=

=
−λ(µ2 − 4λ2) + 2λ(µ2 − 4λ2) − 4cλ2

µ2 − 4λ2
R2

2 +
4cλ2

µ2 − 4λ2
=

λ(µ2 − 4λ2 − 4cλ)

µ2 − 4λ2
R2

2 +
4cλ2

µ2 − 4λ2
=

2λµ2

µ2 − 4λ2
R2

2+

+
4cλ2

µ2 − 4λ2
= µg +

2λµ2

µ2 − 4λ2
+

4cλ2

µ2 − 4λ2
= λ + µgÏîñìîòðèì òåïåðü, â êàêèõ ïðåäåëàõ ìåíÿåòñÿ g. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî µ îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äîçíàêà. Åñëè µ =

√

−1 − 4c(c − a)

2(c − a)
, òî λ ·µ =

√

−1 − 4c(c − a)

8(c − a)2
> 0. Ïðè µ = −

√

−1 − 4c(c − a)

2(c − a)
⇒ λ ·µ 6 0.1) Ïóñòü µ2−4λ2 > 0. Òîãäà R2

2 ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ [ 0,
1

1 + µ2 − 4λ2

]. Ïðè ýòîì g =
2λµ

µ2 − 4λ2
(R2

2−1)ìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [− 2λµ

µ2 − 4λ2
,− 2λµ

1 + µ2 − 4λ2

] (λ · µ > 0) èëè [− 2λµ

1 + µ2 − 4λ2
,− 2λµ

µ2 − 4λ2

] ïðè
λ · µ 6 0.2) µ2 − 4λ2 = 0 ⇒ R2

2 = 1, g = −2λµ − 2λ

µ
R2

3, h = 4aλ2 + 2λ +
4cλ2

µ2
R2

3 ⇒ h = λ − 2cλ

µ
g. Åñëè λ · µ > 0,òî g ∈ (−∞,−2λµ ]. Ïðè λ · µ 6 0 g ∈ [−2λµ,∞ ).3) 1 + µ2 − 4λ2 > 0, µ2 − 4λ2 < 0. Ïðè ýòîì R2

2 ìåíÿåòñÿ íà ïîëóèíòåðâàëå [
1

1 + µ2 − 4λ2
,∞ ), à gïðîáåãàåò ïîëóèíòåðâàë (−∞,− 2λµ

1 + µ2 − 4λ2
] (λ · µ > 0) èëè [− 2λµ

1 + µ2 − 4λ2
,∞ ) (λ · µ 6 0).4) 1 + µ2 − 4λ2 6 0 íåâîçìîæíî.á) (1 + µ2)R2

2 + R2
3 = 1

g = f2 = −2λµR2
2 −

2λ

µ
R2

3 = −2λµR2
2 −

2λ

µ
[1 − (1 + µ2)R2

2] = −2λ

µ
+

2λ

µ
R2

2

h = H = (4aλ2 + 2λ)R2
2 +

4cλ2

µ2
R2

3 = (4aλ2 + 2λ)R2
2 +

4cλ2

µ2
[1 − (1 + µ2)R2

2] =

= 4(a − c)λ2R2
2 + (2λ − 4cλ2

µ2
)R2

2 +
4cλ2

µ2
= λ + µg6



V. ∆b = ∆c = 0. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì h = λ + µg. Çäåñü òàêæå |b| > 1 è 1 + 4c(c − b) 6 0.VI. ∆a = ∆b = 0 âîçìîæíî òîëüêî, åñëè a = b.Ïóñòü òåïåðü c = 0, a 6= b.Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðÿìóþ h = 0, âî âòîðîì è òðåòüåì ãèïåðáîëû (h +
a

2
)2 + (1 − a2)g2 =

a2 − 1

4
è (h +

b

2
)2 + (1 − b2)g2 =

b2 − 1

4
ñîîòâåòñòâåííî. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé ñëó÷àé íåâîçìîæíû, òàê êàê

1 + 4c(c − a) = 1 + 4c(c − b) = 1 > 0 �Çàìå÷àíèå 2. Ñëó÷àé a = b íàìè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.Îêîí÷àòåëüíî èìååì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îò ïàðàìåòðà a äëÿ so(3, 1):1) Ïðè 1 + 2c(c − a) < 0 ïîëó÷àåì âåòâü ãèïåðáîëû Γa, âåòâü ãèïåðáîëû Γc è äâà îòðåçêà Oa1 è Oa2,êàñàþùèõñÿ ãèïåðáîë.2) Ïðè 1 + 2c(c − a) = 0 ïîëó÷àåì âåòâü ãèïåðáîëû Γa, âåòâü ãèïåðáîëû Γc è äâà ëó÷à La1 è La2,êàñàþùèõñÿ ïåðâîé ãèïåðáîëû è ÿâëÿþùèõñÿ àñèìïòîòàìè âòîðîé.3) Åñëè 1 + 4c(c − a) 6 0, 1 + 2a(c − a) > 0 è 1 + 2a(c − a) < 0, òî ïîëó÷àåì âåòâè ãèïåðáîë Γa è Γc, àòàêæå äâà ëó÷à La3 è La4, êàñàþùèõñÿ Γa.4) Â ñëó÷àå 1 + 4c(c − a) > 0, |a| > 1 è c 6= 0 áóäóò âåòâè ãèïåðáîë Γa è Γc.5) Ïðè |a| > 1 è c = 0 ïîëó÷àåì âåòâü ãèïåðáîëû Γa è ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ h = 0.6) Åñëè |a| 6 1 è c 6= 0 áóäåò âåòâü ãèïåðáîëû Γc.7) Ïðè |a| 6 1 è c = 0 áóäåò ïðÿìàÿ h = 0.Çàìåòèì, ÷òî äèàãðàììà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëü ïðÿìîé g = 0.Àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü èìååò ìåñòî è îò ïàðàìåòðà b 6= a. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò 25 âèäîâðàçëè÷íûõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3) áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êðèâûõ:1. h =
4α2g2 − 1

4α
;2. h = 0;3. h = − 1

4α
.Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà ïðè κ = −1 è α > 1 íà so(3, 1) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõêðèâûõ:1. h = −α/2 +

1

2

√

(α2 − 1)(4g2 + 1); 8



2. h = 0.Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ e(3) è so(3, 1) ñîîòâåòñòâåííî.
0

1

2

3

h

–2 –1 1 2

g

0

0.5

1

1.5

2

2.5

h

–2 –1 1 2

g3 Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà.Áóäåì òåïåðü èñêàòü òîïîëîãèþ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
g,h = { (S, R) | f1(S, R) = 1, f2(S, R) =

g, H(S, R) = h } äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà ïðè α > 1 è ïðè ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèÿõ (g, h), ò.å. (g, h) íå ïðèíàäëåæàùèõáèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå. Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå âåêòîðà S = (S1, S2, S3) è ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíî Rñèñòåìó:






S1R1 + S2R2 + S3R3 = g,

S2R1 − S1R2 = −κ

α
S2

1 + αS2
2 − h.Îíà çàäàåò ïðÿìóþ l â ïðîñòðàíñòâå R

3(R), åñëè âåêòîðû (S1, S2, S3) è (S2,−S1, 0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.À îíè çàâèñèìû òîëüêî, åñëè S = 0. Â ýòîì ñëó÷àå g = h = 0. Íî òî÷êà (0, 0) âñåãäà ïðèíàäëåæèòáèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ñôåðó R2 = 1 − κS2 íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ.Ìíîæåñòâî òî÷åê S, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû, åñòü îáðàç ïîâåðõíîñòè Q3
g,h ïðè ïðîåêöèèíà ïëîñêîñòü S. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç P 3

g,h. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ñôåðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(ρ(0, l))2 =

g2

S2
+

(αS2
2 − κ

α
S2

1 − h)2

S2
1 + S2

2

6 1 − κS2.Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî P 3
g,h çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì S2(αS2

2 − κ

α
S2

1 − h)2 + (κS4 − S2 + g2)(S2
1 + S2

2) 6

0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñôåðó â îäíîé òî÷êå, à ñòðîãîåíåðàâåíñòâî - â äâóõ.Îáîçíà÷èì x = αS2
2 − κ

α
S2

1 − h, u = S2
1 + S2

2 è z = S2
3 . Â íîâûõ ïåðåìåííûõ íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿâ âèäå:

κuz2 + (2κu2 − u + x2)z + u(x2 + g2 + κu2 − u) 6 0.Ïóñòü òåïåðü κ = 0. Âî-ïåðâûõ, ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò, êîãäà x2 − u = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì
ug2 = 0. Ïîëó÷àåì u = x = 0, îòêóäà S1 = S2 = 0 è h = 0. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ïðÿìàÿ h = 0 ïðèíàäëåæèòáèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ íå âëèÿåò íà òèï Q3

g,h. Òî åñòü òèï Q3
g,h9



òî÷åê (g, h), ëåæàùèõ â îäíîé êàìåðå îòíîñèòåëüíî äðóãèõ êðèâûõ, c h > 0 è h < 0 ñîâïàäàåò. Äàëüøåñ÷èòàåì, ÷òî x2 − u 6= 0.Ïðè κ = 0 ïðåäûäóùåå êâàäðàòè÷íîå ïî z íåðàâåíñòâî óïðîùàåòñÿ è ïðåâðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå ïî z:
z 6 −u(x2 − u + g2)

x2 − u
.Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðîîáðàç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Ýòî òå òî÷êè, ãäå âíåðàâåíñòâå ðàâåíñòâî. Ïîñêîëüêó z, u > 0, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

{

x2 − u < 0,

x2 − u + g2 > 0.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïåðåìåííûì S1, S2 è ïîñìîòðèì, êàê ýòà ñèñòåìà ïåðåïèøåòñÿ â íèõ.
{

S2
1 + S2

2 > (αS2
2 − h)2,

S2
1 + S2

2 6 (αS2
2 − h)2 + g2.Òî åñòü (αS2

2 − h)2 − S2
2 < S2

1 6 (αS2
2 − h)2 − S2

2 + g2.Çàìåòèì, ÷òî åñëè (S1, S2) � ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, òî è (−S1, S2), (S1,−S2), (−S1,−S2) �òîæå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü S1, S2 > 0.Îáîçíà÷èì y = S2
2 . Òîãäà âèä îáëàñòè, çàäàííîé ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿêâàäðàòíûìè óðàâíåíèåìè (αy − h)2 − y è (αy − h)2 − y + g2.Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêîâ ýòèõ ôóíêöèé:1) Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ α2y2 − (2αh + 1)y + h2 + g2 ïîëîæèòåëåí. D = (2αh + 1)2 − 4α2(h2 + g2) =

4αh+1− 4α2g2. Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå óæå èçâåñòíîé íàì ïàðàáîëû, ïðèíàäëåæàùåé áèôóðêàöèîííîéäèàãðàììå, h =
4α2g2 − 1

4α
. Òàê êàê y1y2 =

h2 + g2

α2
> 0, à y1 + y2 =

2αh + 1

α2
>

4α2g2 + 1

2α
> 0, òî óðàâíåíèåèìååò 2 ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ.2) Äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëüíûé. Çäåñü ñòàíîâèòñÿ âàæíûì ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêà âòîðîé ôóíêöèè

α2y2 − (2αh + 1)y + h2, à èìåííî çíàê ôóíêöèè â âåðøèíå ïàðàáîëû. yver =
2αh + 1

2α2
. Çíà÷åíèå ôóíêöèèâ âåðøèíå ðàâíî α2(

2αh + 1

2α2
)2 − (

2αh + 1

2α2
)2 + h2 = −4αh + 1

4α2Çäåñü ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:à) yver > 0 è çíà÷åíèå â âåðøèíå ïîëîæèòåëüíî. Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ïðè 2αh + 1 > 0 è 4αh + 1 < 0.á) yver > 0 è çíà÷åíèå â âåðøèíå îòðèöàòåëüíî. Çäåñü 2αh + 1 > 0 è 4αh + 1 > 0.â) yver < 0. Â ýòîì ñëó÷àå 2αh + 1 < 0.Êàê ëåãêî ïîíÿòü, ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ â ñëó÷àÿõ a) è â) ñîâïàäàåò. Òîåñòü íà ñàìîì äåëå âèä ïðîåêöèè çàâèñèò òîëüêî îò çíàêà 4αh + 1, ÷òî íå äîëæíî íàñ óäèâëÿòü, òàê êàêèìåííî ýòà êðèâàÿ è ïðèíàäëåæèò áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå.Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ïðîåêöèè P 3
g,h íà ïëîñêîñòü S2, S1. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ S1, S2 ðàñïîëàãàåòñÿìåæäó äâóìÿ êðèâûìè. Ïðîîáðàçîì ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè (S1, S2) ∈ P12(P

3) ïðè ïðîåêöèè P 3 → R
2
S1,S2ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê (S1, S2)×[−

√

z(S1, S2),
√

z(S1, S2)], ãäå z(S1, S2) = −u(x2 − u + g2)

x2 − u
. ×òîáû îêîí÷àòåëüíîïîëó÷èòüQ3, ìû äîëæíû ñêëåèòü 2 ýêçåìïëÿðà P 3 ïî ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîãîîáðàçèÿ,îòâå÷àþùèå ðèñóíêàì: 10



1. S
1 × R

2 ïðè h, ëåæàùèõ ïîä ïàðàáîëîé h =
4α2g2 − 1

4α
, íî íàä ïðÿìîé h = − 1

4α
.2. 2R

3 â îáúåäèíåíèè ñ S
1 × R

2 ïðè h, ëåæàùèõ íàä ïàðàáîëîé h =
4α2g2 − 1

4α
.3. 2R

3 ïðè h, ëåæàùèõ ïîä ïðÿìîé h = − 1

4α
.
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Ïóñòü òåïåðü κ < 0.Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ïîëàãàåì κ = −1. Òîãäà êâàäðàòè÷íîå ïî z íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:
uz2 + (2u2 + u − x2)z + u(u2 + u − x2 − g2) > 0.Âî-ïåðâûõ, íóæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà u = 0. Ïîñêîëüêó u = S2

1 + S2
2 , òî èç ðàâåíñòâà uíóëþ ñëåäóåò, ÷òî S1 = S2 = 0, îòêóäà â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò, ÷òî h = 0. Íî êàê ìû óæå çíàåì,ïðÿìàÿ h = 0 ïðèíàäëåæèò áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå. Ïðè ýòîì çäåñü òàêæå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñàìà ýòàïðÿìàÿ íå âëèÿåò íà Q3

g,h, òî åñòü ðåãóëÿðíûì òî÷êàì íà ïëîñêîñòè Rg,h, íàõîäÿùèìñÿ â îäíîé êàìåðåîòíîñèòåëüíî äðóãèõ êðèâûõ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû(â íàøåì ñëó÷àå íàõîäÿùèìñÿ ïîä èëè íàäâåòâüþ ãèïåðáîëû), îòâå÷àåò îäèí è òîò æå òèï Q3
g,h. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ áûëà è íà e(3) (ñì. âûøå) è

so(4)(ñì. [9]). Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî u > 0.Çàìåòèì, ÷òî äèñêðèìèíàíò D = (2u2 + u − x2)2 − 4u2(u2 + u − x2 − g2) = (x2 − u)2 + 4u2g2 > 0.11



Ïîñêîëüêó z > 0, òî íóæíî ïîíÿòü, êîãäà ýòî íåðàâåíñòâî èìååò íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ. Äëÿýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü çíàêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåíóëåâûõ êîðíåé çíàêè îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿþòñÿ çíàêàìè ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ êîðíåé.1) Îáà êîðíÿ ïîëîæèòåëüíûå. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ñèñòåìà z1 · z2 > 0, z1 + z2 > 0 èìååò òîëüêîðåøåíèå u = x = z = 0.2) Îáà êîðíÿ îòðèöàòåëüíûå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
{

2u2 + u − x2 > 0,

u2 + u − x2 − g2 > 0.Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó:
{

x2 < 2u2 + u,

x2 < u2 + u − g2.Íî çàìåòèì, ÷òî u2+u−g2 6 2u2+u, ïîýòîìó ýòà ñèñòåìà ïðåâðàùàåòñÿ â îäíî íåðàâåíñòâî u2+u−x2−g2 >
0. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî z > 0 âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.3) Îäèí êîðåíü îòðèöàòåëüíûé, âòîðîé ïîëîæèòåëüíûé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
u2 + u − x2 − g2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè z > z+, ïðè÷åì ðàâåíñòâî áóäåò òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà z = z+, ãäå z+ � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.4) Îäèí èç êîðíåé íóëåâîé. Òîãäà u2 + u − x2 − g2 = 0. È íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå:

uz2 + (u2 + g2)z > 0.Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî z > 0. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà z = 0.Íàì îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïðè ðàçëè÷íûõ (g, h), íå ïðèíàäëåæàùèõ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, âèäîáëàñòè íà ïëîñêîñòè RS1,S2
, çàäàâàåìîé íåðàâåíñòâîì u2+u−x2−g2 < 0. Â ïåðåìåííûõ S îíî ïåðåïèøåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
(S2

1 + S2
2)2 + S2

1 + S2
2 − (

1

α
S2

1 + αS2
2 − h)2 − g2 6 0.Íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

−α





√

(

S2
2 +

1 + 2αh

2(1 − α2)

)2

+
4g2 + 1

4(α2 − 1)
+

α + 2h

2(α2 − 1)



 6 S2
1 6 α





√

(

S2
2 +

1 + 2αh

2(1 − α2)

)2

+
4g2 + 1

4(α2 − 1)
− α + 2h

2(α2 − 1)



 .Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü âñåãäà < 0. Ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò > 0 ïðè âñåõ S2 ⇔ (h+
α

2
)2 > (α2−1)g2+

α2 − 1

4
.Åñëè (h +

α

2
)2 < (α2 − 1)g2 +

α2 − 1

4
, òî ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò > 0 ïðè |S2| > const, çàâèñÿùåé îò g è h. Âñëó÷àå (h +

α

2
)2 = (α2 − 1)g2 +

α2 − 1

4
ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò > 0 ïðè S2 6= 0 è ðàâíà 0 ïðè S2 = 0. Îáðàçîìïðîåêöèè áóäóò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: ïðè h 6= 0 � R

3(S) ñ âûðåçàííûì èç íåãî "ãèïåðáîëîèäîì"è ïðÿìîé
S1 = S2 = 0, ïðè h = 0 ýòà ïðÿìàÿ "âêëåèâàåòñÿ". Çíà÷èò, íàä âåòâüþ ãèïåðáîëû ïîëó÷àåì ñêëåéêóïðîñòðàíñòâà áåç ïðÿìîé ñ âûðåçàííûì "äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì"ïî ãðàíèöå ãèïåðáîëîèäà. Ýòîìíîãîîáðàçèå, êàê ëåãêî çàìåòèòü, ãîìåîìîðôíî êîëüöó S1 × R2 ñ âûñâåðëåííîé èç íåãî ïðÿìîé. Ïîä12



ãèïåðáîëîé èìååì ñêëåéêó ïðîñòðàíñòâà áåç ïðÿìîé ñ âûðåçàííûì "îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì"áåçäâóõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïðÿìîé ñ "ãèïåðáîëîèäîì ïî ãðàíèöå "ãèïåðáîëîèäà".Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîîáðàç ðåãóëÿðíîé òî÷êè âñåãäàR
3 c òðåìÿ äûðêàìè. Èòàê, òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîéïîâåðõíîñòè îïèñàíà ïîëíîñòüþ.4 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿÑîêîëîâà.Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå ìîìåíòà H×K : { (S, R) | f1(S, R) = 1, f2(S, R) = g } → R

2(h, k), çàäàííîåôîðìóëîé (H×K)(S, R) = (H(S, R), K(S, R)). Òî÷êà (S, R) áóäåò êðèòè÷åñêîé ⇔ sgradH è sgradK áóäóòëèíåéíî çàâèñèìûìè. Îïÿòü æå ìû âåçäå ñ÷èòàåì, ÷òî α > 1. Óäîáíî ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ S è R êïåðåìåííûì S è Q. Ïðè ýòîì ñêîáêà ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{Si, Sj} = εijkSk, {Si, Qj} = εijkQk, {Qi, Qj} = qεijkSk, ãäå q = κS2 − R2 = 2κS2 − 1.Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïîëåçíîå òîæäåñòâî:

Q2 = S2R2 − g2 =
1 − q2

4κ
− g2.Îáîçíà÷èì 2αQ3 − q ÷åðåç A, αq + 2κQ3 ÷åðåç B.Íàéäåì êîîðäèíàòû sgradH è sgradK:

sgradH =

(

2αS2S3 − Q2,
2κ

α
S1S3 + Q1,−2(

κ

α
+ α)S1S2, S2A,

S1B

α
,−2(

κ

α
S1Q2 + αS2Q1)

)

{S1, K} = αQ2A

{S2, K} = Q1B

{S3, K} = −2(κ + α2)Q1Q2

{Q1, K} = [2κ(S2Q3 − S3Q2) + αqS2]A

{Q2, K} = [2α(S3Q1 − S1Q3) + qS1]B

{Q3, K} = 4ακQ3(S1Q2 − S2Q1) − 2q(α2S2Q1 + κS1Q2)Ñíà÷àëà ìû ïåðå÷èñëèì ñëó÷àè, êîãäà êóñêè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîñòîÿòèç êðèâûõ ïîðÿäêà íå âûøå 2, ïðè÷åì òî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîñûå ãðàäèåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, áóäåòïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííî. Çàòåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âñå âîçìîæíîñòè, êîãäà êîñûå ãðàäèåíòû ëèíåéíîçàâèñèìû, ñâîäÿòñÿ ê ýòèì èëè æå ïðèâîäÿò ê òî÷êå (0, 0).1) S1 = S3 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî Q2 = S3R1 −S1R3 = 0. Ïðè ýòîì ìàòðèöà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèéâèä:
(

0 Q1 0 S2A 0 −2αS2Q1

0 Q1B 0 S2AB 0 −2αS2Q1B

)

.Î÷åâèäíî, ÷òî sgradH è sgradK â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíî çàâèñèìû, òàê êàê îíè ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíûñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ðàâíûì B.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü h è k âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
k = α2g2 − αh + κh213



Âûÿñíèì, â êàêèõ ïðåäåëàõ ìåíÿåòñÿ h ïðè κ > 0. Èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:










S2R2 = g,

αS2
2 − S2R1 = h,

κS2
2 + R2

1 + R2
2 + R2

3 = 1.Îíà èìååò ðåøåíèå ⇔ g2

S2
2

+
(h − αS2

2)2

S2
2

6 1 − κS2
2 .Îáîçíà÷èì S2

2 ÷åðåç y. Íóæíî, ÷òîáû ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî èìåëî íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ:
(α2 + κ)y2 − (2αh + 1)y + g2 + h2 6 0 ⇔

{

D = (2αh + 1)2 − 4(α2 + κ)(g2 + h2) > 0,

2αh + 1 > 0.Ïðè κ > 0: 1

2κ
(α −

√

(α2 + κ)(1 − 4g2κ) 6 h 6
1

2κ
(α +

√

(α2 + κ)(1 − 4g2κ). Â ïðåäåëå ïðè κ → +0ïîëó÷àåì: h >
4α2g2 − 1

4α
.Ïðè κ = −1 èìååì: h > −α

2
+

√

(α2 − 1)(4g2 + 1)

2
.2) S2 = S3 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q1 = S2R3 − S3R2 = 0. Ìàòðèöà êîñûõ ãðàäèåíòîâ ïåðåïèøåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

(

−Q2 0 0 0
S1B

α
−2

κ

α
S1Q2

αQ2A 0 0 0 −S1BA 2κS1Q2A

)

.Ïðè ýòîì k âûðàæàåòñÿ ÷åðåç h ñëåäóþùèì îáðàçîì:
k = −α2h2 − αh − κg2Ïðè κ > 0: − 1

2ακ
(
√

(α2 + κ)(1 − 4g2κ) + 1) 6 h 6
1

2ακ
(
√

(α2 + κ)(1 − 4g2κ) − 1). Ïðè κ → +0 ïðàâàÿè ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìÿòñÿ ê ±∞, ò.å. h � ëþáîå. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè κ < 0 h � ëþáîå.3) Q1 = 0, A = 2αQ3 − q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå sgradK = 0.
k =

1

4
− κg2Ïðè κ = 0 èìååì: q = −1 ⇒ Q3 = − 1

2α
. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó:







Q2
2 + Q2

3 = S2
1 + S2

2 + S2
3 − g2,

S2Q2 −
1

2α
S3 = 0.Âûÿñíèì, â êàêèõ ïðåäåëàõ ìåíÿåòñÿ h.

h = αS2
2 + Q3 = αS2

2 − 1

2α
⇒ h > − 1

2α
.4) Q2 = 0, B = αq − 2Q3 = 0 14



k = α2(g2 − 1

4κ
)

Q2
1 +

α2q2

4
=

α2 − 1

4
− g2 ⇒ Q1 = q2

1 − α2

4
− 1

4
− g2 < 0. ×òî íåâîçìîæíî.5)











(2αS2S3 − Q2)Q1 = S1S2A,

(2κS1S3 + αQ1)Q2 = S1S2B,

S1S2AB 6= 0.Ïðè κ = 0 ýòà ñèñòåìà ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùóþ:










S1S2 + Q1Q2 = 0,

S1Q3 + S3Q1 = 0

S1S2AB 6= 0.Âûðàæàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Q2, èç âòîðîãî � S3 è ïîäñòàâëÿÿ â òîæäåñòâî 〈S, Q〉 = 0, ïîëó÷àåì:
S2

2 = Q2
1 + Q2

3. Îòñþäà k = −αh è h > − 1

4α
.Â ñëó÷àå κ = −1 (k + αh)2 + 4g2α2h2 = 0, ÷òî íåâîçìîæíî.Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ìû ïåðå÷èñëèëè âñå íåòðèâèàëüíûå ñëó÷àè, êîãäà êîñûå ãðàäèåíòû H è Këèíåéíî çàâèñèìû. Îñòàëüíûå (òðèâèàëüíûå) ñëó÷àè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïðèâîäÿò ê òî÷êå (0, 0).Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ij ìèíîðû 2 × 6 ìàòðèöû (sgradH
sgradK

).Ïðèðàâíÿâ ìèíîðû ∆13 è ∆23 ê íóëþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:
∆13 = 0 ⇒ (κ2 + α)Q2[(2αS2S3 − Q2)Q1 − S1S2A] = 0

∆23 = 0 ⇒ (κ2 + α)Q1[(2κS1S3 + αQ1)Q2 − S1S2B] = 0.Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ àëüòåðíàòèâó: ëèáî Q1 èëè Q2 ðàâíî 0, ëèáî âûïîëíåíî 5). Ðàçáåðåìñÿòåïåðü ñ òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà Q1 èëè Q2 ðàâíî 0.I. Q1 = 0, A 6= 0 (ñëó÷àé Q1 = 0, A = 0 ðàçîáðàí â 3). Èç ∆36 = 0 ñëåäóåò, ÷òî S1S3Q2 = 0 (åñëè B = 0è Q2 6= 0, òî S1 = 0). Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè:1) S1 = 0, S3 6= 0 (S1 = S3 = 0 ñîîòâåòñòâóåò 1). Â ýòîì ñëó÷àå íåíóëåâûì ìîæåò áûòü òîëüêî ìèíîð
∆13. Q3 = −S2R1, Q2 = S3R1.
∆13 =

∣

∣

∣

∣

2αS2S3 − Q2 S2A
αQ2A A(2(S3Q2 − S2Q3) + αqS2)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

S3(2αS2 − R1) S2(2αQ3 − q)
αS3R1 2R1(S

2
3 + S2

2) + αqS2)

∣

∣

∣

∣

=

= (2αS2 − R1)(2R1(S
2
2 + S2

3) + αqS2) + αS2R1(2αS2R1 + q) = −2(S2
2 + S2

3)(R1 − αS2)
2 − 2α2S2

1(R2
2 + R2

3) = 0à) S2 = 0, R1 = 0. Q1 = 0 ⇒ R2 = 0, h = k = 0.á) R1 − αS2 = 0, R2 = R3 = 0 ⇒ h = k = 0.2) S3 = 0, S1 6= 0, S2 6= 0 ⇒ Q2 = 0 è B = 0. Ýòîò ñëó÷àé óæå ðàçîáðàí íàìè.3) Q2 = 0. ∆25 = 0, ∆15 = 0 ⇒ S1S3 = 0, S2S3 = 0. Îäíîâðåìåííî èç ðàâåíñòâà íóëþ ìèíîðà ∆35ñëåäóåò, ÷òî S1S2 = 0. Íî ñëó÷àè S1 = S3 = 0 è S2 = S3 = 0 íàìè óæå èññëåäîâàëèñü. Çíà÷èò, S1 = S2 = 0.
Q1 = S2R3 − S3R2 = 0 ⇒ R2 = 2, Q2 = 0 ⇒ R1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Q3 = 0 è h = k = 0.II. Q2 = 0, B 6= 0(Q2 = B = 0 ñîîòâåòñòâóåò 4). Àíàëîãè÷íî I ïîëó÷àåì 2 âîçìîæíîñòè:15



1) S2 = 0, S3 6= 0 (S2 = S3 = 0 ðàçîáðàí â 2).à) S1 = R2 = 0 ⇒ R1 = 0, h = k = 0,á) S1 + αR2 = 0, R1 = R3 = 0 ⇒ h = k = 0.2) S3 = 0, S1 6= 0, S2 6= 0 ⇒ Q1 = 0 è A = 0. Ýòîò ñëó÷àé óæå ðàçîáðàí íàìè.Èòàê, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1) ïðè κ = −1è α > 1 ñîñòîèò èç ïðÿìîé k = g2+
1

4
, ïàðàáîëû k = −α2h2−αh+g2 è êóñêà ïàðàáîëû k = −h2−αh+α2g2ïðè h > −α

2
+

√

(α2 − 1)(4g2 + 1)

2
.Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3) ñîñòîèò èç ëó÷åé

k = α2g2 − αh, h >
4α2g2 − 1

4α
, k =

1

4
, h > − 1

2α
, k = −αh, h > − 1

4α
è ïàðàáîëû k = −α2h2 − αh.Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà

so(3, 1).
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