
Èíòåãðèðóåìîñòü ïàðû (SU(n), S(U(k1)× U(k2)× U(k3)))
ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé àëãåáðû èíòåãðàëîâ
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1 Ââåäåíèå
Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ èíòåãðèðóåìûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè. Ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè ýòà çàäà÷à äàëåêà îò ñâîåãî ïîëíîãî ðåøåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû
ñóùåñòâóþò òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè, êîòîðûå çàïðåùàþò
ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïîòîêîâ íà ìíîãîáðàçèÿõ ñ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé òîïîëîãèåé.
Òàê, íà äâóìåðíîì êîìïàêòíîì àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îòðèöàòåëüíîé
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê àíàëèòè÷åñêîé ðèìàíîâîé
ìåòðèêè íåèíòåãðèðóåì â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ (Â.Â Êîçëîâ, 1979,
[5]). Äðóãèìè ñëîâàìè, àíàëèòè÷åñêèå ðèìàíîâû ìåòðèêè ñ èíòåãðèðóåìûìè (â
êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ) ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
íè íà êàêèõ 2-ìíîãîîáðàçèÿõ, êðîìå ñôåðû, òîðà, ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè
è áóòûëêè Êëåéíà(íà íèõ îíè äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò). È.À. Òàéìàíîâ
ïîëó÷èë òîïîëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ, ïðåïÿäñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîñòè
ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ, íå çàâèñÿùèå îò ðàçìåðíîñòè [15]. ×òî êàñàåòñÿ ïîçèòèâíûõ
ðåçóëüòàòîâ, òî çäåñü èçâåñòíû ëèøü íåñêîëüêî ñåðèé ìíîãîîáðàçèé, íà êîòîðûõ
óäàëîñü ÿâíûì îáðàçîì ïîñòðîèòü èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè. Òîïîëîãè÷åñêè
ïî÷òè âñå ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà. Âîò
ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå
ïîòîêè: êîìïàêòíûå ãðóïïû Ëè (À.Ñ.Ìèùåíêî, À.Ò.Ôîìåíêî, 1978, [8]), ìíîãîîáðàçèÿ
Øòèôåëÿ SO(n)/SO(n−2) (A.Òèìì, 1981, [13] ), ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
(À.Òèìì, 1981 [13], À.Ñ.Ìèùåíêî, 1982, [6]), SU(3)/T 2 (Ã.Ïàòåðíàéí, Ð. Ñïàòöåð,
1994, [12]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü ïàðû (SU(n), S(U(k1)×
U(k2) × U(k3))) ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé àëãåáðû èíòåãðàëîâ, ïðåäëîæåííîé
À.Â.Áîëñèíîâûì.

2 Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè
Çäåñü ìû íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïèøåì èñïîëüçóåìûå êîíñòðóêöèè.

1



2.1 Êîììóòàòèâíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü
Ïóñòü M2n ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êàíîíè÷åñêîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé.
Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ:

ẋ = {x,H}M , H : M2n → R

Îáû÷íî êîììóòàòèâíóþ èíòåãðèðóåìîñòü îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Îïðåäåëåíèå. Ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ẋ = {x,H}M èíòåãðèðóåìû â

êîììóòàòèâíîì ñìûñëå (âïîëíå èíòåãðèðóåìû), åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî
ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, . . . , fn íà M2n òàêîå, ÷òî

1. {fi, H} = 0 äëÿ âñåõ i = 1 . . . n, òî åñòü ôóíêöèè fi ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

2. {fi, fj} = 0 äëÿ âñåõ i, j = 1 . . . n, òî åñòü ôóíêöèè fi êîììóòèðóþò â
ñìûñëå ñêîáêè Ïóàññîíà.

3. Äèôôåðåíöèàëû dfi ëèíåéíî íå çàâèñèìû íà îòêðûòîì âñþäó ïëîòíîì
ïîäìíîæåñòâå M2n

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî F = {f1, . . . , fn} îáðàçóåò
êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè {·, ·}M . F íàçûâàåòñÿ ïîëíîé
êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íà M . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òîâ ãëàäêîì
ñëó÷àå íà ëþáîì ñèìïëåêòè÷êñêîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò õîòÿáû îäíà
ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, èíòåãðèðóåìàÿ â êîììóòàòèâíîì ñìûñëå.

Òåîðåìà(À.Â.Áðàèëîâ).Íà ëþáîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò
ïîëíîå êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíî íå çàâèñèìûõ
ïî÷òè âñþäó íà ìíîãîîáðàçèè.

Îäíàêî, íàáîð, êîòîðûé ñòðîèòñÿ â ýòîé òåîðåìå íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà
ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîäåðæàòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ãåîìåòðèÿ âïîëíå
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ.

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ẋ = {x,H}M èíòåãðèðóåìà
â êîììóòàòèâíîì ñìûñëå è F = {f1, . . . , fn} åå ïîëíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà
èíòåðàëîâ, òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïîíåòíà ðåãóëÿðíîé ñîâìåñòíîé
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ {f1 = c1, . . . , fn = cn} äèôôåîìîðôíà n-
ìåðíîìó èíâàðèàíòíîìó òîðó Tn ñ ëèíåéíîé äèíàìèêîé.

2.2 Íåêîììóòàòèâíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü
Äîñòàòî÷íî ÷àñòî âîçíèêàåò òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ñèñòåìà îáëàäàåò èçáûòî÷íûì
íàáîðîì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå óæå íå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ñ
çàäà÷àìè òàêîãî ðîäà ïðèçâàíà áîðîòüñÿ òåîðèÿ íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè,
êîòîðàÿ áûëà ðàçðàáîòàíà À.Ñ.Ìèùåíêî è À.Ò.Ôîìåíêî [7]. Åå ñóòü ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì.
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Ïóñòü f1, . . . , fm - ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ẋ = sgradH.
Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è èõ ïîïàðíûå ñêîáêè Ïóàññîíà
ñíîâà ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
äîáàâëÿÿ ïî íåîáõîäèìîñòè ôóíêöèè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî F ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà. Ïóñòü Fx ⊂ T ∗

xM
- ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äèôôåðåíöèàëàìè ôóíêöèé f ∈ F , à Kx ⊂ Fx

- ÿäðî îãðàíè÷åíèÿ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà Fx. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

dimFx = dim span{df(x), f ∈ F} = k , x ∈ U

dimKx = dimker{·, ·}|Fx = d , x ∈ U

ïî÷òè âñþäó íà M . Ïóñòü φ : M2n → Rk îòîáðàæåíèå ìîìåíòà:

φ(x) = (f1(x), . . . , fk(x))

Σ = φ (M \ U)

×èñëî k íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ àëãåáðû èíòåãðàëîâ F
(êîëëè÷åñòâî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ), à d - åå äèôôåðåíöèàëüíûì
èíäåêñîì (õàðàêòåðåçóåò ñòåïåíü êîììóòàòèâíîñòè F). Îíè ñîîòâåòñòâåííî
îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ddimF è dindF .

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà èíòåãðàëîâ F íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè

ddimF + dindF = dimM

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà âïîëíå èíòåãðèðóåìà â
íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå, åñëè îíà îáëàäàåò ïîëíîé àëãåáðîé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Åñëè àëãåáðà F êîììóòàòèâíà, òî ddimF = dindF = n è ìû ïîëó÷àåì
êëàññè÷åñêóþ ëèóâèëëåâó èíòåãðèðóåìîñòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñèñòåìà
èíòåãðèðóåìà â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå, òî èìååòñÿ àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ
(êîòîðûé, íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñèëåíèåì êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû).

Òåîðåìà(À.Ñ.Ìèùåíêî, À.Ò.Ôîìåíêî, Í.Í.Íåõîðîøåâ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ddimF + dindF = dimM ïðè x ∈ U . Ïóñòü c ∈ φ(M) \ Σ
ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, òîãäà

1. Mc = φ−1(c) ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì M è ãàìèëüòîíîâû
óðàâíåíèÿ íà Mc ìîãóò áûòü (ëîêàëüíî) ðàçðåøåíû â êâàäðàòóðàõ.

2. Êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Mc äèôôåîìîðôíà d-ìåðíîìó òîðó Td.
3. Â îêðåñòíîñòè Td ñóùåñòâóþò îáîáùåííûå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë

y, x, I, ϕ mod2Π òàêèå, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà èìååò â íèõ ñëåäóþùèé âèä

ω =
d∑

i=1

dIi ∧ dϕ +
n−d∑
i=1

dyi ∧ dxi,
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4. Ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò äåéñòâèÿ H = H(I1, . . . , Id).
5. Èíâàðèàíòíûå òîðû áóäóò ñîâìåñòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ êîîðäèíàò

I, y, x è ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ íà èíâàðèàíòíûõ òîðàõ ïðèìóò ëèíåéíûé âèä:

ϕ̇1 =
∂H

∂I1

, . . . , ϕ̇d =
∂H

∂Id

Íà ñàìîì äåëå, ýòà òåîðåìà ñóùåñòâåííî ñèëüíåå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ: â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû î íåêîììóòàòèâíîì èíòåãðèðîâàíèè,
ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìû â îáû÷íîì êîììóòàòèâíîì ñìûñëå.
Ýòîò ðåçóëüòàò À.Â.Áîëñèíîâó è Á.Éîâàíîâè÷ó. Îíè ìîäèôèöèðîâàëè èäåþ
Áðàèëîâà è äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà(À.Â.Áîëñèíîâ, Á.Éîâàíîâè÷,[10]). Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåé
òåîðåìû ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ẋ = {x,H} èíòåãðèðóåìû â êîììóòàòèâíîì
ñìûñëå, ò.å. ñóùåñòâóþò n ãëàäêèõ êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ g1, . . . , gn,
ôóíêöèîíàëüíî íå çàâèñèìûå íà îòêðûòîì âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå M2n.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî d-ìåðíûå èíâàðèàíòíûå òîðû Td ìîãóò áûòü
îðãàíèçîâàíû â òîðû áîëüøåé ðàçìåðíîñòè Tn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè
ïîâåðíîñòÿìè óðîâíÿ êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, òîðû Tn

ðàññëîåíû íà òîðû Td, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþùåé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ âñþäó ïëîòíûìè íà òîðàõ Tn. Â ýòîì
ñìûñëå ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé.

Èòàê, óñòàíîâëåíèå ôàêòà íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû äàåò
íàì áîëüøå èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèå åå èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ïî ñðàâíåíèþ
ñ êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ.

Ãèïîòåçà(À.Ñ.Ìèùåíêî, À.Ò.Ôîìåíêî, 1978). Âñå íåêîììóòàòèâíî èíòåãðèðóåìûå
ñèñòåìû èíòåãðèðóåìû è â êîììóòàòèâíîì ñìûñëå ñ ïîìîùüþ àëãåáðû èíòåãðàëîâ
òîãî æå ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà, ÷òî è èñõîäíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà.

À.Â.Áîëñèíîâ è Á.Éîâàíîâè÷ â ðàáîòå [10] äîêàçàëè ýòó ãèïîòåçó äëÿ
ãëàäêîãî êëàññà (C∞) èíòåãðàëîâ. Ïîýòîìó íåêîììóòàòèâíóþ èíòåãðèðóåìîñòü
èíîãäà íàçûâàþò ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòüþ.

2.3 Ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè
Ïóñòü (M, g) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå è Q = T ∗M åãî êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñ
åñòåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà
H(p, q) = 1

2
g−1

q (p , p), ãäå p ∈ T ∗
q M , òîãäà ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ íà Q

ïðåâðàòÿòñÿ â óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ìåòðèêè g íà M . Îñíîâíûå
ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åêèõ ïîòîêîâ îïèñàíû â ìîíîãðàôèè [2].

Âîîáùå ãîâîðÿ, ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêè íåèíòåãðèðóåì.
Â ðàáîòå [3] äîêàçàíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê áèèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè
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íà ëþáîì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå M = G/H êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G

èíòåãðèðóåì â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå. Îïèøåì ñîîòâåòñâóþùóþ êîíñòðóêöèþ.
Ïóñòü G êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, H ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà, M = G/H îäíîðîäíîå

ïðîñòðàíñòâî, G = TeG è H = TeH àëãåáðû Ëè ãðóïï G è H ñîîòâåòñòâåííî.
Âîçüìåì íà G áèèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó (åå ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî, íàïðèìåð,
â [4]). Îíà èíäóöèðóåò â G íåâûðîæäåííîå AdG-èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå 〈· , ·〉. Ïóñòü G = H ⊕ V îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå àëãåáðû G
îòíîñèòåëüíî 〈· , ·〉. Îòîæäåñòâèì V ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Tπ(e)M , ãäå
π : G → M êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Òåïåðü, îãðàíè÷èâàÿ 〈· , ·〉 íà V è ðàçíîñÿ
åãî ïî M , ïîëó÷àåì áèèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó ds2

0 íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïðè ïîìîùè 〈· , ·〉 è ds2

0 îòîæäåñòâèì G∗ ñ G è T ∗M ñ TM .
Ïóñòü φ : TM → G, φ(gv) = Adgv îòîáðàæåíèå ìîìåíòà G-äåéñòâèÿ íà

M , ãäå ÷åðåç gv îáîçíà÷åíî äåéñòâèå ýëåìåíòà g ∈ G íà ýëåìåíò v ∈ V =
Tπ(e)M . ×åðåç R[G] è R[V ]H îáîçíà÷èì àëãåáðó ïîëèíîìîâ íà G è àëãåáðó AdH-
èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ íà V . Òîãäà ñëåäóþùèå äâà êëàññà ôóíêöèé íà TM
áóäóò èíòåãðàëàìè ïîòîêà ds2

0

F1 = φ∗R[G] = {p = h ◦ φ, h ∈ R[G]}
F2 = {G− èíâàðèàíòíûå ïîëèíîìû íàTM}

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè èç ýòèõ êëàññîâ êîììóòèðóþò: {F1,F2}TM = 0. Ñåìåéñòâî
F2 íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëèíîìàìè èç R[V ]H

(áèåêöèÿ çàäàåòñÿ òàê p(v) ↔ fp(gv)). Ïóñòü
τ1 : R[G] → F1, τ1(p) = p ◦ φ

τ2 : R[V ]H → F2, τ2(p) = fp

Íà G è V îïðåäåëèì ñêîáêè Ïóàññîíà:
{f(x), g(x)}G = 〈x, [5f(x),5g(x)]〉
{f(v), g(v)}V = 〈v, [5f(v),5g(v)]〉

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò À.Â.Áîëñèíîâà è
Á.Éîâàíîâè÷à.
Òåîðåìà. (À.Â.Áîëñèíîâ, Á.Éîâàíîâè÷, 2001, [11])
1. Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê áèèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè ds2

0 íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå
M âïîëíå èíòåãðèðóåì â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå. F1+F2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
àëãåáðîé èíòåãðàëîâ.
2. Åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) A - ïîëíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íà AdG-îðáèòèàõ OG(v) äëÿ v ∈ V
îáùåãî ïîëîæåíèÿ

(ii) B - ïîëíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà R[V ]H

òîãäà τ1(A) + τ2(B) - ïîëíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà èíòåãðàëîâ íà TM .

5



Ñóùåñòâóåò õîðîøî èçâåñòíàÿ êîíñòðóêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ìåòîäîì ñäâèãà
àðãóìåíòà [8], ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü ïîëíûå êîììóòàòèâíûå ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ
íà ïðîèçâîëüíîé îðáèòå êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîëíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû èíòåãðàëîâ íà TM íóæíî íàéòè ïîëíóþ
êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó B ⊂ R[V ]G. Îòñþäà âîçíèêàåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (G,H) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò B �
ïîëíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà AdH- èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ íà V (ò.å. òàêàÿ
, êàêàÿ òðåáóåòñÿ â ïóíêòå (ii) òåîðåìû).

Â ýòèõ òåðìèíàõ ãèïîòåçà Ìèùåíêî � Ôîìåíêî çâó÷èò òàê : âñå ïàðû (G,H)
èíòåãðèðóåìû.

3 Èíòåãðèðóåìîñòü ïàðû (SU(n), S(U(k1)×U(k2)×
U(k3)))

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî SU(n)/S(U(k1) × U(k2) × U(k3)). Èç
òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê áèèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè íà M èíòåãðèðóåì â
íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå. Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ îá èíòåãðèðóåìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ íà V

B = {pλ(v) = p(v1 + λv2), p ∈ R[G]G, λ ∈ R},
ãäå v = v1 + v2, à ýëåìåíòû v1 è v2 èìåþò âèä :

v1 =




0 V 0
V ∗ 0 0
0 0 0


 v2 =




0 0 U1

0 0 U2

U∗
1 U∗

2 0




ãäå A∗ = −ĀT

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî B ïîäàëãåáðà â R[V ]H.
Ãèïîòåçà(À.Â.Áîëñèíîâ) : Ïàðà (SU(n), S(U(k1)×U(k2)×U(k3))) èíòåãðèðóåìà

ñ ïîìîùüþ àëãåáðû B.
×òîáû äîêàçàòü ýòó ãèïîòåçó íóæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:
• B � êîììóòàòèâíà
• B � ïîëíà â R[V ]H

3.1 Êîììóòàòèâíîñòü B
Êîììóòàòèâíîñòü íàáîðà B ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ìåòîäà
öåïî÷åê ïîäàëãåáð, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
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Ïóñòü íàì äàíà öåïî÷êà ñâÿçíûõ ïîäãðóïï Ëè

H = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gn = G

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà ïîäàëãåáð

H = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gn = G

Òîãäà èìååòñÿ îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå V = V1⊕ . . .⊕Vn òàêîå, ÷òî Gi = H⊕
V1 ⊕ . . .⊕ Vi. Ïðåäïîëîæèì. ÷òî (Gi, Gi−1) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïàðîé, ò.å

[Gi−1, Gi−1] ⊂ Gi−1 [Gi−1, Vi] ⊂ Vi [Vi , Vi] ⊂ Gi−1

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïàðû (Gi, Gi−1) îïðåäåëèì àëãåáðó

Bi = {f(v) = p(v1 + . . . + vi−1 + λvi), p ∈ R[Gi]
Gi , λ ∈ R},

ãäå vi îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ v ∈ V íà Vi. Òîãäà B1 + . . . + Bn áóäåò
êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé R[V ]H [Ìèêèòþê].

Íàøà ñèòóàöèÿ âïèñûâàåòñÿ â ýòó êîíñòðóêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

s(uk1 + uk2 + uk3) = H = G0 ⊂ G1 ⊂ G2 = G = sun

H = G0 =




H1 0 0
0 H2 0
0 0 H3


 G1 =




H1 V 0
V ∗ H2 0
0 0 H3


 G2 = G =




H1 V U1

V ∗ H2 U2

U∗
1 U∗

2 H3




V1 =




0 V 0
V ∗ 0 0
0 0 0


 V2 =




0 0 U1

0 0 U2

U∗
1 U∗

2 0




B = B1 + B2

Òàêèì îáðàçîì èìååì:
Ëåììà1. B - êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â R[V ]H

3.2 Ïîëíîòà B â R[V ]H

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëíîòà ïîäàëãåáðû B ⊂ R[V ]H îçíà÷àåò, ÷òî

ddimB + dindB = ddimR[V ]H + dindR[V ]H

Òàê êàê B êîììóòàòèâíà, òî ddimB = dindB è, ñëåäîâàòåëüíî íàäî äîêàçàòü,
÷òî

ddimB =
1

2
(ddimR[V ]H + dindR[V ]H) =: χ(V, H),
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ãäå χ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò k1, k2, k3. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

χ(V, H) = k1k2 + k1k3 + k2k3 − 1

2
(k1(k1 − 1) + k2(k2 − 1) + k3(k3 − 1))

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü ddimB �
÷èñëî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé â B è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ñîâïàäàåò
ñ χ(k1, k2, k3). Äëÿ ìàëûõ n (n = 3, 4, 5, 6) ýòîò ïëàí îñóùåñòâèì, îäíàêî,
îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ n çàòðóäíÿåòñÿ òÿæåëûìè âûêëàäêàìè. Òî
åñòü äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû "ïî îïðåäåëåíèþ"çàõîäèò â òóïèê. Âûõîä ñîñòîèò
â èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ ïîëíîòû Áîëñèíîâà. Íàïîìíèì ñîîòâåòñâóþùóþ
êîíñòðóêöèþ.

Ïóñòü {·, ·}1 è {·, ·}2 äâå ñêîáêè Ïóàññîíà íà ìíîãîîáðàçèè M . {·, ·}1 è {·, ·}2

íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ λ1, λ2 ∈ R ñòðóêòóðà (λ1{·, ·}1 +
λ2{·, ·}2) ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâîé. Ïóñòü

Λ = {λ1{·, ·}1 + λ2{·, ·}2, (λ1, λ2) ∈ R2 \ {0}}
×åðåç R0 îáîçíà÷èì ðàíã ñêîáêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Λ

R0 = max rank{·, ·}(x),

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì èç M è âñåì ñòðóêòóðàì èç Λ. Âûäåëèì
â Λ ïîäìíîæåñòâî Λ0 � ñêîáêè ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà:

Λ0 = {{·, ·} ∈ Λ, rank{·, ·} = R0}
Äëÿ êàæäîé ñêîáêè {·, ·} ∈ Λ0, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî åå ôóíêöèé Êàçèìèðà
Z{,} è ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýòèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç ZΛ0

ZΛ0 = {∪Z{,} , ãäå {·, ·} ∈ Λ0}
Ñåìåéñòâî ZΛ0 ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñêîáêè èç Λ [1].
Âìåñòå ñ Λ ðàññìîòðèì åå åñòåñòâåííóþ êîìïëåêñèôèêàöèþ:

ΛC = {λ1{·, ·}1 + λ2{·, ·}2, (λ1, λ2) ∈ C2 \ {0}}
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé

Êðèòåðèé Áîëñèíîâà(1991, [1]):
Ïóñòü {·, ·} ∈ Λ0 è rank{·, ·} = R0. Òîãäà ñåìåéñòâî ZΛ0 ïîëíî â òî÷êå

x ∈ M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ñêîáêè {·, ·}′ ∈ ΛC âûïîëíåíî
rank{·, ·}′(x) = R0

Äàëåå, íàì ïîòðåáóåòñÿ êðèòåðèé "ðåãóëÿðíîñòè"ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
àëãåáðû Ëè, îïèñàííûé â ðàáîòå [14].
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Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A(λ), ýëåìåíòû êîòîðîé ñóòü ìíîãî÷ëåíû îò λ áóäåì
íàçûâàòü λ-ìàòðèöåé. Ïóñòü λ-ìàòðèöà A(λ) èìååò ðàíã r, ò.å â ýòîé ìàòðèöå
èìåþòñÿ íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ ìèíîðû r-îãî ïîðÿäêà, â òî âðåìÿ êàê
âñå ìèíîðû ïîðÿäêà > r òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî λ ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Dj(λ) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ìèíîðîâ j-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû
A(λ), j = 1, . . . , r. Â êàæäîì Dj(λ) ñ÷èòàåì ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâíûì
åäèíèöå. Òîãäà â ðÿäó

Dr(λ), Dr−1(λ), . . . , D1(λ), D0(λ) ≡ 1

êàæäûé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ïîñëåäóþùèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ê
êàêîìó-íèáóäü ìèíîðó j-ãî ïîðÿäêà ïðèìåíèòü ðàçëîæåíèå Áåçó ïî ýëåìåíòàì
êàêîé-ëèáî ñòðîêè, òî êàæäîå ñëîãàåìîå â ýòîì ðàçëîæåíèè áóäåò äåëèòñÿ íà
Dj−1(λ); ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ìèíîð j-ãî ïîðÿäêà, à çíà÷èò è Dj(λ), äåëèòñÿ
íà Dj−1(λ). Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå îáîçíà÷èì ÷åðåç i1(λ), i2(λ), . . . , ir(λ):

i1(λ) =
Dr(λ)

Dr−1(λ)
, i2(λ) =

Dr−1(λ)

Dr−2(λ)
, . . . , ir(λ) =

D1(λ)

D0(λ)

Ìíîãî÷ëåíû i1(λ), i2(λ), . . . , ir(λ) íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîãî÷ëåíàìè
λ-ìàòðèöû A(λ). Òåðìèí "èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû"ñâÿçàí ñî ñëåäóþùèì
ñîîáðàæåíèåì. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè íàä
λ-ìàòðèöåé:

1. Óìíîæåíèå ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ÷èñëî c 6= 0
2. Ïðèáàâëåíèå ê ñòðîêå (ñòîëáöó) äðóãîé, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííîé íà

ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí p(λ)
3. Ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè äâóõ ëþáûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ).
Äâå ìàòðèöû íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü

èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Ìíîãî÷ëåíû i1(λ), i2(λ), . . . , ir(λ)
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ò.å. îäèíàêîâû ó ýêâèâàëåíòíûõ
ìàòðèö. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà [14]. ×èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìàòðèö, êîììóòèðóþùèõ ñ
ìàòðèöåé A îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

N = n1 + 3n2 + . . . + (2t− 1)nt,

ãäå n1, . . . , nt ñòåïåíè íåïîñòîÿííûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìàòðèöû A(λ) =
A− λE, óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà A− λE ÿâëÿåòñÿ λ-ìàòðèöåé ðàíãà n. Ìîæíî
ïîêàçàòü [14], ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå



in(λ)
in−1(λ)

. . .
i1(λ)



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ò.å. ïðèâîäèòñÿ ê íåé ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè.
Çàìåòèì, ÷òî

n = n1 + n2 + . . . + nt

ïîýòîìó
N ≥ n,

ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà (êîòîðûé ãîâîðèò î ðåãóëÿðíîñòè A) èìååò ìåñòî â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà t = 1. Òàêèì îáðàçîì ýëåìåíò A ðåãóëÿðåí òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A− λE ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé




c1

. . .
cn−1

pn(λ)




ãäå ci êîíñòàíòû, à pn(λ) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.
Ïóñòü òåïåðü G - êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, H ⊂ G ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà, G è H

ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû Ëè. Ïóñòü

G = H ⊕ V

îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå G îòíîñèòåëüíî AdH-èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ 〈· , ·〉 , èíäóöèðóåìîãî áèèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé íà G. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïðîñòðàíñòâî V òàêæå ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîé ñóììû:

V = V1 ⊕ V2

ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ
H, òî åñòü

AdH : Vi −→ Vi

Íà àëãåáðå R[V ]H ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû:

{f(v), g(v)}V (v) = 〈v, [∇f(v),∇g(v)]〉

{f(v), g(v)}θ(v) = 〈v, [∇f(v),∇g(v)]θ〉
Ñêîáêà {·, ·}V � ýòî ïðîñòî îãðàíè÷åíèå ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè íà
ïðîñòðàíñòâî V . À {·, ·}θ � ýòî ñêîáêà îòâå÷àþùàÿ àëãåáðå Ëè Gθ (êîòîðàÿ
ñîâïàäàåò ñ G êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, è èìååò ñëåäóþùóþ ëèåâñêóþ
ñòðóêòóðó [X,Y ]θ = [X,Y ] − [prV2

X, prV2
Y ]), îãðàíè÷åííàÿ íà V . Ýòè ñêîáêè

ñîãëàñîâàííû (çäåñü èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèé ïî ñóùåñòâó). Åñëè, ñîãëàñíî
îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè, ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî ZΛ0 äëÿ ïàðû ñîãëàñîâàííûõ
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ñêîáîê {·, ·}V è {·, ·}θ, òî ìû â òî÷íîñòè ïîëó÷èì B = {p(v1 + λv2), ãäå p −
èíâàðèàíò, λ ∈ R}

Ëåììà2. B ïîëíà â R[V ]H ïðè ki[n/2]
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîäãðóïïà H ïðèñîåäèíåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå

V , Ad : H → AutV . Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî îðáèò V/AdH. ×åðåç [v] áóäåì
îáîçíà÷àòü îðáèòó ýëåìåíòà v ∈ V . Àëãåáðó R[V ]H ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
àëãåáðó R[V/AdH] ôóíêöèé íà îðáèòàõ, ñ ðåäóöèðîâàííîé ñêîáêîé {·, ·}′V íà
V/AdH. Ñîîòâåòñòâèå R[V/AdH] 3 f

′ ↔ f ∈ R[V ]H çàäàåòñÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì f

′
[v] = f(v), à ñêîáêà {·, ·}′V óñòðîåíà òàê:

{f ′([v]), g
′
([v])}′V [v] = 〈v, [df(v), dg(v)]〉,

ãäå v ∈ [v] íåêîòîðàÿ òî÷êà îðáèòû. Òàê êàê 〈Adhv, [df(Adhv), dg(Adhv)]〉 =
〈Adhv, Adh[df(v), dg(v)]〉 = 〈v, [df(v), dg(v)]〉, òî ñêîáêà îïðåäåëåíà êîððåêòíî.

Íà V/AdH ìîæíî îïðåäåëèòü åùå îäíó ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó {·, ·}′θ, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ ðåäóêöèåé {·, ·}θ. Ñêîáêè {·, ·}′V è {·, ·}′θ ñîãëàñîâàííû íà V/AdH.
Ïóñòü

Λ
′
θ =

{
{·, ·}′αβ = α{·, ·}′V + β{·, ·}′θ, (α, β) ∈ R2 \ {0}

}

Çàìåòèì, ÷òî V/AdH íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Îäíàêî, â îêðåñòíîñòè
îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî (dimV − dimH + dim AnnH(v))-ìíîãîîáðàçèå è
ìû ìîæåì ïðèìåíÿòü êðèòåðèé Áîëñèíîâà.

Äîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî ñêîáîê Λ
′
θ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êðèòåðèÿ Áîëñèíîâà,

äëÿ [v] ∈ V/AdH îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà öåíòðàëüíûå ôóíêöèè B′ , ïîëó÷åííûå
èç ñåìåéñòâà B, áóäóò ïîëíîé ïîäàëãåáðîé R[V/AdH] îòíîñèòåëüíî {·, ·}′V .
Íî ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî àëãåáðà B áóäåò ïîëíîé ïîäàëãåáðîé R[V ]H

îòíîñèòåëüíî {·, ·}V .
Äàëåå âñå ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïëåêñèôèöèðîâàííûìè.
Ïóñòü v ∈ V , òîãäà (êî)êîñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê V/AdH ìîæåò áûòü

îòîæäåñòâëåíî ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì J ⊂ V , ïîðîæäåííûì äèôôåðåíöèàëàìè
AdH-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé â òî÷êå v. ßñíî, ÷òî J ñîâïàäàåò ñ îðòîãîíàëüíûì
äîïîëíåíèåì ê êîñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó îðáèòû OH(v).

J = span{df(v), f ∈ R[V ]H} = [v, H]⊥V

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè α 6= 0 è α + β 6= 0 ñêîáêè {·, ·}′αβ è {·, ·}′V
èçîìîðôíû, ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì:

φ : v1 + v2 7−→ (α + β)

(
v1 +

√
α

α + β
v2

)

×åðåç Aαβ îáîçíà÷èì êîñîñèììåòðè÷íóþ ôîðìó íà J , çàäàâàåìóþ ñêîáêîé
{·, ·}′αβ â òî÷êå [v]. Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà [v] ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî
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(i) rankAαβ = rankA1,0 ïðè α 6= 0 è α + β 6= 0
(ii) rankA0,1 = rankA1,0

(iii) rankA1,−1 = rankA1,0

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ òðåõ óñëîâèé ýëåìåíò v ìîæåò áûòü
ñâîé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî îíî
áóäåò âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó íà V C. Ïîýòîìó äëÿ óñëîâèé (i) è (ii) áóäåò
ïðåäúÿâëåí îäèí ýëåìåíò v, à äëÿ äëÿ âûðîæäåííîé ñêîáêè {·, ·}′1,−1 (óñëîâèå
(iii)) äðóãîé.

Ïóñòü æαβ : J 7→ G îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìå Aαβ, òî åñòü
Aαβ(x, y) = 〈x, æαβ(y)〉, òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

æαβ(ξ1 + ξ2) = ([ξ1, (α + β)v1] + [ξ2, (α + β)v2]) + ([ξ1, (α + β)v2] + [ξ2, αv1]) ,

ãäå ξi ∈ Vi, âûðàæåíèå â ïåðâûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ ïðèíàäëåæèò H⊕V1, à âòîðîå
V2. Ñäåëàåì çàìåíó ξ

′
1 = ξ1/µ, ãäå µ =

√
α

α+β
. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ÿäðà ôîðìû

Aαβ ïðè α + β 6= 0 ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû
óðàâíåíèé :

[ξ
′
1, µv1] + [ξ2, v2] = 0

[ξ
′
1, v2] + [ξ2, µv1] = 0

òî åñòü ξ
′
1+ξ2 ïðèíàäëåæèò àííóëÿòîðó ýëåìåíòà µv1+v2 â V C. Ïîýòîìó óñëîâèå

(i) ýêâèâàëåíòíî ðåãóëÿðíîñòè ýëåìåíòà µv1 + v2 â V C ïðè µ ∈ C \ {0} ×òîáû
óêàçàòü ïîäõîäÿùèé ýëåìåíò v, çàôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ.

Êîìïëåêñèôèêàöèåé sun(R) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà sln(C). Ïóñòü

K = {h = diag (h1, . . . , hn) , h1 + . . . + hn = 0, hi ∈ C}
êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà â sln(C), à ∆ = {αij , 1 ≤ i 6= j ≤ n} ñèñòåìà êîðíåé
ñîîòâåòñòâóþùàÿ K, αij(h) = hi − hj. Êîðíåâîå ðàçëîæåíèå sln(C) èìååò âèä

sln(C) = K +
∑
α∈∆

CEα ,

ãäå Eαij
ýòî ìàòðèöà ñ îäíèì íåíóëåâûì ýëåìåííòîì íà ïîçèöèè (i, j). Â

êà÷åñòâå áàçû ∆B ñèñòåìû ∆ ìîæíî âçÿòü êîðíè ∆B = {α12, . . . αn−1,n}. Òîãäà
êàæäûé êîðåíü β ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

∑
α∈∆B

mαα , ãäå mα ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ 0, 1 èëè 0,−1. Âûñîòîé êîðíÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî m(β) =

∑
α mα.

Êîðåíü α ∈ ∆ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà m(α). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî m(αij) = j − i , ïîýòîìó αij > 0 ïðè i < j è
αij < 0 ïðè i > j.

Ïóñòü
k = max {k1, k2, k3}
r = mod (n, k)
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ãäå mod(x, y) ñóòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà y. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ab ⊂ ∆
ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî êîðíåé:

∆ab = {αij : a + 1 ≤ j ≤ b}
Òîãäà â êà÷åñòâå v ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùèé ýëåìåíò:

v =
∑

m(α)=k

Eα +
∑

m(α)=−n+r−1

Eα +
∑

m(α)=k−n+r−1,
α∈∆rk

Eα

Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò µv1 + v2 áóäåò ðåãóëÿðíûì â GC, à çíà÷èò
è â V C. Eñëè µ 6= 0, òî ìàòðèöà µv1 + v2 ñîäåðæèò â òî÷íîñòè n − 1 íåíóëåâîé
ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç α1, . . . , αn−1 òàê, ÷òî åñëè j > i, òî αj ñòîèò â
ñòðî÷êå ñ áîëüøèì íîìåðîì ÷åì αi (èç âèäà ýëåìåíòà v ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé
ñòðî÷êå íå áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà). Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ìàòðèöó µv1 + v2 − λE è áóäåì ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè ïðèâîäèòü åå ê
êàíîíè÷åñêîìó äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Ïåðåñòàâèì ïåðâûé è (k+1)-ûé ñòîëáöû, çàòåì ïðèáàâèì ê (k+1)-ìó ñòîëáöó
ïåðâûé, óìíîæåííûé íà λ

α1
, è ê (k+1)-îé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà λ

α1
. Ýòî

ïåðâûé øàã. Òåïåðü ïåðåñòàâèì âòîðîé è (k + 2) ñòîëáåö è ïðèáàâèì ê (k + 2)-
ìó ñòîëáöó âòîðîé, óìíîæåííûé íà λ

α2
, è ê (k + 2)-îé ñòðîêå ïðèáàâèì âòîðóþ,

óìíîæåííóþ íà λ
α2
. Ýòî âòîðîé øàã. È òàê äàëåå, íà i-îì øàãå ìû äîáèâàåìñÿ

òîãî, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè i-ãî ñòîëáöà è i-îé ñòðîêè ñòîèò αi è ýòî åäèíñòâåííûé
â íèõ íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïîñëå (n−k) øàãîâ (à èìåííî ñòîëüêî êîðíåé ñ âåñîì
k) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïðèìåò âèä




α1

. . .
αn−k

p1(λ)

αn−k+1
. . .
. . . . . .

αn−1 pk(λ)




ãäå ìíîãî÷ëåíû pi(λ) èìåþò âèä :

ai(λ) =




−λ[n+i
k ]

αi+n−2kαi+n−2k . . . αmod(r+i,k)

, åñëè mod(r + i, k) 6= 0

−λ
n+i

k
−1

αi+n−2kαi+n−2k . . . αk

, åñëè mod(r + i, k) = 0
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Äàëåå, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèâîäèì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äâóõäèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó ðàçìåðà k×k. Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî ìàòðèöà µv1+v2−λE ýêâèâàëåíòíà
ñëåäóþùåé : 



α1

. . .
αn−1

−λn

α1 . . . αn−1




è çíà÷èò ýëåìåíò µv1 + v2 ðåãóëÿðåí â GC, à çíà÷èò è â V C. òàêèì îáðàçîì, (i)
äîêàçàíî.

ßäðà ôîðì A1,0 è A0,1 â òî÷êå v1 + v2 çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ñèñòåìàìè
óðàâíåíèé:

(1)
[ξ1, v1] + [ξ2, v2] = 0
[ξ1, v2] + [ξ2, v1] = 0

(2)
[ξ̃1, v1] + [ξ̃2, v2] = 0

[ξ̃1, v2] = 0

ãäå ξi ∈ Vi Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (ii) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò. Äëÿ ïðîñòîòû
äîêàæåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ k1 = k2 = k3 = k, â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâîäèòñÿ â òîì æå äóõå.

Ïðè k1 = k2 = k3 ýëåìåíò v èìååò âèä:

v =




α1

. . .
. . .

αk

β1

. . .
. . .

βk

0

γ1
. . .
. . . . . .

γk−1 0




Äëÿ ξ = ξ1 + ξ2 ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ξ =




B X
Y C
A Z



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Òîãäà ñèñòåìà (1) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû:

(1.1)





Xγ = αY
Y α = βZ
Zβ = γX

(1.2)





Aα = γB
Bβ = αC
Cγ = βA

Çäåñü ÷åðåç α, β, γ îáîçíà÷åíû íåíóëåâûå äèàãîíàëüíûå ïîäìàòðèöû â v. Äëÿ
ξ̃ = ξ̃1 + ξ̃2 ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ξ̃ =




B̃ X̃

Ỹ C̃

Ã Z̃




Òîãäà ñèñòåìà (2) òàêæå ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû:

(2.1)





X̃γ = αỸ

Ỹ α = βZ̃

Z̃β = γX̃

(2.2)





B̃ = 0

βÃ = 0

C̃γ = 0

Ñèñòåìû (1.1) è (2.1) ñîâïàäàþò è ïîýòîìó äàþò îäèíàêîâûé âêëàä â ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé ñèñòåì (1) è (2). Èññëåäóåì ñèñòåìû (1.2) è (2.2). Èç
âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2.2) ñëåäóåò, ÷òî Ã = 0, à èç òðåòüåãî, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö
C̃ ïðîèçâîëüíûé, à âñå îñòàëüíûå íóëåâûå. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
ñèñòåìû (2.2) k-ìåðíî. Äàëåå, çàäàäèì ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû C, òîãäà èç
âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.2) íàéäåì ïåðâûé ñòîëáåö B, à èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ -
ïåðâûé ñòîëáåö A. Çíàÿ ïåðâûé ñòîëáåö A èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (1.2) íàõîäèòñÿ
âòîðîé ñòîëáåö C è äàëåå ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ. Â èòîãå íàõîäèì âñå ðåøåíèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1.2) òàêæå k-ìåðíî.

Èòàê, ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñâ ðåøåíèé ñèñòåì (1) è (2) ñîâïàäàþò è çíà÷èò
óñëîâèå (ii) âûïîëíåíî.

×òîáû âûïîëíèòü óñëîâèå (iii) èññëåäóåì ÿäðî âûðîæäåííîé ñêîáêè
{·, ·}′V −{·, ·}

′
θ íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò V/AdH. Ïóñòü Z({·, ·}V −{·, ·}θ) ìíîæåñòâî

ôóíêöèé Êàçèìèðà. Òîãäà, åñëè f(v1, v2) ∈ Z({·, ·}V − {·, ·}θ), òî

0 = 〈v1 + v2, [df1 + df2, ξ1 + ξ2]1,−1〉
= 〈v1 + v2, [df2, ξ2]〉 = 〈[df2, v1], ξ2〉 = 〈[df2, v1], ξ1 + ξ2〉,

ãäå ξi, dfi ∈ Vi. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

[df2, v1] ∈ [v1 + v2, H] ∩ V2

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå
[df2, v1] ∈ [v2, AnnH(v1)]
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Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî AdH-èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè íà V , ò.å. f ∈
R[V ]H, òî

〈df, [v1 + v2, H]〉 = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî
〈[df1, v1] + [df2, v2], H〉 = 0

Íóæíî âûáðàòü òî÷êó v1 + v2 òàê, ÷òîáû ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
ñèñòåìû

[df2, v1] ∈ [v2, AnnHv1]
〈[df1, v1] + [df2, v2], H〉 = 0

(3)

îòíîñèòåëüíî df1 è df2 ðàâíÿëàñü rankA1,0.
Ïóñòü

l1 = min{k1, k2, k3}
l2 = avg{k1, k2, k3}
l3 = max{k1, k2, k3}

Òîãäà â êà÷åñòâå v ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùèé ýëåìåíò :

k1 ≤ k2 =⇒ v1 + v2 =




A 0 X
AT Y
0 Z

Y T XT ZT




A : k1 × k1

X : k1 × k3

Y : k1 × k3

Z : (k2 − k1)× k3

k2 ≤ k1 =⇒ v1 + v2 =




0 Z
A Y

0 AT X
ZT XT Y T




A : k2 × k2

X : k2 × k3

Y : k2 × k3

Z : (k1 − k2)× k3

ãäå âåðõíåòðåóãîëüíàÿ êîìïîíåíòà v+ ìàòðèöû v èìååò âèä

v+ =
∑

m(α)=l1,
α∈∆k1,k1+l1

Eα +
∑

m(α)=l2,
α∈∆k1+k2,k1+k2+l2

Eα +
∑

m(α)=l2+1,
α∈∆k1+k2+1,k1+k2+l2

Eα +
∑

m(α)=l1+2l2

Eα

Êàê è ïðè îáñóæäåíèè óñëîâèÿ (ii) ïîäðîáíî ðààñìîòðèì ñëó÷àé k1 =
k2 = k3 = k. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêîçàòåëüñòâî õîòÿ è áîëåå ãðîìîçäêî,íî
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.
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Â ñëó÷àå k1 = k2 = k3 ýëåìåíò v èìååò âèä :

v =




α1

. . .
. . .

αk

α1 β1 γ1

. . . . . . . . .
. . . . . . γk−1

αk βk

β1

γ1
. . .
. . . . . .

γk−1 βk




Òîãäà àííóëÿòîð ýëåìåíòà v1 â ïîäàëãåáðå H :

AnnH(v1) =




H
H

H3


 , H = diag(h1, . . . , hk)

Äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè Êàçèìèðà ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå :

df =




F1 F2

F̂1 F̃2

F̂2
̂̃
F 2




Òîãäà ñèñòåìû (3) áóäåò ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé
: 




F̃2 = 0

F̂2 = 0
̂̃
F 2dβγ = dT

βγF2

αF2 = Hdβγ − dβγH3

̂̃
F 2α = dT

βγH −H3d
T
βγ

F2d
T
βγ = αF̂1 − F1α

dβγ
̂̃
F 2 = F̂1α− αF1

(3
′
)

ãäå α è dβγ íåíóëåâûå ïîäìàòðèöû â v (α äèàãîíàëüíàÿ, à dβγ 2-äèàãîíàëüíàÿ
âåðõíåòðåóãîëüíàÿ). Òàê êàê ìàòðèöû α è dβγ íåâûðîæäåííûå, òî èç òðåòüåãî
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è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3
′
) ïîëó÷àåì :

̂̃
F 2 = dT

βγF2d
−1
βγ

F2 = α−1Hdβγ − α−1dβγH3

(∗)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðîæåíèÿ ïî î÷åðåäè â ïÿòîå óðàâíåíèå (3
′
) è ïðèâîäÿ

ïîäîáíûå ÷ëåíû ïîëó÷àåì, ÷òî (dT
βγα

−1dβγ)H3 = H3(d
T
βγα

−1dβγ). Îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî H3 ñèììåòðè÷íàÿ 3-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé ðîâíî k íåçàâèñèìûõ
ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó dimAnnH(v1) = dim H + dim H3 − 1 = 2k − 1. Çäåñü −1
ïîÿâëÿåòñÿ ââèäó òîãî, ÷òî H ïîäàëãåáðà sln(C). Òåïåðü èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî
dim F2 = 2k − 1, à ̂̃

F 2 îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî F2.
Ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ (3

′
) èìåþò âèä :

F1α− αF̂1 = Xk

αF1 − F̂1α = Y k
(])

ãäå Xk, Y k ìàòðèöû, îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþùèåñÿ ïî F2. Èñêëþ÷àÿ èç
ýòèõ óðàâíåíèé F̂1 ïîëó÷àåì, ÷òî αF1α

−1 − α−1F1α = Zk, ãäå Zk = Y k −
α−1Xkα. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî dim F1 = k. Èç (]) âèäíî, ÷òî F̂1 îäíîçíà÷íî
âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî F1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî dim df = dim F2+dim F1 = 3k−1 = ranksln(C).
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èòàê, âñå òðè óñëîâèÿ ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ýëåìåíòà
v1 + v2, ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà B ïîëíà. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Èç ëåììì 1,2 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïàðà (SU(n), S(U(k1) × U(k2) × U(k3))) èíòåãðèðóåìà ñ ïîìîùüþ
àëãåáðû B ïðè ki ≤ [n/2]

Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà Áîëñèíîâà äîêàçàíà.
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