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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 8

Óïðàæíåíèå 8.1. Ïóñòü íà m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòèM â Rn çàäàíû êîîðäèíàòû u1, . . . , um, â êîòîðûõ ìàòðèöà
ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ñêàëÿðíà: â êàæäîé òî÷êå îíà äèàãîíàëüíà, à äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí
λ = λ(u1, . . . , um). Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ. Â ñëó÷àå, êîãäà M � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êîîðäè-
íàòàìè (x, y), y > 0, äëÿ êîòîðîé ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ñêàëÿðíà, à λ = 1/y2, ïîêàæèòå,
÷òî ãåîäåçè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ëó÷è, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè àáñöèññ, à òàêæå
ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííûå äóãè îêðóæíîñòåé, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà îñè àáñöèññ. Óáåäèòåñü, ÷òî ýòî
� ïîëíûé ñïèñîê ãåîäåçè÷åñêèõ.

Óïðàæíåíèå 8.2. Ïóñòü ds2 = x(dx2 + dy2), x > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ ýòîé ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ
ïàðàáîëàìè.

Óïðàæíåíèå 8.3. Ïóñòü ds2 = g(r)dr2+ r2dφ2, g(r) > 0, r > 0, φ ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâûå φ = φ0 ÿâëÿþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêèìè.

Óïðàæíåíèå 8.4. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, çàäàííàÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
(r, φ, z) â âèäå r = f(z), ãäå f � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ
γ(t) =

(
φ(t), z(t)

)
íà M , è ïóñòü r(t) � ðàññòîÿíèå îò γ(t) äî îñè z, à ψ(t) � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè γ̇(t)

è ïàðàëëåëüþ z = z(t). Äîêàæèòå òåîðåìó Êëåðî: âåëè÷èíà r(t) cos
(
ψ(t)

)
íå çàâèñèò îò t.

Óïðàæíåíèå 8.5. Îïèøèòå âñå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, çàäàííûå â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, φ, z) â
âèäå r = f(z), ãäå f � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, íà êîòîðûõ ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå
(íåòðèâèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(t), t ∈ [a, b], íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè γ(a) = γ(b) è åå ïðîäîëæåíèå íà
[b, b+ ε]: γ(b+ s) = γ(a+ s), s ∈ [b, b+ ε], ε > 0, � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ).

Óïðàæíåíèå 8.6. Îïèøèòå ãåîäåçè÷åñêèå íà îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå O(n) (âîñïîëüçóéòåñü ïîíÿòèåì ýêñïîíåí-
òû ìàòðèöû è ïîêàæèòå, ÷òî etA, ãäå A � êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç E).

Óïðàæíåíèå 8.7. Âûÿñíèòå, êàê âûãëÿäÿò â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â òî÷êå P

(1) ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â òî÷êå 0 ∈ TPM ;

(2) ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó P ;

(3) ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â òî÷êå 0 ∈ TPM .

Óïðàæíåíèå 8.8. Ïóñòü UP � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü ðàäèóñà r òî÷êè P ∈ M ïîâåðõíîñòè M è 0 < a < r.
Ïîêàæèòå, ÷òî

(1) ìíîæåñòâî expP
(
Ua(0)

)
⊂ M � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå P îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé

ìåòðèêè ïîâåðõíîñòè M ;

(2) ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà Sa ñ öåíòðîì â òî÷êå P ïîâåðõíîñòè M ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé â ñìûñëå âíóòðåííåé ìåò-
ðèêè: Sa ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ îò P íà âíóòðåííåì ðàññòîÿíèè a;

(3) òîïîëîãèÿ, çàäàííàÿ íà M ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåé ìåòðèêè, ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé.

Óïðàæíåíèå 8.9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ε-âïîëíå íîðìàëüíîé íè äëÿ
êàêîãî ε > 0.

Óïðàæíåíèå 8.10. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè M êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [a, b] → M
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé, ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî îãðàíè÷åíèå γ
íà [a, b] ∩ [t − ε, t + ε] ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñðåäè âñåõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ åå êîíöû. Ïðèâåäèòå ïðèìåð
ãåîäåçè÷åñêîé, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñðåäè êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ åå êîíöû.

Óïðàæíåíèå 8.11. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðè-
âàÿ íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.

Óïðàæíåíèå 8.12. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Õîïôà�Ðèíîâà, ïîêàæèòå, ÷òî íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñ êîîðäèíà-
òàìè (x, y) è ìåòðèêîé ds2 = (dx2+dy2)/y2 îïèñàííûå â óïðàæíåíèè 8.1 ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè. Çàïèøèòå ðàññòîÿíèå âî âíóòðåííåé ìåòðèêå äëÿ òî÷åê íà âåðòèêàëüíîì
ëó÷å è äëÿ òî÷åê íà äóãå ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè.


