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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 7

Óïðàæíåíèå 7.1. Ïóñòü m-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü M â Rn çàäàíà â âèäå ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ (xm+1, . . . , xn) =
f(x1, . . . , xm), ïðè÷åì â òî÷êå P = (0, . . . , 0) êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ïåðâûå m áàçèñíûõ
âåêòîðîâ Rn, êàñàåòñÿ M . Âû÷èñëèòå, ÷åìó ðàâíû ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xm â òî÷êå P .

Óïðàæíåíèå 7.2. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà íà äâóìåðíûé òîð â R3, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè
òàê:

ρ(φ, θ) =
(
(a+ b cos θ) cosφ, (a+ b cos θ) sinφ, b sin θ

)
, 0 < b < a, (φ, θ) ∈ R2.

Âû÷èñëèòå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, çàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è âûÿñíèòå, íà êàêîé óãîë
ïîâåðíåòñÿ âåêòîð ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü êðèâîé θ = 0 èëè θ = π

Óïðàæíåíèå 7.3. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà íà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â R3, çàäàííàÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêè òàê:

ρ(φ, z) =
(
f(z) cosφ, f(z) sinφ, z

)
,

ãäå f(z) � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f . Âû÷èñëèòå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, çàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïà-
ðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è âûÿñíèòå, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü êðèâîé
z = z0, ãäå z0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè f .

Óïðàæíåíèå 7.4. Ïóñòü â R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ

γ(t) =
(
x(t), y(t), 0

)
, t ∈ (a, b).

Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ρ(t, z) =
(
x(t), y(t), z

)
. Âûÿñíèòå, êàê óñòðîåí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

âäîëü êðèâûõ ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Óïðàæíåíèå 7.5. Ïóñòü γ(t), t ∈ (a, b), � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå S2 ⊂ R3. Ðàññìîòðèì
êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ρ(u, t) = uγ(t), u > 0. Âûÿñíèòå, êàê óñòðîåí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ
ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Óïðàæíåíèå 7.6. Ïóñòü â R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) çàäàíà êîíóñ x2 + y2 = a z2, a > 0.
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ýòîãî êîíóñà ïëîñêîñòüþ z = 1. Âû÷èñëèòå, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð
ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âîëü ýòîãî ñå÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèå 7.7. Ïóñòü S2 � ñòàíäàðòíàÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà â R3. Âû÷èñëèòå, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ
êàñàòåëüíûé âåêòîð ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü ïàðàëëåëè ñôåðû S2.

Óïðàæíåíèå 7.8. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, òî èíäóöèðîâàííàÿ
ìåòðèêà � åâêëèäîâà.

Óïðàæíåíèå 7.9. Âûÿñíèòå, êàê ìåíÿþòñÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïðè ïåðåõîäå â äðóãèå êîîðäèíàòû.

Óïðàæíåíèå 7.10. Ïóñòü gij � êîìïîíåíòû ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè M , à (X1, . . . , Xm)
� êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ u1, . . . , um. Ïîëîæèì g =
det(gij). Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(1) Γiij =
1
2 (ln g)uj = (ln

√
g)uj ;

(2) ∇iX
i = 1√

g (
√
gXj)uj .


