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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 6

Óïðàæíåíèå 6.1. Ïóñòü e1, e2, e3 � áàçèñ òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , à e1, e2, e3 � äâîéñòâåííûé
áàçèñ.

(1) Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå òåíçîðà T = e2 ⊗ e1 + (e1 + 2e2 + 3e3)⊗ e2 íà ïàðå (e1 + e2 + e3, e1 + 5e2 + 4e3).

(2) Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå òåíçîðà T = e2 ⊗ e1 + (e1 + 2e2 + 3e3) · e2 íà ïàðå (e1 + e2 + e3, e1 + 5e2 + 4e3).

Óïðàæíåíèå 6.2. Èñïîëüçóÿ òåíçîðíóþ çàïèñü, âû÷èñëèòå ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó êàòåíîèäà, çà-
äàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêè òàê:

ρ(z, φ) =
(
a ch

z

a
cosφ, a ch

z

a
sinφ, z

)
.

Óïðàæíåíèå 6.3. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà íà äâóìåðíûé òîð â R3, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè
òàê:

ρ(φ, θ) =
(
(a+ b cos θ) cosφ, (a+ b cos θ) sinφ, b sin θ

)
, 0 < b < a, (φ, θ) ∈ R2.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ïîëÿ X è Y âäîëü òîðà M : ïîëå X � êàñàòåëüíîå, èìåþùåå â êîîðäèíàòàõ φ, θ êîîð-
äèíàòû (1, 0), à ïîëå Y ñîñòàâëåíî èç åäèíè÷íûõ âíåøíèõ íîðìàëåé. Íàéäèòå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ
ïîëåé âî âñåõ òî÷êàõ òîðà è âäîëü âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ.

Óïðàæíåíèå 6.4. Ïóñòü M(n) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n. Äëÿ A = (aij) ∈ M(n)
îáîçíà÷èì trA ñëåä ìàòðèöû A, ò.å. trA =

∑n
i=1 aii.

(1) Äëÿ A,B ∈M(n) ïîêàæèòå, ÷òî tr(AB) = tr(BA).

(2) Çàïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòðîêè ìàòðèöû â îäíó ñòðîêó, ïîëó÷èì èçîìîðôèçì ìåæäó M(n) è Rn2

.

Óáåäèòåñü, ÷òî ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn2

â ìàòðè÷íîì âèäå çàïèøåòñÿ òàê: äëÿ A,B ∈
M(n) èìååì

〈A,B〉 = tr(ABt) = tr(AtB) = tr(BtA) = tr(BAt).

(3) Ïóñòü C ∈ O(n) � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, è A,B ∈ M(n). Ïîêàæèòå, ÷òî X 7→ C X ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì â M(n), ò.å. äëÿ ëþáûõ A,B ∈ M(n) âûïîëíÿåòñÿ 〈C A, C B〉 = 〈A,B〉.

(4) Ïîêàæèòå, ÷òî O(n) ëåæèò â ñôåðå ñ öåíòðîì â 0 è ðàäèóñîì
√
n.

Óïðàæíåíèå 6.5. Ïóñòü M = O(n) � íåÿâíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn2

= M(n), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ îðòîãîíàëüíûõ
ìàòðèö ðàçìåðà n× n.

(1) Ïîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå E ∈ M ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì âñåõ êîñîñèì-
ìåòðè÷íûõ ìàòðèö.

(2) Ïîêàæèòå, ÷òî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå E ∈ M ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì âñåõ ñèììåò-
ðè÷íûõ ìàòðèö.

(3) Ïîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â C ∈M ñîâïàäàåò ñ C(TEM).

(4) Ïîêàæèòå, ÷òî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî â C ∈M ñîâïàäàåò ñ C(NEM).

(5) Ïóñòü A ∈ TEM(n) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, è X � âåêòîðíîå ïîëå íà M , çàäàííîå òàê: X(C) = C A,
C ∈M . Âû÷èñëèòå ∂ξX, ãäå ξ ∈ TCM .

(6) Ïóñòü A ∈ TEM � ïðîèçâîëüíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, è X(C) = C A, C ∈ M , � âåêòîðíîå ïîëå
íà M . Óáåäèòåñü, ÷òî X � êàñàòåëüíîå ïîëå ê M è íàéäèòå ∇ξX ïðè êàæäîì ξ ∈ TCM .

(7) Ïóñòü B ∈ NEM � ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, è X(C) = C B, C ∈M , � âåêòîðíîå ïîëå íà M .
Óáåäèòåñü, ÷òî X � íîðìàëüíîå ïîëå ê M è íàéäèòå ∇ξX ïðè êàæäîì ξ ∈ TCM .


