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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 5

Óïðàæíåíèå 5.1. Âû÷èñëèòå ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â R3:

(1) ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ
ρ(φ, t) =

(
f(t) cosφ, f(t) sinφ, g(t)

)
,

ãäå f(t), g(t) � ãëàäêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì ôóíêöèÿ f âñþäó ïîëîæèòåëüíà;

(2) ýëëèïñîèäà, çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå

ρ(φ, θ) = (a cosφ cos θ, b sinφ cos θ, c sin θ).

Óïðàæíåíèå 5.2. Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

ds2 = du2 + (u2 + a2) dv2.

(1) Íàéäèòå ïåðèìåòð êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì êðèâûõ

u = ±1

2
av2, v = 1.

(2) Íàéäèòå óãëû ýòîãî êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà.

Óïðàæíåíèå 5.3. Íàéäèòå íà ïîâåðõíîñòè

x = u cos v, y = u sin v, z = a ln(u+
√
u2 − a2)

êðèâûå, ïåðåñåêàþùèå êàæäóþ êðèâóþ v = const ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì θ (ëîêñîäðîìèè).

Óïðàæíåíèå 5.4. Ïîêàæèòå, ÷òî íè â îäíîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå ñòàíäàðòíîé äâóìåðíîé ñôåðû íåëüçÿ
ââåñòè åâêëèäîâûõ êîîðäèíàò (äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü âèä êðàò÷àéøèõ êðèâûõ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
è ñôåðå, à òàêæå ôîðìóëû äëÿ ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ).

Óïðàæíåíèå 5.5. Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ðàññìîòðèì

òîð T 2, çàäàííûé íåÿâíî ôóíêöèåé F (x, y, z) = (
√
x2 + y2 − a)2 + z2 = b2, ãäå 0 < b < a, è ñòàíäàðòíóþ

ñôåðó S2, çàäàííóþ x2 + y2 + z2 = 1. Ïóñòü F : T 2 → S2 � ãàóññîâî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé
òî÷êå P ∈ T 2 åäèíè÷íóþ íîðìàëü ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TPT

2, íàïðàâëåííóþ íàðóæó îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
òîðîì T 2. Ââåäèòå íà òîðå è ñôåðå êîîðäèíàòû, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü îòîáðàæåíèÿ
F , è çàïèøèòå â ýòèõ êîîðäèíàòàõ äèôôåðåíöèàë ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 5.6. Ïóñòü O(3) ⊂ R9 � ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö, è E ∈ O(3) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

ξ =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 ∈ R9.

Äîêàæèòå, ÷òî ξ � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê O(3) â òî÷êå E, è íàéäèòå îáðàç ξ ïðè äåéñòâèè äèôôåðåíöèàëà îòîá-
ðàæåíèÿ F : O(3) → S2 ⊂ R3, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ìàòðèöå èç O(3) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
åå ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöîâ.

Óïðàæíåíèå 5.7. Ñòåðåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn−1 ⊂ Rn îïðåäåëåíû â óïðàæíå-
íèè 4.6. Ñëåäóþùèå çàäàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê äâóìåðíîé ñôåðå S2 ⊂ R3 è ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç �ñåâåðíîãî
ïîëþñà�.

(1) Çàïèøèòå èíäóöèðîâàííóþ ìåòðèêó â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

(2) Ïîêàæèòå, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ïåðåâîäèò îêðóæíîñòè â îáîáùåííûå îêðóæíîñòè. Âûâåäèòå
îòñþäà, ÷òî èíâåðñèÿ ïåðåâîäèò îáîáùåííûå îêðóæíîñòè â îáîáùåííûå îêðóæíîñòè è ñîõðàíÿåò óãëû
ìåæäó êðèâûìè.
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Óïðàæíåíèå 5.8. Ïðîâåðüòå, ÷òî

(1) èçîìåòðè÷íîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíà ñîõðàíåíèþ íîðìû;

(2) èçîìåòðè÷íîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýêâèâàëåíòíà ñîõðàíå-
íèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ;

(3) èçîìåòðè÷íîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýêâèâàëåíòíà ñîõðàíå-
íèþ äëèí è ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ êàêîãî-íèáóäü áàçèñà.

Óïðàæíåíèå 5.9. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü. Äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê P,Q ∈ M îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå |PQ|
êàê òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü äëèí âñåõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ íà M , ñîåäèíÿþùèõ P è Q. Ïîêàæèòå, ÷òî
ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

Óïðàæíåíèå 5.10. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé F : M → N ñîõðàíÿåò âíóòðåííèå ìåòðèêè. Ïîêàæèòå,
÷òî òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈ M îòîáðàæåíèå dF |P : TPM → TF (P )N èçîìåòðè÷íî, ãäå ðàññòîÿíèÿ íà
êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ çàäàþòñÿ ïåðâûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ôîðìàìè.

Óïðàæíåíèå 5.11. Ðàññìîòðèì äâå ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R3:

ρ(r, v) = (r cos v, r sin v, r + v), (r, v) ∈ R2 (êîíîèä),

σ(z, φ) =
(√

1 + z2 cosφ,
√
1 + z2 sinφ, z

)
, (z, φ) ∈ R2 (áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà íà ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ).

Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå F : {z = r, φ = v + arctg r} çàäàåò èçîìåòðèþ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé.


