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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 4

Óïðàæíåíèå 4.1. Îïèøèòå êîîðäèíàòíûå êðèâûå è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷å-
ñêîé ñèñòåì êîîðäèíàò.

Óïðàæíåíèå 4.2. Ñîñòàâüòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé êàñàòåëüíûìè ê äàííîé
ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ = γ(u). Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ. Èññëåäóéòå ðàçâåðòûâàþùó-
þñÿ ïîâåðõíîñòü íà ðåãóëÿðíîñòü.

Óïðàæíåíèå 4.3. Ïóñòü â R3 ââåäåíû ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû x, y, z. Â ïëîñêîñòè y = 0 ðàññìîòðèì
ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ γ, íå ïåðåñåêàþùóþ îñü z, è áóäåì âðàùàòü ýòó êðèâóþ âîêðóã îñè z. Ïîêàæèòå, ÷òî
ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî M ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáðàç ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àÿõ,
êîãäà γ � ýòî èëè îêðóæíîñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ñ öåíòðîì íà îñè x, èëè ãðàôèê ïîëîæèòåëüíîé ãëàäêîé
ôóíêöèè x = f(z), çàäàéòå M íåÿâíîé ôóíêöèåé, ò.å. êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (x, y, z) = 0, ãäå F � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿþùàÿ òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ
èç M .

Óïðàæíåíèå 4.4. Ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû λ, µ, z â R3 îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

x = λµ, y =
√
(λ2 − 1)(1− µ2), z = z.

(1) Ïðèâåäèòå îäíó èç ìàêñèìàëüíûõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

(2) Íàéäèòå è èçîáðàçèòå êîîðäèíàòíûå êðèâûå è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

(3) Âû÷èñëèòå ÿêîáèàíû ïåðåõîäà ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè è åâêëèäîâûìè êîîðäèíàòàìè.

Óïðàæíåíèå 4.5. Ýëëèïñîèäàëüíûå êîîðäèíàòû â R3 ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (a > b > c):

x2

a2 + λ
+

y2

b2 + λ
+

z2

c2 + λ
= 1 (λ > −c2),

x2

a2 + µ
+

y2

b2 + µ
+

z2

c2 + µ
= 1 (−c2 > µ > −b2),

x2

a2 + ν
+

y2

b2 + ν
+

z2

c2 + ν
= 1 (−b2 > ν > −a2).

Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîé òî÷êå (x, y, z) ∈ R3 ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîé ñèñòåìû çíà÷åíèé λ, µ, ν. Âûÿñíèòå,
êàêèì òî÷êàì (x, y, z) ∈ R3 ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñèñòåìà çíà÷åíèé λ, µ, ν.

Ïàðàìåòðû λ, µ, ν íàçûâàþòñÿ ýëëèïñîèäàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.
Âûðàçèòå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, z ÷åðåç ýëëèïñîèäàëüíûå êîîðäèíàòû λ, µ, ν.

Óïðàæíåíèå 4.6. Ïóñòü x1, . . . , xn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn, ñôåðà Sn−1 çàäàåòñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì∑n
i=1(x

i)2 = 1, N = (0, 0, . . . , 1) ∈ Sn−1 � �ñåâåðíûé ïîëþñ�, è Π � ãèïåðïëîñêîñòü xn = 0. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå ν : Sn−1\{N} → Π, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå P ∈ Sn−1\{N} åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à NP ñ ïëîñêîñòüþ Π.

(1) Âûïèøèòå, êàê ñâÿçàíû êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn) òî÷êè P è êîîðäèíàòû (u1, . . . , un−1) åå îáðàçà ν(P ) ∈ Π
(â Π ðàññìàòðèâàþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, èíäóöèðîâàííûå èç Rn). Ïðîâåðüòå, ÷òî ν−1 : Π → Rn �
ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Êîîðäèíàòû (u1, . . . , un−1) íà Sn−1 \ {N} íàçûâàþòñÿ ñòåðåî-
ãðàôè÷åñêèìè. Îòìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ è äðóãèå âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîîðäèíàò, ïîëó÷àþùèåñÿ
çàìåíîé òî÷êè N íà äðóãóþ òî÷êó ñôåðû, íàïðèìåð, íà �þæíûé ïîëþñ� S = (0, 0, . . . ,−1) ∈ Sn−1, à
òàêæå çàìåíîé ïëîñêîñòè Π.

(2) Èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî ñôåðû â Rk ñ öåíòðîì â C ∈ Rk è ðàäèóñîì R íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç Rk\{C}
â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ òî÷êó P â òàêóþ òî÷êó Q, ÷òî P è Q ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûïóùåííîì èç
C, ïðè÷åì |CP | |CQ| = R2. Ïîêàæèòå, ÷òî çàìåíà êîîðäèíàò íà Sn−1 \ {N,S} ïðè çàìåíå N íà S (ïðè
òîé æå ãèïåðïëîñêîñòè Π) ÿâëÿåòñÿ èíâåðñèåé â Π îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò.
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(3) Ïîêàæèòå, ÷òî îòðàæåíèå ñôåðû Sn−1 îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè Π â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâåðñèþ â Π îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

(4) Ðàññìîòðèòå ÷àñòíûé ñëó÷àé äâóìåðíîé ñôåðû â R3, ââåäèòå íà Π âìåñòî êîîðäèíàò u1, u2 êîìïëåêñíóþ
êîîðäèíàòó z = u1 + i u2, è çàïèøèòå çàìåíó êîîðäèíàò ïðè çàìåíå N íà S â êîìïëåêñíîé ôîðìå.

Óïðàæíåíèå 4.7. Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(3) ñîñòîèò èç ìàòðèö ðàçìåðà 3 × 3, ñîõðàíÿþùèõ ñòàíäàðòíîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R3, èíûìè ñëîâàìè, A ∈ O(3), åñëè è òîëüêî åñëè AT A = E. Çàïèñûâàÿ òðè ñòðî-
êè êàæäîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ïîñëåäîâàòåëüíî â ñòðîêó, ïîëó÷èì âåêòîð èç R9. Òàêèì îáðàçîì, O(3)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæåñòâî R9. Äîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè A ∈ O(3) ⊂ R9 îðòî-
ãîíàëüíàÿ ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ òðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü. Ìîæíî ëè òî æå ñàìîå ñêàçàòü ïðî
ñïåöèàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó SO(3) ⊂ O(3), ñîñòàâëåííóþ èç îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1?

Óïðàæíåíèå 4.8. Ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SL(n) ñîñòîèò èç ìàòðèö ðàçìåðà n×n, èìåþùèõ åäèíè÷íûé
îïðåäåëèòåëü. Òàêæå ðàññìîòðèì SL(n) êàê ïîäìíîæåñòâî Rn2

. Ïîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè

A ∈ SL(n) ⊂ Rn2

ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü êîðàçìåðíîñòè 1,
ò.å. ðàçìåðíîñòè n2 − 1. Ïîñòðîéòå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå SL(n) â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè.


