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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 3

Óïðàæíåíèå 3.1. Ðåøèòå íà ïëîñêîñòè íàòóðàëüíîå óðàâíåíèå k1(s) = 1/s, I = {s ∈ R : s > 0}.

Óïðàæíåíèå 3.2. Äîêàæèòå, ÷òî áèðåãóëÿðíûå êðèâûå â R3 ñ ïîñòîÿííûìè êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì � ýòî â
òî÷íîñòè îêðóæíîñòè è âèíòîâûå ëèíèè.

Óïðàæíåíèå 3.3. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P ðåãóëÿðíîé ïëîñêîé êðèâîé
è îòëè÷íàÿ îò îêðóæíîñòè êðèâèçíû, êàñàåòñÿ êðèâîé γ ñ ìåíüøèì ÷åì 2 ïîðÿäêîì.

Óïðàæíåíèå 3.4. Ïîñòðîéòå äâå ïëîñêèõ êðèâûõ, ñîâïàäàþùèõ ëèøü â îäíîé òî÷êå P è èìåþùèõ áåñêîíå÷-
íûé ïîðÿäîê êàñàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 3.5. Äëÿ ýëëèïñà x2/a2 + y2/b2 = 1, a > 0, b > 0, a 6= b, çàäàííîãî íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè
êîîðäèíàòàìè x, y, íàïèøèòå óðàâíåíèå ýâîëþòû.

Óïðàæíåíèå 3.6. Ïîêàæèòå, ÷òî ýâîëþòà ïëîñêîé êðèâîé γ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îñîáûõ òî÷åê âñåõ âîë-
íîâûõ ôðîíòîâ, âûïóùåííûõ ñ γ.

Óïðàæíåíèå 3.7. Íàéäèòå îãèáàþùóþ äëÿ ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè êîîð-
äèíàòàìè x, y:

(1) ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé γα, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè (x− α)2 + (y − α)2 = 1;

(2) ñåìåéñòâà îòðåçêîâ äàííîé äëèíû, êîíöû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ;

(3) äëÿ ñåìåéñòâà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê îòðåçêàì, ñîåäèíÿþùèõ äàííóþ òî÷êó ñ òî÷êàìè äàííîé
ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 3.8 (Ôîðìóëà Êðîôòîíà). Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè âñåâîçìîæíûå îðèåíòèðîâàííûå ïðÿìûå
(äëÿ êàæäîé ïðÿìîé ìîæíî âûáðàòü îäíó èç äâóõ îðèåíòàöèé, ò.å. åäèíè÷íûé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé).
Ýòî íàïðàâëåíèå äëÿ îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé ℓ îáîçíà÷èì ν(ℓ). Òàêæå ÷åðåç φ = φ(ℓ) îáîçíà÷èì àðãóìåíò
âåêòîðà ν = ν(ℓ), ò.å. ν = (cosφ, sinφ). Äàëåå, îïðåäåëèì îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå p = p(ℓ) îò îðèåíòèðî-
âàííîé ïðÿìîé ℓ äî íà÷àëà êîîðäèíàò O ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ïðÿìàÿ ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç O, òî ïîëîæèì p = 0;
åñëè íå ïðîõîäèò, òî ïóñòü A � áëèæàéøàÿ ê O òî÷êà ïðÿìîé; òîãäà p = |OA|, åñëè áàçèñ OA, ν ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàí, è p = −|OA| â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü γ � ñïðÿìëÿåìàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ è ℓ � îðèåíòèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ. ×åðåç nγ(ℓ) = nγ(φ, p) îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà ℓ∩im γ (ýòî êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì). Òîãäà äëèíà |γ| êðèâîé γ ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:
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Íåïðåðûâíóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ íàçîâåì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ñêëååíà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ðå-
ãóëÿðíûõ êðèâûõ. Äîêàæèòå ýòó ôîðìóëó äëÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ òàêèõ, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé
ñ ïðÿìûìè îãðàíè÷åíû: äëÿ êàæäîé êðèâîé ñóùåñòâóåò ÷èñëî N òàêîå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ñ êàæäîé
ïðÿìîé íå ïðåâîñõîäèò N .

Óïðàæíåíèå 3.9 (Êðèâûå ïîñòîÿííîé øèðèíû). Â ýòîì óïðàæíåíèè âñå êðèâûå � ïëîñêèå. Ñïðîåöèðóåì
çàìêíóòóþ êðèâóþ íà ïðÿìóþ, òîãäà îáðàç � îòðåçîê. Ïðîîáðàç ýòîãî îòðåçêà ïðè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîåêöèè
íàçîâåì ïîëîñîé, îãðàíè÷èâàþùåé êðèâóþ, à êàæäîå èç äâóõ íàïðàâëåíèé ïðÿìûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ïîëîñó, �
íàïðàâëåíèåì ïîëîñû. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàíè÷íûìè ïðÿìûìè ïîëîñû íàçîâåì øèðèíîé êðèâîé â íàïðàâëåíèè

ïîëîñû. Çàìêíóòóþ êðèâóþ íàçîâåì âûïóêëîé, åñëè îíà îãðàíè÷èâàåò âûïóêëóþ îáëàñòü. Âûïóêëóþ êðèâóþ,
øèðèíà êîòîðîé íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ îãðàíè÷èâàþùåé åå ïîëîñû, íàçîâåì êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðè-

íû, ïðè ýòîì øèðèíó ëþáîé ïîëîñû, îãðàíè÷èâàþùåé òàêóþ êðèâóþ, íàçîâåì øèðèíîé ýòîé êðèâîé. Êðèâóþ
ïîñòîÿííîé øèðèíû, îòëè÷íóþ îò îêðóæíîñòè, áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíîé.

(1) Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñêëååííîé èç ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîãî
÷èñëà n ≥ 3 ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.

(2) Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñêëååííîé èç ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíîãî ÷èñëà
n ≥ 6 ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.
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(3) Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñêëååííîé èç ÷åòûðåõ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû w ðàâíà πw (òåîðåìà Áàðáüå).

(5) Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ ïðÿìàÿ ïîëîñû, îãðàíè÷èâàþùåé êðèâóþ ïîñòîÿííîé øèðèíû, ïåðå-
ñåêàåò êðèâóþ ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Ýòè òî÷êè, äëÿ äàííîé ïîëîñû, íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè

òî÷êàìè êðèâîé, à ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê � äèàìåòðîì êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîé ïîëîñå. Ïî-
êàæèòå, ÷òî äèàìåòð êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû ïåðïåíäèêóëÿðåí ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ïîëîñå.

(6) Òî÷êó êðèâîé γ(t), i ∈ I, íàçîâåì âíóòðåííåé òî÷êîé ðåãóëÿðíîñòè, åñëè t � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðîìå-
æóòêà I, à γ ðåãóëÿðíà â t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíöû äèàìåòðà êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû ÿâëÿþòñÿ
âíóòðåííèìè òî÷êàìè ðåãóëÿðíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû êðèâèçíû ýòèõ òî÷åê ñîâïàäàþò è, çíà÷èò,
ñóììà ðàäèóñîâ êðèâèçíû â òàêèõ òî÷êàõ ðàâíà øèðèíå êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 3.10. Îâàëîì íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, îãðà-
íè÷èâàþùàÿ ñòðîãî âûïóêëóþ îáëàñòü (äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ýòîé îáëàñòè âíóòðåííîñòü ñîåäèíÿþùåãî èõ
îòðåçêà ëåæèò âíóòðè îáëàñòè). Âåðøèíîé îâàëà íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé êðèâèçíà èìååò ëîêàëüíûé ìè-
íèìóì èëè ìàêñèìóì. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé îâàë èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå ÷åòûðå âåðøèíû.


