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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 2

Óïðàæíåíèå 2.1. Âû÷èñëèòå êðèâèçíó, îðèåíòèðîâàííóþ êðèâèçíó è áàçèñ Ôðåíå äëÿ ïëîñêèõ ðåãóëÿðíûõ
êðèâûõ, çàäàííûõ

(1) ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x);

(2) íåÿâíîé ôóíêöèåé F (x, y) = c.

Óïðàæíåíèå 2.2. Äëÿ ñëåäóþùèõ êðèâûõ, çàäàííûõ íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x, y, âû÷èñ-
ëèòå êðèâèçíó, îðèåíòèðîâàííóþ êðèâèçíó è íàéäèòå áàçèñ Ôðåíå:

(1) äëÿ îòðåçêà ïðÿìîé ax+ by + c = 0, a2 + b2 6= 0;

(2) äëÿ äóãè îêðóæíîñòè x2 + y2 = r2, r > 0;

(3) äëÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = ch(x);

(4) äëÿ ýëëèïñà x2/a2 + y2/b2 = 1, a > 0, b > 0.

Óïðàæíåíèå 2.3. Äëÿ ñëåäóþùèõ êðèâûõ, çàäàííûõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòà-
ìè x, y, z, âû÷èñëèòå êðèâèçíó, êðó÷åíèå, è íàéäèòå áàçèñ Ôðåíå:

(1) äëÿ îòðåçêà ïðÿìîé;

(2) äëÿ âèíòîâîé ëèíèè γ(t) = (a cos t, a sin t, b t), a > 0;

(3) äëÿ êðèâîé γ(t) = (t2, 1− t, t3).

Óïðàæíåíèå 2.4. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðèâóþ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:
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Âû÷èñëèòå áàçèñ Ôðåíå è êðèâèçíû êðèâîé γ.

Óïðàæíåíèå 2.5. Äëÿ êðèâûõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äîêàæèòå, ÷òî

(1) ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ëåæèò íà ïðÿìîé, åñëè è òîëüêî åñëè åå êðèâèçíà ðàâíà íóëþ;

(2) áèðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, åñëè è òîëüêî åñëè åå êðó÷åíèå ðàâíî íóëþ.

Íàéäèòå óðàâíåíèÿ òàêèõ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé â òåðìèíàõ èñõîäíûõ êðèâûõ.
Âûÿñíèòå, âåðíî ëè, ÷òî åñëè â êàæäîé òî÷êå ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ âûïîëíÿåòñÿ (γ̇, γ̈,

...
γ ) = 0, òî γ ëåæèò â

íåêîòîðîé ïëîñêîñòè?

Óïðàæíåíèå 2.6. Ïîêàæèòå, ÷òî (n−1)-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â Rn, ó êîòîðîé kn−1 = 0, ëåæèò â (n−1)-ìåðíîì
àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå.

Óïðàæíåíèå 2.7. Ïîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â Rn, ó êîòîðîé òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ íåêîòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k > 1, ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 2.8. Äîêàæèòå, ÷òî áèðåãóëÿðíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ(s) â R3 èìååò ïîñòî-
ÿííóþ êðèâèçíó k > 0, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ τ(σ) íà åäèíè÷íîé
ñôåðå è òî÷êà A ∈ R3, äëÿ êîòîðûõ
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Óïðàæíåíèå 2.9. Äîêàæèòå, ÷òî áèðåãóëÿðíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ(s) â R3 èìååò ïî-
ñòîÿííîå êðó÷åíèå κ 6= 0, åñëè è òîëüêî åñëè íà åäèíè÷íîé ñôåðå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
êðèâàÿ β(σ) íåíóëåâîé ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû (ïðîåêöèÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ βσσ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê
ñôåðå âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ), à â ïðîñòðàíñòâå � òî÷êà A ∈ R3, äëÿ êîòîðûõ
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Óïðàæíåíèå 2.10. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâèçíà áèðåãóëÿðíîé êðèâîé â R3 ïðîïîðöèîíàëüíà êðó÷åíèþ, åñëè è
òîëüêî åñëè íàéäåòñÿ ïîñòîÿííûé íåíóëåâîé âåêòîð u òàêîé, ÷òî 〈u, τ〉 = const 6= 0.

Óïðàæíåíèå 2.11. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ áèðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â R3 ñ êðèâèçíîé
k, äëÿ êîòîðîé k̇ 6= 0, è ñ íåíóëåâûì êðó÷åíèåì κ ëåæèò íà ñôåðå ðàäèóñà R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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Ïðèâåäèòå ïðèìåð áèðåãóëÿðíîé íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé, íå ëåæàùåé íà ñôåðå, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ çàäà÷è, êðîìå k̇ 6= 0.


